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Prilog rjesavanju logaritamsko—eksponencijalnih
jednadzbi

Dino DUMANCIE*

Sazetak. U clanku se najprije navodi definicija @ osnovna svojstva
logaritamske funkcije. Takoder navode se i neka sloZenija svojstva i for-
mule podesne za rjesavanje logaritamskih i eksponencijalnih jednadzbi.
Pokazana je medusobna povezanost ovih formula te navedeni neki ilus-
trativni primjeri i zadaci.

Kljuéne rijeéi: jednadzba, eksponencijalna i logaritamska funkcija
Contribution to solving exponential and logarithmic equations

Abstract. The paper gives the definition and basic properties of a
logarithmic function. Some more complex properties and formulas suit-
able for solving exponential and logarithmic equations are also given.
Mutual interrelations between these formulas are shown and some illus-
trative examples are given.
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1. Uvod

Na op¢insko—skolskom natjecanju iz matematike za ucenike trec¢ih razeda srednje
skole 2007. godine pojavio se i ovakav zadatak.
Zadatak 1. Odredite pozitivni realni broj x > 0 koji je rjeSenje jednadzbe

15log5 T | xlogs 45z - 1.

Logaritmiranjem obje strane jednadzbe po bazi 5 i izlu¢ivanjem zajednickog faktora

dobivamo
logs x (logs 15 + logs 45x) = 0,

logs - logs 675z = 0,
odakle dobivamo dva razli¢ita rjeSenja polazne jednadzbe
logsz =0 = z1=1,
logs 6752 =0 = 22 = g-=.

Pokazat ¢emo drugi nacin rjeSsavanja ovakvih jednadzbi primjenom nekih speci-
jalnih relacija koje vrijede za logaritamsku funkciju.
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2. Logaritamska funkcija — definicija i osnovna svojstva

Logaritamska funkcija f : Ry — R, f(x) = log,x, a > 0, a # 1 definira se kao
inverzna funkcija eksponencijalne funkcije g : R — Ry, g(z) = a®, a>0,a #1
(vidi primjerice [3], [4], [3], [6]). Zbog toga vrijedi (f 0 g)(x) = (g0 f)(z) = ¥, a
specijalno u nasem slucaju dobivamo dvije korisne formule

log,a* =x z €R,
(1)

a8 ® =g,z >0.

Primijetimo da je vrijednost logaritamske funkcije baze a u tocki x onaj broj v,
kojim treba potencirati bazu a da bi se dobio broj z, tj.

log,z=y <= a’=ux. (2)
Odmah se vidi da specijalno vrijedi
log,a=1 i log,1=0. (3)

Navedimo osnovna svojstva logaritamske funkcije, koja neposredno slijede iz
definicijske jednakosti (2)

(i) log,(xy) =log, z +log,y zbog a®-a¥ = a*"V,
(i) log, 2 =log, x —log, y zbog a® :a¥ =a*7Y, (4)

iii) log. x¥ =ylog, x zbo a®)¥ = q"v,
Sa ylog, g

3. Neka posebna svojstva logaritamske funkcije

Prethodno navedenim svojstvima dodajmo jos dvije vazne formule

xloga Y = ylogax, a” 'r’ y > O’ (5)
log, x

1 = 0. 6

o8, T = 1 amy> (6)

Dokaz formule (5). Ocigledno vrijedi jednakost

log, x log, y = log, y log, «.
Koristenjem formule (iii) iz (4) dobivamo
log, x log, v

log, y'°8* = log, «

a zbog bijektivnosti logaritamske funkcije odmah slijedi (5).

Dokaz formule (6). Neka je y = log,x. Prema (2) vrijedi a¥ = z, pa zbog
bijektivnosti logaritamske funkcije vrijedi

log, a¥ = log, * = ylog, a = log, x,
iz ¢ega dobivamo (6).

Pokazimo nadalje da iz (5) slijedi (6) i obrnuto.
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(a) (5) = (6).

Ako u (5) stavimo y = b i logaritmiramo po bazi a, dobivamo
log, b log, © = log, = logy b.

Kako je prema (3) log, b = 1, odavde neposredno slijedi (6).

(b) (6) = (5).
Oznacimo z = z'°% Y. Logaritmiranjem obje strane po bazi a i koristenjem
(6) dobivamo

1

D8aZ _ log, 2.

1 = =
%8t log, y

Odavde korigtenjem (3) dobivamo z = 484 % a kako je z = 2'°%a ¥, dobili smo
formulu (5).

Specijalno iz (6) slijedi korisna formula koja povezuje dvije razlicite baze logarita-
mske funkcije

log, b= a,b>0. (7)

log, a’
Primjer 1. Zadatak 1 s pocetka clanka

15log5 T | xlogs 45z _ 1

koji smo rijesili na uwobi¢ajen nacin, rijesit cemo primjenom formule (5).  Ako
faktor 15'°85 prema formuli (5) zamijenimo s #'°85 1% polazna jednadzba postaje
xlogs 675z _ 1.

Buduéi da funkcija opéa potencija x — x#(*) moze primiti vrijednost 1 ili tako da
je x =1 ili tako da je p(x) = 0, lako dobivamo dva rjesenja prethodne jednadzbe

_ L
T 6T

xry = 1, )

Primjenom programskog sustava Mathematica takoder se moze rijesiti ova jed-
nadzba primjenom naredbe FindRoot, ali pri tome pocetna aproksimacija mora
biti vrlo blizu rjesenja.

In[1]:= £[x_] := 156"Logl5, x] =x"Logl5, 45 x] - 1

(i) primjenom FindRoot [f[x] == 0, {x, .01}] dobivamo x -> 0.00148148,
(8- 575,

(ii) primjenom FindRoot [f [x]

0, {x, 2}] dobivamo x -> 1.
Primjer 2. Primjenom formule (5) rijesimo sljedeéu jednadzbu (vidi [1], str. 85)

5logx _ 3logx71 _ 3logx+1 _ 5logx71
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Najprije primijetimo da rjeSenje & mora zadovoljavati uvjet x > 0. Koristenjem
formule (5) i sredivanjem jednadzbe dobivamo

3 10g575 log 3 3 27 log 2

Ponovnim koristenjem formule (5) dobivamo

3 2 B 3 logx

5)  \b ’
odakle slijedi rjesenje « = 100. Drugi nacin rjesavanja vidi u [1], str. 85. Primjenom
programskog sustava Mathematica takoder mozemo dobiti ovo rjesenje naredbom

FindRoot, ali pri tome pocetna aproksimacija mora biti veca od 18.
Primjer 3. Primjenom formule (6) rijesimo sljedeéu jednadzbu (vidi [1], str. 83)
log(35 — 2?) 5
log(5—z)

Najprije primijetimo da trazeni realni broj x € R mora zadovoljavati sljedece

04

02f /\
\
L 1

ol 1 2 é\ 4

—04f \
—06f |
~08F \
10t |

Slika 1: Graf funkeije f(x) = 'EE2=20) 3

uvjete:

5—x>0 & 5—2#1 & 35—2°>0,

tj. moguée rjeSenje mora zadovoljavati uvjet: r < /35 ~ 3.27107, §to je vidljivo i

iz grafa funkcije f(x) = % — 3 prikazanog na Slici 1.

Koristenjem formule (6) polazna jednadzba postaje
log5_4)(35 — %) =3.
Na osnovi definicijske jednakosti (2) dobivamo jednadzbu
(5 — ) =35 — 23,
odnosno kvadratnu jednadzbu
2 =5z +6=0,

Cija su rjeSenja r; = 2, xo = 3.
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Primjenom programskog sustava Mathematica takoder mozemo dobiti ova rjeSenja
naredbom FindRoot i odgovaraju¢om pocetnom aproksimacijom.
Zadatak 2. Na osnovi formule (5) (odnosno formule (6)) pokaZite da vrijedi

1
log,» x = —log, .
n

Uputa: stavite b = a™ i primijenite formulu (6).
Zadatak 3. Na kraju navedimo jos nekoliko zadataka za vjezbu (iz [1], [2], [3],
[7]) u kojima je korisno primijeniti formule (5) ili (6):

a)4los® — 39 4 glosd =0, p)3lsT —12. 21083 4 1 =0,
C) 2log 2+log(z—3) 1

log(7z+1)+log(x—6)+log3 — 2

d) Rijesite sustav jednadzbi:
5logx — 3logy

(3x)log 3 _ (5y)log 5

Rjesenje: a)xo =100, b)axg=0.1, c)xo=09, d)(zo,y0)= (%, %)
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