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R E S U M E 

Dans la première partie de ce travail, des expressions analytiques ont été déterminées  
pour les contraintes à travers l'épaisseur d'une poutre composite soumise à une excitation 
électrique. Dans la deuxième partie de cette étude, on s’intéresse à la  théorie de 
l'élasticité qui est utilisée pour obtenir des solutions exactes des consoles piezo-thermo-
élastique graduellement évaluée sous différents chargements couplés. Ces solutions sont 
utilisées pour identifier le paramètre piézoélectrique et les coefficients thermiques des 
matériaux. En outre, des résultats numériques sont obtenus pour l’analyse de la console 
chargée par deux différents types de chargement. Dans cette partie d’étude on montre 
aussi que le changement linéaire des paramètres thermiques du matériau n’influe  pas 
sur la distribution de la contrainte et l'induction de  la poutre. Cependant il influe sur les 
composants de la déformation, champ électrique, le déplacement et le potentiel 
électrique de la console.  

A B S T R A C T 

In the first part of this work, analytical expressions were determined for the stresses 
through the thickness of a composite beam submitted to electrical excitation. In the 
second part of this study we are interested in the theory of elasticity, which is used to 
obtain exact solutions of piezo-thermo-elastic consoles gradually coupled evaluated 
under different loads. These solutions are used to identify the piezoelectric parameter 
and thermal coefficients of the materials. In addition, numerical results are obtained for 
the analysis of the loaded console by two different types of loading. In this study we 
show also that changing the linear thermal parameters of the material does not affect the 
distribution of the stress and the induction of the beam. However it affetcs the 
components of the deformation, electric field, the displacement and the electric potential 
of the console.  
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1 INTRODUCTION  

Dès la découverte de l'effet de la piézoélectricité en 1880 par les frères Curie, les matériaux piézoélectriques font 
l’objet d’une large application dans la technologie, tels que les recherches sur les moteurs piézoélectriques ultrasoniques, le 
contrôle de la vibration de différents types de structures [1], actionneur [2-4], etc. Les applications dans la technologie, les 
matériaux piézoélectriques sont conçus souvent en monocouche ou bicouche, sont mécaniquement collées par une couche 
adhésive [5, 6]. Sirohi et Chopra [7] ont présenté une discussion détaillée sur les mesures de déformation dans les piezo-
céramiques (PZT) et les capteurs en piézo-film (PVDF) comparés avec des déformations conventionnelles. Les principales 
faiblesses de ces dispositifs en sandwich sont que la couche adhésive peut se fissurer à basse température et se décoller à 
haute température, ce qui réduira la durée de vie et la fiabilité de ces dispositifs piézoélectriques. Parfois, le chargement 
thermique est loin d’être la raison principale de la rupture de ces structures intelligentes. Par conséquent, les effets du 
chargement thermique ont attiré une attention particulière ces dernières années. Par exemple, Schult et al. [8] ont discuté 
sur les propriétés et la modélisation des matériaux piézoélectriques à des températures modérément élevées. Raja et al. [9] 
ont présenté une formulation généralisée des éléments finis en piezo-thermo-élastique d'une poutre stratifiée avec des 
matériaux piézoélectriques composés de capteurs/actionneur distribués. Birman [10] a étudié les effets de la température 
sur les capteurs piézoélectriques et un substrat en composite, et il a constaté que même les fluctuations modérées de la 
température (environ 200°C) peuvent changer d’une manière significative la lecture de la tension à partir d’un capteur 
piézoélectrique. Tian et Shen [11] ont achevé une analyse numérique du comportement thermomécanique des structures 
piézoélectriques sous des déformations finies. Pour améliorer la durabilité des structures piézoélectriques, les matériaux 
piézoélectriques à gradient évaluée (FGPM) ont été développés et utilisés pour produire des dispositifs, tel que les capteurs 
et les actionneurs [12, 13]. Lorsque les matériaux  piézoélectriques sont conçus avec une variation graduelle dans le 
matériau considéré dans une ou deux dimensions, ils peuvent surmonter le décollement et la fissuration de la couche 
adhésive et en même temps réduire la contrainte mécanique. En se basant  sur un modèle analytique simple, Hauke et al. 
[14] ont étudié un type d’actionneur piézoélectrique multi morphe et ont prédit le comportement des actionneurs en 
matériau à gradient évalué (FGM). En utilisant la théorie de l'élasticité classique, Kouvatov et al. [15] ont donné non 
seulement quelques solutions pour une poutre console avec des propriétés variant graduellement mais aussi une synthèse 
succincte  de la conception et de la modélisation pour les micros actionneurs en console. Corr et Clark [1] ont comparé le 
comportement en flexion des actionneurs bimorphes et polymorphes en se basant sur une analyse par éléments finis. En 
général, plusieurs types de consoles piézoélectriques figurent dans la littérature parmi eux : il y a une fonction potentielle 
pour les forces de surface [16], le paramètre piézoélectrique ( 31g ) change linéairement [17] et en dernier le paramètre 

élastique ( 33S ) et les forces de surface changent simultanément [18], les analyses élastiques sont fournies et des solutions 
fondamentales sont obtenues. 

1.1 Les équations de base pour les matériaux  piezo-thermo-élastique en déformation plane 

La poutre console utilisée comme modèle pour l’analyse des capteurs et des actionneurs piézoélectriques [19], montrée 
dans la figure 1, est étudiée. Les surfaces supérieures et inférieures de la poutre sont  collées d’une façon continue aux 
électrodes. Pour décrire les équations de base du problème, un système de  coordonnées cartésiennes (x, z) est introduit 
dans la présente analyse. iiijij ED ,,,σε représentent respectivement, les composantes de déformation, contrainte, induction, 

et le champ électrique du milieu piézoélectrique. Les équations constitutives pour un matériau piezo-thermo-élastique en 
déformation plane sont exprimées comme suit [20] 

 
11 13 31 11

13 33 33 33

44 15

S S g Dx x z z
S S g Dz x z z
S g Dxz xz x

ε σ σ µ θ

ε σ σ µ θ

γ τ

 = + + −
 = + + −


= +

 (1) 
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z x z z

E g D
E g g D q

τ ξ
σ σ ξ θ

= − +
 = − − + −
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Où ijS , ijg  et ijξ sont respectivement les coefficients de souplesse, piézoélectrique et  l’imperméabilité diélectrique ; θ  

est la température ; iiµ  et 3q  sont respectivement la déformation thermique et le coefficient pyroélectrique du matériau. 
Sans la considération des forces de volume, les équations d'équilibre peuvent s’écrire comme suit 

 
0

0

x xz

xz z

x z

x z

σ τ

τ σ

∂ ∂ + = ∂ ∂
∂ ∂ + =
 ∂ ∂

  (3) 

 0x xzD D
x z

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (4) 

 11 33 0( k ) ( k )
x x z z

θ θ∂ ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂
 (5) 

A partir de l’équation (2), on dérive la première équation du système d’équation (2) par rapport à x et la deuxième par 

rapport à z et on fait la soustraction entre les deux équations, on aura  

 
2 2

2 2 0x z

x z
σ σ∂ ∂

− =
∂ ∂

  (6) 

Après simplification on obtient 

 11 33 0( k ) ( k )
x x z z

θ θ∂ ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂
 (7) 

C’est-à-dire après l’élimination de tous les termes qui dépendent du système d’équation (2) et (3), ou 

 
2

33 13 31 33 3 33 31 33 11 33 33 33 13 33 33 11
11 2 2 2 2 2 2
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− + − − − + − −
  (8) 

 
2

33 11 31 13 3 31 33 11 13 33 33 11 33 31 33 11
33 2 2 2 2 2 2

13 31 33 31 33 13 33 33 11 11 33 33 13 31 33 31 33 13 33 33 11 11 33 332 2
( g S g S )q ( g S S g g )

k
S g g g S S g S S S S g g g S S g S S S

µ µ ξ µ ξ µ
ξ ξ ξ ξ

− + − + −
= − −

− + − − − + − −
  (9) 

Où  ijk  est le coefficient de conductivité thermique. Les composants de déformation et le champ électrique sont reliés 

au déplacement ( u,w ) et au potentiel électrique ϕ  par les équations suivantes  

 
x z xz

x z

u w u w, ,
x z z x

E , E
x z

ε ε γ

ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ = = = + ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ = − = −
 ∂ ∂

 (10) 

Il est vérifié que le paramètre piézoélectrique ( 31g ) joue un rôle important dans le jugement du comportement des 
matériaux piézoélectriques et les performances des produits piézoélectriques. Plusieurs recherches [14, 19, 21] ont été 
faites sur les propriétés des matériaux piézoélectriques avec différentes valeurs de 31g . 

Dans le présent travail, on s’intéresse aux solutions exactes des poutres consoles piezo-thermo-élastiques. La propriété 
du gradient du paramètre piézoélectrique ( 31g ) est prise en considération, alors que d’autres paramètres matériels sont 

supposés être constants. Parmi eux la  propriété du gradient du paramètre piézoélectrique ( 31g ) est supposée comme suit 

 31 1 2g r z r= +  (11) 

Où 1r  et 2r  sont des constantes matérielles. Les équations (1) - (3) ainsi que des conditions aux limites appropriées 
peuvent être utilisé pour étudier le problème en question.  
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Fig. 1 console piézoélectrique 

En substitution les équations (1) et (2) dans l'équation (3), on aura les équations suivantes en termes de contraintes  

xσ , zσ et d’induction Dx, Dz 

 

22 2
44 44

11 13 33 13 1 22 2 2 2 2

22 2 2

33 1 15 11 332 2 2

1 2 15 33 11 33 3

2 2

2 0

0

z
x z

xz z

x xz z

S S D[ S ( S ) ] [ S ( S ) ] ( r z r )
z x x z z

DD Dg r g
z x zx z x

D D( r z r g ) g q
x x z x x

σ σ

θ θµ µ

σ σ θξ ξ

 ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − − =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
 ∂ ∂∂ ∂ ∂

+ + + + − + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (12) 

Pour l’équation (5), on remplace les équations (1), (2) dans (3), on utilise l’équation de compatibilité suivante  

 
2 22

2 2
x xzz

x zz x
ε γε∂ ∂∂

+ =
∂ ∂∂ ∂

 (13) 

et à partir du système (2), on dérive la première équation du système  (3) par rapport à x et la deuxième par rapport à z et on 
fait l’addition, on déduira l’expression suivantes  

 
2 2 2

2 2

1
2

xz x z( )
x z x z
τ σ σ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂

 (14) 

Pour la deuxième équation du système (5), on dérive l’équation (5) par rapport  à (z) et on aura 

 xE
x
ϕ∂

= −
∂

  (15) 

et l’équation (5) par rapport  à (z) 

 zE
z
ϕ∂

= −
∂

 (16) 

Et on fait xE - zE = 0 on obtient la deuxième équation du système (5). En effet, l'équation (5) est l'équation de 
compatibilité qui permet de trouver le déplacement et le potentiel électrique quand la contrainte et l'induction sont déjà 
obtenues. 

2 Les solutions exactes d'une console piezo-thermo-élastique sous  chargements couplés 

Pour une console piézoélectrique (figure 1), soumise à des charges couplées (thermiques et mécaniques/électriques), 
les solutions exactes peuvent être déterminées en se basant sur la théorie de l'élasticité, le champ de la température peut être 
facilement obtenu. 

2.1 Champ de la température 

Supposons que la console piézoélectrique est chauffée homogènement sur la surface supérieure, la température aux 
surfaces supérieure et  inférieure de la poutre est supposée constante et égale respectivement à 0θ  et 0. Ceci signifie que 
nous avons les conditions aux limites thermiques suivantes : 

 0
2
h( x, )θ =      ,   02

h( x, )θ θ− =   (17)  
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Dans ce cas, l'équation (2) deviendra  

 
2

33 2 0k
z
θ∂
=

∂
 (18) 

Pour l’équation (8), on fait la solution de l’équation différentielle (7). Ainsi le champ de la température de la console 
peut être facilement obtenue comme suit 

 A Bzθ = +   (19)   

Après l’utilisation des conditions aux limites (6) les valeurs de A et B s’expriment comme suit 

 0 2A /θ=   , 0B / hθ= −  (20) 

2.2 Champs mécaniques et électriques 

En utilisant l'équation (8), l'équation de compatibilité (5) peut être récrite comme suit 

 

22 2
44 44

11 13 33 13 1 22 2 2 2 2

22

33 1 152

1 2 15 33 11 33

2 2

2 0

0

z
x z
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x xz z
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z x x z z

DD Dg r g
z x zx

D D( r z r g ) g
x x z x

σ σ

σ σ
ξ ξ

 ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂∂
 ∂ ∂∂ ∂

+ + + + − = ∂ ∂ ∂ ∂

  (21) 

Pour trouver les champs mécaniques et électriques de la console piézoélectrique, la fonction d’AIRY est utilisée. La 
fonction de contrainte (φ ) et la fonction d'induction (ψ ) sont introduites. Les composantes de la contrainte et de 
l'induction peuvent être exprimées comme suit 

 
2

2x z
φσ ∂

=
∂

    ,  
2

2z x
φσ ∂

=
∂

  , 
2

xz x z
φτ ∂

= −
∂ ∂

 ,  xD
z
ψ∂

=
∂

  ,   zD
x
ψ∂

= −
∂

 (22) 

Pour trouver les solutions, les deux types de chargements couplés précités sont considérés  séparément. 

Cas  I : console soumise aux chargements thermiques et électriques 

En plus du chargement thermique, la console piézoélectrique est soumise aussi à une charge électrique (figure 2), c’est-
à-dire, il y a une différence de potentiel électrique entre la surface  supérieure et inférieure de la console 

 02 2
h h( x, ) ( x, ) Vϕ ϕ− − =  (23) 

Dans ce cas, la fonction de contrainte et la fonction d'induction peuvent être supposées comme suit 

 0φ = , bxψ =  (24) 

 

Fig. 2 console soumise à un chargement thermique et champs électrique  

Où b  est une constante inconnue à déterminer. Substituant l'équation (12) dans l'équation (10), les expressions de la 
contrainte et l'induction peuvent être obtenues par 
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 0x z xz xDσ σ τ= = = =   et   zD b= −  (25) 

Il est évident que l'équation de compatibilité (9) soit automatiquement satisfaite dans ce cas. En outre, la contrainte et 
l'induction satisfaisant aussi toutes les conditions aux limites suivantes. 

Conditions aux limites mécaniques 

 0xz zτ σ= =        à       2z h /= ±      ,     0xz xτ σ= =        à    0x =   (26) 

Conditions aux limites électriques 

 0xD =                   0x ,L=  (27) 

En utilisant l'équation (1), les composants de déformation et le  champ électrique peuvent être obtenus par  

 
1 2 11

33 33

0

x

z

xz

( r z r )b ( A Bz )
g b ( A Bz )

ε µ
ε µ
γ

= − + − +
 = − − +
 =

 (28) 

 
33 3

0x

z

E
E b q ( A Bz )ξ

=
 = − − +

  (29) 

Pour déterminer le déplacement et le potentiel électrique de la console, les conditions aux limites suivantes sont 
considérées  

 0 0u( L, ) = , 0 0w( L, ) = ,   0 0w ( L, )
x

∂
=

∂
 ,  0 0( L, )ϕ =  (30) 

En intégrant l'équation (3), et en utilisant les conditions aux limites mentionnées ci-dessus et l’équation (11), les 
composantes du déplacement et le potentiel électrique ainsi que la constante inconnue b peuvent être déterminés par  

 
1 2 11

2 2 2
33 33 1 11

1 2
2 2

u ( r z r )b( L x ) ( A Bz )( L x )
Bw g b ( Az z ) ( r b B )( x xL L )

µ

µ µ

= + − + + −



= − − + + + − +

 (31) 

 2
33 3 2

Bbz q ( Az z )ϕ ξ= − +   (32)       

    Avec 3 0

33

q Ah V
b

hξ
+

= −  (33) 

 

Fig. 3 console soumise à un chargement thermique et une charge excentrée 

L'analyse et les solutions ci-dessus montrent que les chargements couplés thermiques et électriques n’aboutissent pas à 
des composantes de contrainte dans les consoles à gradient évalué. Cette conclusion montre que la proposition est correcte. 
Pour une distribution du potentiel électrique sur n'importe quelle section transversale de la poutre, une expression 
quadratique est trouvée. 

 

Cas  II : console soumise à une charge thermique et mécanique 
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Pour la console piézoélectrique montrée en figure 3, et en plus du chargement thermique, une charge excentrique F est 
également appliquée à l'extrémité libre. Dans ce cas, la fonction de contrainte et la fonction d'induction peuvent être 
supposées suivant les expressions 

 3 2az czφ = − − , 0ψ =  (34) 

Où a et c sont des constantes inconnues à déterminer. Ensuite les composantes de la contrainte et de l'induction sont 
obtenus en utilisant l'équation (10)  

 6 2x az czσ = − −     0z xz x zD Dσ τ= = = =   (35) 

Il est évident que l'équation de compatibilité (9) est satisfaite. En outre, des conditions aux limites mécaniques et 
électriques sont aussi vérifiées automatiquement telles que 

 
0 2

0 0
z xz x z

x

D D z h /
D x ,L
σ τ= = = = = ±
 = =

 (36) 

Pour satisfaire les conditions aux limites mécaniques à l'extrémité libre de la console, le principe de Saint-Venant est 
introduit 

 0xzτ =    ,  
2

2

h /

x
h /

dz Fσ
−

=∫ ,
2

0
2

h /

x
h /

zdz Fzσ
−

= −∫   0x =  (37) 

En substituant l'équation (20) dans l'équation (22), nous obtenons  

 0
3

2Fz
a

h
= ,  

2
Fc
h

= −  (38) 

En utilisant l'équation (1), les composantes de la déformation et du  champ électrique peuvent être obtenues par  

 
11 11 11 11

13 33 13 33

2 6
2 6

0

x

z

xz

S c A ( S a B )z
S c A ( S a B )z

ε µ µ
ε µ µ
γ

= − − − −
 = − − − −
 =

  (39) 

 
2

1 1 2 3 2 3

0

6 2 6 2
x

z

E

E ar z ( cr ar q B )z cr q A

=


= + + − + −
  (40) 

En outre, le déplacement et le potentiel électrique peuvent être obtenus respectivement comme suit  

 
11 11 11 11

2 2 2
13 33 13 33 11 11

2 6
1 16 2 6 2
2 2

u ( S c A )( L x ) ( S a B )( L x )z

w ( S a B )z ( S c A )z ( S a B )( x xL x )

µ µ

µ µ µ

= + − + + −



= − + − + + + − +

 (41) 

 3 2
1 1 2 3 2 3

12 2 6 2
2

ar z ( cr ar q B )z ( cr q A )zϕ = − − + − − −  (42) 

Il peut être déterminé à partir de cette solution que toutes les composantes de la contrainte à l’exception de xσ  sont 
nulles quand la console est soumise à une charge excentrée F et à un chargement thermique. Une expression cubique pour 
la distribution du potentiel électrique sur n'importe quelle section transversale de la console est également déterminée. 

3 Identification des paramètres 

L'identification des paramètres joue un rôle très important en décrivant avec précision le comportement interne d'un 
matériau de type FGM. Pour un matériau gradué, il est très difficile de traiter un spécimen homogène pour mesurer les 
propriétés d'un point matériel considéré en utilisant une méthode générale introduite par Marcus [22]. Beaucoup d'attention 
a été accordée pour identifier un matériau non homogène. Ashida et Tauchert [23] ont déterminé le champ de la 
température d'un corps entrant en contact en utilisant une approche de fonction potentielle comprenant trois potentiels de 
déplacement et deux potentiels électriques. Liu et Shi [17] ont présenté un procédé inverse informatique pour la 
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caractérisation des propriétés matérielles de FGMs utilisant la réponse du déplacement surfacique de la plaque. Franke et 
al. [24] ont mesuré les variations de la température des parties réelles et imaginaires du coefficient 11

ES en utilisant la 
méthode de résonance piézoélectrique. Fan et al. [25] ont développé une technique simple pour caractériser les modules 
élastiques des couches minces de n'importe quelle épaisseur. La méthode pour identifier les paramètres matériels pour les 
matériaux piezo-thermo-élastique fonctionnellement gradué est étudiée par plusieurs auteurs. 

4 Identification du paramètre piézoélectrique ( 31g ) 

Se basant sur les résultats obtenus ci-dessus, le paramètre piézoélectrique ( 31g ) peut être identifié. Pour déterminer les 

paramètres inconnus ( 1r et 2r ) dans L'équation (4), une console chargé axialement par une force concentrée ( F ) à 
l'extrémité libre, suivant les indications de la figure (4). Ignorant la température de la poutre, le potentiel électrique de la 
poutre peut être obtenu à partir de l'équation (25) comme  

 2
1 22 2

F Fr z r z
h h

ϕ = +  (43) 

Les Uφ  et Lφ indiquent respectivement le potentiel électrique sur les surfaces  supérieures et inférieures de la poutre. 

Alors les paramètres ( 1r et 2r ) peuvent être trouvés  

 1
4 U L( )

r
Fh

ϕ ϕ−
=  ,  2

U Lr
F

ϕ ϕ−
=  (44) 

Pour les paramètres  1r  , 2r , on a    2L ( h / )ϕ ϕ=      et    2U ( h / )ϕ ϕ= −  c’est-à-dire  

 2
1 22 2 2 2L

F h F hr ( ) r
h h

ϕ = +   (45) 

donc  1 28 2L
Fh Fr rϕ = +  (46) 

 

et 2
1 22 2 2 2U

F h F hr ( ) r
h h

ϕ = − −  (47) 

donc 1 28 2L
Fh Fr rϕ = −  (48) 

en effet  14L U
Fh rϕ ϕ+ =  (49) 

qui donne 1
4 L U( )

r
Fh

ϕ ϕ+
=  (50) 

et  2L U Frϕ ϕ− =  (51) 

qui donne aussi 2
L Ur

F
ϕ ϕ+

=  (52) 

Qui nous donne l’équation  (27). Les formules ci-dessus démontrent une fois le potentiel électrique sur les surfaces  
supérieures et inférieures de la console ont été obtenues à partir des essais, le paramètre piézoélectrique ( 31g ) peut être 
identifié. 

5 Identification du coefficient de pyroélectrique ( 3q ) 

Pour le cas où la console est chargée simultanément  par une température élevée et une force concentrée, voir figure 4, 
le potentiel électrique de la console peut être déduit de l'équation (25) comme suit  
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 2 2
3 1 22

2
B( z Az )q ( r z r z )cϕ = + − +   (53) 

De plus, si le symbole ( LFTϕ ) est utilisé pour dénoter le potentiel électrique sur la surface supérieure de la  poutre sous 

chargements couplés thermiques et mécaniques, le coefficient pyroélectrique ( 3q ) peut être identifié  

  
2 2

1 2 1 2
3 2

0

8 2 8 8 2 8
4

LFT LFT( r h r h )c ( r h r h )cq
hh B hA

ϕ ϕ
θ

+ + + +
= =

+
 (54) 

Pour l’équation  (29), on prend l’équation (28) et on remplace z par h/2 et LFTϕ ϕ= , La solution de (28)  par rapport  

( 3q ) nous donnes l’équation (29). Si la console est chargée par un chargement thermique seulement, alors nous avons 

 3
0

8 LTq
h
ϕ
θ

=  (55) 

 

 

Fig. 4 console soumise à une charge concentrée 

Là où le symbole ( LTϕ ) dénote le potentiel électrique détecté sur la surface inférieure de la console, dans ce cas de 
chargement. L'équation (30) prouve qu'une fois que le potentiel électrique sur la surface inférieure est détecté quand la 
température fournie est seulement sur la surface supérieure de la console, dans ce cas là le coefficient pyroélectrique ( 3q ) 
peut être identifié. 

6 Cas spéciaux de chargement et comparaisons  

En outre pour identifier les paramètres matériaux, on utilise  les résultats obtenus ci-dessus qui peuvent  être également 
utilisés à quelques cas spéciaux de chargement qui nous mènent à des résultats simples. Dans cette partie, les deux cas 
spéciaux de chargement sont étudiés par Hauke et al. [14]. Les paramètres géométriques de la console étudiés dans cette 
recherche sont choisis, c.-à-d., 16L mm=  et 1 32h . mm= . Quelques changements des quantités physiques de la console 
sous le chargement thermique sont obtenus. 

En outre, les résultats obtenus dans ce travail sont comparés à ceux obtenus dans les recherches théoriques et 
expérimentales  

7 Console soumise seulement au chargement thermique  

Si la console est soumise seulement à une température élevée, les solutions pourraient être directement déduites des 
résultats obtenus pour le cas I en assumant que 0 0V =  et  33ξ → ∞  ou dans le cas II en assumant que 0F = . En détail, 
nous pouvons obtenir les expressions simples suivantes 

 

Composantes de la contrainte et de l'induction 

 0x z xz x zD Dσ σ τ= = = = =  (56) 
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Composantes de la déformation et du champ électrique 

 

11

33

3

0

0

x

z

xz

z

x

( A Bz )
( A Bz )

E q ( A Bz )
E

ε µ
ε µ
γ

= − +
 = − + =
 = − +
 =

 (57) 

 

Composantes du déplacement et potentiel électrique 

 

11 0

2
2 233 33

0 0

2
3

0

1
2

2
2 2

2

zu ( )( L x )
h

zw ( z ) ( x xL L )
h h

q z( z )
h

µ θ

µ µ
θ θ

ϕ θ

 = − −

 = − + + − − +



= +


 (58) 

 

Pour une console en cadmium sélénium et polarisée dans la direction de l'épaisseur, les paramètres matériau 
suivants 6

11 2 16 10 1. / Kµ −= − × , 6
33 1 76 10 1. / Kµ −= − ×  et 4

3 2 95 10q . N / ( KC )− ×  sont utilisés dans la présente étude 
[26]. Les déplacements longitudinaux et transversaux de chaque point sur la surface supérieure d’actionneurs sont présentés 
sur les figures 5 et 6, respectivement, pour les différentes températures 1, 2 et 5 K. La figure 7 montre la distribution du 
potentiel électrique à n'importe quelle section transversale de la poutre sous différentes températures. Ces résultats sont 
compatibles avec les résultats obtenus par Kapuria et al. [26].  Pour une poutre cylindrique axisymétrique piezo-thermo-
élastique transversalement isotrope fini. 
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Fig. 5 le déplacement longitudinale u a z=-h/2 
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Fig. 6 le déplacement transversale w a z=-h/2 
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Fig. 7 la distribution du potentiel électrique à une section transversale de la console 

Console soumise seulement au champ électrique  

Si la console est soumise seulement à un champ électrique, les solutions peuvent être directement déduites des résultats 
obtenus au cas I en supposant 00 =θ par  

Composantes de la contrainte et de l'induction 

 0x z xz xDσ σ τ= = = =       0

33
z

V
D

hξ
=  (59) 

Composantes de la déformation et du champ électrique  
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  (60) 

 

Composantes du déplacement et du potentiel électrique 

 

0
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33
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

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

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  (61) 

Maintenant, nous comparons les résultats obtenus dans cette étude à quelques résultats expérimentaux et théoriques 
obtenus par Hauke et al. [14]. Ainsi, la flexion transversale de la console exprimée seulement par un chargement de tension 
électrique est réécrite comme suit  

 2 20
33 1

33

1 2
2

V
w [ g z r ( x xL L )]

hξ
= − − +  (62) 

Se basant sur la théorie de l'élasticité et après le procédé présenté par Marcus [21], on obtient la flexion (δ ) à 
l'extrémité libre de l’actionneur par  

 
2

3 31 1maxE L d N( N ) ( )
h N

δ +
=  (63) 
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Fig. 8 la dépendance de la flexion lors de l’application de la tension 



142 JOURNAL OF MATERIALS AND ENGINEERING STRUCTURES 2 (2015) 130–144 

 

2 4 6 8 10 12
0.0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5 v=100V

 regression linéaire
 suivant les données

w 
( µ

m
 )

Nombre des couches

 

Fig. 9 Flexion d’un actionneur basé sur différents modèles analytiques à V=100v 

Où 3E est le champ électrique appliqué, 31
maxd est le paramètre piézoélectrique de la couche inférieure de la  poutre. 

Dans la recherche de Hauke et al. [14].  Sur la flexion des actionneurs de BaTiO3-céramiques, les spécimens de FGM sont 
composés de N couches avec différentes propriétés piézoélectriques. Pour la simplicité, le diélectrique ( 33 2000T F / mε = ) 
et d'autres paramètres matériau sont constants pour toutes les couches. En outre, chaque couche a la même épaisseur, 

indiquée par la formule Lt h / N=  avec 1 32h . mm=  et une surface de 216 4mm× . En se basant sur les relations des 
paramètres piézoélectriques, tous les paramètres matériaux utilisés dans la présente étude y compris la distribution du 
paramètre gradient ( 31g ) peut être déterminé pour BaTiO3-céramiques. Nous avons 

31 45 5 2 2g . zVpm / N ( h / z h / )= − ≤ ≤ , 33 0 08g . V pm / N=  et 33 0 0005. m / Fξ = selon l'équation (37), la flexion 

0 2w( , h / )δ = − liée à la tension appliquée est montrée sur la figure 8. Celle-ci donne une pente de   

0 0089wm . m / V
V

µ∂
= =
∂

.  

Pour comparer ses résultats, la régression expérimentale linéaire des données de Hauke et al. [14], l’actionneur 
trimorphe est également présenté dans la même figure. La régression de Hauke et al. [14] donne une pente 
de 0 011m . m / Vµ= . La figure 9 montre le rapport entre la flexion et le nombre de couches de l’actionneur à 

100V = ∨ (correspondant à un champ efficace de 0 75. k / cm∨ ) selon le modèle analytique et les résultats expérimentaux 
de Marcus [21], et selon l'équation (37), la flexion déterminée par la présente étude est de 0 89. mµ , qui est également 
présentée sur la figure 9. 

On peut voir que les flexions obtenues expérimentalement et par le modèle analytique de N-morph diminuent avec 
l'augmentation du nombre de couches, et la flexion obtenue dans la présente étude est légèrement plus petite que celle 
donnée par une autre recherche basée sur le modèle N-morph. Il est clair que plus le nombre de couches augmente, plus la 
flexion revenant au résultat donné par l'équation (37) augmente, et ce,  pour des actionneurs de FGM. 

Dans l'analyse décrite ci-dessus, on considère que tous les coefficients matériaux thermiques sont constants. Les 
coefficients matériaux thermiques avec ces propriétés de gradient sont analysés. Les paramètres matériaux thermiques ( 11µ , 

33µ et 3q ) varient linéairement le long de la direction z, qui est suffisante pour la plupart des applications dans la 
technologie, c’est-à-dire 

 11 1 2m z mµ = +       33 1 2n z nµ = +       3 1 2q t z t= +   (64) 

Combinant les équations (1), (4), et (39), l'équation de compatibilité peut être récrite  
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  (65) 

8 Conclusion 

Il est évident que les composantes de la contrainte et de l'induction aussi bien que le champ de température obtenus 
dans cette étude pour chaque cas de chargement considéré satisfassent l'équation (40). En d'autres termes, le changement 
linéaire des paramètres matériaux thermiques ( 11µ , 33µ et 3q ) n'influent pas sur la distribution de la contrainte et l'induction 
pour cette console. Mais ils influent énormément sur la distribution de la contrainte, la force du champ électrique, et les 
composantes des déplacements aussi bien que le potentiel électrique de la console. En se basant sur la théorie de l'élasticité, 
l'analyse actuelle fournit quelques solutions exactes pour les consoles piezo-thermo-élastiques fonctionnellement graduées 
sous certains cas de chargements couplées. Comme problème inverse, les solutions obtenues dans cette présente étude ont 
été utilisées pour déterminer le profil de gradient pour le paramètre piézoélectrique ( 31g ). Dans l'analyse actuelle, le 

paramètre piézoélectrique ( 31g ) et le coefficient matériau thermique ( 3q ) sont identifiés en se basant sur les résultats de la 
console sous un chargement électrique. Il est compréhensible que les paramètres puissent également être identifiés en 
termes de composantes du déplacement de la console. Le déplacement longitudinal u change linéairement avec la 
coordonnée x sous le chargement électrique et la température. Le plan de la section transversale avant le chargement reste 
le même  après chargement pour les deux cas de chargement considérés. Le déplacement transversal w provoqué par le 
chargement électrique ou de la température est quadratique avec la coordonnée x. Le potentiel électrique change 
linéairement avec z à la section transversale quand le chargement électrique est appliqué, la distribution sera quadratique 
quand  la température est fournie. La flexion  de l’actionneur avec le comportement du gradient est légèrement plus petite 
que celui du modèle N-morph. Plus le nombre de couches du modèle N-morph augmente, plus la flexion diminue par 
rapport au résultat donné  pour des actionneurs FGM. 
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