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ABSTRACT

There are a lot of computer methods for solving mathema-
tical and other problems. Generally, they can be classified
into numerical, symbolic and analytic, as well as heuristic
methods which may include “artificial intelligence”. For
different problems, different approaches are needed. In
recent years the development of all the three groups of
methods has been very fast. Owing to an increasing num-
ber of hybrid methods which combine analitic, numerical
and heuristic approach, some very difficult problems have
been solved successfully.
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Metode rjesavanja problema pomocu racunala
SAZETAK

Postoji mnogo metoda za rjeSavanje matematickih i osta-
lih problema uz pomo¢ ra¢unala. Mogu se uglavhom po-
dijeliti na numericke, simboli¢ke i analiticke te heuristi¢ke
metode u koje se moZe ukljuditi i "umjetna inteligencija”.
Razli¢iti problemi zahtijevaju i razli¢it pristup rjeSavanju.
U sve tri grupe metoda vidi se velik napredak iz godine u
godinu. Postoji i sve viSe hibridnih metoda, koje kombini-
raju analiti¢ki, numericki i heuristi¢ki pristup i kojima su
vec uspjes$no rjeSeni i neki vrlo teski problemi.

Kljuéne rijeci: heuristicke metode, numeri¢ke metode,

rjeSavanje problema, simbolitke metode, umjetna inteli-
gencija

1 Uvod

nego ikada ranije. Omogucena je suradnjamathnstve-
nicima koji Zive na udaljenim djelovima svijeta a osobno
se nine poznaju. Dogodile su se velike promjene u pisanju,
organiziranju i prelamanju tekstova. Moguca su automat-
ska mjerenja razlicitih pojava uz gotovo trenutnu obradu
rezultata i prikaz na ekranu u dalekom gradu. Graficke
mogucnosti raCunala su velike a graficki hardver i saftve
se i dalje brzo razvija, a to je Citaocima ovog ¢asopisa do-
bro poznato.

U ovom se pregledu ne namjeravamo baviti svim navede-
nim i nenavedenim primjenama racunala u istrazivanjima
nego temo se ustredotoCiti na upotrebu racunala pri
rjeSavanju matematickih i ostalih problema te njihovie pr
mjene.

Problemi koje rjeSavamo su vrlo raznovrsni. Neki su od
njih dobro definirani i imaju jedno ili nekoliko diskret-
nih rjeSenja. U nekima se rjeSenje moze odrediti u pri-
hvatljivom vremenu. Kod nekih drugih problema vrijeme
traZzenja tocnog rjeSenja bi i na najbrzem racunalo bil
tako dugo da se moramo zadovoljiti najboljim dohvatljivim
pribliznim rjeSenjem. Ima i problema kod kojih je skup
rjeSenja kontinuiran pa pokuSavamo naci najbolje. ¢ala ~

i takvih problema kod kojih je granica izmedjeSenja i
ne-rjedenja nejasna, pa ih prije svega treba preciznije fo
mulirati.

Navest ¢e se tri grupe metoda koje imaju primjenu u
rjeSavanju problema pomoc¢u racunala. To su:

o Numericke metode
e Simbolicke i analiticke metode

e Heuristicke metode i "umjetna inteligencija”

Postoje i druge metode, primjerice eksperimentalne, koje
se nete spominjati u ovom pregledu.

2 Numericke metode

Danas se najveta primjena racunala u matematici i tehnici

Prve su vijesti o elektronickim racunalima bile pune de- odnosi na numeritke metode. One poticu vet od pocetaka
zinformacija i dozivljavale su se kao znanstvenafaritasti  ljudskih civilizacija. Ratunanjem su se bavili materoati”

No u manje od pola stoljeca raCunala su postala nezaobi-starih naroda: Egiptani, Babilonci, Indijci, Feni¢aKi;
lazno pomagalo. Njihovim se moguénostima jo$ i danas nezi, Azteci, Maje itd. No njihovo racunanje se jo$ ne
Cesto zatudimo. U znanstvenom se radu i tehnici upo-moze nazvati numerickom metodom, jer su se upotreb-
trebljavaju na mnogo nacina. Informacije su brze dostupn ljavali nedokazani empirijski postupci. Sustavni po&eta
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numerickih metoda je zapoc€eo u antickoj Grckoj. Grcki mogla primijeniti samo na jednostavne i male Skolske pri-
matematiCari su uveli pojam algoritma. Od mnogih nji- mjere. Danas se uspjeSno primjenjuje na sve linearne i ne-
hovih algoritama spomenut ¢e se Euklidov algoritam za linearne probleme matematicke fizike s primjenom u teh-

odredvanje najvete zajednicke mjere viSe brojevara-
tostenovo sito algoritam za odr&danje niza prim bro-
jeva. Arhimed je shvatio pojam limesa i pojam integrala
premda ih nije strogo formalizirao - primjerice interpreti
rao je povrsinu kruga kao granic¢nu vrijednost niza pmas
upisanih i opisanih pravilnih poligona.

Na zalost, Grcki su matematicari (iskljucujuci nelei-
mjerice Arhimeda koji je ujedno bio i inZenjer) imali eli-
tistiCki stav prema matematici. Primjenu na rjeSavanje

nici. Teorijskim istraZivanjima, numerickim eksperime
tima i inZenjerskim iskustvom je utvetho da MKE us-
prkos velikih prednosti ima nedostataka, pa se osim po-
boljSanja MKE, u novije vrijeme razvijaju i mnoge alter-
nativne metode.

3 Simbolicke i analiticke metode

prakt|ék|h prob|ema smatrali su Sroza\/anjem uzvidene Racunala su potakla i renesansu analitickih i simbdhick

znanosti, a numericke metode manje vrijednim “nuznim

metoda. ldejama automatske primjene tih metoda su se

zlom”. Taj negativan odnos prema numerickim metodama bavili vec Babbage i Turing prije pojave elektronickih

ni do danas nije posve nestao.

Kasnije je ipak glavni motiv razvoja numerickih metoda
bila primjena na mnoga podrucja znanosti i tehnike. Od
matematiCara i fiziCara koji su se uz ostalo bavili i tim me-
todama navodimo nekoliko: Fibonacci, Newton, Fermat,

Descartes, Gauss, Euler, Pascal, Laplace, Lagrange, Fo

urier, Rayleigh, Poincaré, Ljapunov, Courant... Navaaim
i neke nematematiCare od mnogih koji su dali veliki do-
prinos: Bairstow (aerodinamicar), Seidel (astronom), Ri
chardson i Lorenz, (meteorolozi), Aitken (statistiCa-
reto (ekonomist) ... Njihove su ideje matematicari prdiuze
te ih stroze formulirali, dokazali i poopcili. Izvorni &ari

ne bi viSe prepoznali svoje ideje.

Racunala su dala numerickim metodama novi impuls.

raCunala. Babbage je proizveo mehanicki kompjutor s ko-
jim se nije moglo baS mnogo racunati zbog neprekidnog
kvarenja, ali je to ipak bio vazan pocetak. Turing je kgsni
izumio matematicki model racunalduringov stroj lako
autor nije ni zamislio da se taj stroj “materijalizira”, uz
njegovu su pomo¢ formulirana nacela rada racunala koja
u velikoj mjeri vrijede i danas.

Brzo nakon pojave raCunala pojavio se programski jezik
LISP s kojim su se mogli rjeSavati simbolicki problemi.
Ubrzo zatim se pojavio i logicki jezik PROLOG, a nakon
toga jos veliki broj drugih simbolickih i logickih jezi
LISP je danas joS uvijek u intenzivnoj upotrebi, dok je
PROLOG u najnovije vrijeme zamijenjen novim jos jacim,
ali i jo§ apstraktnijim i sloZenijim logickim programsk

Mnoge metode poznate od ranije, znatno su se usavrsildezikomGodel

i upotrijebile za rjeSavanje vrlo slozenih problema.
Primjerice, iako je Gaussov algoritam eliminacije za

rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi bio dobro poz-

nat med matematicarima i inZzenjerima, za Covjeka
oboruzanog papirom i olovkom bilo je vrlo teSko rijesiti

Nece se ovdje nabrajati svi programski jezici kojima se
mogu rjeSavati simbolicki problemi, ali treba navesti da
danas postoje i vrlo razvijeni matematicki paketi, od ko-
jih se isticu Mathematica Maple i MACSYMA. Ti pa-
keti sadrze veliki broj matematickih funkcija, algorita

sustav od desetak linearnih jednadzbi, a rieSenje saistavi transformacija. Uz pomoc tih paketa mogu se pojed-

od dvadeset jednadzbi je bio pravi podvig.

Uz pomot suvremenih racunala ni sustavi od nekoliko mi-
ljuna nelinearnih jednadzbi ne predstavljaju nesaviadi
prepreku (Ipak nije svejedno o kakvom se tipu neline-
arnosti radi. Za razne tipove se upotrebljavaju razlicite
metode.) NASA je pred tridesetak godina najavila do
kraja dvadesetog stoljeca numericko rjeSenje sustava o
oko milijardu jako nelinearnih jednadzbi, nastalih mode-
liranjem strujanja zraka oko avionskog krila. Nepoznanice
su diskretizirane veli¢ine koje opisuju turbulentno gEru
nje zraka, ali i velic¢ine koje opisuju pomake krila od di-
namickog opteretenja turbulentnim strujanjem. Osijéac
krila i strujanje zraka su medobno zavisni, pa jednadzbe
treba rjeSavati kao cjeloviti sustav. Ne znamo je li NASA-
ino predvithnje ostvareno, ali ako i nije to te se bez sumnje
uskoro dogoditi.

Bilo je metoda koje su se razvijale u teoriji u predkompju-

nostaviti matematicki izrazi, analiticki deriviratijeSavati
odreteni i neodredni integrali te obiCne i parcijalne dife-
rencijalne jednadzbe itd. Ako se neki problem ne moze
rijesiti analiticki, bilo zbog toga Sto je to nacelno-ne
moguce bilo zbog toga Sto neki postupci jos nisu imple-
mentirani u programski paket, moze se odmabh prec¢i na nu-
meriCki proracun. Prije pojave tih paketa Cesto je vazn
vremenski zahtjevni dio posla kod izrade magistarskih ra-
dova i doktorata iz matematike, prirodnih i tehnickih zna-
nosti sadrzavao medobno mnozenije ili potenciranje po-
linoma, supstituciju matematickih izraza umjesto vdulija

u drugim izrazima, deriviranje i integriranje sloZzenimku

cija i slicno. Isti je postupak trebalo ponavljati i provje
ravati nekoliko puta zbog greSaka. Upotrebom tih paketa
to su postale automatske operacije koje se mogu napraviti
brzo i bez pogreSaka. Pakdathematicase vet dugo upo-
trebljava u Hrvatskoj.

torsko vrijeme ali su bile zbog opseznih prorac¢una jedva lako ne postoji dokaz da nova verzija pakéfathema-
primjenjive. Tek s racunalima su mnoge od njih uspjesno tica moze rijesiti sve analiticki rjeSive integrale, nijed

realizirane. Osobito je veliku primjenu u inZenjerstvu
dozivjela metoda konacnih elemenata (MKE). Ideja je, ko-
liko je poznato, potekla od Couranta, ali se u to vrijeme
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jos mnogo integrala - generiranih na racunalu deriveemj  HeuristiCke se metode redovito upotrebljavaju i u svako-
sloZenihizraza i razliCitim transformacijama, pa im j@a dnevnom Zivotu. Kad idemo na posao nastojimo odabrati
liticko rjeSenje unaprijed poznato. Naravno, kako znamo najbolju varijantu: hocemo li i€i tramvajem, automolsiio

za mnoge se integrale moZze dokazati nemogucnost anaii pjeSice? Odlu€ujemo i kojim je putem najbolje proci.
lititkog riesenja elementarnim funkcijama. Njih ne neoz Odluke cemo donjeti bez proraCuna i mjerenja situacije na
analiti€ki rijesiti ni Mathematicani bilo koji drugi paket. terenu. Ponekad imamo djelomicne podatke. (Primjerice,

. . . S - saznali smo preko radija da je na glavnoj ulici zastoj zbog
Navedenim se paketima mogu rjeSavati obicne i parcijalne ) . ! 3
diferencijalne jednadzbe, za koje do sad nije bilo poznato prometne nesrece.) PomoCu podataka i iskustva od prije

= A= " J= : nastojat Eemo “od oka” procijeniti optimalno rjesenje.
rieSenje. Primjerice, u zadnjih desetak godina je otkrive y : o i

najmanje dvadesetak do nedavno nepoznatih analitickinKad nesto kupujemo odIucit cemo prema (vizualno pro-
rjeSenja Plateauovog problema minimalne plohe. Mini- Cijenjenoj) kvaliteti, cijeni, imenu proizvata, vlastitom
malna ploha je oblik koji bi poprimila opna od sapunice €Stetskom kriteriju, itd.

razapeta na zicu oblika zadane prostorne krivulje. RjgSe  Odluke donosimo u svakodnevnom zivotu pomoc¢u gru-
zadovoljavaju Lagrangeovu nelinearnu parcijalnu diferen bih procjena koje ne mozemo nazvati “metodama”. Ipak
cijalnu jednadzbu. Nije se ni slutilo da postoiji toliki [pro  ako slicni pristup Zelimo automatizirati za rad na raduin
analitickih rieSenja. Bez ratunala taj bi posao bio nmog moramo definirati sustavni postupak koji tada ipak postaje
tezi. metoda.

Takoter se u posliednje vrijeme unutar spomenutih pa- Programiipak jos daleko zaostaju za ljudskim mozgom jer
keta razvijaju programi za automatsko dokazivanje mate- moraju raditi po unaprijed definiranim pravilima. Istina je
matikih teorema i postignuti su ve¢ mnogi zanimljivi re- da postoje i programi koji mogu mijenjati svoja pravila,
zultati. Na po&etku se upisuju aksiomi koje program smije ali samo prema zadanim jos slozenijim "meta-pravilima”
upotrijebiti te hipoteza koju treba dokazati ili oboritiok ~ - Pravilima za promjenu pravila koja su ipak napisali pro-
rake dokaza raéunalo ispisuje u jeziku razumljivom mate- grameri. Mozda Cak postoje ili ce uskoro postojati i pro-
maticarima, pa ih specijalist za konkretno podrutje enoz grami koji mogu mijenjati i "meta-pravila” prema zada-
provjeriti. Naravno, dogzaise da neku tvrdnju programne NiM "meta-meta-pravilima™. Ne bismo se usudili prori-
moze ni dokazati ni oboriti. lako ¢e napretkom softvera i Catl buducnost i tvrditi da se jednog dana, mozda i prije
napretkom matematike kao znanosti takvih "neodlugenih” €90 Sto itko ocekuje, nece pojaviti doista inteligéstro-
sluCajeva biti sve manje, posve je sigurno da ih nete ni-18vi. A mozda inteligencija | nye n!§ta drugo nego ve-
kad posve nestati. Godel je dokazao da postoje neodlugiveKi Proj hijerarhijskih Ve slozenijih "meta-meta-meta
tvrdnje koje se u nacelu ne mogu (i nikada nece moci) ma- ﬂg\g,:gdt;aélICIECr:jgaszéné?ﬁi uf,}gﬁf,im ISFI,J;T; an?jl(Ja(‘t:]rLZSi-?wts
tkear;]:t;glgﬁwér:?ct)%dgﬂr;% rzlrr?c?;jaaz?tllj \r/\llj :I:@)orrrl]tgr;\:ialjptfgveogict’i ligencija bi trebala zapoteti modeliranjem podsviesti d
ljudi sa svjezim idejama, ali e im raCunala viSestruko- finiranjem ‘najnizeg" programskog jezika na ,t,oj razini. v
Zati i olak&ati rad tom bi jeziku trebalo izprogramirati slijedeti "sloj” u ko
: jemu bi se modelirao malo viSi stupanj svijesti i definirati
Do sad je ponovljeno mnogo poznatih dokaza, primjerice visi i apstraktniji programski jezik. Takva koncepcija bi
teorema iz euklidske planimetrije i stereometrije, a @€ s se rekurzivno nastavljala. Svaki bi se "sloj” naslanjao na
u "suradnji” Covjeka i raCunala dokazani neki do nedavno prethodni, a u njemu bi bio sadrzan programski jezik viSi
nedokazanih teSkih matematickih teorema. od prethodnoga. Nakon desetak slojeva moglo bi se mozda

Mathematica sadrzi vrlo djelotvorni programski je- V€C govoriti o pravojinteligenciji

zik s funkcijskim, simbolitkim, numerickim, logickim, Miipak neCemo vise teoretizirati o0 modeliranju intelige
grafickim i ostalim naredbama. Sadrzi i naredbe visoke Cije nego o metodama koje se vet danas upotrebljavaju.
razine, tako da je moguce pisanje vrlo kratkih programa. Dat Ce se pregled tih metoda bez pretenzije na potpunost.

Treba reci da je za u€inkovito programiranje u jezMat- Primjene su npr. automatsko preemje, razumijevanje
hematicapotrebno vise znanja iz teorije koja se upotreb- govora i pisma, prepoznavanje slika, orijentacija u prosto
ljava i vise vjestine programiranja nego za primjenu groc  ru, automatsko upravljanje vozilima i strojevima, medicin
duralnih kompjutorskih jezika. No trud ulozen u uCenje se ska dijagnostika, nalazenje rudnih lezista iz morf&ib3

viSestruko isplati. podataka o terenu, optimalizacija raznih sustava, Cak i
komponiranje glazbe itd.
et % ; Opcenito, heuristiCke metode i metode umjetne inteligen
4 ‘I‘—Ieu_rlstlclfe m.etOde..l N cije su osobito prikladne za rjeSavanje "mutnih” problema
umjetna inteligencija koji se ne mogu dobro matematitki formulirati, kao 3to

je primjerice vet spomenuta medicinska dijagnostika i
Kao treca "grana” razvijaju se heuristiCke metode i me- nalazenje lokacija potencijalnih rudnih leZiata iz ptada
tode tzv. "umjetne inteligencije”, koje vec sada imaju za- o konfiguraciji terena. Upotrebljavaju se i za dobro defi-
nimljivu i vrlo uspjeSnu primjenu u mnogim podrucjima nirane probleme koji bi se u teoriji mogli rjeSavati mate-
tehnike, medicine, ekonomije, biologije, ratnih operacij mati¢ckim metodama, ali se od toga odustaje zbog nedosta-
itd. tka ili nepouzdanosti podataka.
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Druga vazna klasa problema za koje se intenzivno primje-tocke u tom podrucju, pa se traZi optimum raetim
njuju metode umjetne inteligencije su problemi opteréten totkama. ("Slu¢ajno” na racunalu najcece znaci kva-
tzv. "kombinatorickom eksplozijom”. To su problemi za zislu¢ajno 3to se postize pomotu deterministickigoal
koje je poznat egzaktni matematicki algoritam, ponekad je tama "generatora slu€ajnih brojeva”. Postoje dodu$e-i ha
Cak i jednostavan, ali bi njegova primjena kad je broj ne- dverski generatori pravih slugajnih brojeva zasnovani na
poznanica velik, zahtijevala neostvarivo mnogo vremena. radioaktivnom raspadu nekih materijala ili na elektrigno
Poznati je primjer kombinatoricke eksplozije igranj@&a  jskrenjuitd. Slugajni brojevi asociraju na kockarnicigae
Nije posebno tesko napisatl na nekom programskom je-yq je i nazivMonte Carlg. Cesto se tako odabrane totke
ziku algoritam Koji bi pretrazivanjem svih varijanata do -, oyepliavaju kao potetni uvjeti za lokalnu matematick
kraja partije egzaktno odredio najbolji potez, ali realiza ;2174 ciiiy. - Postoji mnogo varijanata metolfmnte
cija takvog algoritma nije moguéa u stvarnosti, zbog gole- Carlo. Neke 6d njih se zasnivaju na slucajnim perturba-

mog broja varijanata koje bi trebalo istraziti, koje mnego , ; ih lokalnih oti ok h
truko nadma3uju mogucnosti bilo kojeg racunala. A treba cuamav_post_lgnutl okalnih optimuma u tijeku prethodnog
pretrazivanja.

priznati da $ah po broju podataka i mogucih varijanata ne
pretstavlja narocito veliki problem - postoji samo 64 pdlj  Zapravo veliki broj metoda umjetne inteligencije upotre-
32 figure. Problemi koji se pojavljuju u drugim djelatnos- bljava metodiMonte Carlokao jednu od svojih kompone-
tima, npr. u automatskom projektiranju, esto su veti za nata u trenutku donosenja odluka.

mnogo redova veli€ine, jer imaju neusporedivo viSe vari-
jabli‘i njihovih moguéih vrijednosti. U literaturi se nage
primjeri koji po formulaciji izgledaju prilicno bezazlen

ali bi za njihovo egzaktno rjeSavanje na nekom budutem o ge metode sluze pravilima kojima oponasaju odluke

racunalu mnogo djelotvornijem od danasnijih, trebalo mno Zivog eksperta. Pravila se odrgd u suradnji s viSe Zivih
gostruko viSe vremena od sadaSnje starosti svemira. Na-

ravno da se mora odustati od rjeSavanja takvog problemarStrUénjaka’ a mogu se i automatski odved na primje-
pretraZivanjem svih moguénost. ima. Ekspertni sustavi su se pokazali djelotvornima u me-

) R - - S dicinskoj dijagnostici, geoloSkim prognozama, geneijia
Metodama umjetne inteligencije nastoji se eliminirati-pre - gsnovnih varijanata projekata izborom postojecih ngée
trazivanja za koja se pribliznim rezoniranjem moze za- j; kataloga i mnogim drugim primjenama.

kljuCiti da vjerojatno ne sadrze optimum. Tako se dobi-
vaju rieSenja u prihvatljivom vremenu, ali se ne moze do-
kazati da su "apsolutno” najbolja. Samo se moze tvrditi
da su tako dobivena rjeSenja s vrlo velikom vjerojatnos¢
mnogo bolja od rjeSenja koja bismo mogli postici bez pri- A SO ,
mjene tih metoda. Ako opet uzmemo primjer iz aha, N@Stoii simulirati osnovno funkcioniranje mozga - ljudgko
program ¢e odrediti potez koji samo sluajno moze biti [ll Zlvotinjskog. U vecini slu€ajeva do sada nisu reabni
egzaktno najbolji, ali je vjerojatno najbolji koji se moze hardverski nego softverski. To su posebni programski pa-
odrediti na raspolozivom kompjutoru odabranim progra- Keti. Razvijaju se i pose_tzna hardverska n,e;ural_n_a racunala
mom u raspolozivom vremenu. Ni $ahovski velemajstor ne koja te kad dod do prakticne primjene moti raditi mnogo
moZe jam&iti da je njegov potez apsolutno najbolji - osim brze. Neuralne mreze se ne programiraju nego uce na pri-
u slu¢ajevima kad je rjeéenje jednostavno - primjerice ka Mmjerima. "Pokazuju” im se primjeri i rjeSenja tih primjera

je moguc forsirani matni napad ili pat te ¢esto u zaviisnic pa neuralna mreza moze automatski "zakljuciti” po kojim
kad je jako reduciran broj figura na ploci, pa se ipak mogu se pravilima mogu odrediti ispravna rjeSenja. Slijedate
analizirati sve mogucnosti. mjere program rjeSava samostalno pri cemu upotrebljava
Treta se klasa odnosi na pojednostavijeno i ubrzanot@k0 naucena pravila. Podrucje djelotvorne primjene ne-
riesavanie vrlo slozenih problema. Neki problem bi se mo- uralnih mreza je priblizno jednako podrucju primjenesek
gao jedamput to¢no rijesiti u prihvatljivom, ali dosta-du  Pertnih sustava: medicinska dijagnostika, geoloske pro-
gom vremenu. U procesima optimalizacije takav bi pro- gnoze, prepoznavanje oblika itd.

blem trebalo rjeSavati mnogo puta pa trajanje proracuna

postaje ipak neprihvatljivo dugo. Zato prihvacamo apro- 4.4 Fuzzy logika

ksimacije dobivene pojednostavljenim metodama. Zbog

slozenosti problema i pisanje programa bi dugo trajalo uz Postoje sustavi s tzv. "mutnom” logikom. Po klasi¢noj lo-
mnoge pogreske. gici neka smislena tvrdnja moze biti ili istinita ili laan
Navest te se nekoliko heuristitkih metoda i metoda Prema mutnoj logici tvrdnja nije posve istinita ni pove
umjetne inteligencije upotrebljivin za Siroku klasu pro- lazna, nego joj se moze pripisati "stupanj istinitostpr.

4.2 Ekspertni sustavi

4.3 Neuralne mreze

Sastoje se od sustava ¢vorova i veza izmefh ¢ime se

blema optimalizacije, bez pretenzije na potpunost: neki predmet nije ni potpuno svjetao ni potpuno taman
nego je 40% svjetao i 60% taman. Uvedena su pravila za
4.1 Metode Monte Carlo baratanje s tom logikom, koja pretstavljaju poopcenje nor

malne Aristotelove logike i Booleove algebre. Neki se pro-
Umjesto sustavnog pretrazivanja ¢itavog podrucja defin blemi mnogo brze ilakSe priblizno rjeSavaju pomodwa
cije problema, pretrazuju se samo "slutajno” odabrane formulacije nego pomocu klasi¢ne logike. Ta se metoda

22



KoG-7-2003 J. Dvornik: Metode rjeSavanja problema pomocu racunala

pokazala kao vrlo uspjeSna, posebno za probleme autoNa pocCetku se generiraju slu¢ajni nizovi naredbi uz pro-
matskog upravljanja u realnom vremenu, kad je potrebnovjeru sintakse - programi. Program koji za vise zadanih se-
vrlo brzo odrediti priblizno rjeSenje. Primjeri su autath  tova ulaznih podataka dobiva vise ispravnih rezultata-ocj
sko odredanje potrebne ekspozicije filma na foto aparatu njuje se kao bolji. Méd programima se provode postupci
kad je jedan dio slike u mraku a drugi dobro osvjetljen, ili “krizanja” i "mutacije” te se odabire skup najboljih koji
prilagothvanje rada semafora trenutnoj situaciji u prometu. prezivljavaju.
Kad se primjenjuje na optimalizaciju mutna se logika Cesto I . - :
primjenjuje u kombinaciji s drugim deterministickimipro  IStovremeno se provodi slicna simulacija prirodne selek-
babilistickim algoritmima. cije meal setovima l_J_Igznlh_ pp_dat_gka. Najbolji set ulazih
podataka je onaj koji je najkritiCniji, odnosno onaj na ko-

45 Genetiki algoritmi jemu najviSe programa daje pogresne rezultate.

Ako neki program zadovoljava sve takve evoluirane setove
Geneticki algoritmi su inspirirani Darwinovom teorijom podataka, znaci da prolazi test.
prirodne selekcije: U "nultom koraku” se pomotu genera-
tora slucajnih brojeva generira "populacija” potencijal
rieSenja koja zadovoljavaju propisana ogranitenjaa legj

Tako u toku "evolucije” programi zadovoljavaju sve vise
sve strozih testova. Na kraju procesa preostaju samo pro-
nazivaju "genomi’. Izméd njih se odabere podskup oda- 9ra@mi Koji su ispravno rjesili sve testove, pa se konaori p
branog broja najboljih. Najbolja rjedenja su ona kojaimaj Piednik odredje izmed njih po nekom drugom kriteriju,
najmaniju vrijednost funkcije cilia. Svako od tih rjeenja NPr. brzini. Naravno, nikada nije posve sigurno da ne po-
je definirano odabranim brojem "gena”. U sljedecim ko- Stoji neki neotkrivenitest na kojemu bi i taj pobjednik "pao
racima se generiraju "potomci” koji od svakog roditelia ha ispitu”. No i programima koje su napisali ljudi se po-
nasljediju dio genetskog koda. Kod toga ne treba doslov- nekad i nakon vise godina ispravnog rada pojavi pogresno
no kopirati prirodu pa svako "dijete” moze imati i vise od rjesenje za neki skup ulaznih podataka.

dva "roditelja”. Takoer za razliku od prirode, rjesenja \yjieme evolucijskog programiranja je za neke tipove
koja su dovoljno dobra ne stare i ne umiru, Nego Mogu hsplema mnogo krace nego pisanje konvencionalnog

"zivjeti viecno™. Unija skupa "roditelja” i skupa "poto- programa koji rade programeri, ali su programi gotovo
necitljivi za ljude.

maka” €ini novi zajednicki skup iz kojega se opet odabire
podskup najboljih. Osim "krizanja” predwahe su i "mu-
tacije” - sluCajne promjene vrijednosti nekog gena. To je o o
uvedeno zbog toga da se u kona&nom rjedenju omoguc#-7  Simulirano kaljenje

pojava i onih gena koje nema ni jedan od roditelja, a koji _ . . . . - ,

mogu dovesti do boljeg riedenja. Radi jos vete raznstiko 12 J€ algoritam inspiriran poboljSanjem svojstava metal
mogu se ukljugiti i novi sluajni genomi koji nisu dobivien ~ Preslaganjem atoma na visokoj temperaturi za vrijeme ka-
modifikacijom starih. Oni se zovu "imigranti”. Algoritam  lienja. Pocevsi od slucajnog ili drugim metodamaeraay
nema definiran kraj, nego se postupak moZze uvijek nastainicijainog rieSenja pokusava se slu€ajnim varijatigtog

viti. Ipak nakon izvjesnog broja koraka nova pobolj$anja riesenja naci bolje. Pri tome se dopusta i pogorsanje-u p
postaju vrlo rijetka i numeritki gledano malena, pa se pos- jedinim koracima, da bi se iziSlo iz lokalnog minimuma.
tupak obitno prekida po nekom kriteriju. Genetitki algo- U tijeku postupka se postepeno snizuje "temperatura” (5to
ritmi se s velikim uspjehom primjenjuju za mnoge vrste znaci da se sluCajne varijacije smanjuju). Matematcki
problema, a osobito kombinatoriCke optimalizacije, kiCa  rijeCnikom simulirano kaljenje se moze opisati kao nesta
za probleme diskretizirane kontinurane optimalizacije. cionarni Markovljev lanac u diskretnom vremenu. Najno-

Kao i u ostalim metodama umijetne inteligencije, jos brze Vije varijante algoritma automatski popravljaju parareetr
se dobivaju dobri rezultati "necistim” postupkom u kojem optlmallza_cue za vrijeme proracuna prema "iskustvu” iz
se genetski algoritam kombinira s nekom od klasi¢nih teh- dosadasnjeg tijeka procesa.

nika optimalizacije: Svako od rjeSenja dobiveno u tijeku

genetskog algoritma postaje pocetni uvjet za lokalnipost 4.8 Tabu algoritam

pak klasitche matematiCke optimalizacije, primjericadj¢

jentnom metodom. Jednostavni algoritmi probabilistickog i heuristiCkpre-
Lokalni optimumi dobiveni tim postupkom ponovo ulaze traZivanja dopustivog podrucja (Monte Carlo, simulwan
u novi korak genetskog algoritma. Dakle "djeca” se ge- kaljenje itd.) Cesto ne konvergiraju ili sporo konvergira

neriranju "krizanjem roditeljskih genoma”, mutacijama i zbog viSestrukog pretrazivanja vec pretrazenih dijaldo-
matematickom optimalizacijom. pustivog podrucja te se pojavljuju beskonacni ciklusib@

algoritam sprema podatke o povjesti ve¢ obavljenog pre-
trazivanja, pa ne dopuSta ponovno posjecivanje istii dj
lova podrucja. Na taj se nacin istrazuje uvijek novi dio
Zanimljivo je da se postupak slican genetskom algoritmu podrucja, zbog Cega raste vjerojatnost nalazenja ¢iiolga
moze primijeniti i na izradu kompjutorskih programa. optimuma. Taj se algoritam najceSte kombinira s drugim
"Geni” u tom programu su razlicite programske naredbe. metodama.

4.6 Evolucijsko programiranje
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4.9 Mravlja kolonija pomocu "umjetne inteligencije”. Nije cak uopte vazno
jesu li rezultati ispravni. Cesto se to radi pomo¢ nekog
softverskog paketa za onu metodu umjetne inteligencije
koja je trenutno u modi, a koju korisnik najvjerojatnije ni
ne razumije i tako se proizvede "izvorni znanstveni rad”.
e LAV . . - ; ; Ima recenzenata koji ne Zele priznati da nikad nisu ni Culi
ljaju kemijski "feromonski trag” po kojemu ih ostali mogu 74 hoyy metodu, pa im je najiednostavnije prihvatiti takav
slijediti. Onaj mrav kOJ' prvi slu€ajno naghranu vraca S€  rad. Neki su autori tak metodama umjetne inteligencije
u mravinjak udvostrucujuci svoj trag. Ostali mravi kee¢ oz aii sustave algebarskih jednadzbi, 3to je jedspro-

po tom tragu i dodatno ga pojacavaju svojim tragom. Oni pjema najprikladnijih za standardne deterministickeenat

mravi iz prve skupine koji,ni_su nasli hranu ili su ju nasli - rizye postupke a ujedno i izrazito neprikladnih za pri-
daleko od mravinjaka vrataju se kasnije. Njihov je trag mjenu umjetne inteligencije.

slabiji jer po njemu jos nisu iSli drugi mravi. S vremenom
sve viSe mrava ide po najjatem tragu do najboljeg nakazis
hrane. Neki od njih u madrremenu otkriju kraCi putdo 5 Zaklju ¢ak
cilja koji po istom algoritmu prihvacaju i ostali. Tragovi
s vremenom isparuju, pa se losSiji putevi kojima ide ma-  raz|igitim primjenama ima mnogo bitno razligitih tipav
nje mrava postepeno "zaboravljaju”. Tako kolonija mrava proplema. Metode riesavanja su vrlo raznovrsne. Za svaki
zajednicki nalazi optimalni put. je tip problema prikladna razli¢ita metoda. Ako mislimo
Ovaj algoritam je najprije vrlo uspjesno simuliran na na rjeSavanje na ratunalu metode mozemo podijeliti na
racunalu. Kasnije je i usavrSen napuStajuci analogiju numericke, simbolicke-analiticke te heuristicke i tode
mravljom kolonijom, jer kopiranje mrava nije bilo cili. U  umjetne inteligencije. Unutar svake od spomenutih klasa
najnovije se vrijeme poboljSava u kombinaciji s genetskim je veliki broj metoda, koje se nisu mogle pojedinacno ana-
algoritmom i sa strogim matematickim metodama. lizirati. Sad3aniji je trend kombiniranje viSe tipova oeé,

jer se time najdjelotvornije pronalaze dobra rieSenja.

Mravi, termiti, pCele i ose imaju svojstvo tzv. "kolektign
inteligencije”. Zadrzimo se na primjeru mrava. Mravi sva-
kog dana izlaze iz mravinjaka u potrazi za hranom. Prva
skupina mrava su "izviaCi”. Oni lutaju nasumce i ostav-

4.10 Celularni automati i metoda perkolacije

Cesto se razlicite pojave na kontinuumu ili na nepravil- .
noj mrezi mogu dobro aproksimirati idealiziranim diskret  Literatura
nim pojavama na pravilnoj mrezi. MreZza moZze biti kva-
dratna, ali i optenito romboidna, trokutna i $esterokutn [1] ARANTES E OLIVEIRA, E.R., BENTO, J., "The
Pojava se opisuje u diskretnim vremenskim koracima, a  Sense of Progress in Structural Engineering”, Deve-
prelaz s jednog koraka na drugi je definiran jednostav-  lopment of Knowledge-Based Systems for Engine-
nim pravilima, koja mogu biti deterministicka ili proba- ering, Springer-Velag, New York, Wien, 1998.
bilisticka. Na taj se nac¢in moze modelirati razmnozgea » . .
bakterija na hranjivoj podlozi, pritisci u zrnatom materi- [2] BVIORN”S' 'J”k'h Razv&] nJaten(wsathIéGNAnéo-
jalu, Sirenje Sumskih pozara, Sirenje epidemija razo- 42 ?ggglzleznjs%g 5|16 problema.,
lesti, procjedzanje vode kroz sustav pukotina, difuzija itd. ( )12,507-

[3] DVORNIK, J., "Numericke, simbolicke i heuristicke

4.11 Covjek u petlji metode”, GRAEVINAR 55(2003)10, 575-582 37-58

Mnoge od navedenih i drugih metoda optimalizacije se [4] HOFSTADTER, D. R.,Godel, Esher, Bach: An eter-
mogu joS viSe unaprijediti i ubrzati, ako se omoguci da nal golden braid Penguin Books, 1979.

covjek donosi odluku na kriticnim mjestima u algoritmu. .,
Strunjak moze iskoristiti svoju (prirodnu) inteligejug [5] MOREY, C., SCALES, J., VAN VLECK, E. S., "A Fe-

znanje, iskustvo i intuiciju da sprije¢i pretrazivanjgilo edback Algorithm for Determinig Search Parameters
djelova podrugja u kojima je mala vjerojatnost postiza- for Monte parlo Optimization”, Journal of Computati-
nja pravog riedenja. Ljudska odluka najceste mnogkstr onal Physics 146(1998), 263-281

ubrzava konvergenciju pri odrdnju pribliznog optimu- 51 'SHEA, T., EISENSTADT, M., Artificial Intelli-
ma. Neki programi u kriticnim trenucima postavljaju pita- gence Hérpér &Row. 1984.

nja strucnjaku, a njegov odgovor usmjeruje nastavak pre- ' '
traZivanja.

Treba na kraju istaknuti da se metode umjetne inteligencije Josip Dvornik

nazalost vrlo Cesto (zlo)upotrebljavaju za problemeHmj Gradevinski fakultet Sveutilita u Zagrebu
bilo mnogo lak3e rijeSiti bez njih. To se Cesto radi Cak i Katiceva 26. 10000 Zagreb
(ne)namjerno. Neki zadatak koji se moZe lako i brzo rijesi aciceva 0, agre
poznatim deterministickim matematickim metodama pos- e-mail: dvornik@grad.hr
taje mnogo nerazumljiviji i "znanstveniji” ako se rjeSava
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