View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by .. CORE

provided by Repositorio Institucional de la Universidad de Almeria (Spain)

UNA INTRODUCCION A LA TEORIA DE

COPULAS CON APLICACIONES
A LA HIDROLOGIA Y 1.AS FINANZAS

TraBAJO FIN DE GRADO

Autor:
Emilio Gil Martinez

Tutor:
Enrique de Amo Artero

GRADO EN MATEMATICAS

145 AV

eXpeh’MenZ‘d/ eS

JuLio, 2016
Universidad de Almeria


https://core.ac.uk/display/143457693?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1




Indice general

1 Copulas 3
1.1. Nociones sobre copulas 3
Definicién de cépula, 3.— Primeras propiedades, 3.
1.2. Teorema de Sklar 5
El Teorema de Sklar, 5.
1.3. Medidas de asociacion 9
Concordancia, 10.— Tau de Kendall, 10.— Rho de Spearman, 13.— Dependencia de colas,
15.
1.4. Familias de copulas 16
La copula empirica, 16.— Copulas paramétricas, 17.

2 Aplicacion en finanzas 19
Introduccién, 19.— Estimacion de las marginales, 19.— Estudio de la dependecia, 20.—
Seleccion de la copula: estimacion, 21.— Seleccion de la cédpula: test de ajuste, 21.— Haciendo
predicciones, 22.— Resultados simulados, 23.— Otras consideraciones, 23.

3 Aplicacion en hidrologia 25
Introduccién, 25.— Estimacion de las marginales, 25.— Estudio de la dependencia, 25.—
Seleccion de la copula: estimacion y test de ajuste, 25.— Resultados simulados, 28.

4 Conclusiones 33

Bibliografia 35






Resumen

Nuestra meta en este trabajo es entender como esa herramienta tan sencilla que
son las copulas ofrece soluciones bastante efectivas en multitud de campos. Para ello,
vamos a estudiar el concepto de copula de forma similar a como propone Nelsen [7]
en el Capitulo 1, haciendo especial hincapié en el teorema de Sklar. También traba-
jaremos temas relacionados con las copulas como son las medidas de asociacion o las
familias de copulas, de cara a comprender los métodos que se usaran a continuacion.
Un primer uso de toda esta teoria lo encontramos en el articulo de Grégoire [4] que
desarrollamos en el Capitulo 2, donde usamos algunos de los métodos mas simples en
el modelado con copulas para estudiar el mercado energético. Tras esto, en el Capitulo
3 veremos como se pueden abordar problemas en hidrologia. En particular, Requena se
ha enfrentado a la prediccion de inundaciones en su articulo [9] ampliando asi el aba-
nico metodolégico. Esperamos dar asi una visiéon amplia de los importantes resultados
que se pueden conseguir con las copulas de forma sencilla y eficaz. Debido al caracter
de las copulas, se han usado nociones de analisis real en el marco tedrico, mientras
que, en la parte mas practica, se han utilizado conceptos tanto probabilisticos como
estadisticos.
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Abstract

Our goal in this project is to understand how such an easy tool as copulas can offer
very effective solutions in many fields. For this, we will study the concept of copula
in a similar way as Nelsen [7] suggests in Chapter 1, with a special effort in Sklar’s
Theorem. We will also work with topics related to copulas as measures of association
or families of copulas in order to understand the methods that will be used next. A
first used of all this theory is found in Grégoire’s article [4] that we relate in Chapter 2,
where some of the simplest methods in modelling with copulas are used in the energy
market. After this, in Chapter 3, we will see how to treat with hidrology problems.
In particular, Requena faces dam prediction in her article [9] increasing our methods.
We hope that this gives a wide view of how important results can be obtained with
copulas in a simple and efficiente way. Because of copulas nature, real analysis notions
has been used in the theory, while probabilitics and statistics concepts have been used
in the practical part.






Antecedentes bibliograficos

El problema de expresar las relaciones de dependencia de las variables aleatorias
que definen un vector aleatorio no es nada nuevo. En 1959, Abe Sklar propuso una
solucion a dicho problema acunando el término de “coépulas” y resolviéndolo eficaz-
mente. Estas funciones llamadas copulas permiten expresar dicha dependencia siendo
a su vez ciertamente manejables, ya que, son funciones continuas del cuadrado unidad
en el intervalo unidad.

Es debido a esto ultimo que la Teoria de Copulas se ha revelado como una herra-
mienta de extraordinaria eficacia a la hora de estudiar la dependencia o independencia
en modelos estocasticos multidimensionales. Su aplicaciéon abarca una gran cantidad
de areas entre las que destacan la hidrologia o las finanzas.






Copulas

Dedicamos este capitulo al concepto central de este trabajo, las copulas. A su vez
hacemos especial hincapié en el teorema de Sklar, en el que se establece la relacion
entre una cépula y la funcién de distribucion conjunta de un vector aleatorio a través
de sus marginales. También veremos herramientas como las medidas de asociacion
relacionandolas con las copulas y una serie de copulas de gran utilidad.

1.1 Nociones sobre copulas

Definicion de copula

Para empezar nuestro trabajo lo primero que vamos a hacer es definir qué es una
cOpula para poder extraer sus primeras propiedades y fijar la notacién usada.

Definicion 1.1. Una copula n-dimensional C es una funcion definida en [0,1]" cuya ima-
gen es [0,1] con las siguientes propiedades:

Vi<k<n C(uy,...ur_1,0,Ups1,..., 1) =0 1.1)
V1<k<n u,€[0,1] C(1,.,1,u1,..,1)=u (1.2)
YUy, oy, 1,0, €[0,1]:u; <v;i=1,..,n
2 2 _
Z Z(—l)hme(ul,il,...,un,,-n) >0 (1.3)

i=1i,=1
donde ujy =ujyuj,=v;.

Aunque la definicién, como vemos, esta dada para dimensién n > 2, casi siempre
trabajaremos con dimension dos. Por tanto, de ahora en adelante cuando hablemos de
copula nos referiremos a una cépula bidimensional. Introducimos ahora un concepto
muy similar relajando el dominio de C, llegamos asi a la nocién de subcopula.

Definicion 1.2. Una subcopula C’ es la restriccion de una copula al conjunto S; x S, con
S$1,5,c[0,1]ycon0,1€Sy,S,

Este concepto es mas tedrico que practico ya que lo usaremos para probar mas ade-
lante el Teorema de Sklar. Anadimos ahora un concepto asociado al de cépula bastante
usado en el plano de las aplicaciones. Este es el de la densidad de una cépula C.

Definicion 1.3. Sea C una copula, decimos que c es su funcion de densidad de copula si:

(u,v). (1.4)

Primeras propiedades

Antes de seguir profundizando en el concepto de copula es necesario saber que
este concepto es aplicable, es decir, existen funciones que respondan a la definicion
que hemos dado de copula.



CAPITULO 1. COPULAS

Proposicion 1.1. Las funciones W(u,v) = max(u+v—1,0), M(u,v) = min(u,v) y I1(u,v) =
uv con dominio [0,1]x[0,1] son copulas.

Demostracion:

Demostraremos solo que la funcién W es una cépula, las otras dos se hacen de
forma similar. Es claro que la cépula es simétrica, luego para probar las dos primeras
propiedades solo las demostraremos para una de las variables.

W(u,0)=max(u—-1,0)=0 ya que u<1

W(u,1)=max(u,0)=u ya que u >0
Yuq,up,vi,vp €[0,1]:up Supvy < vy
W(up,vp) = W(uy,va) = Wug,vq) + W(uy,vq)
= max(uy + vy —1,0) —max(u; + v, —1,0) — max(uy + v — 1,0) + max(u; + v, —1,0).

Distinguimos 6 posibilidades(que el primer maximo sea O fuerza todos los demas a
serlo por la hipétesis de 1] < u,,v; < v, y de igual forma con los dos intermedios):

0-0-0+0=02>0

(Up+1,—-1)—0-0+0=up,+v,-1>0
(Up+vy—1)— (U +v,-1)-0+0=up,—u; >0
(Up+v,—1)—0—(up+v;1—1)+0=v,—-v; >0

(Up+vr—1)—(ug+vy—1)—(up+v1-1)+0=1-u; —v1 >0
(Ug+vy—1)—(ug+vy—1)—(up+vy—1)+(u; +v;—-1)=0=>0.

|
Estas tres copulas son de vital importancia dentro del marco tedrico, vemos enton-
ces la propiedad principal de las copulas W y M antes de darles nombres.

Proposicion 1.2 (Cotas de Frechet-Hoeffding). Sea C una copula se tiene que dicha copula
verifica la relacion:

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v),¥Y u,ve[0,1]

Demostracioén:

Sea u,v € [0,1] se tiene que C(u,v) < C(u,1) = u y C(u,v) < C(1,v) = v, luego
C(u,v) < min(u,v) = M(u,v). Por otra parte, para u,v € [0,1] se tiene que C(1,1) —
C(u,1)-C(1,v)+C(u,v) =1-u—-v+C(u,v) > 0 lo que, despejando, nos da que C(u,v) >
u+v—1ycomo ademas tenemos que C(u,v) > 0 tenemos que C(u,v) > max(u +v —
1,0) = W(u,v), lo que finaliza la demostracion.

Debido a esto, a las copulas M y W se les da el nombre de copulas maximal y
minimal respectivamente.
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1.2. Teorema de Sklar

1.2 Teorema de Sklar

El Teorema de Sklar

La principal razén para utilizar las copulas en el mundo de la estadistica es como
veremos a continuacién darle un sentido numérico a la relacion que pueda existir entre
dos variables aleatorias.

Para poder entender de qué habla el Teorema de Sklar primero tenemos que defi-
nir qué es la funcién de distribucion asociada a una variable aleatoria y lo que es las
funcién de distribucién asociada a un vector aleatorio.

Definicion 1.4. Una funcion de distribucion F es aquella cuyo dominio es R y que cumple
que:
F es no decreciente (1.5)

F(-00)=0 p F(+00)=1. (1.6)

Esta seria la definicion general. Sin embargo, en el caso de que tengamos un vector
aleatorio, varias funciones de distribucion son identificables asociadas a dicho vector.
Como siempre, asumimos que estamos en el caso bidimensional:

Definicion 1.5. Una funcion de distribucion bidimensional H es aquella cuyo dominio es

R y que cumple que:
H es mondtona, es decir, sus voliimenes son no negativos (1.7)

H(x,—o0) = H(-00,9) =0 v H(+00,+00) = 1. (1.8)

Ademads, las funciones dadas por F(x) = H(x,+c0) vy G(y) = H(+00,y) son también funciones
de distribucion llamadas marginales de H.

La relacion de estas funciones con las variables aleatorias es la siguiente:
H(x,y)=P(X<xY <yp)
F(x)=P(X <x)
G(y)=P(Y <yp).

Con el fin de mas adelante ver la version de densidades del Teorema de Sklar definimos
las funciones de densidad.

Definicion 1.6. Sean F, G y H como en la definicion anterior. Llamamos funciones de
densidad asociadas a f, g v h dadas por:
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Pasamos ahora a dar unos lemas previos para demostrar el Teorema de Sklar.

Lema 1.1. Sea H una funcién de distribucion conjunta y F y G sus marginales, entonces
existe una tinica subcopula C’ tal que:

Dom C’=Ran F x Ran G
Vx,y €R, H(x,y) = C'(F(x), G(y)).

Demostracion:
Por la definiciéon dada de H(x,y) afirmamos que para todo par de puntos (x1,y1) y
(x,7) se tiene

|H(x2,92) = H(x1,91)| < [H(x2,92) = H(x1, 92)| + [H(x1,92) = H(x1,91)l

por la desigualdad triangular. Por otra parte usando que el volumen de H es positivo
podemos decir que si x, > x; se tiene que:

H(x;,00) — H(x1,00) — H(x2,5) + H(x1,v7) > 0

= H(xy,00) — H(x1,00) > H(x2,9,) — H(x1,>)
= F(xy) = F(x1) 2 H(x2,32) — H(x1,92).

De igual forma, podriamos haber supuesto x; > x, y hacer el mismo procedimiento
para y; e y, para sustituir en la ecuacion anterior obteniendo:

|H(x2,92) = H(x1,91)| < [F(x2) = F(x1)| +|G(2) = G(¥1)]-

Ademas, si F(x1) = F(x3) y G(y1) = G(v,), se tiene que H(xy,v;) = H(x,75), por lo que
la asignacion
(F(x),G(y)) = H(x,p)

es univoca. Es decir, existe una funcién C’ tal que C’(F(x), G(y)) = H(x,v). Por definicién
de C’, su volumen es positivo, luego cumple 1.3, y teniendo en cuenta

C’(E(x),1) = C'(F(x), G(+00)) = H(x, +00) = F(x)

C’(E(x),0) = C’(E(x), G(~0)) = H(x,—00) = 0

queda demostrado que C’ es una subcépula con dominio Ran F x Ran G.
[
El siguiente lema nos permite extender una subcopula a una cépula, por lo que se
puede usar al lema anterior.

Lema 1.2. Sea C’ una subcopula existe una copula C tal que C(u,v) = C’(u,v) con (u,v) €
Dom C’.

Demostracion:
Sea C’ una subcépula con dominio S; x S,. De la misma forma que en el lema an-
terior se puede probar que

IC"(x2,v2) — C(x1,v1) < |xp = x1]+ [v2 — 91
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ya que C’ también es mondétona. Podemos entonces extender por continuidad C’ a
una subcépula C” con dominio §1 ><§2, donde §1 y §2 son los cierres de S; y S, respec-
tivamente. Es claro que C” es también una subcépula. Extendemos ahora C” a una
coépula C de la siguiente forma. Sea (a,b) perteneciente a [0,1] x [0,1], sean a; y a, el
mayor y el menor de los puntos de §1 que cumplen a; <a <a, ysean by y b, los ele-
mentos simétricos de la otra variable. Definimos ahora las funciones interpolatorias
Ay pude[0,1] en si mismo:

Aa) :{ (1“—611)/(612_— a), paraa; < a,
, paraa; = a,

_ ) (b=01)/(by - D), para by <b,
#(b)_{ 1, parab, = b, ’

Podemos ahora definir la coépula C como sigue:
C(a,b) = (1 - Ma))(1 - u(b))C"(ay, by) + (1 = A(a))u(b)C"(ay, by)
+A(a)(1 = u(b))C"(ay,by) + Aa)u(b)C" (a3, by).

Con ay, ay, by y b, los definidos anteriormente. Es claro que el dominio de C es [0,1] x
[0,1] y que ademas verifica 1.1 y 1.3. Falta probar la monotonia de C, es decir, com-
probar 1.3. Sean a, b, c y d pertenecientes a [0,1] con ¢ > ay d > b. Existen entonces
4 casos dependiendo de si hay algln punto de §1 estrictamente entre a y ¢ o si hay
algldn punto de §2 entre b y d. Supongamos el caso en el que no hay puntos del do-
minio de la subcépula intermedios, entonces tendriamos que a; =c¢y,a, =¢p, by =dy y
b, = d,, teniendo entonces que:

C(c,d)—C(a,d)—C(c,b)+C(a,b)

= (A(c) = Aa))(p(d) = u(b))(C"(az, by) = C"(a1, by) = C"(az, by) + C"(ay, by)).

Donde sabemos que los tres factores son positivos ya que A y p son no decrecien-
tes y C” es monétona por ser subcépula. Vemos ahora el caso en el que hay puntos
intermedios en las dos variables(el caso en el que solo hay puntos intermedios en
una de las variables se haria de forma similar a este y al anterior). Tenemos enton-
cesa;<a<ay;<c;<c<cyyb <b<by<d; <d<d, loque nos da tras reordenar
convenientemente:

C(c,d)—C(a,d)—C(c,b)+C(a,b)
= (1= Aa))(1 = u(b))(C"(az,by) = C"(ay, by) — C"(ap, by) + C”(a1, by))
+(1 = Aa))u(d)(C”(ay, dy) = C"(ay,dy) — C"(az,dy) + C”(ay, dy))
+A(c )( —u()(C"(cz,b2) = C”(c1,b3) = C"(c2,b1) + C”(c1, by))
AMe)u(d)(C”(cz,da) = C"(c1,d2) = C"(cp,dy) + C"(cy, dy))

+(1=Ma))(C"(ag,dy) — C"(ay,dy) = C"(ap, by) + C"(a1, b))
+(1 = u(b))(C"(c1,b2) = C"(ay,by) = C”(c1,b1) + C”(az, by))
+A(c)(C”(cz,d1) = C”(c1,d1) = C”(c,by) + C”(c1, by))
+u(d)(C”(cy,dy) = C"(ap, dy) = C"(cy,dy) + C”(ay,dy))
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+(C”(cy,dy)— C"(ap,dy) — C"(c1,by) + C”(ay, by)).

donde como vemos, cada sumando consta de 1 a 3 factores, todos ellos positivos por
el mismo razonamiento hecho antes. Lo que demuestra que C es una cépula generada
a partir de C’.
[ |
Llegamos por fin al teorema tan esperado y que da las claves para entender qué son
las copulas.

Teorema 1.1 (Teorema de Sklar). Sea H una funcion de distribucion conjunta con margi-
nales F y G existe una copula C cumpliendo

H(x,y) = C(F(x),G(y))

para todo x,y € R. Ademads, si F y G son continuas C es unica. Inversamente, si F y G son
funciones de distribucion y C una cépula, la funcion H dada anteriormente es una funcion
de distribucion conjunta con marginales F y G.

Demostracion:

Usando los Lemas 1.1 y 1.2 podemos demostrar la existencia de una subcépula
C’ que verifica la igualdad pedida, y extendiendo la subcépula a una cépula queda
demostrada la primera parte. En el caso de que las funciones F y G sean continuas su
rango sera el intervalo [0, 1], luego la subcépula dada serd una cépula, por lo que sera
anica(es al extender la subcépula a la cépula cuando perdemos la unicidad pero como
en este caso no hay que hacerlo no se pierde tal unicidad). Finalmente, el reciproco es
claro teniendo en cuenta que:

H(x, +00) = C(F(x),1) = C(F(x), G(+00)) = F(x)

H(x,—00) = C(E(x),0) = C(E(x), G(~o0)) = 0.

|

Como vemos en el teorema de Sklar la copula es la expresion de la distribucion

conjunta en términos de las marginales. Sin embargo, podemos expresar la copula en

funcién de la distribucién conjunta haciendo uso de la definiciéon de inversar generali-
zada:

Definicion 1.7. Sea F una funcion de distribucion. La inversa generalizada de F es cual-
quier funcion FY tal que:

Si t estd en RanF, entonces P(‘l)(t) es cualquier niimero x en R tal que F(x) = t, es decir,
para todo t en RanF se tiene que

F(FV(t) = t; (1.9)
Si t estd en RanF, entonces:
FEU(t) = inf{x|F(x) > t} = sup{x|F(x) < t}. (1.10)

Por tanto, si sustituimos x por F(")(u) e y por G (v) obtenemos el siguiente coro-
lario:

8
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Corolario 1.1.1. Sea H una funcion de distribucion conjunta, F y G sus marginales, C’ la
subcépula obtenida mediante el Lema 1.1y F=Y y GV las inversas generalizadas de F y G
respectivamente, entonces se tiene que para (u,v) € DomC’:

C’'(u,v) = HF" (1), GV ().
Ademads, si F y G son continuas C’ es una copula.

Ademas, el hecho de que las funciones de distribucion caractericen de forma uni-
voca a las variables aleatorias nos da una segunda interpretaciéon de lo que son las c6-
pulas: la copula es la expresion en términos de funciones de la dependencia entre las
dos variables aleatorias. Por tanto, el teorema de Sklar lo podiamos haber presentado
en términos de las variables aleatorias y no de las funciones de distribucion asociadas.
De ahora en adelante, dado un vector aleatorio (X, Y) diremos que la copula que nos
da el teorema de Sklar es la copula de X e Y.

Por otra parte, en un vector aleatorio se dice que sus componentes son independien-
tes siy solo si su funcién de distribucién conjunta es el producto de las distribuciones
marginales, es decir, H(x,y) = F(x)G(y). Podemos dar un enunciado alternativo de este
resultado usando las cépulas como sigue:

Proposicion 1.3. Sea (X,Y) un vector aleatorio, sus componentes son independientes si y
solo sila copula de X e Y es la copula T1.

Demostracion:
Es claro, ya que usando la definicién de la cépula producto I1 y el teorema de Sklar
se tiene que:

H(x,y) = TI(F(x), G(y)) = F(x)G(p).

|
Este resultado va a ser de especial interés ya que va a establecer, en términos de
copulas, la dependencia de variables aleatorias, ademas, nos va a dar una idea de “cuan
dependientes son las variables aleatorias” dependiendo de “cuanto se aleje la copula
de dichas variables de la copula producto”.
Finalmente, se puede demostrar usando la regla de la cadena la versiéon para las
densidades del teorema de Sklar.

Corolario 1.1.2. Sean F, G, H y C verificando el Teorema de Sklar y sean f, g, h y c las
funciones de densidad v la densidad de la cépula asociadas respectivamente. Entonces se
tiene que:

h(x,9) = c(F(x), G(y)) f (x)g ().

Por lo que la copula de densidad vendria a estar relacionada con las funciones de
densidad de forma similar a como lo hace la cépula con las funciones de distribucion.

1.3 Medidas de asociacion

Como hemos visto, las copulas nos dan la relacion que existe entre dos variables
aleatorias pudiendo darnos incluso si dichas variables son independientes o no. Pode-
mos ahora tratar de obtener mas informacion de la dependencia entre dos variables

9



CAPITULO 1. COPULAS

usando solamente la copula ya que esta es la que caracteriza dicha dependencia. Ha-
blaremos por tanto de las medidas de asociacion que seran coeficientes que nos den in-
formacion sobre la dependencia viniendo determinadas tinicamente por la copula y
con independencia de las marginales.

Concordancia

Informalmente, decimos que un vector aleatorio es concordante cuando grandes
valores de una variable estan asociados a grandes valores en la otra variable y pequenos
valores de una con pequenos valores de la otra. Por ejemplo, los vectores aleatorios con
una fuerte correlacion lineal directa serdn muy concordantes ya que al aumentar una
variable la otra también aumentard, mientras que los vectores aleatorios con una fuerte
correlacion lineal inversa seran muy discordantes ya que a grandes valores de una le
corresponderan pequenos valores de la otra. Vamos a ver como se puede expresar esta
idea numéricamente.

Definicion 1.8. Sea (X,Y) un vector aleatorio de variables aleatorias continuas y sean
(x1,v1) v (x2,v,) dos observaciones de dicho vector. Decimos que (x1,v1) v (x2,92) son con-
cordantes(discordantes) si x; < x, e Y1 < Yy, 0 bien, x;1 > xy e Y1 > V(X1 <xp e Y; >y, 0
bien, x| > x, e vy <v,). Equivalentemente, dichas medidas son concordantes(discordantes)
si (x1 = x2)(¥1 —y2) > 0 ((x1 —x2)(¥1 —¥2) <0).

El hecho de que en la definicion se usen desigualdades estrictas esta justificado
porque los vectores los hemos supuesto continuos, luego la probabilidad del punto es
0 por lo que no puedes tener x; = x, ni y; = y,. Otra forma alternativa de entender
esta definicion es la siguiente: dadas dos observaciones y trazada la linea que las une,
dichas medidas seran concordantes si la recta tiene pendiente positiva y discordante si
es negativa. Vemos que esta definicion alternativa no contempla la posibilidad de una
pendiente 0 o infinita que son los casos que ya hemos justificado que no se pueden dar.

Tau de Kendall

En un primer momento vamos a definir la Tau de Kendall en términos de observa-
ciones, como hemos hecho con la concordancia, para llegar mas tarde a una definicion
en funcion de la copula, que es nuestro objetivo. Para la definicion en funcion de las
observaciones usaremos ¢ mientras que para la version poblacional usaremos 7.

Definicion 1.9. Sea {(x1,x;),(x2,92),..., (X,,, ¥,)} una muestra aleatoria de n observaciones
del vector aleatorio continuo (X,Y). Por tanto, todas las posibles parejas de dichas observa-
ciones son (5) de las cuales, c serdn concordantes y d serdn discordantes segiin la definicion
anterior. Definimos entonces la Tau de Kendall para dicha muestra como

c—d 3 c—d

+d_@'

t =

o

Es decir, t es la probabilidad de la concordancia menos la discordancia entre un
par de observaciones. Podemos entonces formular la Tau de Kendall en su version
poblacional como sigue.

10



1.3. Medidas de asociacion

Definicion 1.10. Sean (Xy,Y7) v (X5, Y;) dos vectores aleatorios continuos independientes
e idénticamente distribuidos. Definimos entonces la Tau de Kendall para el vector aleatorio
(X,Y) como:

=P(X; - X5)(Y1 = Y3) > 0] = P[(X; — X5)(Y; = Y3) < 0].

El siguiente teorema relaciona la Tau de Kendall con las cépulas dando una tercera
definicion a este coeficiente.

Teorema 1.2. Sean (Xy, Y1)y (X5, Y,) dos vectores aleatorios independientes e idénticamente
distribuidos cuyas marginales son F y G y cuya copula asociada es C. Entonces se tiene que:

T = 4JJ C(u,v)dC(u,v) -
Hz
Demostracion:

Como los vectores aleatorios son continuos tenemos que P[(X; —X;,)(Y; - Y,) < 0] =
1 -P[(X; — X,)(Y; — Y;) > 0], por lo que sustituyendo en nuestra definicién poblacional
de la Tau de Kendall obtenemos:

T = 2P[(X1 _XZ)(YI - Yz) > O] -1.
Partiendo esta probabilidad en dos(tal y como definimos al principio la concordancia)

podemos usar que P[(X; — X5)(Y; = Y,) > 0] = P[X; < X5, Y] < Y,]+P[X; > X5, Y; > Ys).
Si nos fijamos en cualquiera de los sumandos vemos que:

P <X ¥y < o] = | [ IR, GMCIF(), GO0,

Y transformando las probabilidades como u = F(x) y v = G(y) llegamos a:

]P)[Xl < Xz, Yl < Yz] = ff C(u,'V)dC(U,V).
]I2
Finalmente:

T= ZIED[(Xl _XZ)(YI - Yz) > 0] - 1 = 2(]P)[X1 < Xz, Yl < Yz] +]P>[X1 > Xz, Yl > Y2]) -

= 2(2JL2 C(u,v)dC(u,v))—1= 4JL2 C(u,v)dC(u,v)—

Lo que concluye la demostracion.
|
Aunque, la féormula del teorema 1.2 no siempre es facil de computar, ya que C
puede ser singular o tener una componente singular. El resultado que probamos a
continuacion brinda una forma mas facil de calcular la Tau de Kendall para estos casos.

Teorema 1.3. Sea C una cdpula tal que el producto (dC/du)(dC/dv) es integrable en 12,

entonces:
JJ (u,v)dC(u,v) = ——f —C (u,v) C(u,v)dudv.
12 2 d

11



CAPITULO 1. COPULAS

Demostracion:

En el mejor de los casos C es absolutamente continua, por lo que podemos proce-

der paso a paso.
)dC( udv.
ij u,v)dC(u,v) f f auav v

Integrando por partes respecto de u obtenemos:

! 92C(u,v) IC(u,v) ., (' 9C(u,v)dC(u,v)
L C(u,v)Wdu = [C(u,v)T]uzo—L 3 3 du

LoC(u,v) 9C(u,v)
‘”‘L o ov

1
Podemos separar este resultado para hacer la segunda integral obteniendo Jo vdv =

% por lo que se verifica el resultado ya que la integral en v de la integral en u da la
doble integral buscada.

Supongamos ahora el caso en el que C tiene una componente singular. Sea en-
tonces 0 = uy < uy <..<u, =1una particibnenelejeuy0=vp<v; <..<v,, =1
una particién en el eje v con Au; = uy —u;_1 y Av; = vy —v;_;. Podemos entonces hacer
una particion de I? en rectangulos de la forma R;j = [uj_1,u;] x [vj_y,v;]. Utilizando la
medida de estos rectangulos definida podemos rescribir la integral como una suma
de Riemann:

m

ZZC i, v)[C 15, v;) = Cluti_1,v7) = Clutg,vi1) + Clati_1,vj 1))
j=1 i=
Si partimos esta suma convenientemente conseguimos estas otras dos:

ZZ (u;,v;)? = Clu;,v;)C(14;,vj1) = (Cli—1,v;))* + Cluj—1,v;)C(1;_1,vj1)]

] i=

=

M§

+ [C (ui, vj) = Clui_y,v) [[C(ui1, v;)Cui_1,vj_1)].

j=1 i=

Donde el primer sumando es una seria telescépica respecto a la i, por lo que podemos
calcularla y dejarla como una sola suma con indice j en lugar de una doble suma.

) (€1, = C(1,))C(1, 1) = (C(0,7))* + C(0,2/)C(0,vj1)]
j=1

12



1.3. Medidas de asociacion

1 1
Que es una suma de Riemann para la integral IO vdv = > Por otra parte, la otra suma

la podemos reescribir para que también sea una suma de Riemann como:

i < lC(ui,Vj)—C(”i—llvf)][C(”i—l’vf)c(ui‘l’vj_l) Au;Av;.
1

j=1 i= Au; Av]-
Obteniendo la integral que nos faltaba para completar la igualdad de la férmula.
[ |
Si aplicamos ahora los dos teoremas anteriores obtenemos el siguiente resultado,

que sera el que nos permita calcular la Tau de Kendall mas adelante con facilidad.

Corolario 1.3.1. Sea C una cépula tal que el producto (dC/du)(dC/dv) es integrable en 12,
entonces:

d d
t=1 —4j , aC(u,v)%C(u,v)dudv.

Rho de Spearman

Otra medida de asociaciéon muy usada es la Rho de Spearman. En este caso, también
se define en términos de la concordancia y discordancia de vectores aleatorios, pero es-
ta vez los vectores son (Xi, Y;) y (X5, Y3), de forma que la pareja X; y X, y la pareja Y; e
Y; tienen las mismas distribuciones marginales F y G respectivamente pero las copulas
son: C para el primer vector y Il para el segundo vector. Esto viene de tomar 3 vecto-
res aleatorios continuos independientes e idénticamente distribuidos (X, Y7), (X5, Y3)
y (X3, Y3) por lo que todas las X,, comparten la marginal F, todas las Y, comparten la
marginal G, la copula de cualquier vector (X;, Y;) es C y la copula de cualquier vector

(X;,Yj) coni = j es la copula producto II por ser independientes entre ellos.

Definicion 1.11. Sean (Xy,Y7), (X5, Y2) v (X3,Y3) tres vectores aleatorios continuos, in-
dependientes e idénticamente distribuidos. Definimos entonces la Rho de Spearman para el
vector aleatorio (X,Y) como:

p = 3(P(X; — X5)(Y1 = Y3) > 0] - P(X; — X5)(Y; — Y3) < 0]).

Se puede usar también en la definicién el vector (X3, Y,) en lugar de (X5, Y3) obte-
niendo lo mismo ya que los vectores estan idénticamente distribuidos. El 3 que aparece
como coeficiente es una constante de normalizacién para que p € [-1,1].

Introducimos ahora el teorema que relaciona esta medida de asociaciéon con la c6-
pula para luego hablar de esta relacion.

Teorema 1.4. Sean (X1,Y1), (X5,Y,) v (X3, Y3) tres vectores aleatorios continuos, indepen-
dientes e idénticamente distribuidos cuyas marginales son F y G y cuya copula asociada es
C. Entonces se tiene que:

p= 12ff uvdC(u,v)—3 = 12IJ C(u,v)dudv - 3.
12 12

Demostracion:

13



CAPITULO 1. COPULAS

Comenzamos usando la probabilidad del contrario para obtener 2 veces la misma
probabilidad de la concordancia menos 1:

3(P[(Xy = Xp)(Y1 = Y3) > 0] = P[(X; — X5)(Y; = Y3) <0]) = 6P[(X; — X5)(Y; - Y3) > 0] -

Y si aplicamos como antes que la probabilidad del producto la podemos expresar co-
mo dos probabilidades nos da que:

6[]P[X1 < Xz, Yl < Y3] +P[X2 < Xl’ Y3 < Yl]] - 3.
Estas probabilidades las podemos expresar como integrales respecto a I'I(F(x), G())
o respecto a C(F(x), G()). El procedimiento en ambos casos es el mismo obteniendo

en uno la primera igualdady en el otro la segunda. Vamos a hallar la segunda aunque
como hemos dicho, la primera se halla de la misma forma:

6[]P[X1 <X2,Yl < Y3] +P X2 <X1,Y3 < YI]]_

o] [ [ 05 <5 <yl W[X1>xyl>y]dnm -
=6 [ | ctre,conanr URI F) = Gly) + C(FL), GNP, Gl
p U fp Clu,v)dudv + ffp(l Cu—v+ C(u,v))dudv]l _
| [ [ttt L1 [ [ cluonaua] s
o [ ctuminis -

Lo que concluye la demostracion.

|

Sin embargo, ain no sabemos qué significa la Rho de Spearman de una cépula

realmente. Para poder llegar a una interpretacion de esta medida de asociaciéon vamos
a partir de la segunda expresion que hemos dado y vamos a operar como sigue.

p= 12IJ C(u,v)dudv -3
12
= 12JJ C(u,v)dudv—fj uvdudv
I2 I2

= 12J [C(u,v)—uv]dudv
12

= 12JL2[C(u,v) —I(u,v)]dudv.

Luego vemos que, la Rho de Spearman es la "distancia media", multiplicada por 12
como coeficiente, entre la copula dada y la copula producto. Dicho de otro modo, la
Rho de Spearman da una medida de cuan lejos esta nuestro vector aleatorio de tener
variables independientes.

14



1.4. Familias de copulas

Dependencia de colas

Las medidas de dependencia anteriores han ido siempre ligadas al concepto de con-
cordancia y discordancia. Esto quiere decir que las medidas anteriores tenian en cuenta
como de grandes o pequenas eran unas variables cuando las otras lo eran. La depen-
dencia de colas también mide esto ultimo pero sin recurrir al concepto de concordancia
ni de discordancia.

Definicion 1.12. Sean X e Y variables aleatorias continuas con distribuciones F y G res-
pectivamente. La dependencia de la cola superior Ay es el limite, si existe, de la probabilidad
condicional de que Y supere la curva de nivel t dado que X la supera cuando la curva de
nivel tiende a 1, es decir:

Ay = hm}P’[Y>G ()X > FV(#)].

De igual forma, la dependencia de la cola inferior Ay es el limite, si existe, de la probabilidad
condicional de que Y esté por debajo de la curva de nivel t dado que X estd por debajo cuando
la curva de nivel tiende a 0, es decir:

Ap = lim P[Y < GEV()X < FEV(1).
t—0*

Pero esta definicion no es del todo manejable y ademas no se aprecia que dependa
exclusivamente de la copula. Por tanto, echamos mano del siguiente teorema.

Teorema 1.5. Sean X, Y, F, G, Ay v Ay como en la definicion anterior y C la copula de X e
Y. Si Ay v A existen, entonces:

1y = lim 1-2t+C(t1)

1.11
t—1- 1-t ( )

(1.12)

Demostracion:

Demostramos solo la primera igualdad, la otra se hace de forma similar.

/\U—llmIP’[Y>G J(H)IX > FY(1)] = lim P[G(Y) > t|E(X) > t]

t—1-

P[F(X)>t,G(Y) > t]
o PIE(X) > 1]

1-2t+C(t,t)
t—1- 1-t¢ '



CAPITULO 1. COPULAS

1.4 Familias de copulas

Las familias de copulas son conjuntos de estas, en los cuales, las copulas que los
componen se asemejan en cuanto a su forma. La mas interesante es la copula empirica
al permitir dar una cépula, y por tanto una relacién de dependencia, para cualquier
muestra. Aunque esta dependencia no se acerque demasiado a la real es muy util a
la hora de modelizar dicha dependencia por su parecido con otras cépulas. También
damos la féormula de otras familias de copulas donde los miembros solo se diferencian
en uno o varios parametros. El objetivo de estas copulas normalmente sera parecerse
lo maximo posible a la cépula empirica por medio de ese parametro.

La copula empirica

El objetivo de esta subseccion es crear una coépula a partir de un conjunto de obser-
vaciones. Pero con esta copula no podremos usar las formulas estudiadas para la Tau
de Kendall ya que esta copula no va a ser derivable. Por lo que proporcionaremos un
teorema para calcularlas aunque la demostracién se puede encontrar en [7] y en [2].

Definicion 1.13. Sean {(xy, vx)},_, una muestra de tamaiio n de una distribucion bivariante
continua. Llamamos copula empirica a la copula dada por:

i j\ niumerode parejas (x,y)en la muestra tales que x < x; e y <v;
Cn(—,—): (1.13)
nn n
donde x; e yjeonl< i,j <mnson los ordinales de la muestra.
La densidad de la copula empirica estaria por tanto dada por:
. 1/n si(x;,v;) es un elemento de la muestra
t]
CH(EIE): . (114)

0 sino
Y ambas copulas se pueden relacionar por:

i

)£ L)

p=14g=1

Lo que tiene sentido, ya que la copula funcionaria como la funciéon de frencuencias
acumuladas de la densidad de la copula asi como la funcién de distribucion es la inte-
gral o la suma acumulativa de la funcién de densidad.

Finalmente, para expresar las medidas de asociacion de la copula empirica tenemos
el siguiente teorema, cuya demostracion puede encontrarse en [7] y en [2].

Teorema 1.6. Sea C,, la cépula empirica definida seguin 1.13 y c,, la copula de densidad
empirica de 1.14. Sus medidas de asociacion verifican:
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1.4. Familias de copulas

p= e [Cn(ili)_i_i] (1.16)

n+1 n+1 R; Si \?
Ay =2-2exp Zln\/ ( : )ln( 5 )/ln(l/max( 1n+1)) . (1.17)

Copulas paramétricas

A pesar de haber muchas mas familias de copulas paramétricas las mas importantes
y las mas usadas son las que estan listadas en la Tabla 1.1.

Nombre Cépula Rango
R . l-a\(l-a I

Ali-Mikhail-Haq(AMH) Clu,v) = (1 —a)[( - )( - )—a] ael-1,1]

Clayton Clu,v)=[u*+v@ -1 a €[0,+c0)

Farlie-Gumbel-Morgenstein(FGM) C(u,v)=uv[l+ (1 -u)(l-v)] ¢el-1,1]

(" =1)(a¥-1)
Frank C(u,v) =log, |1+ — a €[0,+00)
a—
Galambos C(u,v) = uvexp{[(l —u)%+(1 71})-9]-1/9} 0 €[0,+00)
Gumbel C(u,v) = xp{—[ —logu)? + (~1ogv) ‘P]l/d)} ¢ €[1,+00)
1 l 1 1
Husler-Reiss = exp[(D{ + = 9 }10 u +CD{ + =1 gﬂ} logv] a€[0,+00)
u 2 logu
Normal C(u, ) (DE((D 1u D 1y) ¥ matriz de covarianzas
1+ 1-(60-1 2-40(0-1

Plackett Cluypy = 1O =D +0) -] (9 1))(” +o)lP-46(6 - Duv 0 €[0,+c0)

Student C(u jo Dy (x,p)ds ¥ matriz de covarianzas
1 1
Tawn C(u,v) =exp loguv(l—@ 0, (2% 2} 6€0,1]
loguv loguv

Tabla 1.1: Familias de copulas paramétricas

Con @ la funcion de distribucién de una normal estandar y @y la funcién de dis-
tribucion de una normal bivariante con vector de medias nulo y matriz de covarianzas
Y. En el caso de la Student, x = t;ll (u)/G;ll(s) ey = t;ll (v)/G;l1 (s) siendo t, la funcion de
distribucién de una Student con v grados de libertad y siendo G, la funcién de distri-
bucién de la distribucién v v/x?2. Es usual que cuando hay una matriz de covarianzas
se asuma que las varianzas son 0 dejando como tnico parametro la covarianza, esto se
aplica a la copula normal y de Student, ademas en el caso de esta ultima tambien se
asume que todos los grados de libertad son el mismo.
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Aplicacion en finanzas

Introduccion

Como sabemos, las copulas son una herramienta bastante util a la hora de mode-
lizar dependencia. En este capitulo estudiamos como se han usado en el articulo de
Grégoire [4]. Por otra parte, en la industria de la energia se ve que el precio de un tipo
de energia afecta a otros tipos, en nuestro caso el del gas natural y del petréleo. Esta
dependencia se ha probado que no se puede modelizar con una normal bivariante ni
con regresiones lineales tras aplicar el logaritmo. Al ser la copula la expresion en si de
la dependencia, trataremos de encontrar la que mejor se ajuste para asi poder hablar
de dicha dependencia.

Para facilitar los calculo trabajaremos con el logaritmo del rendimiento, entendien-

do el rendimiento como r; = Pi 1 coni< j, la justificacion de esto la podemos encon-

pPj
trar en [8]. En el texto se plantean varias familias de copulas para describir la depen-

dencia mencionada. De entre ellas se escoge el mejor representante minimizando el
error. Para esta eleccion se usa un test de ajuste de bondad y una vez elegida la cépula
se realizaran predicciones usando simulaciones de Monte Carlo. La posible existencia
de autocorrelacion y heterocedasticidad es también tenida en cuenta y trabajada a lo
largo del texto.

Los datos que se usaron para este estudio fueron obtenidos del servicio de informa-
cién financiera Bloomberg y son los precios del gas natural y del petroleo basados en
los contratos en Nymex(New York Mercantile Exchange).

Estimacion de las marginales

Lo primero que se realiza son los test Box-Pierce y Ljung-Box para los logaritmos
de ambas series temporales para detectar la existencia de autocorrelacion y heteroce-
dasticidad.

En el caso del petréleo ninguno de estos test es significante al nivel del 5%, por
lo que, las muestras del petroleo Oy, 0,,... pueden entenderse como muestras de una
distribucién F con media p = 1,220 x 102 y desviaci6n estandar o = 1,912 x 107>. Sin
embargo, como las colas de esta distribuciéon demuestran ser mayores que las de la
normal, el error X; = (O; — p)/o no es normal tal y como indica el test de ajuste de
bondad. Por otra parte, con el mismo test se puede ver que la distribucion de Student
con W = 13,745 grados de libertad se ajusta mucho mejor.

No obstante, al realizarle los tests anteriores al gas natural se nota que si existe una
autocorrelacién con varios desfases. Hay entonces que desechar la hipétesis nula de ho-
mocedasticidad al nivel del 5% para el desfase de 1 mes y al nivel del 0,1 % para el des-
fase de 10 meses. Por tanto, es necesario utilizar el método Garch(heterocedasticidad
condicional autoregresiva generalizada). Se obtiene asi que la serie referente al rendi-
miento del gas natural se asemeja al siguiente modelo:

N, =1,281x10"*+Y,h!?
hy=2,138x107*+6,206 x 107>N? |
+3,663x 107°N2, +5,862x107°N2,
19



2. APLICACION EN FINANZAS

+9,319x 1072N2 s +9,472x 1072N2 , +0,535h;_;.

En este caso los errores siguen una distribucion de Student asimétrica Y, = & + V™27
con & = —-0,622 como parametro de localizacién, V como una distribucién chi cuadrado
con 6,737 grados de libertad y Z como una normal asimétrica independiente de V con
parametros (1 = 0,986y a =1,014.

Estudio de la dependecia

Una vez estan descritos los movimientos diarios en los precios del petrdleo y del gas
natural es necesario estudiar la dependencia entre estos. Existen dos opciones: que sean
independientes, luego la copula asociada seria la producto en virtud de la proposicion
1.3, o que sean dependientes, luego habria que encontrar otra céopula para modelizar
esta dependencia existente y conseguir una funcioén de distribucién conjunta.

En la Figura 2.1 encontramos todos los puntos de este estudio normalizados por
rangos. En ella, se observa que parece haber una dependencia positiva entre ambas
variables, es decir, hay indicio de que la copula buscada no va a ser la copula producto.

o

E oy o.‘ .~. .
= 's._..‘?é?:'%
2 2- 'F-‘a’;tg
O o
PR XY
= 2 Woe lﬁs‘
2° )~ o{.’.é o
b ~ P op o° .8
& o< .'. e® %e -
= alveres * L
E L #0000
- & | ol'....‘ . "
% " L Bl ".“ ®* Cae :
= e ¥ o ps

i | *® ® °

o, | | I I |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Normalised ranks (crude oil returns)

Figura 2.1: Observaciones de los precios del petrdleo y el gas natural normalizadas por
rangos

Para desechar la hipotesis nula de que la copula es la producto se calcula la copu-
la empirica C, segin 1.13 y se obtienen tanto su Rho de Spearman como su Tau de
Kendall con 1.15 y 1.16. Esto da unos valores de p,, = 0,508 y 7, = 0,349 que se alejan
bastante del cero con un valor P < 0,0001 por lo que la hipdtesis de que la copula es la
producto es rechazada.
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Seleccion de la copula: estimacion

Una vez queda probado que no existe independencia entre las variables, es hora de
encontrar una copula C que describa esta dependencia. Para ello, se estima la copula
por sus medidas de dependencia, la Tau de Kendall y la Rho de Spearman. Sin embar-
go, en esta investigacion, solo es usada la Tau de Kendall para la estimacion ya que es
mas facil de calcular, a pesar de que ambos estimadores son validos.

El método descrito a continuacioén es el denominado “Inversiéon de la Tau de Ken-
dall”. Este consiste en calcular la Tau de Kendall para unas determinadas familias de
cOpulas paramétricas obteniendo una funcién t(6), y, al igualarla a la 7, calculada em-
piricamente obtener el valor de 6,, que tendria la copula que mejor se adapte de cada
determinada familia. Es decir, consiste en elegir de cada familia la cépula cuya Tau
de Kendall coincida con la de la cépula empirica en caso de ser posible. No obstante,
podria no ser posible siempre debido a restricciones en el rango de los parametros en
la familia de copulas, en cuyo caso, se desecharian las copulas de esa familia como
posibles copulas solucion. En la Tabla 2.1 se especifica la funcién inversa a la 7(0) y el
valor de 0,, en funcién de la t,, = 0, 349.

Familia Formula 0,
Clayton | 6 =2t/(1-t)parat>0 | 1,076
Frank | Obtenida numéricamente | 3,474
Gumbel 6=1/(1-t)parat>0 1,538
Plackett | Obtenida numéricamente | 5,107
Normal 0 =sin(nt/2) 0,522
Student 0 =sin(ntt/2) 0,522

Tabla 2.1: Estimaciones del parametro 6 para las copulas

Resaltamos que la copula de Stundent es biparamétrica, pero en el calculo de la
T el parametro y no interviene asi que simplemente se la 6 y se deja la y libre para
ajustarla mas adelante segiin sea requerido.

Seleccion de la copula: test de ajuste

Por lo pronto las copulas candidatas a solucion solo se asemejan a la copula empi-
rica en la Tau de Kendall, pero esto no es suficiente. Para ello se lleva a cabo un test
de bondad de ajuste usando el método bootstrap y el estadistico Cramér-von Mises

definido como:
n

Sy=n Z{Cen(utrvt) - Cn(ut’vt)}z-

t=1

Donde recordemos C,, es la copula empirica y Cg, es la copula paramétrica con el 6
calculado segtn la inversion de la Tau de Kendall. El método bootstrap consiste en:
generar una pareja de valores aleatorios (u;,t;) de una distribuciéon uniforme U(0,1)
y dados estos valores, hallar la v; que acompanaria a dicha u; como C(u;,v;) = u;t;
despejando v; de dicha ecuacion. Se obtiene asi un conjunto de pseudo-observaciones
{(ui,vi)}ﬁl, del cual, es posible hallar una cépula empirica C;,. Para dicha cépula em-
pirica se puede obtener su correspondiente 0}, repitiendo lo anterior y, con la férmula
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2. APLICACION EN FINANZAS

anterior, S;,. Para mas informacion referente a este método asi como su validez se pue-
de consultar [3]. En el estudio, se generaron 2.000 muestras bootstrap {Sj,S5,..., S350}
de esta forma y los valores P se obtuvieron segun:

1 2000
= H(S,,—Sy).
P 2000; (S5 =Sn)

Donde H es la funcién escalén de Heavyside o funcidn escalén unitario. Haciendo este
proceso para las seis copulas consideradas se consiguieron los valores P de la Tabla 2.2.

Familia Valor P
Clayton 0,0000
Frank 0,0095
Gumbel 0,0075
Plackett 0,0080
Normal 0,0140
Student,y =22 | 0,0300

Tabla 2.2: Valores P para los ajustes de las copulas

Como vemos, la copula que mayor valor P da es la Student y solo si los grados de
libertad y son 22. Por otra parte, la copula normal también se ajusta de forma aceptable
con un valor P de 1,4 %, pero existen varios problemas con la cépula normal: la copula
normal exige una normalidad en las marginales de forma que la distribucién conjunta
seria una Normal bivariante, cosa que se ha especificado que no se satisface; la copula
Normal no pone de manifiesto los comportamientos en las colas; y la copula Normal
forzaria una dependencia lineal en las variables, cosas que no existe.

Finalmente, podemos contruir la funcién de distribucién conjunta como:

H(x,y) = C(F(x), G(y)).

Donde F es la funcién de distribucion de una Student, G es la funcion de distribuciéon
de la Student asimétrica vista antes y C es la copula de Student con parametro 6 =
0,522y y =22 grados de libertad.

Haciendo predicciones

Para hacer predicciones es necesario generar unos valores (u;,v;) dado un tiempo .
La forma de generarlos es idéntica a como se hace en el método bootstrap, pero esta
vez t es el tiempo, no el valor de la copula. Una vez tenemos estos valores se tienen que
hallar las preimagenes de dichos valores segtin X, = F"1(,) y Y, = G-V (v,) siendo
F1 y GV las inversas generalizadas de F y G, las funciones de distribucién con las
que hemos decidido modelizar los precios del petréleo y el gas natural. Finalmente, se
calculan los precios usando O; = 0 X; + u para el del petroleo y el método Garch antes
mencionado a la inversa para hallar el del gas natural N;. Repitiendo este proceso para
distintos t es posible obtener series temporales para ambos precios. No obstante, siem-
pre sera necesario repetir el proceso muchas veces para obtener una mayor fiabilidad
del resultado obtenido.
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Resultados simulados

Usando todo lo anterior, se hizo una simulacién de 4,000,000 caminos aleatorios
de un ano de duracidn en las series temporales empezando el 19 de julio de 2006 ob-
teniendo la Figura 2.2 con la distribucion de los precios para julio de 2007. En ella,
vemos una clara asimetria y un gran peso en las colas, lo que justifica muchas de las
elecciones tomadas anteriormente. Es posible ahora generar distribuciones de proba-
bilidad condicionadas fijada una de las variables para hacer predicciones sobre la otra.
Por ejemplo, en la Figura 2.3 vemos que supuesto que el precio del gas ronda los 70$
lo mas probable es que el precio del petrdleo ronde los 6,75%.

30
" 12,000
&8 25
g 10,000
5 20
7 8,000 -
= 15 @
- 6,000 <
3 3
5 10 4,000
g
& o
. 5 2,000
0 0

0 50 100 150 200 250

Prices of crude oil futures ($)

Figura 2.2: Prediccion de la distribucion de los posibles precios del petréleo y del gas
natural en julio de 2007

Otras consideraciones

A lo largo de toda la discusion se ha supuesto que la dependencia entre el precio
del gas natural y del petroleo es constante respecto al tiempo. Es decir, que la copula
que relaciona ambos precios no varia en funciéon del tiempo. Sin embargo, al calcular
los 7(t) referentes a 250 dias se observa que esta T no es constante, aunque, a partir de
abril de 2004 este valor empieza a estabilizarse en torno al 0,35. Entendemos entonces
que todo lo anterior es correcto debido a la estabilidad que toma la 7 a partir de 2004
ya que la podemos asumir constante de ahi en adelante.

Por otra parte, podria darse el peor de los casos, que esta dependencia no se man-
tuviese constante ni se estabilizase en ningin momento. En cuyo caso, tendriamos que
buscar una copula Cy, para modelizar la dependencia que variaria en funcion de 0,
la cual tendriamos que asumir que varia en funcion del tiempo de alguna forma cono-
cida, como por ejemplo linealmente 6; = at + b para simplificar calculos. En este caso,
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Figura 2.3: Prediccion de la distribucion del posible precio del gas natural en julio de
2007 si el petroleo cuesta 70 $

consultese [1].

hablariamos de coépulas dinamicas sobre las cuales no vamos a decir mas que esta bre-
ve introduccion, para saber mas sobre copulas dinamicas y su aplicacion en finanza



Aplicacion en hidrologia
Introduccion

En nuestra siguiente aplicacion de las copulas vamos a ver como estas se pueden
utilizar para predecir los niveles de afluencia del embalse de Santillana, situado en el
rio Manzanares, tal y como ha hecho Requena [9]. Para esta investigaciéon se tomaron
los datos de 41 anos consecutivos en el deposito. Estos datos fueron el caudal maximo
anual (Q) y el volumen hidrografico (V) asociado a dicho caudal.

Estimacion de las marginales

En un estudio previo que se puede encontrar en [5] se mostrd que las marginales
podian ser modelizadas por distribuciones Gumbel o de valores extremos generaliza-
da. Calculando los parametros de la Gumbel, elegida entre las dos distribuciones por
simplicidad, asociados al caudal maximo y al volumen se obtuvieron los resultados de
la Tabla 3.1.

Variable U B
Q 30,47 | 22,69
\Y% 5,87 | 5,70

Tabla 3.1: Valores P para los ajustes de las copulas

Estos resultados fueron verificados con el test Kolgomorov-Smirnov obteniendo
que dicha hipdtesis eran aceptables.

Estudio de la dependencia

Para ver que forma toma la relaciéon de las variables exponemos la Figura 3.1 de
los datos normalizados. Esta expone una clara dependencia positiva, lo que nos da
que pensar que las variables pueden no ser independientes. Las medidas de asociacion
calculadas con las definiciones poblacionales refuerzan esta hipo6tesis dando v = 0,722
y p = 0,8899 ambas con una probabilidad P < 0,001, por lo que se verifica que no se
da la independencia.

Seleccion de la copula: estimacion y test de ajuste

En este estudio, el abanico de posibilidades considerado para generar un mode-
lo mediante copulas fue bastante mas amplio. Las familias de copulas consideraras
fueron: las copulas Ali-Mikhail-Haq, Frank, Gumbel, Galambos, Husler-Reiss, Tawn,
Farlie-Gumbel-Morgenstern y Plackett. Sin embargo, el hecho de que los posibles va-
lores de 7 para algunas de estas copulas no contuviesen 0,7244 redujo a 6 las copulas
candidatas. Estas copulas que no pudieron satisfacer la condiciéon de la Tau de Kendall
fueron la Ali-Mikhail-Haq (7 € [-0,1817, 1/3]), la Tawn (7 € [0, 0,4184]) y la Farlie-
Gumbel-Morgenstern (7 € [2/9,2/9]).
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Figura 3.1: Observaciones del caudal maximo y el volumen normalizados por rangos

Para estimar los parametros de las copulas restantes se usaron dos métodos: el
método de inversiéon de la Tau de Kendall (ITK) y el método de maxima pseudo-
verosimilitud (MPV). Como ya hemos hablado del primero, vamos a explicar en que
consiste el método de maxima pseudo-verosimilitud. El método de maxima pseudo-
verosimilitud consiste en generar unas pseudo-observaciones, tal y como se hace para
el método bootstrap, para las distribuciones marginales, y una vez estas estan norma-
lizadas por rangos, hallar el parametro 6 que maximiza la funcién de verosimilitud
para la copula Cy respecto a dichas pseudo-observaciones. En la Tabla 3.2 aparecen los
valores de 6 para cada cépula hallados por los dos métodos descritos.

Familia 0, (segun ITK) | 6, (segan MPV)
Clayton 5,257 3,337
Frank 12,622 11,774
Gumbel 3,628 3,068
Galambos 2,919 2,345
Husler-Reiss 3,677 2,970
Plackett 54,230 33,570

Tabla 3.2: Estimaciones del parametro 60 para las copulas segin los métodos ITK y
MPV

Para decidir que familia de copulas es la mas indicada y que valor del parametro es
el mas acertado, Requena hall6 el estadistico Cramér-von Mises con 10.000 muestras
bootstrap S;,. En la Tabla 3.3 se muestran los distintos valores obtenidos para los S,
y los respectivos valores P de cara a: comparar los resultados obtenidos con los dos
meétodos anteriores, descartar las copulas que menos se ajusten y seleccionar la que
mejor lo haga.

Como vemos, el método de la inversidon de la Tau de Kendall da en todos los casos
mejores resultados que el método de maxima pseudo-verosimilitud, por esto de aqui
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Familia S, (segan ITK) | S, (segan MPV) | P (segun ITK) | P (segain MPV)
Clayton 0,0223 0,0524 0,3828 0,0565
Frank 0,0174 0,0202 0,8402 0,7332
Gumbel 0,0218 0,0351 0,3967 0,0649
Galambos 0,0219 0,0357 0,3910 0,0603
Husler-Reiss 0,0221 0,0379 0,3663 0,0568
Plackett 0,0181 0,0308 0,7893 0,2967

Tabla 3.3: Estadistico S,, y valor P para las copulas con los 6 hallados con los métodos
ITK y MPV

en adelante el estudio se realiza sélo con las copulas cuyo parametro ha sido el hallado
por el ITK. No obstante, los resultados obtenidos por el otro método también son mas
que aceptables ya que sus valores P se matienen por encima de 0,05 y los valores S, no
son muy altos, esto quiere decir que no los rechazamos, simplemente los desechamos
en favor de unos que se adaptan mejor. Por otra parte, no podemos desechar ninguna
copula (como ya hemos seleccionado el candidato de cada familia hablamos de coépulas
y no de familias de copulas) como hicimos en el caso del mercado energético por lo que
tenemos que realizar otro analisis que nos permita seleccionar una de las cépulas. En
caso de no tener en cuenta otros test, se tomaria la copula Frank como la que mejor se
adapta ya que tiene el S,, mas bajo.

El criterio llevado a cabo para discriminar las copulas va a ser la dependencia de la
cola superior de cada una de las copulas. En la Tabla 3.4 aparecen tanto los coeficientes
de las colas superiores de las copulas como el coeficiente de la cola superior de la
copula empirica.

Familia Ay
Empirica 0,749
Clayton 0
Frank 0

Gumbel 0,789

Galambos | 0,789

Husler-Reiss | 0,786
Plackett 0

Tabla 3.4: Coeficientes de la cola superior para las copulas empirica y con el parametro
0

Es ahora cuando se eliminan de la lista de candidatas a las copulas Clayton, Frank
y Plackett al no representar apropiadamente el comportamiento cuando se toman va-
lores muy grandes. Esto es bastante relevante de cara a hacer predicciones sobre si se
va a rebasar el nivel del embalse o no ya que, en estos casos, se tomaran valores muy
altos en ambas variables. De entre las tres restantes elegimos la copula Gumbel como
la que mejor modeliza esta relaciéon por tener un menor S,,.

Antes de tratar de hacer predicciones con la cdpula obtenida vamos a justificar que
la copula elegida necesariamente tiene que representar bien los valores extremos. Pa-
ra ello, tomamos g7 y vy como los caudales maximos y voliumenes asociados cuando
tomamos como periodos de retorno T = 10,100,1000. Una vez tenemos estos valores,
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calculamos los tiempos de retorno conjunto: el tiempo de retorno “O” y el tiempo de
retorno “Y”. Estos tiempos de retorno son los tiempos que pasan entre entre una inun-
dacion y la siguiente que al menos iguale la magnitud de la primera. Una justificacion
del uso de estos tiempos de retorno la podemos encontrar en [10]. Para entender mejor
esto plasmamos a continuacién las férmulas:

1 1 1 1
To = P[Q > ¢q] - 1—P(q);TV: P[V > v] - 1-G(v)
o 1 ~ 1
°TPlQ>qoV>v] 1-C(F(9),G(v))
1 1

N TEQ> gy Vel T T-Fg) - Glu)+ C(E@), Gy

Donde F y G son las funciones de distribucion del caudal y el volumen respectivamen-
te de las distribuciones Gumbel correspondientes y C es la copula seleccionada. Por
tanto, dado un tiempo de retorno T para ambas variables podemos calcular los g7 y vt
asociados invirtiendo la primera féormula y calcular los tiempos de retorno conjuntos.
Estos 5 datos aparecen en la Tabla 3.5 para las copulas Gumbel, la elegida como mejor,
y Frank, la que inicialmente parecia mejor, anadiendo ademas ¢, la curva de nivel a la
que pertenecen gt y vr, es decir, C(F(qr), G(vr)) = t.

C()pula T = TQ = TV qr % t TO TY

10 81,52 | 18,69 | 0,8803 | 8 12

Gumbel 100 134,80 | 32,08 | 0,9879 | 83 127
1000 187,12 | 45,21 | 0,9988 | 826 | 1266

10 81,52 | 18,69 | 0,8572 | 7 17

Frank 100 134,80 | 32,08 | 0,9811 | 53 891
1000 187,12 | 45,21 | 0,9980 | 503 | 80226

Tabla 3.5: Tiempos de retornos conjuntos simulados para las copulas Gumbel y Frank

A la vista de los resultados de la Tabla 3.5 es claro que cuando el valor de la copula
t no es extrema (toma valores muy proximos a 1) el comportamiento los tiempos de
retornos conjuntos son similares, sin embargo, cuando este valor se acerca mucho a
1 las diferencias entre las dos copulas se hacen mucho mas notables. Es por esto que
era necesario que la copula se comportase bien en los extremos y por lo que la cépula
Gumbel era mejor que la Frank.

Resultados simulados

Para poder obtener resultados en términos de la capacidad del embalse es necesa-
rio generar hidrogramas. Para ello dado una pareja generada (Q, V) se obtiene su ratio
Q/V y se compara con una base de datos de hidrogramas quedandose con el que tenga
el ratio mas parecido al generado aleatoriamente. Una vez hecho esto se escala el hi-
drograma para que el valor maximo sea Q y después se escala el rango del hidrograma
para que el area coincida con V. Para el siguiente analisis se simularon 100.000 hidro-
gramas segun el proceso comentado. De esta simulacién se obtuvo la probabilidad de
superar el nivel maximo de agua (NMA) en los hidrogramas anteriores p,,., luego el
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. . . 1
tiempo de retorno de una inundacién es puede calcular como T;,, = —. Dados estos

datos se puede hallar la curva de nivel de NMA (MWL en inglés) en funegic()n del tiempo
de retorno de inundaciéon T;, (T,,,, e inglés). Dicha curva y algunos de los valores que
toma con los datos reales del desagiie de la balsa se encuentran en la Figura 3.2 y la
Tabla 3.6. Estas medidas son: una altura de 889 m y una longitud de 12 m.

892 T B A
8915

MWL [m]

889 | i | | I 1
5 10 25 50 100 200 500

T i [years]

Figura 3.2: Curva de frecuencia del NMA para las medidas reales del desagtie

T;,[anos] | NMA[m]
5 890,21
10 890,46
50 890,98
100 891,17
500 891,62

Tabla 3.6: Valores obtenidos de Figura 3.2

Eligiendo los hidrogramas que presentan un mismo NMA podemos generar cur-
vas en el espacio del caudal y el volumen para los tiempos de retorno de inundaciéon
deseados. Esto es, dado un tiempo de retorno de inundacién calculamos el NMA aso-
ciado y tomamos de nuestra simulacion todos los hidrogramas con el mismo NMA y
representamos estos hidrogramas como las parejas (Q, V) de las que se crearon. Estas
curvas de nivel junto con las curvas de nivel de los tiempos de retorno Tp y Ty estan
representadas en la Figura 3.3 con el fin de compararlas.

Tenemos que resaltar de la Figura 3.3 que las curvas del tiempo de retorno “O”
se acercan mucho mas a las curvas del tiempo de retorno de inundacién. Esto es util
ya que para predecir inundaciones se pueden usar las curvas del tiempo de retorno
“O” en lugar de las de inundacién ya que estas ultimas son mas dificiles de calcular
y mas impresicsas por como se han generado. En el texto [9] el analisis llega mas alla

29



3. APLICACION EN HIDROLOGIA

T T
*  simulated pairs
70L * observeddata

—_T

T T
+  simulated pairs
70 * observed data

dam

Q [m3s-1l

Figura 3.3: Comparacién entre los tiempos de retorno de inundacion y los tiempos de
retorno condicionados “O”(a la izquierda) e “Y”(a la derecha)

considerando también el tiempo de retorno de Kendall, que se basa en las curvas de
nivel de la cépula y no en las probabilidades “O/Y” de la misma, obteniendo que
dichas curvas se asemejan mejor a las de inundacién que las de “O” y por tanto son
una mejor estimacion.

A modo de ejemplo, generamos aleatoriamente una pareja de valores extremos y
los tiempos de retorno que le corresponderian, para ello seleccionamos el valor de la
copula en dichos puntos. Los valores ¢ de la cépula van a ser 0,9 y 0,99, de ellos pode-
mos simular una pareja (Q, V) como hemos hecho hasta ahora simplemente tomando
un valor de la uniforme U[0,1]. En la Tabla 3.7 recogemos la informacioén que hasta
ahora hemos ido obteniendo para una pareja de valores para los t mencionados.

t Q V [ To | To | Ty | Ty | NMA[m]] T,
0,9 | 90,52 | 19,12 10 | 15 | 11 | 16 | 890,53 | 13
0,99 | 136,41 | 34,43 | 100 | 107 | 151 | 168 | 891,34 | 180

Tabla 3.7: Simulacién con valores extremos con £t = 0,9, 0,99.

Finalmente, vamos a suponer que la altura del desagiie E toma también los valores
de 884 m y 879 m ademas del real (889 m) y que la longitud L también varia, con
valores de 7 m, 12 m (el real) y 17 m. Con objeto de comparar las distintas curvas que
nivel que toma T}, para los anos de la tabla anterior, las presentamos en la Figura 3.4.

Lo que queremos resaltar de este grupo de graficas es como cambia la curva del
tiempo de retorno de inundaciéon conforme modificamos los parametros del desagiie.
Cuanto menor es la altura del desaglie mas vertical es la curva, por tanto, las inunda-
ciones dependeran mas del caudal maximo registrado en vez del volumen del mismo.
Equivalentemente, cuanto mayor es la altura, mas fuerza tomara el volumen de la cre-
ciente a la hora de predecir si habra o no una inundacién. Justo lo contrario pasa con
la anchura del desagiie: cuanto mayor sea mas relevante sera el caudal ya que la curva
sera mas vertical y cuanto menor sea la anchura mayor sera la importancia del volu-
men.
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Figura 3.4: Comparacién de las curvas de nivel de inundacién y las medidas del
desagtie del embalse.
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Conclusiones

En 1951, Fréchet plante6 el problema de como expresar la dependencia entre las de
variables aleatorias que componen un vector aleatorio. Fue Sklar, en 1959, quien dio
solucion a este problema introduciendo el concepto de copula. Por medio del Teorema
de Sklar se consigue expresar la relacion que existe entre las funciones de distribucion
marginales, la funcién de distribucién conjunta de un vector aleatorio y el concepto
de copula. Es por esto que las copulas conforman una herramienta conceptualmente
asequible al ser, desde el punto de vista probabilistico, la expresion funcional de la de-
pendencia. Sin embargo, han empezado a cobrar un espectacular interés en el mundo
de la investigacion a partir de su aplicacién en el mundo de las finanzas. Desde en-
tonces, el abanico de posibilidades que ofrecen las cdpulas ha seguido creciendo abar-
cando areas como las ciencias experimentales, en especial la hidrologia; las ciencias
actuariales, para calcular mortalidad de cara a seguros de vida; la biomedicina, para
modelar los tiempos de infeccién en érganos pares; o la ingenieria, para procesos mul-
tivariados. Es por todo esto que el estudio de las copulas resulta de interés, ofreciendo
herramientas sencillas que se pueden aplicar en un vasto elenco de campos.

Esta memoria introduce los topicos basicos para acceder al conocimiento de las
copulas y dos estudios de aplicaciones de las mismas; uno en hidrologia y otro en
finanzas.
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