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∗ Fauldade de Engenharia, Universidade do Porto,PortugalResumo: A sintetização de equações dinâmias de um robot móvel podem serdifíeis e provavelmente ine�azes, quando não se possui uma quanti�ação exatade araterístias físias do robot. Além disso, a arquitetura meânia do robotpode provoar não linearidades no modelo do mesmo, provenientes de perturbaçõesomo folgas e atritos, di�ultando ainda mais a tarefa de equaionar um modelopara um robot móvel. Este trabalho abordará a identi�ação de um modelo para oproesso (motor + redução + enoder) de um robot móvel. Serão usadas téniasbaseadas em estimadores Mínimos Quadrados e sua variante Variável Instrumentalpara estimar a respetiva função de transferênia.Keywords: Robot móvel, modelo dinâmio, ontrolo digital.
1. INTRODUÇ�ONeste trabalho será abordada a identi�ação domodelo disreto do proesso representado na�gura 2, que tem a função de relaionar a tensãoapliada aos motores motores, om as veloidadese aelerações do mesmo. Trata-se de um robotomnidireional, na �gura 1 pode-se veri�ar adisposição dos quatro motores.O sistema dinâmio disreto da �gura 2 vai sermodelizado omo um sistema om uma entrada euma saída, e que não sofre in�uênia signi�ativade perturbações. Sendo assim, para representara dinâmia do sistema vai ser onsiderado ummodelo linear disreto, e para a determinação dosoe�ientes deste modelo serão utilizadas téniasde estimação, omo mínimos quadrados e sua

1 Com o apoio do Programa Alβan, Programa de bolsas dealto nível da União Europeia para Améria Latina, bolsano E04D028256BR.
Figura 1. Robot Móvel - motores.variante Variável Instrumental. A identi�açãode um modelo para este proesso possibilitaráprojetar e simular ontroladores de uma formamais e�iente para tarefas de navegação do robot,omo por exemplo o PID disreto implementadono miroontrolador do robot. A partir destetrabalho também será possível partir para ummodelo dinâmio ompleto do robot móvel.O robot possui uma estrutura de ontrolo e omu-niação om seus periférios onforme o esquemada �gura 3.



Figura 2. Sistema dinâmio disreto.

Figura 3. Arquitetura de ontrolo e omuniação.O PC ontrola todas as ações do robot. A o-muniação om o miroontrolador é feita atravésda porta série (RS232), que gera os sinais deontrolo dos motores. Os motores são ontroladospor sinais de PWM(Pulse Width Modulator) quea partir de um Drive de potênia gera as tensõesna gama de 0 a 24 volts para o funionamentodos mesmos. O software de ontrolo no PC, tra-balha em uma adênia baseada na frequêniada âmara, 25 Hz, resultando em uma taxa deproessamento das tarefas do robot de 40ms. En-tretanto, no �rmware do miroontrolador estáimplementado um PID disreto que ontrola aveloidade dos motores, om uma frequênia deamostragem de 100Hz, resultando num ontrolemais e�az.2. MODELO DETERMINÍSTICO E MÍNIMOSQUADRADOSEm geral, sistemas dinâmios lineares disretosinvariantes no tempo podem ser representados poruma equação linear às diferenças de ordem n,relaionando a saída do sistema om as entradase saídas dos instantes anteriores. Desrevendo osistema por um modelo entrada-saída(Moreira etal., 2002)(Carvalho, 1993)(Vaaro, 1995)tem-se
y(k) = −

na∑

i=1

aiy(k − i) +

nb∑

i=0

biu(k − i), (1)sendo y(k) a sequênia de saída, u(k) a sequêniade entrada e k a variável de tempo do sistema.Apliando a transformada Z à equação às diferen-ças (1) obtém-se
U(z)

Y (z)
=

(1 + a1z
−1 + ... + anz−n)

(bo + b1z−1 + ... + bnz−n)
, (2)

multipliando ambos os lados por zn e reorgani-zando a equação, obtém-se a função de transferên-ia de sistemas disretos no tempo representadapor
H(z) =

Y (z)

U(z)
=

boz
n + b1z

n−1 + ... + bn

zn + a1zn−1 + ... + an

, (3)sendo o numerador e o denominador de�nidosrespetivamente omo
B(z) = boz

n + b1z
n−1 + ... + bn, (4)

A(z) = zn + a1z
n−1 + ... + an. (5)Em sistemas ontrolados digitalmente, os modelosdesritos pela equação (1) são geralmente utiliza-dos para desrever o omportamento dinâmio doproesso a ontrolar entre a entrada do onversorD/A e a saída do onversor A/D, mostrado na�gura 2.Para a estimação de sistemas dinâmios vamosonsiderar o modelo estoástio da equação(6),onforme(Goodwin and Payne, 1997)(Moreira etal., 2002)

y(k) = H1(z)u(k) + H2(z)ξ(k), (6)onde y(k) e u(k) são as sequênias de saída eentrada respetivamente, e ξ(k) é a sequêniade ruído brano gaussiano om variânia σ2 emédia nula. Considerando a situação onde H1(z)e H2(z) são parametrizados omo B(z)
A(z) e 1

A(z)respetivamente, onforme as equações (4) e (5),o modelo da equação (6) pode ser expresso omo
A(q−1)y(k) = B(q−1)u(k) + ξ(k) (7)em que q−1 é o operador de atraso q−1y(k) =

y(k − 1), então
y(k) = −a1y(k − 1)... − anay(k − na) + ...

b0u(k)... + bnbu(k − nb) + ξ(k)

= x(k)T θ + ξ(k) (8)onde
θT = (a1, ..., ana, b0, ..., bnb) (9)

x(k)T = (−y(k − 1), ...,−y(k − na)...

u(k), ..., u(k − nb)). (10)A equação 8 pode ser esrita na forma vetorialpara N amostras, omo
Y = Xθ + Ξ (11)onde



Y T = [y(1), ..., y(N)], (12)
XT = [x(1), ..., x(N)], (13)
ΞT = [ξ(1), ..., ξ(N)]. (14)A equação (11) sugere a apliação do estimadormínimos quadrados(Goodwin and Payne, 1997),sendo o estimador resultante para θ,

θ̂ = [XT X]−1XT Y. (15)3. APLICANDO MÍNIMOS QUADRADOSNuma primeira etapa apliou-se o sinal de exi-tação da �gura 4 no proesso, obtendo-se a urvade veloidade do motor 1(frente) em metros porsegundo, onforme a �gura 5.
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Figura 4. Ruído Brano Gaussiano.
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Figura 5. Curva de veloidade do motor 1.Veri�a-se na �gura 5 o momento em que o ruídodo sinal de exitação omeça a atuar na veloi-dade do motor, a partir da amostra 50. Notam-setambém perturbações e algum ruído de medidana etapa anterior à amostra 50, tal deve-se aofato do sistema estar em malha aberta e qual-quer irregularidade do piso ou rodas in�ueniama veloidade.Antes de apliar os mínimos quadrados é neessárioretirar o valor médio da entrada e da saída demodo a que uma entrada nula origine uma saídanula também.

De posse de todas as informações neessáriaspara efetuar a estimação dos mínimos quadra-dos, partiu-se para uma segunda etapa, om oobjetivo estimar os oe�ientes de funções detransferênia que representem as araterístiasdo proesso. Foi realizada a estimação para 8 tiposde funções de transferênia(FT), de grau 1 até 6.Na tabela 3 apresenta-se o resultado da estimaçãopara as diferentes funções de transferênia, assimomo o erro da estimação e os valores dos ganhos,pólos e zeros.Na �gura 6 apresenta-se o sinal medido da veloi-dade do motor 1 do robot e a veloidade estimadaom a função de transferênia do tipo FTb, on-forme a tabela 3. O erro apresentado na tabela3 é alulado pelo MSE (Mean Square Error),de�nido omo
MSE() =

∑N

1 [(Φ̂ − Φ)2]

N
, (16)que alula a média do quadrado da diferençaentre o onjunto de veloidades estimadas(Φ̂)

Φ̂ = [ŷ(1), ..., ŷ(N)]T ,e o onjunto de veloidades medidas(Φ) dos mo-tores,
Φ = [y(1), ..., y(N)]T .sendo N o numero de amostras.
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Figura 6. Veloidade medida e estimada om FTb- motor 1.3.1 Validação da EstimativaPara a validação e esolha do modelo deve-seapliar um sinal de exitação diferente no proessoe na função de transferênia estimada om oprimeiro onjunto de dados, e alular o MSEdo erro entre as duas urvas de veloidade re-sultantes. Sendo assim, na tabela 1 e na �gura7 apresentam-se os erros de validação para asdiferentes funções de transferênia, utilizando umoutro sinal de exitação. Na �gura 8 apresenta-se
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a b c d e Figura 7. Resultados da validação para as difer-entes FTs.Tipo FT Grau MSE(erro)

FTa 1 0.0042402
FTb 2 0.0010013
FTc 2 0.00099887
FTd 3 0.00099609
FTe 4 0.00099436
FTf 5 0.00099183
FTg 6 0.00099442Tabela 1. Resultados da validação paraas diferentes FTs.as urvas de veloidade medida e simulada para afunção de transferênia do tipo FTb.A partir dos erros apresentados na validação,veri�a-se que a função de transferênia do tipo

FTb, de grau 2, pode representar uma boa aproxi-mação do proesso. Esse resultado tem oerênia,sendo que o sistema apresentado na �gura 2 pos-sui um atraso devido ao "loop"de omuniação,representado pelo pólo na origem. O proesso omum motor DC pode ser aproximado por um sis-tema de primeira ordem, pois pode-se desprezar aindutânia do motor devido a onstante elétriaser muito pequena omparada om a onstantemeânia do mesmo(Carvalho, 1993). A FT maisindiada seria a do tipo FTg, pois apresentou omenor erro, e a partir da FTh o erro omeçou aaumentar. Mas levando-se em onta que a FTb éum sistema mais simples, failitando o álulo deontroladores em geral, e que a diferença do erroentre a FTg e a FTb é muito pequena, optou-sepela FTb.A FTa não apresentou um resultado satisfatório.A FTd foi testada para veri�ar omo se om-portaria a estimação om dois atrasos (2 pólos naorigem), mas na estimação veri�ou-se um erromaior que a FT om um atraso.4. VARIÁVEL INSTRUMENTALUm estimador mínimos quadrados pode nãoser onsistente aso o ruído da equação (8)não seja brano, também pode ser difíil tes-tar a sua onsistênia para um funionamentogeneralizado. Outros estimadores onsideradosonsistentes(Goodwin and Payne, 1997)(Moreiraet al., 2002) podem ser implementados para
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Figura 8. Veloidade medida e estimada om FTb(Validação).demonstrar mais propriedades do sistema e tam-bém ter um parâmetro para omparação om oestimador mínimos quadrados. Nesta seção vãoser apresentados os resultados do estimador omvariável instrumental, que omparando-se om osmínimos quadrados substitui-se θ̂ por θ, sendo
θ = [ZT X]−1ZT Yonde a matriz Z pode ser onstruída usando ummodelo auxiliar

Z(k)T = [−ŷ(k − 1),−ŷ(k − 2), ... (17)
−ŷ(k − n), u(k), u(k − 1), ..., u(k − n)] (18)onde

Â(z)ŷ(k) = B̂(z)u(k)e Â(z), B̂(z) são polinómios ujos parâmetrospodem ser obtidos através de mínimos quadradosnuma primeira iteração. Nas iterações seguintesutiliza-se o resultado da estimativa anterior pararealular Z(k) e assim suessivamente. Este al-goritmo tem a araterístia de onvergir ompouas iterações.Na tabela 2 são apresentados resultados do esti-mador variável instrumental(VI) e a omparaçãoom mínimos quadrados(MQ) para a função detransferênia do tipo FTb. Com 3 iterações jáhouve uma onvergênia, estabilizando os valoresdo pólo e do ganho.FTs MQ VI 3a Iteração
b1 0.00081626 0.00081538

z(z + a1) z(z − 0.6827) z(z − 0.7051)

MSE(erro) 0.0010013 0.00098799Tabela 2. Valores Estimados.Através da auto orrelação do erro alulado on-forme (19) e (20), veri�a-se a branura dos resí-duos. Na �gura 9 apresentam-se a auto orrelaçãopara a estimativa om os Mínimos Quadrados e aestimativa om Variáveis Instrumentais, para 100amostras.



ŷ(k) = −â1y(k − 1) + b̂1u(k − 2), (19)
Error(k) = ŷ(k) − y(k). (20)Sendo ŷ(k) a saída estimada, y(k) a saída me-dida e u(k) o sinal de entrada. A média do erro

Error(k) da equação (20) para Mínimos quadra-dos foi 5.2879e − 4 e para variáveis instrumentais
5.2554e − 4, veri�a-se que houve uma pequenamelhora. Veri�a-se também que a auto orrelaçãodo erro Error para os mínimos quadrados já émuito típio de ruído brano, por este motivonão houve uma melhora muito signi�ativa omVariáveis Instrumentais.
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(b) Variável InstrumentalFigura 9. Auto orrelação do erro.5. RESULTADOS COM OS MOTORESRESTANTESNas seções anteriores foi detalhado o proedi-mento para estimar o sistema do motor 1, agoraserão apresentados resultados referentes aos ou-tros 3 motores do robot. Na tabela 4 estão osresultados estimados para os 4 motores do robot,utilizando o estimador Mínimos Quadrados e oestimador Variável Instrumental.As rodas laterais(motores 2 e 4) possuem diâme-tros maiores que das rodas dianteira(motor 1) etraseira(motor 3), onforme a tabela 4 os gan-hos dos motores 2 e 4 evideniam esta diferença.Também deve-se levar em onta que existe umadistribuição irregular do peso na base do robot.Essas araterístias faz om que as funções detransferênias tenham diferenças entre si. No mo-tor 4 veri�a-se um pólo mais lento, isso deve-seao maior peso sobre esta roda, devido à posiçãodas baterias na base do robot.Nas �guras 10 e 11 apresentam-se grá�os omsinais reais das veloidades dos motores e as ve-loidades estimadas om as funções de transferên-ia do tipo FTb.6. SINTONIA DE UM CONTROLADOR PIDPARA O ROBOTA partir da de�nição de um modelo para oproesso, partiu-se para a sintonia iniial do
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(a) Motor 1 - roda dianteira 0 50 100 150 200 250 300
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(b) Motor 3 - roda traseiraFigura 10. Motores 1 e 3 do Robot.
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(a) Motor 2 - roda lateralesquerda 0 50 100 150 200 250 300
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(b) Motor 4 - roda lateraldireitaFigura 11. Motores 2 e 4 do Robot.ontrolador PID implementado no miroontro-lador do robot. Um ontrolador do tipo propor-ional, integral e derivativo, geralmente denomi-nado PID, pode ser desrito onforme(Astrõm andHãgglund, 1995),
u(t) = Kc



e(t) +
1

Ti

t∫

0

e(τ)dτ + Td

de(t)

dt



 (21)Considerando um sistema em malha fehada on-forme a �gura 12. A variável u(t) representa osinal de ontrolo e a variável e(t) representa o sinalde erro(e(t) = yref(t)− y(t)). O sinal de ontroloé alulado pela soma de três termos: o termoP(no qual é proporional ao erro), o termo I (noqual é proporional ao integral do erro) e o termoD(no qual é proporional à derivada do erro). Osparâmetros de ontrolo são o ganho proporional
Kc, o tempo integral Ti e o tempo derivativo
Td. Para a sintonia do ontrolador PID foi uti-lizado o proedimento de posiionar os pólos emmalha fehada do sistema baseado no protótipode Bessel(Vaaro, 1995).
Figura 12. Sistema ontínuo em malha fehada.O função de transferênia esolhida para o proessofoi obtida através do estimador Variável Instru-mental onforme a seção 4,

G(z) =
0.00081538

(z − 0.7051)
=

b1

z − a1
(22)desprezou-se o pólo na origem da função de trans-ferênia, pois o mesmo deve-se ao atraso existente



na omuniação entre o miroontrolador e o PCdo robot.Pode-se alular o equivalente ontínuo do proessoda equação (22),
G(s) =

K

τs + 1
,usando a seguinte relação(Vaaro, 1995)

K =
b1

1 + a1

τ =
1

|ps|

pz = eTps.Sendo ps o pólo no plano S, e pz o pólo no plano
Z. Na equação (23) apresenta-se a função ontínuaresultante, e na �gura 13 uma resposta ao degraudos dois proessos, disreto e ontínuo.

G(s) =
0.002765

0.1145s + 1
(23)
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Figura 13. Resposta ao degrau do sistema disretoe ontínuo.A função de transferênia do ontrolador, on-forme a equação (24) representa a equação de umontrolador PI. Esolheu-se um ontrolador PI,eliminando-se a parela derivativa om Td = 0,devido às araterístias do proesso(primeira or-dem). A ação integral Ti faz om que o sistemasiga uma entrada de valor onstante om erro nuloem regime permanente. A ação proporional Kctem um impato imediato na rapidez de respostado sistema.
Gc(s) =

Kc(Tis + 1)

Tis
(24)A partir da função de transferênia do sistemaem malha fehada, que resultou num sistemade segunda ordem e após alguns testes om orobot, posiionou-se os pólos do ontrolador PIde forma a obter um tempo de estabeleimentoem torno de 0.6seg para uma resposta ao degrau,que representa uma boa resposta levando-se em

onta as araterístias do robot. O sistema emmalha aberta GMA está desrito na equação(25),
GMA(s) = Gc(s).G(s) =

Kc(Tis + 1)

Tis
.

K

τs + 1
(25)Calulando o sistema em malha fehada om rea-limentação unitária de GMA(s) obtem-se,

GMF (s) =
KKc

Tiτ
+ KKcs

τ

s2 + (1+KKc)s
τ

+ KKc

Tiτ

(26)Considerando a tabela dos polinómios de Bessel(Vaaro, 1995), para um sistema de segunda or-dem om tempo de estabeleimento de 1seg os pó-los são p1s = −4.0530± j2.3400. Para o tempo deestabeleimento desejado (0.6seg), basta dividir
p1s por 0.6, resultando em pólos p0.6s = −6.7550±
j3.9000. Para obter os valores de Kc e Ti, bastaigualar o polinómio do denominador da GMF (s)om o polinómio da equação (27),

(s − p1)(s − p2) = s2 − (p1 + p2)s + p1p2 (27)então, para obter Kc,
−(p1 + p2) =

(1 + K ∗ Kc)

τ

Kc =
−τ ∗ (p1 + p2) − 1

K
(28)e para obter Ti,

(p1p2) =
KKc

Tiτ

Ti =
KKc

τp1p2
(29)A FT resultante é apresentada na equação(30)

GMF (s) =
4.775s + 0.3747

s2 + 13.51s + 60.84
(30)Na equação (31) apresenta-se a função do ontro-lador PI e na equação (32) o equivalente disretoinvariante na resposta ao degrau(ZOH-zero-orderhold)(Franklin et al., 1997), para uma taxa deamostragem de 10ms.

Gc(s) =
197.68(0.07848s + 1)

0.07848s
(31)

Gc(z) =
197.68(z − 0.8726)

(z − 1)
(32)Testou-se os parâmetros no ontrolador PI no ro-bot, obtendo-se a resposta da �gura 14, veri�a-seque om 0.6seg atingiu-se a referênia, om umaresposta transitória satisfatória. Para melhoraresta resposta, introduziu-se no sistema em malhafehada um ganho Feedforward(f), da entrada dereferênia até a entrada do proesso, onforme a



�gura 16. Este ganho não afeta a estabilidadedo sistema, pois não altera os pólos em malhafehada. Entretanto, o ganho Feedforward me-lhora a resposta transitória do sistema(Vaaro,1995). Na �gura 15 veri�a-se a melhora na res-posta transitória om f = 200, este valor foibaseado em simulações. A entrada de referêniafoi um degrau de amplitude 0.6(m/s). Diferençasentre a simulação e as veloidades medidas sãoaeitáveis neste aso, tendo em onta a simplii-dade do modelo esolhido(primeira ordem) e asaproximações ometidas.
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Figura 14. Sistema em malha fehada sem Feed-forward.
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Figura 15. Sistema em malha fehada om Feed-forward.
Figura 16. Sistema ontínuo em malha fehadaom Feedforward.7. CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROSNeste trabalho o objetivo prinipal foi a mode-lização do proesso motor + redução + enoder,onforme a �gura 2, de um robot móvel. Usou-se ténias baseadas em estimadores MínimosQuadrados e sua variante Variável Instrumentalpara estimar o sistema. Com esta modelização

iniial foi possível realizar uma sintonia iniial noontrolador PID do robot. Com os ontroladoresPID sintonizados para os quatro motores do ro-bot pode-se partir para uma segunda etapa, queabordará a modelização da dinâmia do robotonsiderando o mesmo omo um sistema multi-variável englobando os proessos modelizados an-teriormente. REFERÊNCIASAstrõm, Karl J. and Tore Hãgglund (1995).PID ontrollers : Theory, design, and tuning.International Soiety for Measurement andCon.Carvalho, J.L. Martins De (1993). Dynamial Sys-tems and Automati Control. Prentie Hall.Franklin, Gene F., J.David Powell and MihaelWorkman (1997). Digital ontrol of dynamisystems. Addison Weley Longman, In.Goodwin, G. C. and R. L. Payne (1997). DinamiSystem Identi�ation. Aademi Press.Moreira, A. P. G. M., P. J. G. Costa andP. J. Lopes dos Santos (2002). Intro-dução à Identi�ação de Modelos Disretospara Sistemas Dinâmios. Sebenta FEUP.www.fe.up.pt/ amoreira.Vaaro, R. J. (1995). Digital Control - A State-Spae Approah. MGraw-Hill.



FTs FTa FTb FT FTdgrau 1 2 2 3

b1 b2 b1z + b2 b2z + b3

z + a1 z(z + a1) z(z + a1) z2(z + a1)ganho,zero, −5.73e − 6 8.16e − 4 7.58e − 6(z + 107.7) 8.12e − 4(z − 0.1077)polo (z − 0.7033) z(z − 0.6827) z(z − 0.6823) z2(z − 0.7295)MSE(erro) 0.0034488 0.00036275 0.00036142 0.00036471FTs FTe FTfgrau 3 4

b1z2 + b2z + b3 b1z3 + b2z2 + b3z + b4
z(z2 + a1z + a2) z(z3 + a1z2 + a2z + a3)ganho,zero, 6.25e − 6(z + 129.6)(z + 0.2702) 5.28e − 6(z + 153.5)(z2 + 0.206z + 0.053)polo z(z − 0.7541)(z + 0.4024) z(z − 0.6946)(z + 0.457)(z − 0.183)MSE(erro) 0.00035635 0.00032468FTs FTggrau 5

b1z4 + b2z3 + b3z2 + b4z + b5

z(z4 + a1z3 + a2z2 + a3z + a4)ganho,zero, 5.6e − 6(z + 143.8)(z − 0.1982)(z2 + 0.4159z + 0.1107)polo z(z − 0.6526)(z − 0.4272)(z2 + 0.6709z + 0.1383)MSE(erro) 0.00031945FTs FThgrau 6

b1z5 + b2z4 + b3z3 + b4z2 + b5z + b6

z(z5 + a1z4 + a2z3 + a3z2 + a4z + a5)ganho,zero, 9.50e − 6(z + 84.98)(z2
− 0.6704z + 0.2717)(z2 + 0.8872z + 0.3613)polo z(z − 0.6577)(z2

− 0.728z + 0.2254)(z2 + 0.9745z + 0.3502)MSE(erro) 0.00031737Tabela 3. Resultados da estimação para diferentes FTs om Mínimos Quadrados.

Minimos Quadrados Motor 1 Motor 2 Motor 3 Motor 4Dianteira Lateral esquerda Traseira Lateral direita
b1 0.0008163 0.00044521 0.00075587 0.00037482

z(z + a1) z(z-0.6827) z(z-0.6425) z(z-0.677) z(z-0.7448)Variável Motor 1 Motor 2 Motor 3 Motor 4Instrumental Dianteira Lateral esquerda Traseira Lateral direita
b1 0.00081538 0.00044513 0.00075507 0.0003748

z(z + a1) z(z-0.7051) z (z-0.6734) z (z-0.6953) z (z-0.7565)Tabela 4. Valores Estimados om Mínimos Quadrados e Variável Instrumental paratodos os Motores do Robot.


