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Abstract— This paper presents the kinematic and dynamic model of an omni-directional mobile rob6 with four
wheels. Three methods of parameters identification related to dynamic equations are described, the parameters
are the viscous frictions, the coulomb frictions and the inertia moment of the rob6. A simulation environment,
simulation results and real results are presented.

Keywords— Modelling, omni-directional mobile robo.
Resumo— Este artigo apresenta o modelo cinemaético e dinamico de um rob6é omni-direccional com quatro

rodas. Sao descritos trés métodos para a identificagdo dos parametros das equagdes do modelo dindmico do robo.
Os parametros identificados sao os atritos viscosos, atritos de coulomb e o momento de inércia do robo. Um

ambiente de simulagdo, resultados de simulagdo e com o rob6 sao apresentados.

Palavras-chave— Modelagem de sistemas, robos moveis omni-direccionais.

1 Introducao

A modelagem dinamica de rob6s moveis é essen-
cial para o projeto de controladores, principal-
mente quando os robds executam trajetdrias com
velocidades elevadas ou trajetorias com mudangas
bruscas de direcao e sentido, exigindo for¢a ma-
xima dos atuadores. Algumas estratégias de con-
trole para robos omni-direccionais usando o mo-
delo dinamico sao discutidas em (Liu et al., 2003)
e (Watanabe, 1998). Rob6s omni-direccionais pos-
suem a habilidade de simultaneamente e indepen-
dentemente executar movimentos de translagao e
rotacdo, conforme detalhado em (Pin and Kil-
lough, 1994). Entretando, nédo linearidades, como
por exemplo a saturacao dos motores, podem com-
prometer o desempenho do robo, mais precisa-
mente quando o robd estd em aceleracao. Este
artigo apresenta a identificagdo do modelo dina-
mico e cinematico de um robo omni-direccional
onde estao modelados os elementos nao-lineares e
de restrigoes do robd. Serdo apresentados trés mé-
todos para identificar os parametros das equagoes
da dinamica do rob6. Os parametros sao os atritos
viscosos e de coulomb relacionados as velocidades
lineares e de rotacao do robd, e o momento de
inércia do robo. Por fim, serdao apresentados re-
sultados de simulacao, bem como a comparagao
com dados reais do robd.

O rob6 moével omni-direccional com quatro
rodas, apresentado na figura 1(a), foi construido
pela equipa "5DPO”de robods futebolistas, da Fa-
culdade de Engenharia da Universidade do Porto,
Portugal. Para a aplicacao de futebol robético o
robd necessita executar trajetérias em altas ve-
locidades e com perfeito posicionamento para o
objetivo, como por exemplo no momento do posi-
cionamento para a bola, ou para o gol. Sendo as-

sim, caracteristicas dinamicas de movimento sao
essenciais para seguir trajetorias perfeitamente.

O artigo estd organizado da seguinte forma:
na seccao 2, o modelo do rob6é omni-direccional
é desenvolvido. Os métodos de identificacao dos
parametros do modelo sao apresentados na secgao
3. Um ambiente de simulagao, resultados de si-
mulagao e com o robo sao apresentados na secgao
4. Na seccao 5 sao apresentadas as consideracoes
finais.

2 Modelo do robo mével

O modelo do rob6é mével omni-direccional foi de-
senvolvido com base na dinamica e cinematica de
toda a estrutura incluindo os motores DC do robé.
Na figura 1(b) ilustra-se as representagoes dos vec-
tores de velocidades, posi¢ao do robd(P) e os eixos
de coordenadas do robd e do mundo. Os seguintes
simbolos em unidades SI(Sistema Internacional)
sao usados no modelo do robo:

e b [m] — distancia entre o ponto P e as rodas

e M [kg] — massa do robo

e 7 [m] — raio das rodas do robo

e [ — redugao dos motores

e J [kg.m?] — momento de inércia do rob6

e By, Buyn [N/(m/s)] — atritos viscosos nas diregoes
das velocidades V e Vi,

e By [N/(rad/s)] — atrito viscoso na dire¢do da
velocidade W

e By, Beon [N] — atritos de coulomb nas diregoes
das velocidades V e V,

e By [N.m] — atrito de coulomb na diregdo da
velocidade W

e V|V, [m/s] — velocidades lineares no robo

e W [rad/s] — velocidade angular no robd

e 0 [rad] — posigdo angular do robd

Fy, Fyn [N] — forcas de tragdo no robo
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I' [N.m] — torque de rotagdo no robd

v1,v2,v3,v4 [Mm/s] — velocidades lineares nas rodas

f1, f2, f3, fa [N] — forga de tragdo nas rodas

T1,T2,T3,Ts [N.m] — torque nas rodas

(a) Rob6 mével.

(b) Parametros geométricos do
robo.

Figura 1: Rob6 mével Omni-Direccional.

2.1 Dinamica do robo mdvel

Segundo as coordenadas definidas na figura 1(b)
e pelas leis de Newton derivam-se as equagoes de
translacao e rotacao do robd movel,

R = ML B V() + Cusgn(V(E) (1)
Fo(t) = MdVCZ(t) + BunVa(t) + Consgn(Va(t))
(2)
o) = Jd‘gt(t) + BuW(t) + Cuosgn(W(1)) (3)
em que,
1, a >0,
sgn(a) =<¢ 0, a=0,
-1, a<O.

Descreve-se as relagoes entre as forgas de tragao
no robo e as forcas de tragao nas rodas como:

Fy(t) fat) = f2(t) (4)
Fon(t) = fi(t) — f3(t) (5)
L@) = (fi(t) + f2(t) + fs(t) + fa(£))b (6)

A forga de tragao das rodas(f) e o torque das

rodas(T'), para cada motor DC, sdo representados
por:

oy = T @
T() = 1.Kiia(t) 8)

Sendo i,4(t) a corrente do motor e K; a constante
do torque do motor. A dinamica para cada motor
DC pode ser descrita usando as seguintes equa-
coes,

u) = 220 R )+ Kowa )
T(t) = Kia(t) (10)

Onde L, é a indutancia do motor, R, ¢é a resistén-
cia do motor, E,(t) é a forga contra electromotriz,
u(t) é a tensao aplicada ao motor, w,,(t) é a ve-
locidade angular do motor, k, é a constante da
forga contra-electromotriz. O torque de saida do
motor é linearmente relacionado com a corrente do
motor pela constante do torque do motor K, con-
forme a equacao 10. A constante do torque do mo-
tor K; e a constante da for¢a contra-electromotriz
K, em unidades do sistema SI(Sistema Internaci-
onal) sdo idénticas, veja deducao matemadtica em
(Kuo, 1995): Ki[N.m/A] = K,[Volts/(rad/seg)].
Com o motor DC em estado de regime perma-
nente, (L, djt“ = 0), pode-se simplificar a equagao
9 como,

u(t)

Reorganizando a equacao 11, temos

Ruig(t) + Kywn,(t) (11)

u(t) — Kyw,(t) .

io(t) = i (12)
Z((?) = vu;;"(f;) + Ra. (13)

Para obter as constantes K, e R,, pode-se usar a
equagao 13. Para cada tensao u(t), mede-se a cor-
rente do motor i,(t) e a velocidade angular w, (t)
do motor em regime permanente.

2.2  Cinemdtica do robo movel

A partir da geometria do robd é possivel derivar
as equagoes cinematicas de movimento do robo,
que relacionam as velocidades lineares das rodas
do robd (v, va, v3,v4), as velocidades lineares (V e
Vn) e a velocidade angular(W) do robo,

dﬂ;? = V(t)cos(8(t)) — Vn(t)sen(6(t))
dZT(f) = V(t)sen(6(t)) + Vn(t)cos(6(t))  (14)
G =W
v1(t) = V(1) + W (1)
va(t) = =V (t) + bW (t) (15)
vs(t) = =V, (t) + bW (t)
va(t) = V() + bW (£)

Sendo z(t) e y(t) a posicao do ponto P, e (t) o
angulo de orientagao do robo.

3 Identificagao dos parametros do modelo

A identificagdo dos parametros relacionados as
equagoes da dinamica do robd mével foi realizada
de forma experimental. Os parametros a serem
identificados sdo os atritos viscosos(By, Byn, Bw),
os atritos de coulomb(C,, Cyy, Cyy) € 0 momento
de inércia J. A massa M do robo foi obtida com
uma balanca.

Foram utilizados trés métodos para a identi-
ficacdo dos parametros, detalhados nas proximas
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sub-secgoes. Os atritos viscosos e de coulomb fo-
ram identificados com os métodos 1 e 2. O mo-
mento de inércia do robo foi identificado de duas
formas: combinando os métodos 1 e 2, e com o mé-
todo 3. Sendo assim, usou-se dois métodos para
identificar os atritos(l e 2) e dois métodos para
identificar o momento de inércia(14+2 e 3).

3.1 Método 1 - robo com wvelocidade em regime
permanente

Neste método é possivel identificar os atritos vis-
cos0s (By, Byn, Bw) e de coulomb (C,, Cyp,, Cy)
do rob6. A ideia é aplicar no robo velocidades
V.V, e W com valores constantes, medindo-se a
forga de tragao F,, Fy, e o torque I'(¢) aplicado ao
rob6. Uma vez que a velocidade do robo entre em
regime permanente de funcionamento, isto é, seja
constante, pode-se nas equagoes 1, 2 e 3 desconsi-
derar a parcela associada a massa e ao momento
de inércia do robo, resultando as seguintes equa-
¢oes diferenciais:

F,(t) = BJV{#)+C, (16)
Fou(t) = BuynVa(t) + Con (17)
T(t) = Bu,W(t)+Cy (18)

Sendo assim, realizou-se trés ensaios indepen-
dentes: aplicou-se 4 velocidades diferentes V e
calcularam-se as forcas de tragao F, para cada
velocidade. O mesmo foi feito para V,, e F,,, e
para W e I'. As forgas e torques resultantes, na
tabela 1, foram calculadas com base nas correntes
medidas dos motores do robo, utilizando as equa-
¢oes 4 a 8. Na figura 2 apresenta-se a curva de
velocidade do robd na diregao da velocidade V', e
as correntes correspondentes aos motores 2 e 4.

N

B ‘ \,

A AAA A AR A

time[sec] time[sec]

(a) V=1 (m/s) (b) a2, iad (A)

v mis]
Al

Figura 2: Velocidade e correntes - ensaio 1.

\4 Fy Vn Fyn w r
m/s) | () || (m/s) | (N) || (rad/s) | (N.m)
0.6 30.585 0.6 30.285 0.6 5.556
0.8 31.459 0.8 30.814 0.8 5.730
1 31.874 1 31.174 1 5.842
1.2 32.765 1.2 32.106 1.2 6.009

Tabela 1: Velocidades aplicadas e forcas e torque
resultante.

Com os valores das velocidades e das forcas
podem-se calcular os atritos viscosos e de cou-
lomb. Verifica-se que as equagoes 16, 17 e 18 sao

idénticas a equacao de um reta (y = mx + b).
Utilizou-se os minimos quadrados para ajustar
uma reta aos resultados obtidos. A figura 3 mos-
tra graficos das velocidades aplicadas e as forcas
resultantes, assim como a reta de ajuste calculada.
As equacoes resultantes com os atritos estimados
sao apresentados na tabela 2.

Equacodes By,Byn | Cu,Cun
w Cw
v T, (1) = 3.45V (1) + 28.55 3.45 28.55
Vi || Fon(?) = 2.90V, (f) + 28.46 | 2.90 28.46
W T() =0.73W () + 5.12 0.73 5.12

Tabela 2: Equacoes e atritos - método 1.

vimis) Vi) Wiadis]

(@) Fo =f(V) (b) Fon=f(Va) (o) T =f(W)

Figura 3: Forgas e torque versus velocidades.

3.2 M¢étodo 2 - robé com tragao nula

No segundo método utilizou-se a variagao de ve-
locidade com forcas nulas para calcular os atritos
viscosos(B, e Byy) e de coulomb(C, e C,,). Pri-
meiramente aplicou-se uma velocidade constante
no robo, entao desligou-se os motores, resultando
em correntes nulas e consequentemente forcas nu-
las, provocando um decréscimo na velocidade do
robo até parar.

A partir das equagoes 1, 2 e 3 com forgas e
torque nulos e reorganizando as equacoes, temos
as seguintes equacoes diferenciais para velocidades
positivas:

WO~ Boyy Sy
Wnlt) - Beny iy Com
aw(t) B, Cu

@ - gy veO- @

Foram realizados 3 ensaios separadamente,
para V, V, e W. A partir da curvas de ve-
locidades, calculou-se as aceleracoes. Na figura
4 apresentam-se os graficos de velocidades dos
ensaios realizados. Nos graficos da figura 5
apresenta-se o conjunto de dados da velocidade
e a aceleracao calculada para realizar os calculos
de estimativa dos atritos.

Com este método é necessario ter-se o valor
da massa M e momento de inércia J do robo para
se calcular o atrito viscoso e de coulomb. Como a
priori nao se tem o valor do momento de inércia J,
obteve-se primeiramente uma estimativa de J com
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Figura 5: Velocidades e aceleragoes.

o auxilio dos valores de atrito viscoso B,, e de cou-
lomb C, calculados com o método 1, utilizando-se
a equagao 21 e a curva de velocidade W (t) apre-
sentada na figura 4(c). Para o célculo do momento
de inércia J, pode-se reorganizar a equacao 21 de
forma a isolar J,

W (t) Cuw
J = AW (t) By = AW (1) (22)
dt dt

Com os vectores de valores de W e % (figura
5(c)) e com os atritos viscoso By, e de coulomb C,,
calculou-se valores de J, e fazendo a sua média
obteve-se o valor de J = 1.358[kg.m?].

Com os valores de massa do robo e curvas de
velocidades e aceleragoes dos ensaios (figuras 5(a)
e 5(b)), calculou-se os atritos viscosos(B, e Byy)
e atritos de coulomb(C, e C,,), aplicando mini-
mos quadrados nas equacgoes 19 e 20. As equagoes
resultantes com os atritos estimados para V e V,,
sao apresentados na tabela 3.

Equacgoes B,, C,,

Byn Cyn

v VO — _0.11V(t) —0.86 | 4.01 | 30.35
Vo || &0 — .10V, (t) — 0.87 | 3.77 | 30.76

Tabela 3: Equagoes e atritos - método 2.

3.8 Meétodo 3 - Identificagio do momento de
inércia
A identificacdo do momento de inércia J do robd
foi realizada de forma experimental. O robo foi
suspenso por um fio, para eliminar qualquer atrito
do robo6 com o chao, conforme a figura 6. Aplicou-
se um torque(T'(t)) conhecido ao corpo do robo,
medindo-se a posicao angular(6(t)) através de um
sistema de odometria externa, baseado em visao,
fixado acima do rob6. Foi fixado ao rob6 um disco
de acrilico, por onde passa um fio preso em uma

extremidade ao préprio disco e na outra a um ob-
jecto com massa mo. O disco de acrilico possui
um raio(rm) de 0.25[m]. Com base na equagado

Figura 6: Esquematico da experiéncia.

que rege o movimento de rotacao do robo,

AW ()
dt

L(t)=J + BuW (t) + Bewsgn(W(t)) (23)

é possivel calcular o valor de J, com os valores de
atritos(B,, e Bey) nulos, obtém-se:

AW (t)

r(t) = 7=

(24)
Para esta experiéncia o torque é definido como:
T(t) = fin(t).rm (25)

onde,
fm(t) = mo.g (26)

sendo fn,,(t) a forca aplicada e g a aceleragao da
gravidade(~ 9.8[m/s%]). Foram realizados 4 en-
saios para identificar o valor de J. Nos ensaios 1,2
e 3 utilizou-se um objecto(mo) com massa igual
a 0.510 Kg. No ensaio 4 utilizou-se um objecto
com massa igual a 1 Kg. Sendo assim, validou-se
a repetibilidade da experiéncia com torques iguais
e diferentes.

A figura 7(a) apresenta a curva das posigoes
angulares, obtidas pelo sistema de odometria ex-
terno. A velocidade angular(W), figura 7(b), foi
calculada a partir da derivada da curva das posi-
¢oes angulares. Através do método de mininos
quadrados, calculou-se uma reta que melhor se
ajusta na curva de velocidade angular, e partir
desta reta retira-se a aceleragao angular para cada
ensaio. Na tabela 4 apresenta-se os valores de tor-
que, aceleragao angular e os valores obtidos do
momento de inércia.

Ensaio 1 Ensaio 2 | Ensaio 3 | Ensaio 4
iy 1.2495 1.2495 1.2495 2.4500
EL4 O] 0.9126 0.8942 0.8947 1.7512
J 1.3691 1.3974 1.3965 1.3990

Tabela 4: Momentos de Inércia.

3.4  Comparando métodos

Na tabela 5 apresentam-se os atritos estimados
com os dois métodos, verifica-se que houve uma
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theta [rad]
W fradis]

time(sec] time[sec]

(a) 6(t)(rad) (b) W(t)(rad/s)

Figura 7: Primeiro ensaio.

pequena diferenca entre os valores, considerada
aceitavel, levando-se em conta que os métodos
utilizados foram realizados em condigoes experi-
mentais dificeis. Por exemplo os valores de cor-
rente e velocidades lidos dos motores possuem
um ruido consideravel, qualquer irregularidade no
chao onde foram executados os ensaios podem pro-
vocar uma pequena alteragao nos parametros es-
timados. Sendo assim serao utilizados no modelo
do robd a média dos parametros estimados. Na
identificaggo do momento de inércia do robd, ta-
bela 6, verifica-se que se obteve valores similares
com os dois métodos.

Viscoso Coulomb

l W =
[ Bv [ Bon [ Bu | G | Con [ Cuw |

[ Método 1 || 3.45 | 2.90 | 0.73 | 28.55 | 28.46 | 5.12 |
|

[ Método 2 || 4.01 | 3.77 | - | 30.35 | 30.76 | - |

Média 3.73 | 3.34 | 0.73 | 29.45 | 29.61 | 5.12

’ Atritos ‘

Tabela 5: Atritos estimados.

[ [[ Momentos de inércia |

[ Métodos 142 “ 1.358 ]
| Métodos 3 (média) || 1.390 |
[Média I 1374 ]

Tabela 6: Momentos de inércia estimados.

4 Resultados reais e de simulagao

Nesta seccao sera apresentada a simulagao do mo-
delo completo do robd, utilizando os parametros
estimados nas secgoes anteriores. Na figura 8
apresenta-se o ambiente de simulagao do rob6 mé-
vel, implementado no software Matlab/Simulink.
O ambiente estd dividido em 3 blocos principais:
modelo cinemético, drive-motores e modelo dina-
mico.

A sintonia dos controladores PID sao discuti-
das em (Conceicao et al., 2005). Foram realizadas
3 simulagdes (figuras 9, 10 e 11), usando as seguin-
tes velocidades de referéncia para o robo:

e V =1[m/s], Vs, =0[m/s], W = 0[rad/s];
e V =0[m/s], Vn, = 1[m/s], W = 0[rad/s];
o V =0[m/s], Vo, =0[m/s], W = 1|rad/s].

As Figs. 9(a), 10(a) and 11(a) apresentam
as velocidades reais e de simulagao com o robo.

dEe BB ®

i

Ready fio oot 7

Figura 8: Ambiente de simulacdo no Ma-
tlab/Simulink.

Os resultados de simulagao sao muito similares
aos reais quer em regime transitério quer em re-
gime permanente. Nas Figs. 9(b), 9(c), 10(b) e
10(c) pode-se verificar algumas nao-linearidades
do robo6, devido a saturacao dos sinais de PWM,
mostrados nas Figs. 9(d), 9(e), 10(d) and 10(e).
As correntes simuladas e reais tem uma boa apro-
ximagao, porque as nao-linearidades estao mode-
ladas. Na simulagao 3, Fig. 11, os motores nao
saturam facilmente, comparado as outras simula-
¢oes, isso deve-se ao fato que sao os 4 motores
exercendo forgas simultaneamente. Tal fato faz
com que o regime transitério seja mais rapido.

V[mis]

Time[sec]

(a) Velocidade V(m/s) real e simu-
lada.

2[A]
[

Timelseq] : T Timelsec

(b) Corrente i2(A) (c) Corrente i4(A)

PWM motor 2 PWM motor 4

Duty cycle[0..255]

Duty cycle[0..255]

Timefsec]

(d) PWM motor 2 (e) PWM motor 4

Figura 9: Velocidade V = 1, simulagao 1.

5 Conclusoes

O artigo apresentou trés métodos para identifi-
car os parametros do modelo dinamico de um
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Vn[m/s]

Time[sec]

(a) Velocidade Vj,(m/s) real e si-
mulada.

i
A

Time{sec] B “ Timefseq]

(b) Corrente i1(A) (c¢) Corrente i3(A)

PWM motor 1 PWM motor 3

Duty cycle[0..255]
Duty cycle[0..255)

Timelse] T Tmelsec)

(d) PWM motor 1 (e) PWM motor 3

Figura 10: Velocidade V,, = 1, simulagao 2.

rob6 omni-direccional com quatro rodas. O
modelo apresentado consegue representar nao-
linearidades, como saturagao dos motores e agao
dos atritos nas velocidades do robo. Esse elemen-
tos sao muito importantes no projeto de controla-
dores, principalmente quando o rob6 executa tra-
jetorias com mudancas bruscas de direcao e po-
sicao angular, onde sao necessarias aceleragoes e
velocidades méaximas.
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