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Resumo. No presente trabalho apresentamos uma aplicacdo computacional desenhada
em Matlab para a resolucdo de sistemas de equacdes diferenciais com derivadas parciais,
dependentes do tempo em dominios espaciais de dimensdo 1. O algoritmo numérico
baseia-se na formulagcdo do método dos Elementos Finitos Moveis (MEFM) com fungdes
de base ndo lineares e malhas adaptativas associadas a cada uma das varidveis
dependentes. O principal objectivo desta nova implementacdo do MEFM é que possa ser
utilizada de modo simples por um utilizador que ndo domine as técnicas da linguagem
FORTRAN para resolver de modo eficiente uma grande variedade de problemas
evolutivos, incluindo problemas com fronteiras moveis. Os exemplos numéricos que
apresentamos permitem avaliar a robustez e performance deste codigo numérico escrito
em Matlab e baseado no MEFM.
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1. INTRODUCAO

As equagdes diferenciais com derivadas parciais (EDPs) que descrevem problemas de
conveccado-difusdo-reac¢do originam, com alguma frequéncia, solu¢ées com frentes mdveis
abruptas. O MEFM [1, 2, 3, 4] € um método com malha varidvel, continuamente deformavel,
que permite simular eficientemente este tipo de sistemas fisicos dinamicos. Em cada instante
o método determina n@o sé a solugdo mas também a malha espacial que melhor a representa.
Assim, 0 MEFM reposiciona automaticamente os nés no dominio espacial concentrando-os
nas regides onde a solucdo exibe grandes declives. A solu¢do numérica de um sistema de
EDPs através do MEFM ¢ obtida em duas etapas distintas: a discretizagdo espacial por
intermédio de elementos finitos e consequente aproximagdo das derivadas espaciais e a
integracdo no tempo do sistema de equacgdes diferenciais ordindrias (EDOs) resultante.

Nos ultimos anos o Matlab tem sido cada vez mais usado na simulacdo de modelos
matemadticos em diversas dreas da investigac@o cientifica como ferramenta computacional de
alto desempenho. Por exemplo, em [5] € disponibilizado um pacote de fun¢cdes do Matlab que
implementam o método dos elementos finitos para resolver problemas de elasticidade. Saucez
[6], usa um integrador do Matlab para determinar a solu¢io do sistema de EDOs obtido apds
discretizar a varidvel espacial através de diferencas finitas.

A fase de integracdo do sistema semi-discreto de EDOs, que no c6digo original existente
desenvolvido em FORTRAN era realizada recorrendo a rotina LSODIS, é na presente
implementacdo do MEFM efectuada recorrendo ao integrador odel5s [7] do Matlab, que é
apropriado para resolver sistemas stiff de EDOs. Foi desenvolvido um conjunto de fungdes
que implementam o MEFM. O cédigo foi escrito em Matlab permitindo a determinagdo da
solugdo aproximada do problema em instantes pré-estabelecidos, a sua visualizacdo e
validacdo dos resultados, a um utilizador com conhecimentos basicos deste software.

Alguns problemas caracterizados por apresentarem solu¢des com frentes mdveis abruptas
foram usados para testar o c6digo e os resultados obtidos demonstram a sua performance e
flexibilidade.

2. MODELO GENERICO DO PROBLEMA

A aplicacdo computacional que propomos no presente trabalho usa o MEFM com
aproximacgdes polinomiais de grau superior [3], para determinar a solu¢do numérica de
problemas de conveccao-difusdo-reac¢ao descritos por um sistema de EDPs parabdlicas

2
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ot ox
onde y = y(x,) é o vector das n varidveis dependentes, x e 7 sdo as varidveis independentes
de espaco e tempo, respectivamente, a matriz F € diagonal tendo-se F;; = fi(x,t, y,0y/ ox) e o
vector g € tal que g; = gi(x, t,y,dy/ dx). Cada varidvel dependente est4 sujeita a uma condi¢io

inicial e nos extremos do dominio espacial considerou-se a hipétese de existirem condigdes de
fronteira de Robin com coeficientes dependentes do tempo,
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Se o problema tiver uma fronteira mével entdo a sua posicdo X (t) em cada instante deve ser

determinada como parte da solucdo. Neste caso para completar o modelo assumimos que o
movimento da fronteira mével é definido pela equacao geral

dX
dt

s:wXS,t,y|Xy,g—'jC , xel(r), 1>0. 3)
oy

3. FORMULACAO DO METODO

Para se desenvolver o algoritmo numérico utilizou-se o MEFM com as seguintes
caracteristicas: a malha de elementos finitos associada a cada uma das varidveis
dependentes, originada de uma particdo inicial do seu dominio espacial, é independente
das outras malhas e o comprimento de cada elemento finito vai variar no tempo por forma
a que a solugdo seja convenientemente descrita; cada varidvel dependente do sistema (1) é
aproximada por um polinémio interpolador de Lagrange de qualquer grau entre 1 e 11 (a
escolha do utilizador) em cada um dos elementos finitos; os nds interiores em cada elemento
finito sdo definidos em cada instante em que queremos calcular a solu¢do numérica e a sua
posicdo relativamente aos extremos € optimizada como no método da colocagdo ortogonal;
cada funcdo componente do vector solu¢cdo numérica € suavizada na vizinhanca dos nds de
separagdo de elementos finitos através de polindmios cibicos de Hermite; o dominio espacial
é decomposto numa malha Gnica, mais fina, constituida pelos pontos de separacdo de todas as
particoes de modo a assegurar o cdlculo muito mais preciso dos integrais que envolvem as
derivadas espaciais da aproximacdo Y, de y,,, se o elemento finito em causa contiver frentes

abruptas correspondentes a outras varidveis. A aproximacdo Y,, é, em cada instante, uma

funcdo continua seccionalmente polinomial que depende das amplitudes nodais em todos os
pontos de interpolacdo e da posi¢do dos nds de separagdo entre elementos finitos. As equacdes
gerais do MEFM obtém-se minimizando a soma dos quadrados da norma L, dos residuos das

EDPs com respeito a cada uma das derivadas de primeira ordem dos parametros efectivos do
método. O movimento nodal ndo é completamente livre porque sdo introduzidos termos de
penalizacdo na fungdo objectivo para prevenir a ocorréncia de singularidades. Deste modo
cada uma das EDPs de (1) gera um sistema de EDOs. A partir daqui o procedimento para
obter a solugdo numérica € automatico, visto que € o integrador que ajusta o passo temporal e
produz ndo s6 a solu¢do mas também as malhas adaptativas que melhor a representam.

Uma descri¢do pormenorizada desta formulagdo do MEFM pode ser consultada em [4] e os
detalhes da sua extensdo para resolver problemas bifdsicos com uma fronteira movel
encontram-se em [8].
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4. DESENVOLVIMENTO DA APLICACAO COMPUTACIONAL

O sistema semi-discreto de EDOs resultante da aplicagdo do MEFM ao modelo matemético
dado pelas equacgdes (1) e (2),

My, f(y,) @)
dt

onde Y, € o vector das varidveis dependentes, constitui um problema de valor inicial e €

resolvido através do integrador odel5s, recomendado para problemas stiff [7]. O utilizador
deste integrador € obrigado a fornecer duas funcdes, que designaremos por ADDA e RES,
onde define a matriz de massa M e o vector f do segundo membro do sistema a integrar,
respectivamente. Uma terceira fungdo que define a matriz jacobiana de f é opcional. Como a
definicdo analitica desta € uma tarefa muito dificil de concretizar optdmos por ser o préprio
integrador a calculd-la numericamente. Foi ainda desenvolvido um conjunto de funcdes do
Matlab que sdo usadas na ADDA e RES ou para a visualizagdo dos resultados. A estrutura
geral do c6digo Matlab € a seguinte: i.) o programa principal onde € realizada a integrag@o;
ii.) um conjunto de fungdes que sdo dependentes do problema a resolver; iii.) um conjunto de
funcdes gerais que executam automaticamente operacdes necessdrias ao cédlculo da solucdo
aproximada. Vamos agora apontar os factos mais importantes de cada um destes conjuntos de
fungdes comegando por aquelas que mudam de um problema para outro e portanto t€ém que
ser redefinidas pelo utilizador.

4.1. Funcoes fornecidas pelo utilizador

O utilizador deste codigo terd apenas que definir as condi¢des iniciais das vdrias varidveis
dependentes que figuram no sistema (4) e fornecer as rotinas com: i) as n fun¢des f; e g; que

dependem de x, 1, y e dy/dx, a que chamdmos F1 e F2, respectivamente; ii) as condi¢des de
fronteira nos extremos esquerdo e direito do dominio espacial dadas pelas equacdes (2), que
existirem para o modelo matemdtico que se pretende resolver. A estas fungdes chamdmos
BC1 e BC2, respectivamente. Na tabela seguinte apresenta-se o cédigo Matlab destas quatro
fungdes para a equacio de Nagumo, um dos exemplos testados e que € descrito na préxima
secc¢ao.

function valor=F1(M,x,t,y,dydx) function valor=F2(M,x,t,y,dydx)

% M: identifica a M-ésima EDP % M, valor: exactamente como na fungdo F1

% valor: matriz com a mesma dimensio da entrada x |delta= le-3;a=0;

epsil = 0.001; valor = epsil*ones(size(x)); valor = y*(1-y)*(y-a)/delta*ones(size(x));

function valor=BC1(M,y,tempo) function valor=BC2(M,y,tempo)

% y: valor da M-€sima varidvel dependente do % y: valor da M-ésima varidvel dependente do

%  sistema de EDPs no extremo ESQUERDO do |%  sistema de EDPs no extremo DIREITO do

%  dominio espacial para t=tempo %  dominio espacial para t=tempo

% valor: matriz com a mesma dimensdo da entraday | % valor: matriz com a mesma dimensdo da entrada y
valor = Sol_exacta(M,0,tempo)*ones(size(y)); valor = Sol_exacta(M, 1,tempo)*ones(size(y));

Tabela 1. Fun¢des F1.m, F2.m, BC1.m e BC2.m para a equagdo de Nagumo
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Relativamente a m-ésima equacdo do sistema (1) a funcdo BC1 poderd assumir as seguintes
formas: valor=betal (tempo)*y+gamal (tempo) se dy,, /0x = B (t)y,+7.(t) para x=a (a éo

extremo esquerdo de I); valor=gamal(tempo) se y,, = 7/,1n(t) no referido extremo; fungio

muda se ndo houver nenhuma condicdo de fronteira nesse extremo. Quanto a funcdo BC2
assumird formas andlogas. As condi¢des iniciais € os outros dados necessdrios para o
problema que se deseja resolver sdo introduzidos através do ficheiro file_dados.m. Vamos
agora descrever as varidveis que sao definidas pelo utilizador neste ficheiro:

NTEQDP € o nimero total de EDPs do sistema (1) que deve ser inferior ou igual a 30.

XL1, XL2 sdo os extremos esquerdo e direito do dominio espacial, respectivamente.

NO, N1 indicam se XL1 e XL2, respectivamente, sdo ou nio pontos de colocacdo. NO=0 se
ndo hd condi¢do de fronteira em XL1 para todas as EDPs e se ndo queremos que XL1 seja nd
de nenhum dos sistemas de elementos finitos, NO=1 em todos os outros casos.

INDIC € o nimero de pontos interiores de quadratura a usar para calcular qualquer integral
onde intervenha o segundo membro do sistema (1), que deve ser inferior ou igual a 33 e maior
ou igual ao nimero méximo de pontos interiores de um elemento finito.

NEF(M) € o nimero de elementos finitos associado a m-ésima EDP.

NCF1(M), NCF2(M) indicam o tipo de condi¢do de fronteira existente em XL.1 e XL2,
respectivamente, para a m-ésima EDP. NCF1=1 se ndo hd condi¢do de fronteira no extremo
inicial do dominio espacial, NCF1=2 se hd uma condi¢do de Dirichlet nesse extremo e
NCF1=3 se a condicdo de fronteira em XL1 é de Neumann ou Robin.

NP(L) nimero de pontos interiores de colocacdo no L-ésimo elemento finito que deve ser no
maximo 10.

CES ¢ a matriz dos pardmetros necessarios para o cédlculo das forcas internodais. CES(5,L.,M)
define o comprimento minimo admissivel para o L-ésimo elemento finito associado a y,, .

NTEQDP=1; % 1 <= NTEQDP <= 30

XL1=0;XL2=1; % XL1 < XL2, sendo [XL1,XL2] o dominio espacial

NO=1;N1=1;

INDIC=33; % max { max{NP(L): L=1:NEF(M) }: M=1:NTEQDP } <= INDIC <= 33
matriz_1=[4, 2, 2]; % matriz_1(M,:)=[NEF(M), NCF1, NCF2], com 1 <= NEF(M) <= 30
% matriz_2(M,1:NEF(M))= NP(1:NEF(M)) com dimensdo NTEQDP por max{NEF(M) : M= 1:NTEQDP}
%  Em cada linha, preencha com zeros as colunas desde NEF(M)+1 até a dltima
matriz_2=[8, 10, 10, 8]; % 0 <=NP(L) <= 10

[n_M,n_L]=size(matriz_2); CES=zeros(6,n_L,n_M);

CES(1,:,:)=1e-5; CES(3,:,:)=1e-3; CES(4,:,:)=1e-2; CES(5,:,:)=1e-5; CES(6,:,:)=1e-5;

% matriz_X(:,M)= X(L+1,M), abcissas iniciais dos nds de separacdo interiores
matriz_X(:,1)=[0.01; 0.03; 0.05];

% matriz_Y(:,M)= yaux(L,M), ordenadas iniciais em TODOS os nds de separa¢io
matriz_Y=Sol_exacta(1, [0; matriz_X(:,1); 1], 0);

tolA=le-5; tolR=1e-5;

vector_t=0:.1:1; % Definicdo dos tempos de saida de resultados para os PERFIS
vector_id=2;

vector_NCF1=1; vector_NCF2=1;

Tabela 2. Ficheiro file_dados.m para a equacdo de Nagumo
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X(L,M) ¢é a abcissa inicial do L-ésimo né de separacdo de elementos finitos para a M-
ésima EDP, onde L=2,3,.... NEF(M).

yaux(L,M) € a ordenada inicial em X(L.,M), com L=1,2.3,..., NEF(M)+1.

tolA, tolR sdo as tolerancias absoluta e relativa, respectivamente, a usar pelo integrador.
vector_t é o vector onde o utilizador define os tempos de saida de resultados especificos
para tragar os perfis, sendo vector_t(1) o tempo inicial.

vector_id(M) indica como vao ser calculadas as ordenadas iniciais dos pontos interiores a
cada elemento finito associado a M-ésima EDP. Se vector_id=0 as ordenadas sdo obtidas
por interpolacdo linear, vector_id=1 indica que sdo definidas por uma fun¢do da varidvel
espacial e sdo definidas recorrendo a solug¢do exacta se vector_id=2.

vector_NCF1(M), vector_NCF2(M) indicam se ha ou ndo uma condi¢do de Dirichlet
dependente do tempo nos extremos inicial e final, respectivamente, do dominio espacial
para a M-ésima EDP. vector_NCF1=1 se hd uma condi¢do de fronteira do tipo referido e
vector_INCF1=0 caso contrério.

O cddigo completo de file_dados.m definido para a equacdo de Nagumo encontra-se na
tabela 2 e na tabela 3 apresenta-se o cédigo Matlab da fun¢do Sol_exacta.m que define a
solugdo exacta do mesmo problema.

function u = Sol_exacta(M,x,t)

% M: identifica a M-ésima EDP; x: varidvel de espaco; t: varidvel tempo
% u: matriz com a mesma dimensio da entrada x

T=t*ones(size(X));

epsil=1e-3; delta=1e-3; a=0; c=(1-2*a)*sqrt(epsil/2/delta);
u=(1-tanh((x-c*T)/sqrt(8*epsil*delta)))/2;

Tabela 3. Fun¢do Sol_exacta.m para a equacdo de Nagumo

4.2. Programa principal e funcoes gerais da implementacio do MEFM

Para além da ADDA.m e RES.m mencionadas no inicio desta seccdo, utilizamos ainda outra
funcdo a que chamdmos ENTRAS.m que tem os seguintes objectivos: efectuar um controlo
dos dados fornecidos pelo utilizador nomeadamente através do ficheiro file_dados.m; definir
todos os pardmetros necessarios para determinar os nds interiores a cada um dos elementos
finitos, as derivadas de 1* e 2° ordem das fungdes bdsicas da interpolacdo de Lagrange, os
pontos de quadratura e respectivos pesos e os valores das fungdes bésicas de interpolacio nos
diferentes pontos de quadratura. No programa principal, antes de se chamar o odel5s é
necessdrio definir os valores iniciais das varidveis do sistema de EDOs, designadas por Y, ,

que sdo os valores das ordenadas nos nés que ndo forem fixados por quaisquer condi¢des de
fronteira e as abcissas dos nds de separagdo entre elementos finitos. As ordenadas dos pontos
interiores de colocacdo sdo obtidas por interpolagdo linear ou através de uma funcdo da
varidvel de espaco que pode ser a solugdo exacta, se existir. As amplitudes e as posigdes
nodais encontram-se intercaladas no vector Y, , ordenadas de modo a conferir uma estrutura

em banda a matriz dos coeficientes do sistema de EDOs. A mancha de elementos
possivelmente ndo nulos da matriz M para a equagdo de Nagumo, considerando os dados da
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tabela 2, apresenta a configuragdo proxima de uma matriz diagonal por blocos que a figura 1
ilustra. M € uma matriz esparsa e, neste exemplo em particular, com densidade maxima igual
a 0.3288.

B
3388
.

20f 1

25

30

35

40f

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 1. Blocos ndo-zeros da matriz M para o problema de Nagumo

A formulacdo do MEFM apresentada origina matrizes de massa M com grau de esparsidade
elevado e fortemente dependentes de Y,. Assim, € fornecido ao integrador através das

fungdes M_padrao.m e j_padrao.m, o padrio de esparsidade das matrizes o(M v)/aYv e
df /9Y, , respectivamente. Durante o ciclo de integragdo, apds se atingir com sucesso cada um

dos tempos de saida de resultados definidos em vector_t (ver tabela 2), faz-se a conversdo das
varidveis Y, nas varidveis que definem as amplitudes e posi¢des nodais e escreve-se a lista

completa de resultados no ficheiro perfis.txt. Sdo ainda armazenados os resultados numéricos
obtidos em todos os passos intermédios da integracdo. Finda a integrag¢do, imediatamente a
seguir se procede a visualizagdo dos resultados. Esta tarefa é concretizada por cinco fungdes
distintas. E tracado um grafico com os perfis para os valores da varidvel tempo definidos pelo
utilizador em vector_t, outro com o movimento nodal, outro ainda com as trajectérias dos nds
de separac@o, mais um tridimensional que define a solucdo aproximada e finalmente um
gréafico com as histérias num conjunto discreto de pontos do dominio espacial. Se o problema
tiver solucdo exacta entdo, para cada um dos tempos de vector_t, € calculada a norma méxima
do vector erro considerando todos os nés de colocagdo, incluindo os nds interiores. Durante
todo este procedimento sé por uma unica vez € solicitada a interven¢do do utilizador, no
sentido de definir as concretiza¢des da varidvel espacial onde pretende historiar os valores das
varidveis dependentes do sistema (1). Por defeito sdo apresentadas apenas trés histérias, em
Xy =x;,_1+0.3 c(l ), k=123, onde x, representa o extremo esquerdo de I e c([ ) 0 seu

comprimento. As restantes rotinas executam tarefas especificas e sdo usadas pelas fungdes
descritas anteriormente.
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5. EXEMPLOS SIMULADOS

O MEFM foi aplicado na resolucdo de problemas de convecg¢do-difusdo-reaccdo. O cédigo
Matlab resultante da implementacdo do algoritmo numérico foi testado na simulacdo da
equagdo de Nagumo, no modelo definido pelo sistema de equagdes de FitzHugh-Nagumo e
num problema com uma fronteira mével. Estes exemplos foram resolvidos no passado com
codigos em linguagem FORTRAN. Os integrais que aparecem em cada uma das equagdes do
sistema de EDOs sdo calculados recorrendo a integracdo numérica, através da quadratura de
Lobatto, usando um nidmero de pontos de quadratura suficiente para que o erro de truncatura
seja nulo. Usdmos valores de referéncia para as constantes das fun¢des de penalizagdo do
movimento nodal e fixdmos as tolerancias do integrador em le-5. No entanto, de modo a
efectuarmos a comparagcdo com o codigo desenvolvido em FORTRAN, escolhemos para
comprimento minimo admitido de qualquer elemento finito 1e-7 e tolA=tolR=1e-8, no dltimo
problema apresentado. Realizdmos todas as simulacdes num computador com um processador
Intel Core2 Duo a 2.00 GHz com 3.00 GB de RAM usando Matlab.

5.1. Equaciao de Nagumo com solucao analitica

O problema descrito em [9] consiste na equagao

du %u 1

—=é—+—ull-u)u-a), 0O0<x<let>0, 5

o = En tyuli-uwl-d) 5)
sujeita a condicdes de fronteira de Dirichlet e a condicdes iniciais de acordo com a solugéo
exacta

u(x,t):%{l—tanh(%ﬂ, 0<x<ler>0,onde c¢=(1-2a) %. (6)

1 T O % [ORRNE & ng‘ﬁ;
oo | 1| b
0.8 ‘

_ o7t o

;0.6- ‘

i[o.'é- ‘

= o4t

\50.3* ‘

02} |

0.1 | | { | | ‘
OL‘N“L* = Lit NS

Figura 2. Equacdo de Nagumo com & =6 =0.001
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Inicialmente a solucdo desenvolve uma frente abrupta que mantém durante o seu desloca-
mento na direc¢do do extremo direito do dominio espacial. Na simula¢do usdmos £ =0.001,
0=¢, a=0 e os dados que constam na tabela 2. O tempo de CPU para completar todos os
célculos foi 106.5 segundos. Os resultados obtidos em diferentes instantes sdo apresentados
na figura 2. A solugdo numérica produzida pela implementacdo Matlab do MEFM tem uma
boa precisao, registando-se um erro maximo inferior a 1.4e-3 em ¢=0.6. As figuras 3 e 4
mostram a variagdo da posicdo dos nds ao longo do tempo e as trajectérias dos nds de
separagdo, respectivamente. Podemos constatar o movimento dos nds de separagdo por forma
a seguirem a frente abrupta e a melhor representarem a solucdo. Os valores da varidvel
dependente foram historiados em trés pontos do dominio espacial. Estas trés historias podem
ser observadas na figura 5.
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Figura 4. Trajectorias dos nés de separacdo
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Figura 5. Histérias no problema de Nagumo

5.2. Problema de reaccao-difusido da biologia

O modelo matemadtico deste problema, que foi estudado por Coimbra em [4] e Verwer em
[10], é descrito na sua forma adimensional pelo sistema de equagdes (de FitzHugh-Nagumo),

du 0%u

—=—2+u(1—u)(u—a)—v

o ox , 0<x<l120et>0, (7
dv

—=bu—cv)

ot

onde u representa um potencial electroquimico e v é uma varidvel que permite que o sistema
recupere o seu estado de repouso, pelas condi¢es de fronteira,
o)=L ¢ a200)=0, rxo0, @®)
ox 2 ox
e condicdes iniciais nulas em todo o dominio espacial. Os valores considerados para os
parametros do modelo sdo a =0.139, b=0.008, ¢ =2.54 e [ =0.45. A solu¢do numérica foi
calculada considerando uma discretizacdo inicial do dominio espacial em 19 elementos finitos
e usando aproximagdes polinomiais das varidveis dependentes de grau 4 em cada elemento
finito da respectiva malha. As posicoes iniciais dos nds de separacdo mdveis sdo iguais para
ambas as varidveis dependentes e foram uniformemente distribuidas em ]0,120[. Os valores

das constantes de penalizag@o sdo: ¢; =c3 =c4 = 1073, c; =0, c5=c¢ = 107 para o primeiro
sistema de elementos finitos € ¢;3 € ¢4 dez vezes maiores na malha associada a v, mantendo

todos os outros inalterados. Nesta simulacdo o tempo de CPU foi 13 minutos e 11.8 segundos.
A solucdo desenvolve repetidamente uma frente sob a forma de onda. Estas ondas surgem
junto do extremo esquerdo do dominio espacial e deslocam-se para a direita. Logo que a onda

10
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t=40 t=80

Figura 6. Movimento nodal e solu¢des em vdrios valores de ¢

recém-chegada percorra cerca de um quarto do seu trajecto uma nova onda ird formar-se.
Assim, a medida que t aumenta hd mais regides onde a solugdo exibe grandes declives, sendo
por isso necessdria uma boa defini¢do da malha para que seja convenientemente representada.
As figuras 6 e 7 apresentam os perfis das solucdes aproximadas e a distribui¢do dos valores da
varidvel de recuperacdo do sistema no dominio espago-tempo, respectivamente.
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o - 20 40 50 a0 100

=

Figura 7. Distribuicdo dos valores de v

250

100

50

0 50 100
X X

Figura 8. Movimento dos nds de separacio associados u € v, respectivamente

A figura 8 mostra a evolugdo da posicdo dos nés de separacio ao longo do tempo. E visivel
que os nds da primeira malha exibem actividade espacial, inflectindo o seu movimento lateral
sempre que se revele necessdrio para que a solucdo seja adequadamente definida enquanto
que os nds associados a segunda varidvel dependente apresentam variacdes ligeiras da sua
posicao. Na figura 9 visualizam-se histérias do potencial electroquimico. Podemos observar
que os valores desta varidvel se repetem no tempo com uma determinada frequéncia.
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. . . . .
0 50 100 150 200 250

Figura 9. Histdrias do potencial electroquimico

5.3. Problema com uma fronteira movel

O 1ultimo exemplo que apresentamos € o problema da fusdo de um sé6lido formulado em [11].
O modelo adimensionalizado € descrito por

2
du _du 0<x<X,(t) O<t<l
ot x> ‘
%qaﬂZ%J e u(X,())=0, t>0, 9)
X
X 2 %x,000) 150, X,(0)=0
dt ox

Pretende-se determinar a temperatura na fase liquida, u(x,t), para0<x< X, (t) et>0,ea

posi¢do da interface liquido/sélido X (t), no instante 7. Este problema tem solucdo exacta

ulx,t)=e" =1, 0<x<X.(t) e X,((t)=1, t>0. (10)
O dominio espacial inicial é apenas um ponto, mas de modo a podermos aplicar 0 nosso
algoritmo numérico vamos iniciar a simulacdo com uma fase liquida de comprimento
2x107%, u(x,0)=0 para 0<x< X, (0) e definindo para a fase sélida um modelo anilogo

com solucdo nula. Os resultados numéricos foram obtidos usando aproximagdes locais de
grau 3 em cada um dos 4 elementos finitos da fase liquida e um s6 elemento finito com 1 n6
interior na fase sélida. A malha espacial inicial associada a fase liquida é uniforme.

13



Rui J. Robalo, Rui M. Almeida, Maria do Carmo Coimbra, Alirio E. Rodrigues

t X, (r)-FOR X, (r)-M
0.1 0.1000018 0.1000020
0.2 0.2000018 0.2000019
03 0.3000018 0.3000019
04 0.4000022 0.4000023
0.5 0.5000032 0.5000031
0.6 0.6000050 0.6000046
0.7 0.7000079 0.7000072
0.8 0.8000121 0.8000110
0.9 0.9000178 0.9000166

Erro < 1.8E-05 < 1.7E-05

Tabela 4. Comparagdo da posicdo da interface em diferentes instantes

Nas tabelas 4 e 5 comparam-se os resultados obtidos para a posi¢do da fronteira mével em
varios instantes e para a distribuicio dos valores da temperatura no instante #=0.5,
respectivamente, com os existentes em [8] da simulacdo com o cddigo desenvolvido em
FORTRAN e com a solugdo exacta.

x/ X FORTRAN MATLAB Solugdo exacta
0.0 0.648725 0.648724 0.648721
0.1 0.568315 0.568314 0.568312
0.2 0.491828 0.491826 0.491825
0.3 0.419070 0.419069 0.419068
0.4 0.349861 0.349860 0.349859
0.5 0.284027 0.284026 0.284025
0.6 0.221404 0.221403 0.221403
0.7 0.161835 0.161835 0.161834
0.8 0.105171 0.105171 0.105171
0.9 0.051271 0.051271 0.051271
1.0 0.000000 0.000000 0.000000

Erro <4.3E-06 < 3.1E-06

Tabela 5. Comparagio dos valores da temperatura em varios pontos do dominio espacial, em ¢=0.5

De modo a verificar a precisdo da solucdo numérica calculamos a norma maxima do vector
erro. Verifica-se que a solugdo gerada com o cédigo Matlab tem uma boa precisido estando
concordante com o erro introduzido na posicdo inicial da fronteira mével e compara
favoravelmente com a solucdo apresentada em [8]. Por dltimo, na tabela 6 comparam-se
algumas estatisticas computacionais apresentadas pelo integrador odel5s com as obtidas
da simulacdo com o c6digo FORTRAN.
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n.passos nf n.jac n.LU n.Sist t.comp
LSODIS 94 871 40 40 0.18
odelSs 346 811 22 142 570 7.66

Tabela 6. Comparagdo de algumas estatisticas computacionais dos integradores

Observa-se que o nimero de passos usados neste exemplo pelo integrador odel5s, bem
como o nimero de decomposicdes LU efectuadas sdo bastante maiores que (superiores a
3.5 vezes) os realizados pela LSODIS. E importante referir que 65% dos passos dados
pela LSODIS ocorreram desde o inicio da simulacdo até r=0.1, contra apenas 38% no
odel5s. Podemos concluir que, pelo menos neste exemplo, o integrador do Matlab usa
passos bem mais apertados. Por outro lado, em relacdo ao nimero de avaliagdes de f e da
sua matriz jacobiana feitas pelo odel5s, constata-se que é sensivelmente menor e cerca de
metade, respectivamente, dos correspondentes obtidos com a LSODIS. Note-se que a
LSODIS nido avalia s6 a fung¢d@o f e a matriz df /dY, , cada avaliagdo envolve o célculo do

residuo R= f—M-dY,/dr e da sua matriz jacobiana. Durante a integracdo do sistema de

EDOs o odel5s resolveu 570 sistemas de equagdes lineares algébricas. Na ultima coluna
da tabela apresentam-se os tempos de computagdo em segundos das duas simulagdes.

6. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos uma implementacdo Matlab do MEFM com fungdes de base
ndo lineares, para a resolu¢do de problemas de convecgdo-reac¢io-difusdo. A maior
vantagem desta implementagdo € a simplicidade com que pode ser utilizada para resolver
de modo eficiente uma vasta classe de problemas evolutivos. Os exemplos numéricos
testados permitem avaliar a robustez e performance deste c6digo numérico escrito em
Matlab e baseado no MEFM. Em particular, os resultados obtidos no 1° e 3° problemas
estdo de acordo com a solugdo analitica do respectivo modelo, permitindo-nos concluir
que a opg¢do por qualquer um dos dois integradores nio € determinante para a qualidade da
solug¢do numérica.
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