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Problema 1

“Publicagoes Polémicas” vai publicar uma autobiografia de um politico controverso, e
admite que a 12 edicao vai ser vendida por completo se nao houver atrasos. Foi decidido
que versoes de Luxo (L) e Normal (N) vao aparecer simultaneamente e sao conhecidas as
seguintes condicionantes do projecto:

(a) O departamento de impressao pode produzir no méximo 10000 cépias (incluindo
versoes L e N).

(b) O departamento de encadernacao pode concluir 12000 cépias N ou 8000 cépias L se
trabalhar em cada um destes tipos isoladamente. Se produzir as duas versoes, pode
produzir proporgoes daquelas quantidades que totalizem 1.

(¢) O armazém pode despachar um méximo de 15000 cépias N ou 9000 cépias L, ou
proporcoes que totalizem 1.

(d) Ja existem pedidos de 2000 versoes N e 1000 versoes L, que deverao ser satisfeitos
na 12 edicao.

(e) Pelo menos 1 do total das cépias deverd ser em versao de Luxo (L).

O lucro resultante da venda de uma cépia N é de 600$00 e de uma cépia L é de 720$00.
“Publicagoes Polémicas” pretende saber qual o ntimero de cépias de cada tipo a produzir
de modo a obter o maior lucro possivel.

(a) Formule este problema como Programacao Linear.

(b) Resolva-o graficamente, ilustrando o conjunto das solugoes admissiveis.

(c) Resolva pelo método Simplex uma versao simplificada do problema, em que nao se
consideram as condicoes (d) e (e).
Qual o significado que atribui ao valor das varidaveis de folga?

A solugao obtida serd a solugao éptima do problema inicial?

(d) Substitua a condigao (e) pela seguinte:

Se houver produgao de cépias na versao L entdo o seu numero devera ser superior a
2000.

Como incluiria esta condicao no modelo formulado, mantendo a sua estrutura linear
(inteira)?

Justifique.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 2

Considere o seguinte Problema de Distribuicdo que consiste na determinagao de uma
estratégia optima de distribuicao que satisfaca a procura e, ao mesmo tempo, respeite as
capacidades e limitagoes existentes:

Uma empresa tem duas fabricas e quatro armazéns e vende produtos a seis clientes
que podem ser abastecidos a partir dos armazéns ou directamente das fibricas. A empresa
suporta os custos de distribuigao apresentados nas tabelas 1 e 2. Os tracos indicam que a
entrega correspondente nao se realiza.

Origens
Destinos | Braganca Evora
Armazéns | (fibrica)  (fébrica)
Coimbra 0.5 —
Faro 1.0 0.2
Lisboa 0.8 0.6
Porto 0.4 0.8

Tabela 1: Custos de distribuigao (em 1000$ por ton.)

Origens

Destinos | Braganca Evora Coimbra Faro Lisboa Porto
Clientes | (fabrica) (fdbrica) (armazém) (armazém) (armazém) (armazém)

C1 1.0 2.0 — 1.0 — —

C2 — — 1.5 0.5 1.5 —

C3 1.5 — 0.5 0.5 2.0 0.2

C4 2.0 — 1.5 1.0 — 1.5

C5 — — — 0.5 0.5 0.5

C6 1.0 — 1.0 — 1.5 1.5

Tabela 2: Custos de distribuigdo (em 1000$ por ton.)

Nas tabelas 3 e 4 estao representadas as capacidades mensais maximas das fabricas e
dos armazéns. Na tabela 5, apresenta-se a procura tipica mensal dos clientes.

Fébrica Capacidade

(toneladas)
Braganca 150 000
Evora 200 000

Tabela 3: Capacidade maxima mensal de producao das fabricas

O objectivo da empresa é a determinacdo dum plano 6ptimo de distribuicdo que min-
imize os custos em questao.
Construa um modelo de Programacao Linear para este problema.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Armazém Capacidade

(toneladas)
Coimbra 70 000
Faro 50 000
Lisboa 100 000
Porto 40 000

Tabela 4: Capacidade maxima mensal de fornecimento dos armazéns

Cliente  Procura mensal

(toneladas)
C1 50 000
C2 10 000
C3 40 000
C4 35 000
C5 60 000
C6 20 000

Tabela 5: Procura tipica mensal dos clientes

Problema 3

Um produto em fabrico resulta duma montagem constituida por duas pecas, A e B. Para
a elaboracdo dessas pecas recorre-se a uma méaquina M1 e a cinco maquinas M2. A
produtividade de cada méaquina relativamente as duas pecas é a indicada na tabela 1:

Pega | M1 M2
A 3 20
B 5 15

Tabela 1: Tempo de producao (em minutos por pega) das pecas A e B nas maquinas M1
e M2

A carga das maquinas M2 é repartida igualmente pelas 5 maquinas. O objectivo
do problema é saber como se pode obter o maximo de montagens completas por dia.
Considere que um dia corresponde a 8 horas de trabalho.

(a) Apresente um modelo matemdtico para este problema.

(b) Considere agora a situagao em que também se pretende manter uma utilizacao equili-
brada entre as maquinas de modo que nenhuma delas seja utilizada mais 30 minutos
por dia do que qualquer outra das maquinas.

Sera possivel resolver este novo problema por Programagao Linear? Justifique.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 4

Formule o seguinte problema como um problema de Programacao Linear:
Com vista a organizacao de um hospital consideram-se as seguintes condicoes:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)

()
§)
(k)
M
(m)

(n)

héa n classes de doentes, com ¢ = 1,2, ..., n, designando cada classe;

cada classe é dividida em doentes que pagam e doentes que nao pagam;

cada doente da classe 7 requer r;; unidades de servico tipo j, j = 1,2,...,m;

cada unidade de servigo j requer ax; unidades de recurso tipo k, k =1,2,...,1[;
para um dado periodo de tempo existem t¢; unidades disponiveis do recurso k;

ha um limite superior u;, sobre o niimero de doentes na classe i, a serem tratados;
bem como um limite inferior /;, no nimero de doentes na classe i, a serem tratados;

por outro lado, a proporcao de doentes que nao pagam, da classe ¢, nao serd superior
a Vg,

os doentes que pagam, pagarao p; por cada unidade de servigo tipo j;
é ¢ o custo unitario do recurso tipo k;

h& custos fixos e subsidios, a e b, respectivamente;

exige-se um nivel minimo, e, para o lucro;

atribui-se um peso w; a cada classe de doentes 7, que reflecte a importancia dessa
classe para o hospital;

0 objectivo é maximizar a soma pesada de todos os doentes tratados, respeitando as
restricoes indicadas.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 5

oo oo E?

=10
=10

Uma companhia de navegagao possui um navio com 3 poroes de carga (& proa, a ré e
ao centro) possuindo os limites de capacidade apresentados na tabela 1:

Porao | Tonelagem  Volume

(toneladas) (m?)
Proa 2000 100000
Centro 3200 14000
Ré 1800 80000

Tabela 1: Limites de capacidade (em tonelagem e em volume) de cada um dos pordes

A empresa sao oferecidas as cargas da tabela 2, cada uma das quais pode ser aceite

parcial ou totalmente:

Carga Peso Volume por tonelada Lucro
’I7L3 escudos
(tonela’das) ( tonelada ) ( to”nr}]((i)dn )
A 7000 60 20
B 6500 50 24
C 4000 25 16

Tabela 2: Peso, volume e lucro associados a cada carga

A fim de preservar o equilibrio do navio, deve manter-se a proporcio entre o peso em
cada porao e o volume respectivo. Admita que em cada porao podem ser transportadas
partes de cargas diferentes. Pretende-se maximizar o lucro da empresa, relativo a utilizagao

deste navio.
Construa um modelo de Programacao Linear para o problema apresentado.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 6

Duas fabricas, A e B, situadas em locais diferentes produzem ambas os produtos P; e Ps.
A fabrica A tem 3 médquinas e a fabrica B tem 2 maquinas. Todas as maquinas fazem
os produtos P; e P». Depois de fabricados, os produtos podem ser transportados entre as
fabricas de modo a satisfazer a procura. O nimero de unidades produzidas por dia, os
custos de producao e de transporte, a procura dos produtos e o niimero de dias em que
cada maquina estd disponivel por més estao indicados nas tabelas 1 e 2.

(a) Apresente um modelo geral (usando varidveis indexadas e coeficientes convenientes
a definir) que permita determinar os esquemas de utilizacao das maquinas em cada
fabrica e de distribuicao dos produtos entre as fabricas, a que corresponda um custo
total minimo.

(b) Concretize o modelo para o caso descrito.

(c) Refira-se a resolugao do problema em questao.

Fabrica A B
Méquina M1 Mz M3 M1 M2
Disponibilidade (dias) 30 28 24 26 28
Produto P P PR A P P Py P Py
Produgao por dia 40 42 38 | 40 37 41 37 42 40
Custo por dia 100 102 | 104 106 | 98 104 | 102 105 | 103 106
Tabela 1: Capacidades de produgao das fabricas
Produto | Py | Py |
Fébrica A B A B
Procura 1200 800 1500 1100
Custo de transporte | A= B =4 | B A=4| A—-B=3| B—-A=4

por unidade

Tabela 2: Procura e custos de transporte dos produtos

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 7

A Superboa tem 3 fabricas de cerveja e 10 pontos principais de distribuicao.
Em cada meés a fabrica ¢ produz no maximo a; kl de cerveja em regime normal, com

um custo r; COZ’EOS, i = 1,2,3. Qualquer fabrica também pode trabalhar em regime ex-

traordindrio, produzindo nessa situacdo um méaximo de b; kI com um custo s; Cozrs, com
S; > T

O custo de transporte da fébrica 7 para o posto j, j = 1,...,10 é de ¢;; C‘”,z;os. Toda
a cerveja produzida num dado més pode ser transportada, no mesmo meés, para os postos
de distribuicao.

No posto j a procura ¢ de d; kl. A procura podera nao ser satisfeita, contudo, cada
Kkl distribuido no posto j rende a; contos e cada kl que fique por distribuir penaliza a
empresa em [3; contos.

Se a quantidade de cerveja transportada para o posto j exceder a procura nesse posto,
o excesso pode ser vendido para um armazém ao preco de -, CO%OS, com v; < o, em

quantidades ilimitadas.

(a) Apresente um modelo matemético para o problema da determinacao da estratégia
optima mensal de producao, transporte e venda da empresa.

(b) Refira-se ao tipo de modelo que apresentou.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 8

Edmundo Terra, agricultor de corpo e alma, estd entusiasmado em alargar a sua actividade.
Poderd arrendar terra até um maximo de 400ha. Pagard 15:572°- se arrendar até 240ha.
Terra acima dos 240ha também pode ser arrendada mas a 257257>°-. A actividade principal
em vista é a cultura de cereais, podendo proceder em regime normal ou em regime intensivo
(mais fertilizantes, irrigagoes frequentes, etc). Em regime normal podera conseguir 2.8%
e em regime intensivo 4.0%. Havera que considerar os recursos necessarios indicados na
tabela 1.

Recursos necessarios Regime normal Regime intensivo
Mao-de-obra (2520axhora) 5 7
aXano
Materiais
(Sementes, fertilizantes, dgua, ...)
EUros
(haxano) 50 90

Tabela 1: Recursos necessarios em cada um dos regimes de cultura

A colheita requer 12.5%. O cereal pode ser vendido por 62.5%%*, em mercado
grossista. Edmundo Terra também podera criar aves (galinhas, ...), considerando-se como
medida de produgao a unidade de criacao. Para 1 unidade de criagao sao necessérios 1kl
de cereal, 20pessoa x hora de trabalho e 4m? de chdo coberto. Pode utilizar o cereal
que produz ou compri-lo no mercado a retalho, ao preco de 87.5 euros por kl. Cada
unidade de criacao pode ser vendida por 175 euros, em mercado grossista, até ao maximo
de 200 unidades. Acima de 200 unidades a venda serd por 160 euros. Dispbe apenas de
um espaco coberto de 1350m? que poderd usar para a criacdo de aves. Ele e a familia
poderao contribuir com 4000 pessoa x hora de trabalho por ano, sem custo. Caso precise
de mais mao-de-obra podera contrata-la ao custo de 4%, até 3000pessoa X hora.
Contratacoes acima deste limite custarao 71%. Embora o seu amor a terra seja
grande, estd naturalmente preocupado com os resultados, esperando maximizar os seus
ganhos liquidos.

Contribua com um modelo de optimizacao, para o plano a seguir por Edmundo Terra.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 1

(a) Definam-se as seguintes varidveis de decisao:

x;, quantidade de livros a produzir na versao Luxo;

xy quantidade de livros a produzir na versao Normal.

Com essas varidveis de decisao o modelo de Programagao Linear serd o seguinte:

Objectivo:

max Z = 600xy + 720x7,

Sujeito a:

TN+ T
TN Ty,
12000 8000
TN Ty
15000 9000
S (on + 31
— (T s
4 N L
TN
xr,

< 10000
<1

<1

<z

> 2000
> 1000

A restri¢ao (1.2) é devida a condicionante referida no ponto (a) do problema. As
restrigoes (1.3) e (1.4) sao devidas as condicionantes referidas nos pontos (b) e (c)
do problema. A restrigdo (1.5) é devida a condicionante referida no ponto (e) do
problema. Por ultimo, as restri¢oes (1.6) e (1.7) representam a condicionante referida

na alinea (d).

O modelo apresentado é equivalente ao seguinte modelo:

max Z = 600xy + 720xf,

Sujeito a:

TN + 2L
2en + 3z
3xn + dxp,

N — 3$L
TN
Ty

(b) Representagao gréfica:

< 10000
< 24000
< 45000
<0

> 2000
> 1000

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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\' (8)

/ Z crescente

Solugéo 6ptima

U U U U I I I I I I ; } i i >
'\ \ Xy
9) (10) 11)
(13)
(c) Resolucao pelo Algoritmo Simplex
TN X, S1 S2 83
st 1 1 1 0 0]10
59 0 1 0|24=
s3/ 3 5 0 0 145
-Z160 72 0 0 0]0
m
TN L 81 52 53
stz 0 1 —3 02=
zp) 2 1 0 % 08
ss|-2 0 0 =2 1|5
Z112 0 0 —24 0|-576
m
TN T @ S1 S2 83
zy| 1 0 3 -1 06
x| 0 1 -2 1 0|4
ss| 0 0 1 -2 1|7
-Z|1 0 0 -36 —12 0 |-648

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 2

e Indices
i fabricas i € [1,2];
j armazéns j € [1,...,4];
k clientes k € [1,...,6].

e Variaveis de decisao

x;; quantidade a enviar da fabrica i para o armazém j;

yi quantidade a enviar da fabrica ¢ para o cliente k;

zjr quantidade a enviar do armazém j para o cliente k.

Como algumas das entregas nao podem ser efectuadas (tracos nas tabelas), as
variaveis de decisao correspondentes nao serao definidas. Uma outra solucao para o

problema consistiria em definir as variaveis todas e restringir o valor dessas variaveis
a zero.

As varidveis em causa sao entao:
21, Y12, Y15, Y22, Y23, Y24, Y25, Y26, 211, 215, 2265 231, 234, 241, 242

e Funcao objectivo

O objectivo pretendido é a minimizacao do custo Z, isto é:

min Z = 0.5z11 + 1.0212 + 0.8213 + 0.4214
4+0.2x99 + 0.6x93 + 0.8794
+1.0y11 + 1.5y15 + 2.0y14 + 1.0y16
+2.0y21
+1.5219 + 0.5213 + 1.5214 + 1.0214
+1.0291 + 0.5290 + 0.5293 + 1.0294 + 0.5295
+1.5232 4+ 2.0233 + 0.5235 + 1.5236
40.2243 + 1.5244 + 0.5245 + 1.524¢

e Restricoes

Cada fabrica tem uma capacidade méaxima, o que quer dizer que a soma de todos
os z;; com todos os y;, para uma dada fabrica ¢ nao pode exceder a capacidade da
fabrica 1.

Dado que existem duas fabricas, esse limite de capacidade resulta em duas restrigoes.

Por exemplo para a fabrica de Braganga (i = 1):

11 + 212 + 213 + 214 + y11 + y13 + y1a + yie < 150000 (1.1)

Também ha limites para a capacidade de fornecimento de um armazém e como ha
quatro armazéns, ha quatro restricbes do mesmo tipo.

Para o armazém de Coimbra (j = 1):

x11 < 70000 (1.2)

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Os pedidos dos clientes também devem ser satisfeitos e como ha 6 clientes, hd 6
restricoes do mesmo tipo.

Para o cliente C1 (k = 1):

Y11 + y21 + 221 = 50000 (1.3)

E também necesséario considerar as restri¢coes de continuidade para os armazéns, que
obrigam a que nao saia mais mercadoria de um armazém do que a que entra. Como
héa 4 armazéns, hé quatro restricoes do mesmo tipo.

Para o armazém de Coimbra (j = 1):

Z12 + 213 + 214 + 216 < T11 (1.4)

Por fim, é necessario garantir que todas as variaveis tém valores maiores ou iguais a
Zero:

T11,212, 13, 14, 22, L23, T24, Y11, Y13, Y14, Y16, Y21, 212, Z13,

214, 2165 221, 222, 223, 224, 225, 232, 233, 235, 236, 243, 244, 245, 246 > 0 (1.5)

Complete agora o modelo!

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 3

(a) e Varidveis de decisao
z41 quantidade de pecas do tipo A a produzir na maquina M1,
T2 quantidade de pecas do tipo A a produzir na maquina M2;
rp1 quantidade de pecas do tipo B a produzir na maquina M1;
zpe quantidade de pecas do tipo B a produzir na maquina M2.
e Funcao objectivo

Pretende-se maximizar o niimero de montagens completas:
max Z =min(xa] + T2, 21 + Tp2)

Esta funcao objectivo pode ser linearizada, acrescentando mais uma variavel
auxiliar e duas restricoes:

max Z =Y
ra1t+2xa2 2Y
zp1+axp2 2Y
e Modelo
max Z =Y (1.1)

Sujeito a:

3r A1+ brp1 < 8 X 60 (minutos) (
20x 42 + 15z po < 8 x 60 x 5 (minutos) (
TAalt+Ta2—Y >0 (
rp1+ape—Y >0 (
(

TA1,TA2,TB1, B2 >0

N = T = N
S Ot R W N
S N N N N

Onde 1.2 e 1.3 correspondem as restrigoes de capacidade das maquinas 1 e 2
respectivamente (hd 5 maquinas tipo 2). As restrigdes 1.4 e 1.5 sdo as restri¢oes
auxiliares para linearizagao da funcao objectivo. Por ultimo, as restrigoes 1.6
exigem que todas as varidveis sejam maiores ou iguais a zero.

(b) A restrigdo (nao linear) que modeliza a situagao pretendida nesta alinea é a seguinte:

20 15
(3z41 + 5251) — w <30

Simplificando obtém-se:
‘3$A1+5.7331—4.CEA2—3$32| < 30 (1.7)

Para obter um modelo de Programagao Linear, serd necessario transformar a re-
stricdo 1.7 em duas restrigoes lineares:

3x41 + 51 —4x 49 — 3xR2 < 30 (1.8)
—3xA1 — 5xp1 + 4242 + 352 < 30

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



FEzxercicios de Formulagao
Resolugades 16

Problema 4

e Indices
i classes de doentes i € [1,...,n];
J tipo de servigo j € [1,...,m];
k recurso k € [1,...,1].

e Variaveis de decisao

x; numero de doentes da classe i que pagam,;
y; numero de doentes da classe i que nao pagam.
e Funcao objectivo

Com a fungao objectivo, equagao 1.1, pretende-se modelizar as condigbes (m) e (n)
do enunciado.

maxZ:Zwi(a:i—i—yi) (1.1)
=1
e Restricoes

Vi Z rijag; (T +yi) <ty (1.2)

4,J
Vi i + Y < (1.3)
Vi i + Yi > 1; (1.4)
Vi vl +uyi) >y (1.5)
Vi T, Yi >0 (1.6)

)

E E TiiDj — Zrijakjck Ti—
J J.k

Yo Do riawier |yi+b—aze (L7

i J,k

As restrigoes 1.2 garantem que nao sao utilizados mais recursos do tipo k£ do que os
disponiveis, satisfazendo as condigoes (c), (d) e (e) do enunciado. As restrigoes 1.3
e 1.4 garantem que nao serao ultrapassados quer os limites inferiores quer os limites
superiores dos nimero de doentes de cada classe ¢, satisfazendo as condigbes (f) e
(g) do enunciado. As restri¢oes 1.5 garantem que se verifica a condi¢@o referida na
alinea (h) do enunciado. A restrigao 1.7 garantem que nao se terda um lucro inferior
a e (condicao (1) do enunciado). Por tltimo a restricdo 1.6 garante que todas as
varidveis sao maiores ou iguais a zero.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira
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Problema 5
e Indices

i tipo de carga (A, Be C) i€ [1,2,3];
j tipo de porao (P, C, R) j € [1,2,3].

e Varidveis de decisao
xi; quantidade de carga ¢ a transportar no porao j (em toneladas).

e Funcao objectivo

Pretende-se maximizar o lucro com o transporte das cargas ¢ em todos os poroes 7,
o que corresponde a soma do lucro obtido com o transporte da carga A, com o lucro
com transporte da carga B e da carga C.

maxZ =20 w1 +24) x9;+16) w3 (1.1)
i i i

e Restrigoes

> 1 < 7000 (1.2)
J

> Toj < 6500 (1.3)
J

> 3 < 4000 (1.4)
i

> i1 < 2000 (1.5)

> Ti2 < 3200 (1.6)

> i3 < 1800 (1.7)

60211 + 50x21 + 25237 < 100000 (1.8)
60x12 + 50x99 + 25230 < 14000 (1.9)
60213 + 50x23 + 25233 < 80000 (1.10)
60x11+50x21+25x31 — 100000 (1'11)
2 Ta 2000
60x12+50x224+25x32 — 14000 (112)
POPETH 3200
80000
60x13+50x23+25x33 — 1.13
23 1800 (1.13)
Viﬂ' Tij Z 0 (1.14)

As restrigoes 1.2, 1.3 e 1.4 garantem que nao se transporta mais carga do que a
que existe de cada um dos tipos. As restrigoes 1.5, 1.6 e 1.7 garantem que nao se
ultrapassa a tonelagem maxima permitida em cada um dos poroes. As restri¢oes 1.8,
1.9 e 1.10 garantem que nao se ultrapassa a capacidade (volume) maxima permitida
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em cada um dos pordes. As restrigoes 1.11, 1.12 e 1.13 garantem que se mantém
a proporcao entre o peso em cada porao e a respectiva capacidade. Por fim, as
restricoes 1.14 garantem que todas as varidveis de decisao sao maiores ou iguais a
Zero.

e Modelo

O modelo apresentado (equagoes 1.1 a 1.14) pode ser reescrito da seguinte forma:

maxZ =20 a1 +24Y a2 +16 3
J J J

> 1 < 7000
j

> 23 < 6500
j

> 3 < 4000
j

Z Ti < 2000
7

Z T < 3200
)

Z Tis < 1800
7

6011 + 50x2; + 25231 < 100000
60z12 + 50x22 + 252320 < 14000
60z13 + 50x23 + 25233 < 80000
10z11 — 25x31 =
178x12 + 146792 + 66230 =
100z13 + 72293 + 37233 =0
Vi Tij >0
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Problema 6

(a) e Indices
i fabricas (A e B) i€ [1,2];
J maquinas (M1, Mz, M3) j € [1,2,3];
k produtos (P e P,) k € [1,2].
e Varidveis de decisao
x5, nimero de dias de producao durante um més do produto k, na fabrica i,
magquina j;
yit quantidade do produto k a transportar a partir da fabrica ;
zit. quantidade do produto k£ a transportar para a fabrica .
e Coeficientes
ciji custo didrio de producao do produto k, na fabrica i, maquina j;
pijk producao didria do produto k, na fabrica ¢, maquina j;
m;; disponibilidade (em dias) da maquina j da fabrica
d;;, procura na fabrica ¢ do produto k;
s; custo de transporte, a partir da fabrica ¢ do produto k;
t;r custo de transporte, para a fabrica i do produto k.
e Modelo
Objectivo
min Custo = Z CijkTijk + Z SikVik + Z tikZik (1.1)

i7j7k l,k Z,k

Vik D PijkTijk — Yik + zik = dik
Vi 2k Tijk < mi

ik Tijks Yiks Zik >0 (1.4

As restricoes 1.2 garantem que a procura do produto k na fdbrica i é satisfeita.
As restrigdes 1.3 s@o restricoes de capacidade (disponibilidade) das maquinas.
Finalmente as restrigoes 1.4 garantem que todas as varidveis tomam valores
maiores ou iguais a zero.

(b) Concretize agora o modelo genérico apresentado, de tal forma que corresponda &
situacao descrita no enunciado.

(c) Ao resolver a alinea anterior, teve com certeza que tratar o caso das varidveis xo3; e
To32, dado que essas varidveis foram definidas no modelo genérico, mas na realidade
nao existe nenhuma méquina 3 na fabrica 2. H& véarias formas de resolver esta
questao:

e quando se ”concretiza”’ o modelo, pode-se nao definir as varidveis em causa (ver
resolugao do exercicio 2);

e pode-se associar um valor nulo & produgao nessa maquina nao existente (pa3x =
0) (serd que é suficiente?);
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e pode-se associar um custo infinito (muito grande) & produc@o nessa maquina
nao existente (ca3x = 00), dado que se trata de um problema de minimizagao e
nessa situacao as variaveis serao nulas na solucao final;

e podem-se acrescentar restrigoes do tipo xog; = 0.
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Problema 7

e Indices

i fabricasi € [1,...,3];
j postos de venda j € [1,...10].

e Variaveis de decisao

y1; quantidade de kl de cerveja a produzir em 7, em regime normal;
yo; quantidade de kl de cerveja a produzir em ¢, em regime extraordinario;

gi; quantidade de kl de cerveja a transportar da fabrica ¢ para o posto de venda j.
e Coeficientes
A Custos

de
Produgdo

v

0 a a.+b.

1 1 1

a; quantidade méaxima de kl de cerveja a produzir em regime normal na fabrica i;

r; custo de producao de 1 kl de cerveja em regime normal;

b; quantidade maxima de kl de cerveja a produzir em regime extraordinario na
fabrica i;

s; custo de producao de 1 kl de cerveja em regime extraordindrio;

¢ij custo de transporte de 1 kl de cerveja da fabrica ¢ para o posto j;

d; procura no posto j (em kl);

a; prego de venda de 1 kl de cerveja no posto j (em contos);

B custo por perda de venda de cada kl de cerveja no posto j (em contos);

v; preco de venda a um armazém de 1 kl de cerveja em excesso no posto j.

e Varidveis auxiliares
Vai ser necessario considerar duas variaveis auxiliares que correspondam ao excesso
e & escassez de cerveja no posto de venda j.
u; excesso de cerveja no posto j, em kl;

vj escassez de cerveja no posto j, em kl.

e Funcao objectivo

Pretende-se com a funcao objectivo encontrar o valor maximo para o lucro, satis-
fazendo as restri¢oes impostas. O valor do lucro obtém-se (obviamente) subtraindo
as despesas das receitas.
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— Receitas

Venda de cerveja directamente no posto ((procura no posto j - escassez no posto
j) x preco de venda no posto j)

> (dj —vj)ay (1.1)

J
Venda de cerveja ao armazém (excesso de cerveja no posto j x prego de venda
do posto j ao armazém)
Z ujy; (1.2)
J

— Despesas

Despesa com producao de cerveja em regime normal e com producgao de cerveja
em regime extraordinario.

> (riyai + siyai) (1.3)

i
Despesa com transporte de cerveja da fabrica ¢ para o posto j.
Z Cijqij (1 4)
(2

Despesa com perda de venda de cerveja no posto j.

Z’Ujﬁj (15)

J

A fungao objectivo sera entéo:

max > ((dj —vj)ay +uiy; —viB) — Y (riyui+sw) — i (1.6)
i

7 i

e Restrigoes

Vi Y1i < a (1.7)
Vi Y2i <b; (1.8)
Vi o X Syutye (1.9)
Vi it —di = uj—vj (1.10)
Vi Qij >0 (1.11)
Vj Uj, vj >0 (1.12)
Vi Y,y 20 (1.13)

Considerando que, tal como é afirmado no enunciado, o custo de producao de cerveja
em regime normal é inferior ao custo de producao de cerveja em regime extraordinario
(r; < s;), e dado que o problema é de maximizagao de lucros (minimizagao de custos)
nao sera necessario garantir, a partir das restricoes impostas, que s6 se comeca
a produzir em regime extraordinario depois de ter produzido toda a quantidade

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



FEzxercicios de Formulagao
Resolugades 23

possivel em regime normal. Nesse caso as restrigoes 1.7 e 1.8 sao suficientes para
garantir as restrigoes impostas no enunciado.

As restrigoes 1.9 garantem que a quantidade transportada de uma fabrica para todos
os armazéns nao excede a quantidade produzida nessa fabrica.

As restrigoes 1.11 e 1.13 garantem que as varidveis sdo maiores ou iguais a zero.

As restricoes 1.10 e 1.12 s@o devidas as varidveis auxiliares criadas. Repare-se que

assim uma quantidade de cerveja num posto de venda que seja positiva, negativa ou

nula, serd representada pela diferenca de duas varidaveis > 0. Questoes em aberto:
— Serd que esta representagao é tinica?

— Justifique porque razao a imposicao destas restricbes modeliza o excesso ou a
escassez de cerveja num determinado posto.
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Problema 8

e Indices
regime da cultura — i € {1,2} (intensivo ou nao)

destino da colheita — j € {1,2} (venda directa ou alimentagao de criagao)

e Dados
Cultura de cereais
400ha — Ntimero méaximo de hectares a arrendar.
240ha — Limiar de mudanca de custo de arrendamento do hectare.
Custha<a40na — Custo de arrendamento do hectare abaixo ou igual ao limiar (15euros).
Custha. s40na — Custo de arrendamento do hectare acima do limiar (25euros).
MdO; — Quantidade de mao de obra necessaria por hectare e por ano no regime

. = pessoaxhora ~pessoaxhora
Z(S haxano ’7 haxano )

CustMat; — Custo dos materiais necessarios por hectare e por ano no regime
1
Z(50 euros 90 euros )

haxano’ haxano

Colheita; — Colheita por hectare e por ano no regime 1.
(2.8 8L 4.0, kL)

haxano’ haxano

12.5% — Quantidade de mao de obra para colheita.

62.577° — Preco de venda dos cereais.
Criagao

1350m? — Niimero méximo de m? de espaco coberto para criacao.

lum’ga 7 — Quantidade de kI de cereais necessdrios por unidade de criagao.
X . ~ s . . . ~
20% — Quantidade de mao-de-obra necessaria por unidade de criagao.
2 . . (. . N
4—— — Quantidade de chao coberto necessario por unidade de criacao.

87.554 % — Custo dos cereais comprados no exterior.
200unidades — Limiar de mudanca de preco de venda de unidade de criacao.

VendUC<2¢ppunidades — Preco de venda de cada unidade de criacao abaixo ou igual
ao limiar (175euros).

VendUC- 3ggunidades — Preco de venda de cada unidade de criacao acima do limiar
(160euros).

Pessoal - recurso necessario para cereais e para criagao
4000pessoa x hora — Numero méaximo de pessoa X hora gratis por ano.
3000pessoa x hora — Limiar de mudanca de custo por pessoa-hora.

CustPess<3000pessoaxhora — Custo de contratacao de uma pessoa x hora abaixo ou
igual ao limiar (4euros).

CustPess- 3000pessoaxhora — Custo de contratacao de uma pessoa x hora acima do
limiar (7euros).
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e Variaveis de decisao

Neste problema o que é realmente preciso decidir? Em primeiro lugar é necessario de-
cidir quantos ha de terreno devem ser arrendados (hd um limite superior) e seguida-
mente qual o regime de cultura dos cereais. Esse regime de cultura sera aplicado
a toda a cultura. A préoxima decisao serd qual a quantidade de cereais a vender
e qual a quantidade a usar para alimentagao de criagao (a quantidade de criagao a
considerar estd limitada pelos m? de chao coberto existentes).

As variaveis de decis@o terdo que ser divididas de acordo com os limiares de custo
ou de preco de venda.

x;j quantidade de hectares a arrendar < 240ha, a cultivar no regime 7 e cuja colheita
vai ser utilizada para j.

yij quantidade de hectares a arrendar > 240ha, a cultivar no regime 7 e cuja colheita
vai ser utilizada para j.

p quantidade de unidades de criacao < 200ha.
q quantidade de unidades de criagao > 200ha.

0 é uma variavel auxiliar que permitird forcar que a cultura seja toda realizada em
regime normal ou toda realizada em regime intensivo.

5 1 se cultura em regime normal
0 se cultura em regime intensivo

(1.1)

e Fungao Objectivo

Para obter a fungao objectivo é necessirio obter > custos e os > lucros e, por
exemplo, maximizar Y lucros — > custos.

— Lucros das vendas dos cereais
> i (zi1 +yi1) x Colheita; x 62.5%472°
— Lucros das vendas da criacao
P X 175euros + q x 160euros
— Custos de arrendamento de terras
> ij X 15euros + 3. yij X 25euros
— Custos de materiais para cultura
Zij ((CL‘U + yij) X CustMati)
— Mao-de-obra total MdOTot (em pessoa x hora)

Mao-de-obra total corresponde a soma da mao-de-obra para cultura com a
mao-de-obra para colheita e a mao-de-obra para criacao.

Mao-de-obra para cultura

Zz’j (255 + yij) x MdO;)

Mao-de-obra para colheita

Eij ((.TUZJ + yz-j) X Colheitai) X 12.5%
Mao-de-obra para criacao

(p + q) > 2Opessoa><hora

unidade
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— Custos da mao-de-obra

max(0, MdOTot — (4000pessoa x hora+3000pessoas x hora)) x (7—4)euros+
maz(0, MdOTot — 4000pessoa x hora) x 4deuros

— Custos da aquisi¢do de cereais (s6 se compra no exterior a diferenca entre os
cereais necessarios e os cereais préprios que nao sao vendidos)

(((p+q) x 1R ) — S (249 + yi2) x Colheita;) x 87.52408

unidade

e Restricoes

Z 15 + Y15 <dx M (12)
j

> Toj + Y2 <(1-0)x M (1.3)
j

(p+q) x 41— < 1350(m?) (1.4)

> Tij + Yij < 400(ha) (1.5)
ij

Vij Tij, Yij >0 (1.6)

As restricoes (1.2) e (1.3) impdem que toda a cultura seja realizada em regime
normal ou em regime intensivo. A restrigdo (1.4) ndo permite que se considere um
numero de unidades de criacao que exija um mais chao coberto do que o que existe.
A restrigao (1.5) impede que se arrendem mais ha de terreno do que o méximo
permitido. As restrigoes 1.6 impoem que todas as varidveis sejam maiores ou iguais
a zero.
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Problema 1

max ' = 10x1 + Txo

suj. a:
2r1 + r9 < 5000
4r1 + bdxy < 15000
r o, T2 = 0
Problema 2

Considere o seguinte problema de Programacao Linear:

max z = 4521 + 80x9

suj. a:
S5r1 + 20x9 < 400
101 + 1520 < 450
I s i) Z 0

(a) Resolva-o pelo algoritmo Simplex.

(b) Entre que valores poderd variar o coeficiente ¢; de z1 na fungao objectivo (agora vale
45), por forma a que uma solugao 6ptima tenha sempre valores positivos (z1, zo > 0)7

Problema 3
max F' = 2x1 + 29
suj. a:
1 + x2 > 2
1 + wy < 4
1 , w®» > 0
Problema 4

Considere o problema PL seguinte:

max z = x1 + 229 + 3x3

suj. a:
r1 + 2x9 + 3x3 = 15
2617 + x2 4+ bzs = 20
r1 + 229 + x3 + x4 = 10
T Ty r3 , x4 > 0

(a) Resolva-o pelo método Simplex.

(b) Haverd solugoes 6ptimas alternativas? Justifique. No caso afirmativo como poderd
obter outra? E obté-las todas?
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Problema 5

minz = 4x1 + T2 + x3

suj. a:
2¢1 + x9 + 223 = 4
3rv1 + 329 + x3 = 3
r , w2 , x3 =2 0
Problema 6
max F' = x1 + 2x9
suj. a:
—dz; + w2 < 4
2331 — 33?2 S 6
x , x2 =2 0
Problema 7
minz = x1 + T2 + x3
suj. a:
-r1 +  x2 > 1
201 — 2x9 — x3 = 2
x , 2 , x3 = 0
Problema 8
max F' =z + 2y + 3z
suj. a:
r — Yy > 0
y + 2z < 2
—x + 2z = 0
T e R
y , z =2 0
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Problema 1

max ' = 10x1 + Txo

suj. a:
2r1 + r9 < 5000
4z + Sz < 15000
> 0

€1 ) €2

O problema proposto é um problema de programacgao linear: a funcao objectivo e as
restrigoes sao fungoes lineares das varidveis de decisao x1 e xo. Este exemplo simples sera
usado para ilustrar a aplicacdo do método Simplex para resolver problemas de programacao
linear. Embora a resolugao pratica de problemas deste tipo seja (sempre) feita recorrendo
a programas de computador que permitem obter a solucao de problemas com milhares
de restricoes e variaveis, é conveniente a compreensao do funcionamento da técnica para
facilitar a interpretacao dos resultados obtidos.

Para se aplicar o método Simplex, é necessario que o problema satisfaca os requisitos
seguintes (forma standard):

(a) Todas as varidveis sao nao negativas (s6 podem assumir valores positivos ou nulos);
(b) Todas as restrigoes sao equagoes (ou restrigoes do tipo '=’);

(c) Todos os termos independentes sao positivos.

No nosso exemplo, a primeira e ultima condicdo sao satisfeitas. Para representar o
problema na forma standard é necessario transformar as duas inequagOes em equagoes.
Para isso, sao introduzidas no primeiro membro das inequagoes novas variaveis (também
nao negativas) com coeficiente +1. Estas varidveis representam a “folga” entre o primeiro e
o segundo membro das inequagoes, chamando-se por isso variaveis de folga e representando-
se por s (de slack).

max ' = 10x1 + Txo

suj. a:
201 + x4+ s = 5000
41 + Sx9 + s9 = 15000
x o, T2 , S , S2 = 0

A aplicacdo do método Simplex requer o conhecimento de uma solucdo bésica ad-
missivel inicial, que servird de ponto de partida para o processo iterativo. Em problemas
que apenas contenham restrigoes do tipo <, a introducao das variaveis de folga conduz
a uma solugao bdasica admissivel inicial imediata: fazem-se nulas as variaveis originais
do problema (no nosso exemplo x; e x2), e as varidveis de folga ficam iguais aos termos
independentes das equagcoes respectivas:

(x1, 22, 51, 52) = (0,0,5000, 15000)

Note-se que esta solucao inicial corresponde a origem da regiao de solugoes admissiveis,
0 que é sempre verdade se todas as restricoes de um problema forem do tipo < com ter-
mos independentes positivos. Neste caso a origem é uma solugao béasica admissivel obtida
imediatamente com a introducao das varidveis de folga em todas as restrigoes. O método
Simplex pode ser aplicado manualmente recorrendo a um quadro onde se representam de
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forma condensada todos os parametros do problema (matriz dos coeficientes, termos inde-
pendentes e fungao objectivo). Sobre esse quadro sao aplicadas transformagoes algébricas
de acordo com determinadas regras, que conduzem a obtencao da solucao éptima.

variaveis basicas | x1 2 S1 So | termos independentes
! !
s112 1 1 0 5000
so| 4 5 1 15000
—F|10 7 0 O 0
/! 7
custos marginais simétrico do valor
da funcao objectivo

Uma iteragao consiste em trocar uma varidavel da base: das varidveis nao basicas
escolhe-se uma para entrar para a base (ird passar de zero a um valor positivo-eventualmente
nulo), e das varidveis bésicas é seleccionada uma para sair da base. Esta operagao cor-
responde a “saltar”para uma solugdo béasica admissivel vizinha (ou adjacente). Matem-
aticamente falando, duas solugoes adjacentes sao aquelas que diferem de apenas uma
variavel bésica; geometricamente sao dois “cantos”da regidao de solucoes admissiveis que
estao unidos por um “lado”do poliedro que representa no espaco essa regiao. As solucoes
béasicas de um problema correspondem a todas as interseccoes entre as restrigoes, con-
siderando também as restricoes x; > 0. De entre estas, sao admissiveis aquelas que sao
representadas apenas por varidveis nao negativas:

253

® - solucdes basicas admissiveis
B - solugdes basicas ndo admissiveis

2%, + x, = 5000

regido de solucdes
admissiveis

4x, + 5x, = 15000
'd

1 N
varidveis basicas x1 T2 S1 Sz | termos independentes
| |
= 51 1 1 0 5000 2090 (menor quociente)
$9 4 1 15000 15000
—F 10 7 0 0 0
/ Il T
custos marginais | o mais simétrico do valor
positivo da funcao objectivo
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e Critério de entrada na base:

Entra na base a variavel que tiver um coeficiente mais positivo na linha F. Estes
coeficientes (custos marginais) representam o peso relativo das varidveis néo bésicas
(neste caso x1 e x2), no valor da fungao objectivo. Podemos dizer assim que, entrando
a variavel x1 para a base, o valor de F' cresce 10 unidades por unidade de crescimento
x1. Note-se que isto apenas é verdade se na linha F' existirem coeficientes nulos sob
as varidveis bésicas (porqué?). Na realidade, a linha de F' é considerada como sendo
uma equacao adicional, onde F' representa uma varidvel que nunca sai da base:

F =10x1 + Txo

pode ser representada como a equacgao seguinte:

—F +10x1 4+ 729 + 051 + 0s9 =0

Escrito desta forma, F' aparece com o coeficiente -1; dai a razao de o valor que
aparece no 22 membro da linha F ser igual ao simétrico do valor da fungao objectivo.
Sendo interpretada como uma equagao, podemos sempre eliminar varidveis (usando
operagoes de pivotagem apropriadas) por forma a que os coeficientes de F' sob as
varidveis bésicas sejam sempre nulos.

Para um problema de minimizacao o critério de entrada na base serd obviamente o
contrario: entra na base a varidavel nao béasica que provoca um maior decrescimento
no valor de F', ou seja, a que tiver um coeficiente mais negativo na linha F'.

e Critério de saida da base:

Sai da base a varidvel xj (bésica na equagao i) que tiver um coeficiente f—l menor
ij
(sendo x; a varidvel que entrou para a base).

As duas equagoes representadas no quadro acima podem-se escrever (zg = 0, ndo

bésica):
261 + s = 5000
4xq + s9 = 15000
ou:
S1 = 5000 — 2.7;1
SS9 = 15000 — 4.1‘1

Entrando x1 para a base, isso significa que x1 vai passar de zero para um valor posi-
tivo. A varidvel a sair da base vai ser aquela que primeiro se anular, limitando assim
o crescimento de z; (note-se que todas as varidveis envolvidas sé podem assumir
valores positivos ou nulos).

Pela 12 equacio, 1 pode subir até 220 = 2500 para s; se anular (sair da base); pela

segunda equagao, o valor maximo pzra x1 € %000 = 3750. Logo, a varidvel a sair
da base serd si, pois quando x1 cresce é s1 que primeiro se anula, impondo assim o
limite no crescimento da varidvel 1 em 2500. Como regra pratica, basta calcular os
quocientes entre os termos independentes e os coeficientes da matriz sob a varidvel
que vai entrar para a base, retirando da base a variavel basica da equacao que tiver

0 menor quociente.

Analisemos com mais detalhe a 12 equacdo acima:
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5000 (termo independente) é o valor que a varidvel béasica s; tomava na iteragao
anterior.

2 (coeficiente da matriz sob x1) é o simétrico do peso da varidvel z1 nessa equagao.
Por outras palavras, podemos dizer que s1 decresce 2 unidades por unidade de
crescimento de z1, anulando-se (i. e. saindo da base) quando z; atinge 5()2&.

Podem assim ser tiradas algumas conclusoes interessantes, em funcao do valor dos
coeficientes da matriz, a;;, sob a varidvel que foi escolhida para entrar para a base,
T

a;r > 0 xp;, a varidvel bésica na equacao i, decresce a;; unidades por unidade de
crescimento de xi, impondo assim um limite superior a xj; igual a f_ik (b é
1
o termo independente da equagao ).

a;r; = 0 xp;, a variavel béasica na equacao ¢, nao vé alterado o seu valor, quando xy
entra para a base. Isso significa que xp; nunca saird da base pois nao limita
de forma alguma o crescimento de xy.

a;r < 0 xp;, a varidvel bésica na equagao i, cresce a;; unidades por unidade de cresci-
mento de x. Assim, do mesmo modo que para o caso anterior, xp; nao limita
o crescimento de xg, logo nunca saird da base.

varidveis basicas | x7 -+ X  + Ty, | b
!
Tyl | = v a1k bl
Ton | o0 o app o o | by
—F|- o fy - | =Ky
m

Com base no que se disse, podemos concluir o seguinte: se todos os coeficientes
da variavel que se escolheu para entrar para a base forem negativos ou nulos, isso
significa que nenhuma das variaveis basicas decresce com o crescimento da nova
variavel candidata a bésica. Assim, se esta varidvel pode crescer sem que qualquer
das basicas se anule, entao pode-se concluir que o problema nao tem uma solugao
6ptima limitada. Situacoes destas ocorrem quando a regiao de solucoes admissiveis
¢ um dominio aberto no sentido de crescimento da funcao objectivo.

Continuando com a resolucao do exemplo dado:

base | x1 X2 s1 S2 b
x| 1 5 5 0] 2500 2% =5000
2
5|0 —2 1| 5000 3990 —1666.7
—F|0 2 -5 0 —25000
il
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base | £1 2 81 S9 b
] 1 0 % =T 50300
0 1 =2 i 5000
= = 85000
—F10 0 5 5 s

Solugao 6ptima encontrada:

Nao existe nenhuma varidvel nao bésica (s; ou sg, neste caso) que tenha um coeficiente
positivo na linha F'. Se uma dessas varidveis tivesse um coeficiente nulo, isso significava
que ela poderia entrar para a base sem alterar o valor da funcao objectivo F' (chamam-
se a estas solugoes alternativas a solucdo 6ptima encontrada). Note-se que as solugoes
alternativas assim obtidas sdo igualmente 6ptimas, ja que mantém o mesmo valor para a
funcao objectivo F.

O valor da solucao 6ptima para este problema seria F' = m e os valores das variaveis
de decisao seriam:
5000 5000
T =—f T2=—5—
3 3
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Problema 2
(a)
I T2 I3 X4
=x3| 5 10400
x4 | 10 15 0 11450
—z | 45 8 0 O 0
il

(b)

Ty T2 T3 T4

125 15
—z 25 0 —4 0] —1600

i}
r1 T2 T3 Ty
| 0 1 & —% 14
x| 1 0 -5 & 24
-z 0 0 -1 —4|-2200

Solugao 6ptima: (z1,x2)* = (24, 14) com z* = 2200

Como a solugao Optima terd que estar necessariamente num vértice da regiao ad-
missivel e, olhando para a figura abaixo, se constata que apenas um vértice (o que
corresponde a actual solugao éptima) tem 1 e zo estritamente positivos, entao para
responder a esta pergunta teremos apenas que ver entre que valores pode variar c;
de modo a que a solugao 6ptima continue no mesmo vértice. Como a solugao éptima
saltara de vértice quando as linhas de nivel da fungao objectivo forem paralelas a re-

stricdo (R1) ou & restricdo (R2), isto ¢, quando & = 2 ou & = 12, isso conduz-nos
a:
160
20< e < —
3
A
30
20
Rl
(24,14)
N . R2
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Problema 3

max F' = 2x1 + x9

suj. a:
T 4+ xy > 2
1 + a2 < 4
1 , x93 > 0

Em primeiro lugar é necessario representar o problema na forma standard, introduzindo
varidveis de folga para transformar as inequacoes em equacgoes. A varidvel de folga da
primeira restri¢ao tem coeficiente -1 porque a inequagao é do tipo > (note-se que todas as
varidveis sao positivas).

max F' = 2x1 + x9

suj. a:
r1T + x2 — S = 2
1 + x2 + + 5o = 4
r o, r2 5, s , S22 =0

Neste caso ja nao se obtém a solucao bésica inicial fazendo as variaveis de folga iguais
aos termos independentes. Apesar dessa ser uma solucao béasica, nao é admissivel e como
tal nao pode ser usada como ponto de partida para o método Simplex.

Serdo apresentados dois métodos para resolver esta questdo, que permitem usar o
préprio Simplex para encontrar uma solucao bésica admissivel inicial. Os métodos sao:

e método das duas fases
e método das penalidades

Antes de aplicar qualquer um dos métodos, é no entanto necessario acrescentar varidveis
(chamadas variaveis artificiais) nas restri¢goes que nao tém varidveis bésicas.
Introduzindo uma varidvel artificial na 1* equagao:

1 + X2 — 81 + a = 2
1 + X2 + +  S9 = 4
@ , ® , s1 , S$2 , a = 0

Seguidamente, ambos os métodos usam o método Simplex para anular (retirar da base)
essas variaveis artificiais. Quando isso acontece, a solucao que entao se tem é uma solugao
bésica admissivel do problema original, que é usada como solugao de partida para aplicar
0 método Simplex.

Descricao sucinta dos dois métodos:

Método das duas fases

12 fase minimizar a funcdo objectivo artificial W = > a;; o objectivo desta primeira fase
é retirar todas as variaveis artificiais da base, situacdo em que W atinge o valor
minimo de zero. A solucao bésica admissivel assim obtida é uma solugao bésica
admissivel inicial para se aplicar o método Simplex ao problema original.
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22 fase Usando como solugao basica inicial a obtida na primeira fase, resolver o problema
normalmente usando o algoritmo do simplex, depois de eliminar do quadro a linha
correspondente a funcao objectivo artificial W, e as colunas relativas as varidveis
artificiais, a;.

Método das penalidades

A funcédo objectivo max F' = 2x1 + a2 é substituida pela funcdo objectivo max F' =
2x14+x9—M > a; , onde M tem um valor muito elevado. Dado que se trata de um problema
de maximizagao, a melhoria da fungao objectivo implica que as variaveis artificiais passem
a valer zero (sejam retiradas da base). A solugao bésica assim obtida é uma solucao bésica
admissivel para o problema original.

Aplicando o Método das duas fases ao exemplo apresentado:

12 fase:

Pretende-se minimizar W = ) a; = a;. Como nos interessa exprimir o W apenas em
funcdo de varidveis nao bésicas (porqué?), vamos substituir cada varidvel artificial pela
expressao que a representa apenas em funcao de varidveis nao bésicas.

Da 12 equagao (onde a; é varidvel bésica e as outras varidveis sdo nao basicas):

T1+x2— 5851 +ap =2

pode-se escrever a; em fungéo de varidaveis nao bésicas:

a1 =2—x1— 29+ S1

Assim, a fung@o objectivo artificial a minimizar sera:

W=a1=2—x1—29+ 51

O primeiro quadro Simplex estd representado a seguir. Dado que se pretende minimizar
W, teremos que escolher para entrar na base a varidvel com coeficiente mais negativo na
linha W. Dado que as varidveis x1 e x2 tém o mesmo coeficiente (-1), podemos escolher
uma das duas varidveis para entrar na base.

base 1 x9 S1 S22 ai b
—a 1 -1 0 1] 2 2
so] 1 1 0 1 0| 4 1
—-F| 2 1 0 0 0] O
-W|-1 -1 1 0 0]|—-2 (simétricode W)
m

base | x1 x2 S1 S22 a1
r1| 1 1 -1 0 1
so| 0 0 1 1 -1
—-F| 0 -1 2 0 —2|—-4
Wl 0 0 0 0 1 0

N N

O quadro apresentado corresponde ao fim da 12 fase do método das duas fases, dado
que a funcdo objectivo W foi minimizada até zero (a; = 0). A solucdo bésica admissivel
assim obtida é uma solugao béasica admissivel inicial para se aplicar o método Simplex ao
problema original.

22 fase:
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Nesta fase pretende-se maximizar a fungao objectivo inicial, F', tomando como quadro
de partida o ultimo quadro da 12 fase, depois de eliminar a linha correspondente a W e
as colunas relativas as varidveis artificiais.

base | x1 2 S1 S9 b

T 1 1 -1 0 2

=s| 0 0 1| 2

-F| 0 -1 2 0]|—-4
T

Note-se que x1 nunca poderia sair da base! Entrando s; para a base, x; cresce 1
unidade por unidade de crescimento de s1, logo nunca se iria anular (e consequentemente

sair da base). s sai da base limitando o crescimento de s; em % = 2.
base | x1 9 s$1 S92 b
1| 1 1 0 1 4
s11 0 0 1 1 2
-F| 0 -1 0 —-2|-8

Nao existe nenhuma varidvel nao bésica (2 ou sa, neste caso) que tenha um coeficiente
positivo na linha F'. O valor da solucao 6ptima para este problema seria F' = 8 e os valores
das variadveis de decisao seriam:

$1:4, .CCQZO, 81:2, 82:0

Aplicando o Método das penalidades ao exemplo apresentado:

Como nos interessa exprimir F' apenas em fungao de varidveis nao bésicas (porqué?),
vamos substituir cada varidvel artificial pela expressao que a representa apenas em funcao
de varidveis nao basicas.

Da 12 equagao (onde a; é varidvel bésica e as outras varidveis sao nao bésicas):

T1+x2—81+ap =2

pode-se escrever a; em funcao de varidveis nao bésicas:

a1 =2—x1 — T2+ 81

Assim, a fungao objectivo a maximizar sera:

F =2x1 + 29 — Maq
2x1+x2—M(2—x1—x2+51)

—2M+(2+M):c1+(1+M)x2—Msl

E o quadro seguinte é o primeiro quadro simplex.
Nota: A linha dos custos marginais esta dividida em duas com a tunica finalidade de
simplificar os cdlculos. A soma das duas linhas é que representa o custo marginal (p.ex.:
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2+ M).
base | 1 o S1 So aq b
=a 1 -1 0 1| 2 2
ss| 1 1 0 1 0 4 %
-F| 2 1 0 0 0
M M -M 2M
m

A partir deste quadro, ndo é necessdario manter a coluna correspondente a a;, dado que
a1 ja saiu da base.

base I i) S1  S9 b
1| 1 1 -1 0 2
= s 0 1| 2
—F| 0 -1 2 0| -4
1

base | 1 x2 S1 89 b
1| 1 1 0 1 4
s11 0 0 1 1 2
-F| 0 -1 0 —-2|-8

Nao existe nenhuma varidvel nao bésica (2 ou sa, neste caso) que tenha um coeficiente
positivo na linha F'. O valor da solucao 6ptima para este problema seria F' = 8 e os valores
das variaveis de decisao seriam:

$1:4, .%'2:(), 81:2, 82:0
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Problema 4

(a) Resolugao pelo método das duas fases:

w=ai+ax=35—3x1 — 3xy — 8x3

Tl Xy X3 T4 a1 Qo
ai| 1 2 3 0 1 0 15
az| 2 1 0 0 1] 20
x| 12 1 1 0 0] 10
—w|[-3 -3 -8 0 0 0]-35
—z| 1 2 3 0 0 0] 0

w=ai+as=35—3x1 —3xy — 8x3

xr1 To T3 T4 Q1 a

1 7 3
aq —% 5 0 1 - 3

2 1
T £ = 1 0 0 5
; g g 0O 1 O —i 6
—w| I - 0 0 0 S| -3
O S N e e

5 5 5

r1 Ty X3 T4 al ag

1 5 3 15
M O
mlop 010 g gl 2
T4 7 7 7 i
“w| 0 0 0 0 -1 —1] 0
—z| 0 0 0 0 ~15

Quadro 6ptimo

(b) Ha solugdes éptimas alternativas porque hé varidveis nao bdsicas que apresentam
um custo marginal nulo no quadro 6ptimo, nomeadamente a variavel x;. Para obter
outra solucao 6ptima deveria fazer mais uma iteracdo, metendo x; na base. O
conjunto completo de solugoes éptimas seria obtenivel fazendo a combinagao linear
das duas solucoes éptimas geradas nos quadros simplex. Esta combinagao linear
representa a aresta do conjunto das solugoes admissiveis que une os dois vértices
Optimos.
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Problema 5

Resolucao pelo método das duas fases:

F=a1+ay=7—5x1 —4x9 — 3x3

I T2 r3 a1 a
ay 2 1 2 1 0 4
ay 3 1 0 1| 3
—z 4 1 1 0 0 0
-F|-5 -4 -3 0 0|-7
I i) r3 ai as
ar| 0 —1 |3 1 =2] 2
3 3
1
—z| 0 -3 —% 0 —§ —4
—F| 0 40 %2
T1 X2 T3 a1 a2
CILEE IR
5 1 1 1
1| 1 m 0 -3 3| 3
T3 I 3 7
—z| 0 =3 0 3 —5|—3
—F] 0 0O O 1 1 0
r1 T2 I3
3 9
I3 = 0 1 =
T 2 1 0 2
3 1
Solucado éptima: (z1,z2,x3)* = (0, %, %) com z* = %
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Problema 6

suj. a:

max F' = x1 + 2x9

Representacao na forma standard:

suj. a:

—4x; + x2 < 4
2.261 — 3.1‘2 S 6
r , w2 = 0
max F' = x1 + 2x9
—4dry + ® + s =
2x1 — 3xo + S =
X1 ) x2 ) S1 ) 52 Z
base I T2 S1 S2 b
=51 | — 1 0|4
S9 2 -3 0 1|6
-F 1 2 0 010
il
base 1 T2  S1 82 b
zo| —4 1 1 0 4
so | —10 O 3 1] 18
—F 9 0 -2 0|-8
il

[«

x1 pode entrar para a base (i. e., crescer a partir de 0), conseguindo um ganho de 9
unidades em F' por unidade de crescimento de x1. No entanto, nem x5 nem sy decrescem
com o crescimento de 1, logo nao limitam o crescimento de x1. Isto significa que a regiao
de solugoes admissiveis é um dominio aberto no sentido de crescimento de F' (solugao nao

limitada).
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Problema 7

minz = x1 + T + x3

suj. a:
—r1 + X2 > 1
2.%’1 — 21’2 — I3 = 2
r xo , x3 > 0

Representacao na forma standard:

minz = x1 + T2 + x3

suj. a:
-1+ X2 - 51 + @ =1
2r1 — 2x9 — x3 + ay = 2
x@n , 2 , w3 , s , a , a > 0

Aplicando o Método das duas fases ao exemplo apresentado:

12 fase:

Pretende-se minimizar W = > a; = a; + a3. Como nos interessa exprimir o W apenas
em funcao de varidveis nao bésicas (porqué?), vamos substituir cada varidvel artificial pela
expressao que a representa apenas em funcao de varidaveis nao bésicas.

Da 12 equagao (onde a; é varidvel bésica e as outras varidveis sdo nao bdsicas):

—z1+tar2—s1+ar =1

pode-se escrever a; em fungdo de variaveis nao bésicas:

a1 =142z —22+ 51

Da 22 equagao (onde ag é varidvel bésica e as outras varidveis sdo nao bdsicas):

201 —2x9 —x3+ a9 =2

pode-se escrever as em funcao de varidveis nao bésicas:

ag =2 — 2x1 + 229 + x3

Assim, a fung@o objectivo artificial a minimizar sera:
W=a1+ax=1+21 —22+ 51 +2— 221 + 222 + 73

W=3-z14+z2+23+51

O primeiro quadro Simplex esté representado a seguir. Dado que se pretende minimizar
W, teremos que escolher para entrar na base a varidvel com coeficiente mais negativo na
linha W, neste caso serad xj.
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base | x1 z2 x3 S1 a1 a9 b

aa|-1 1 0 -1 1 0] 1
= as -2 -1 0 0 1| 2

-F| 1 1 1 0 0 0] O

-Wi-1 1 1 1 0 0|-3 (simétricode W)

m

base | x1 x2 x3 S1 a1 a9 b

a0 0 —% -1 1 5[ 2

x| 1 -1 =5 0 0 3| 1

-F| 0 2 5 0 0 —3|-1
-W| 0 0 4 1 0 5[-2 (simétricodeW)

Atingiu-se o valor minimo de W (nao existindo nenhum coeficiente negativo na linha
W, néo se pode baixar mais o seu valor), mas esse minimo nao é zero. Quer isto dizer que
nao é possivel encontrar uma solucao basica admissivel para o problema original, ou seja,
a regiao de solugoes admissiveis é um conjunto vazio.

Aplicando o Método das penalidades ao exemplo apresentado:

Como nos interessa exprimir F' apenas em fungao de varidveis nao bdsicas (porqué?),
vamos substituir cada varidvel artificial pela expressao que a representa apenas em fungao
de varidveis nao bésicas.

Da 12 equagao (onde a; é varidvel bésica e as outras varidveis sdo nao bésicas):

—r1+x2—8+a =1

pode-se escrever a; em fungéo de variaveis nao bésicas:

a1 =142z —22+ 51

Da 22 equagao (onde ag é varidvel bésica e as outras varidveis sdo nao bdsicas):

201 — 2290 — 13+ a9 = 2

pode-se escrever as em funcao de varidveis nao bésicas:

ag =2 — 2x1 + 2x9 + x3

Assim, a fung@o objectivo a minimizar sera:

F =x1+ x4+ 23+ M (a1 + az)
=2r1+a0— M(1+x1 — 22+ 51+ 2 — 221 + 229 + 3)
=3M+(1—-M)z1+(1+M)xa+ (1+ M)xs+ Msy

E o quadro seguinte é o primeiro quadro simplex.

Nota: A linha dos custos marginais estd dividida em duas com a tnica finalidade de
simplificar os cdlculos. A soma das duas linhas é que representa o custo marginal (p.ex.:
1—-M).
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base T4 X9 T3 81 a1 a3 b
ai] -1 1 0 -1 1 0 1
= ay -2 -1 0 0 1 2
—F 1 1 1 0 0 0 0
-M M M M 0 0|-3M

n
base | x1 x99 3 S1 a1 as b
ai| 0 0 -1 —1 1 1 2
1| 1 —1 —% 0 0 % 1
-Fl 0o 2 5 0 0 —3| -1
0 0 3M M 0 3M|-2M

Atingiu-se o valor minimo de F (todos os custos marginais sdo > zero) sem que tenham
saido da base toda as varidveis artificiais. Isso significa que néo é possivel encontrar uma
solucao basica admissivel para o problema original, ou seja, a regiao de solucoes admissiveis
é um conjunto vazio.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



Ezercicios de Método Simplex
Resolugades 47

Problema 8

max F' =z + 2y + 3z

suj. a:
T — Yy > 0
y + 2z <2
—x + 2z =0
x e R
y , z > 0

Como a varidvel x nao é limitada apenas a valores nao negativos, é necessario substitui-
la pela diferenca de duas variaveis nao negativas:

r = X1 — X2
1 , xy > 0

A representacao do problema na forma standard (depois de introduzidas as varidveis
artificiais) serd entao:
max F' = x; — xo + 2y + 32

suj. a:
r1 — Ty — Y - S1 + a =0
y + z + S9 = 2
-] + X9 + + ay = 0
T , X2 , Y ’ z ; S1 ) 52 ) ay ’ as > 0

Aplicando o Método das duas fases ao exemplo apresentado:

12 fase:

Pretende-se minimizar W = > a; = a; + az. Como nos interessa exprimir o W apenas
em funcao de varidveis nao bésicas (porqué?), vamos substituir cada varidvel artificial pela
expressao que a representa apenas em funcao de varidveis nao bésicas.

Da 12 equagao (onde a; é varidvel bésica e as outras varidveis sdo nao basicas):

r1—22—y—s1+a =0

pode-se escrever a; em funcao de varidveis nao bésicas:

a1 = —21+x2+Yy+s1

Da 32 equagao (onde ag é varidvel bésica e as outras varidveis sao nao bésicas):

—z1+ax2+2+a3=0

pode-se escrever as em funcao de varidveis nao bésicas:

ag =1 — Ty — 2

Assim, a func@o objectivo artificial a minimizar sera:

W=a+a=-r1+r2+y+s1t+r1—22—2=y+s—2

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



Ezercicios de Método Simplex
Resolugades 48

O primeiro quadro Simplex estd representado a seguir. Dado que se pretende minimizar
W, teremos que escolher para entrar na base a varidvel com coeficiente mais negativo na
linha W, neste caso serd z.

base | ©1 9 Y Z 81 S a1 ag|b

ay 1 -1 -1 0O -1 0 1 0]0

59 0O 0 1 1 0 1 0 0|2

Zay|-1 1 0 0 0 0 1[0

-F| 1 -1 2 3 0 0 0 0]0

-wil 0 0 1 -1 1 0 0 0]0
n

Note-se que embora W seja ja zero (a solugao bésica é degenerada porque a; e ag sdo
iguais a zero), ainda h4 varidveis artificiais na base que devem sair para se obter uma
solucao basica inicial do problema original.

base | x1 9 Yy z S1 So a1 as|b
=a |[[1] -1 =10 -1 0 1 0]0
S9 1 -1 1 0 0O 1 0 —-1]2
z | —1 1 0 1 0 0 O 110
-F| 4 -4 2 0 0 0 0 =310
W -1 1 10 1 0 O 110
m
base | x1  x9 Yy z S Sy a1 a9 |b
z7| 1 -1 -1 0 -1 O 1 010
=sy| 0 0 0 1 1 -1 —1]2
z| O 0O -1 1 -1 0 1 110
-F| 0 0 6 0 4 0 -4 -3]|0
-Wwl o0 0 00 0 O 1 110
1

Note-se que embora a solucao actual representada no quadro acima seja degenerada
(x1 =0 e z =0), o processo iterativo nao entra em ciclo, uma vez que a préxima solugao
é necessariamente nao degenerada. Com efeito, entrando y para a base as varidveis z; e
z vao crescer (coeficientes ajz e ass iguais a -1) uma unidade por unidade de crescimento
de y, passando de zero para um valor positivo.

22 fase:

Nesta fase pretende-se maximizar a funcao objectivo inicial, F', tomando como quadro
de partida o ultimo quadro da 12 fase, depois de eliminar a linha correspondente a W e
as colunas relativas as varidveis artificiais.

base |z1 x2 Yy 2z s1 sS2| b

x| 1 -1 00 —3 3| 1

ﬁ:yOOlO%l

z[ 0 001 % 2] 1

-F[ 0 000 1 —3|-6
m
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base | 1 29 Yy zZ S1  S3 b
x| 1 -1 1.0 0 1| 2
si|] 0 0 20 1 1| 2
z| 0O 0 1 1 0 1| 2
-F| 0 0 -2 0 0 —4|-8

Solugao éptima encontrada.
Analisemos agora cuidadosamente as restricoes do problema:

r — y > 0
y + 2z < 2
- + z = 0
T e R
y , z > 0

Da terceira equagao pode-se retirar que z = x. Dado que z > 0 entdao = > 0. Podemos
assim escrever o problema equivalente ao problema dado, mas de resolu¢ao muito mais
simples (ja na forma standard):

max F'=x 4+ 2y + 3z = 4o + 2y

suj. a:
r — Yy — S + a = 0
r + vy + 52 = 2
T ) Y ) S1 ) 52 5 al Z 0
12 fase:

Pretende-se minimizar W = ) a; = a;. Como nos interessa exprimir o W apenas em
fungao de varidveis nao bdsicas (porqué?), vamos substituir cada varidvel artificial pela
expressao que a representa apenas em funcao de varidveis nao bésicas.

Da 12 equagao (onde a; é varidvel bésica e as outras varidveis sdo nao bésicas):

r—y—s1+a =0

pode-se escrever a; em funcao de varidveis nao bésicas:

a1 =~z +y+ s

Assim, a func@o objectivo artificial a minimizar sera:

W:alz—x+y+81

O primeiro quadro Simplex estd representado a seguir. Dado que se pretende minimizar
W, teremos que escolher para entrar na base a varidvel com coeficiente mais negativo na
linha W, neste caso sera .

base | x Yy S1 Sy ap|b

= -1 -1 0 1/0

S92 1 1 0 1 0f2

—-F| 4 2 0 0 0]0

-Wi-1 1 1 0 0]0
n
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base | x y S1 S ap|b
rzr|1 -1 -1 O 110
= 11 —1|2
-F|0 6 4 0 —41|0
-Wi0 0 0 0 110
il
22 fase:
base |z y s1 s b
|1 0 -3 1] 1
=y|0 1 |3 31
—F|10 0 1 -3| -6
n
base | x Yy S1 S b
|1 1 0 1 2
s1]0 2 1 1 2
-F|0 -2 0 —-4]-8
n

Solucao éptima: x =z2=2,y=0, s1 =2, 50 =0, F =8.

Aplicando o Método das penalidades ao exemplo apresentado:

Como nos interessa exprimir F' apenas em fungao de varidveis nao bésicas (porqué?),
vamos substituir cada varidvel artificial pela expressao que a representa apenas em fungao

de varidveis nao basicas.

Da 12 equagao (onde a; é varidvel bésica e as outras varidveis sdo nao bdsicas):

ry—r2—y—s1+a =0

pode-se escrever a; em fungéo de varidveis nao bésicas:

a] = —x1 +2x2+Yy+S1

Da 32 equagao (onde ag é varidvel bésica e as outras variaveis sao nao bdsicas):

—zx14+x2+2+a3=0

pode-se escrever as em funcao de varidveis nao bésicas:

Assim, a func@o objectivo a maximizar sera:

ag =1 — Ty — 2

F =z — w2+ 2y+32z— M (a1 + a2)

=21 —22+2y+32—M(—21+22+y+ 51 +21 — 22 — 2)
=r1+x2+2-M)y+3+M)z— Ms;

E o quadro seguinte é o primeiro quadro simplex.
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Nota: A linha dos custos marginais estd dividida em duas com a tnica finalidade de
simplificar os célculos. A soma das duas linhas é que representa o custo marginal (p.ex.:
2—-M).

base | x1 x9 Y z $1 S2 a1 as|b
ay 1 -1 -1 O -1 0 1 o010
S9 0 0 1 1 0O 1 0 02
Zax|-1 1 0 0 0 0 1[0
—F 1 -1 2 3 0O 0 0 0|0
O -M +M —-M 0 0 010
T
base I xIo y z S1 S92 Qi as b
= a -1 -1 0 -1 0 1 0/0
S9 1 -1 10 O 1 0 -1|2
z| —1 1 0 1 0 0 0 110
—F 4 -4 2 0 0 0 0 =3|0
+M -M -M 0 -M 0 0 —-M]|O
il
base | x1 2 Yy z 81 S9 al as | b
z7| 1 -1 -1 0 -1 O 1 00
=s| 0 0 0o 1 1 -1 -—1]2
z| 0O 0 -1 1 -1 O 1 110
-F{ 0O 0 6 0 4 0 -4 =310
O 0o o000 0O 0 —-M —-M|O
n

Note-se que embora a solucao actual representada no quadro acima seja degenerada
(x1 =0 e z =0), o processo iterativo nao entra em ciclo, uma vez que a préxima solugao
¢é necessariamente nao degenerada. Com efeito, entrando y para a base as varidveis z; e
z vao crescer (coeficientes ajz e ass iguais a -1) uma unidade por unidade de crescimento
de y, passando de zero para um valor positivo.

base |z1 x2 Yy z S1 S b
x| 1 -1 00 -3 3| 1
=yl 0 0 10 Ll
/0 001 -3 3| 1
-F|[ 0 000 1 -3|-6
m
base | x1 9 Yy z S1  S2 b
x| 1 -1 10 0 1] 2
ss| 0 0 20 1 1| 2
z| 0 0 11 0 1| 2
-F[ 0 0 -2 0 0 —4|-38

Solugao éptima encontrada.
Analisemos agora cuidadosamente as restri¢oes do problema:

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



Ezercicios de Método Simplex
Resolugades

52

vV m ATV

oBo v o

Da terceira equacao pode-se retirar que z = x. Dado que z > 0 entao x > 0. Podemos
assim escrever o problema equivalente ao problema dado, mas de resolugao muito mais

simples (j4 na forma standard):

max F'=x+2y+ 3z =4z + 2y

suj. a:
r — Yy — 8 +
r + y +  S9
x ) y ) 81 7 82 )
F =dx+2y— M (a1)

a

ai

AV

=dr+2y—M(—x+y+s1)

=A+M)xz+(2—-M)y— Ms;

[\)

base T Y s1 s2 ai|b
= a -1 -1 0 1]0
S9 1 1 0 1 0(2
—F 4 2 0 0 010
+M -M —-M 0 0]0
I}
A variavel artificial foi retirada da base.

base | x Yy S1 S2|b

r|1 -1 -1 0]0

=L 1 1|2

-F|0 6 4 0]0

I}

base |z y s1 S b

z|1 0 —3 5| 1

—y|0 1 |3 1| 1

—-F|0 0 1 -3|-6

1

base | x Yy S1 S b

x| 1 1 0 1 2

s110 2 1 1 2

-F|0 -2 0 —4|-8

n

Solucao éptima: x =2z2=2,y=0, s1 =2, 590 =0, F =8.
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Problema 1

Considere o seguinte problema de Programacao Inteira:

Maximizar:
F=3x+4+T7y
suj. a:
T < 35
5r — 4y < 10
%x + 2y <9
T y > 0 einteiras

Resolva o problema graficamente, utilizando o algoritmo de “Branch-and-Bound”.
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Problema 2

Foi utilizado o algoritmo de “Branch-and-Bound”para resolver um problema de pro-
gramagao inteira (minimizacao), tendo sido gerados e resolvidos os seguintes subprob-
lemas:

A B C D

S|
!
Q
=
~

xvn| 5 532 - 3 3 - 5 3 -
x| 2 23 - 3 3 - 23 3z -

Z|-20 -232 SSA -21 -22 SSA -23; -213 SSA

Represente a arvore de problemas correspondente a esta resolugao, indicando nos ramos
a restricdo adicionada em cada ramificagao, e diga qual é a solugao 6ptima.
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Problema 3

Considere um problema de maximizagdo exclusivamente com varidveis inteiras. Resol-
vendo o problema através de “Branch-and-Bound”, obtém-se, num dado estagio, a seguinte
arvore:

PL1
(solugdo nao inteira)
Z =100
PL2 PL3
(solugdo nao inteira) (solugdo nao inteira)
Z=385 Z=91
PL6 PL7 PL4 PL5
(solugdo inteira) (solugdo nao inteira) (solugdo inteira) (solugdo nao inteira)
Z=170 Z=19 Z=60 Z=175
PL8 PL9
(sem solugdes) (solugdo nao inteira)
Z=65

(a) Qual é, nesta altura, o melhor limite superior sobre a solugao inteira éptima?
(b) Qual é, nesta altura, o melhor limite inferior sobre a solugao inteira éptima?
(c) Indique que nés ja foram explorados e explique porqué.

(d) Indique os nés que ainda nao foram explorados e explique porqué.

(e) J& foi atingida a solugao 6ptima do problema inteiro? Porqué?

(f) Qual o valor méaximo do erro absoluto sobre a solu¢ao éptima inteira, se o algoritmo
for terminado neste ponto?
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Problema 4

Para um problema de maximizagao, foi desenvolvida uma arvore de “Branch-and-Bound” como
a representada na figura. Na arvore esta representada a ordem de criagao dos nds, bem
como os limites superiores (majorantes) e inferiores (minorantes), sempre que disponiveis.

né 0
93
né 1 né 2
84 82
né3 né 4 né 9 no6 10
79 76 64 81
né 5 né 6 no6 15 no6 16 né 11 né6 12
52 29 71 69
né 7 né 8 no6 13 né6 14
solugdo 49 47 38
nio solucdo solucao
admissivel inteira inteira

(a) Que informagao se pode extrair desta arvore?
(b) Que nds se encontram explorados?

(c) Sugira que estratégia podera ter sido adoptada no desenvolvimento da &rvore.
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PLO_ Max X + X Max X + X
X Solugdo 1 2 X ! 2
: A 6ptima : A
\
X
A oLl PL2
Y I Solucdo
Solugdo \7/ & | Gpiima
Gptima \
> >
XI XI
Max X, +X, Max X, +X,
X, A \{ X, A \<
PL3 PL5
\. | Solugdo x/’ Solugdo
_\4/ Optima Optima

> >
» >
X X

Figura 1: Passos da resolucio por “Branch-and-Bound”de um problema de Programagéo Linear Inteira.

PLO
4
x <=1 X >=2
4 ! 1 —~a
PL1 PL2
25 35
x <=1 X >=2
= 2 —
PL3 PL4
3.25 sem solugdes
X <=2 x>=3
' ! ~a
PL5 PL6
3 sem solugdes
solugdo inteira

Figura 2: A 4rvore binéria solugdo do problema.

Problema 5

Considere o problema de Programagao Linear Inteira representado nas figuras 1 e 2.
Pretende-se maximizar x1 + xo, tais que x1 e xo pertencem a zona de solucoes admissiveis
definida pelo A e 1 e xo sdo inteiros.

Descreva os passos percorridos na resolucao do problema, através da interpretagao das
figuras 1 e 2.
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5x-4y=10

{7x+2y=9

Figura 1: Resolugdo grafica do problema original (de programagao inteira).

Problema 1

O problema a resolver é de Programacao Inteira (PI) com apenas duas varidveis de decisao.
Neste caso é possivel obter a solugao 6ptima logo directamente a partir do grafico, tal como
se pode ver na figura 1.

Neste caso especial também se pode usar o algoritmo Branch-and-Bound graficamente,
resolvendo os vérios problemas de Programacao Linear (PL).

Paralelamente a resolucao dos problemas de PL construiu-se uma arvore onde se rep-
resentam as varias ramificacoes geradas durante a aplicacao do método.

O algoritmo Branch-and-Bound comega por resolver o problema de PL associado ao
problema de PI dado, ou seja, retirando as restricoes de integralidade para as varidveis
de decisao (problema usualmente designado por problema relaxado), aqui identificado por
PLO.

Problema PLO:

max F' = 3x + Ty

suj. a:
x < 3.5
5x — 4y < 10
%33 + 2y < 9
Tz Yy > 0

Na figura 2 pode-se verificar que a solucao do problema PL0 se obtém calculando a
interseccao das rectas:

T = 3.5
%:U+2y: 9

Essa intersecgao faz-se no ponto (z,y) = (3.5,3.5). O valor da fungao objectivo nesse
ponto é F' = 35. Na figura 3 esta representado o né inicial da arvore do Branch-and-Bound.
Uma vez que a solucao é nao inteira, o algoritmo prossegue com a geracao de dois
novos problemas, obtidos pela introducao de duas restricoes numa das varidveis cujo valor
é nao inteiro. Neste caso foi escolhida arbitrariamente a variavel x, tendo sido criados dois
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5x -4y =10

47X +2y=9

Figura 2: Resolucao grafica do problema PL0.

PLO

(solugdo nio inteira)
x=3.5

y=3.5

F=35

Figura 3: Arvore do B&B

problemas, o problema PL01, com a introdugao da restricao x < 3, e o problema PL02,
com a introducao da restricao = > 4.

Deste modo é garantido que, a solugao éptima inteira do problema original, que neste
caso existe, estd necessariamente num destes problemas. Note-se que a reuniao das regioes
admissiveis de PL01 e PL02 contém todas as solugoes inteiras admissiveis do problema
dado, nao sendo desta forma excluida qualquer solucao inteira. Por outro lado, tratando-se
de um problema de maximizacao, o valor da funcao objectivo éptima de v é sempre menor
ou igual que o seu valor para o problema “pai”, PL0 (ou >, se se tratar de um problema
de minimizacao). Prosseguindo, resolvem-se os problemas PL01 e PL02. A ordem de
resolucao considera-se arbitraria, ja que nada permite concluir a priori qual dos problemas
contém a solugao inteira éptima.

Problema PL01:

max F' = 3x + Ty

suj. a:
x < 3.5
5 — 4y < 10
%m + 2y < 9
z , Yy = 0
x < 3

Na figura 4 pode-se verificar que a solugao do problema PL01 se obtém calculando a
interseccao das rectas:
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S5x-4y=10

47x +2y=9

P T T T R R T A B BT

Figura 4: Resolugao grafica do problema PL01.

T = 3
iz + 2y = 9

Essa intersecgao faz-se no ponto (x,y) = (3, %) ~ (3,3.6). O valor da funcao objectivo
nesse ponto é F' = 34.5.

Analisemos agora o problema PL02, ji que este pode eventualmente conduzir a uma
solugéo inteira, com um valor para a funcao objectivo superior ao obtido para PL01. Se
isso acontecer, entao nao é necessario resolver sub-problemas gerados por PL01, uma vez
que qualquer solucao desses problemas, tem necessariamente um valor da funcao objectivo
nao superior ao de PL01. Esta operagao de “corte”’na geragao e analise dos problemas de
PL é consequéncia de valores limite (Bound) impostos pelo algoritmo.

Problema PL02:

max F'=3x + Ty

suj. a:
x < 35
5x — 4y < 10
%:c + 2y < 9
z , Yy > 0
T > 4

Para este problema pode concluir-se facilmente (ver figura 5) que nao existe qualquer
solugao admissivel. Com efeito, as regides definidas por x < 3.5 e & > 4 sao disjuntas.

Na figura 6 esta representada a arvore do Branch-and-Bound construida até ao mo-
mento.

Continuando, é necessério resolver os problemas PL011 e PL012, gerados pela rami-
ficagao do problema PL01. A ordem de resolugao é arbitréria (escolha-se primeiro PL011).

Problema PL011:

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



Ezercicios de Programacao Inteira
Resolugades 63

y x=35

5x -4y =10

Figura 5: Resolugao grafica do problema PL02.

PLO

(solugdo nio inteira)
x=3.5

y=35

F=35

/ \

PLO1

(solugdo nio inteira) PL02

x=3 (sem solugoes)
y=3.6

F=345

Figura 6: Arvore do B&B
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y x=35
72 x=3
6+ «—
1 5x -4y =10
54
4-:\
g
2+ < 4/7x +2y=9
1._
A >
1 /IZ 3 4 5 6 7 8 X

Figura 7: Resolugao gréfica do problema PL011.

max F'=3x + Ty

suj. a:
x < 35
5x — 4y < 10
%:c + 2y < 9
x , Yy > 0
T < 3
y < 3

Na figura 7 pode-se verificar que a solucao do problema PL011 se obtém calculando a
intersecgao das rectas:

r = 3
y = 3

Essa intersecgao faz-se no ponto (z,y) = (3,3). O valor da fungao objectivo nesse
ponto é F' = 30. Apesar de ser a primeira solucao inteira obtida até entdao, nao se pode
contudo afirmar que ela é a solugao éptima do problema de PZ, dado que ainda nao se
explorou a solucao do problema PL012. Pode no entanto registar-se esta solugao inteira
como a melhor obtida até aqui.

Dado que se trata de um problema de maximizagao, o valor correspondente da funcao
objectivo é considerado como um limite inferior para o valor 6ptimo de F. Durante a
aplicacao do algoritmo, qualquer solucao (inteira ou nao) que se obtenha com um valor
para o objectivo inferior a 30 pode ser imediatamente desprezada, pois existe ja uma
solugao inteira com esse valor.

Prosseguindo, resolva-se o problema PL012:

max F' = 3x + Ty
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y x=3.5
7 x=3
6 «
S5x-4y=10

T TR T R T S N R R T

17 T LI I NN AN R B B B R B
1/2 3'4 5 6 71 8 «x

Figura 8: Resolugao gréfica do problema P L012.

suj. a:
x < 35
5x — 4y < 10
%:U + 2y < 9
T y > 0
T < 3
y > 4

Na figura 8 pode-se verificar que a solucao do problema PL012 se obtém calculando a
interseccao das rectas:

iz + 2y = 9
y = 4

Essa intersecgdo faz-se no ponto (z,y) = (I,
nesse ponto é F' = % ~ 33.2.
Na figura 9 estd representada a drvore do Branch-and-Bound construida até ao mo-

mento.

4) ~ (1.7,4). O valor da func@o objectivo

Uma vez que a solucao obtida é nao inteira, é necessiario comparar o valor da funcao
objectivo com o seu actual limite inferior, F', que neste momento estd fixado em 30. Como
¢é superior, isso significa que na regiao admissivel deste problema pode existir ainda uma
solugéo inteira com um valor para a funcao objectivo superior ao actual limite inferior.
Por este motivo é necessario prosseguir, gerando dois novos problemas a partir de PL012,
introduzindo as restricoes x < 1e x > 2.

Problema PL0121:

max F' =3z + Ty
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PLO
(solugdo nio inteira)
x=3.5
y=35
F=35
x<=3 x>=4
PLO1
(solugdio ndo inteira) PL02
x=3 (sem solucdes)
y=3.6
F=345
y<= 3/ y>=4
PLO11 PLO12
(solugdo inteira) (solugdo nio inteira)
x=3 x=1.7
y=3 y=4
F=30 F=332

Figura 9: Arvore do B&B

y x=35

5x-4y=10
4 "'t T y=4

5 T

2+ P 47x+2y=9

|||||||||||||:;
1/2345678x

Figura 10: Resolucao gréafica do problema PL0121.

suj. a:

T < 3.5
5 — 4y < 10
ir + 2y <9
T Yy > 0
x < 3

y =2 4
x < 1

Na figura 10 pode-se verificar que a solugao do problema PL0121 se obtém calculando
a interseccao das rectas:

tr o+ 2 =9
z =1

Essa interseccéo faz-se no ponto (z,y) = (1, 22) ~ (1,4.2). O valor da funcéo objectivo

nesse ponto é F' = 14& ~ 32.5 > 30 (valor superior ao da melhor solugao inteira obtida até
ao momento).
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x=2x=3x=35

S5x-4y=10

t yos

>
<«
~_
-
> 47x+2y=9

............

Figura 11: Resolucao grafica do problema PL0122.

Problema PL0122:

max F' = 3x 4+ Ty

suj. a:

x < 35

5x — 4y < 10

%:L" + 2y < 9

T y > 0

T < 3

y > 4

T > 2

Analisando a figura 11, pode-se concluir facilmente que o problema PL£0122 nao tem
qualquer solucao admissivel.

Na figura 12 esta representada a arvore do Branch-and-Bound construida até ao mo-
mento.

Partindo do problema PL0121 e introduzindo duas novas restrigdes em y, y < 4 e
y > 5, obtém-se dois novos problemas, PL01211 e PL0122.

Problema PL01211:

max F' = 3x + Ty

suj. a:

x < 3.5

5 — 4y < 10

%:1: + 2y < 9

Tz Yy > 0

x < 3

y > 4

T < 1

y < 4
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/

PLO11

(solugdo inteira)
x=3

y=3

F=30

Figura 13: Resolucao grafica do problema PL01211.

PLO

(solugdo nao inteira)

x=35

y=35

F=35

x<=3 x>=4
PLO1
(solugdo nio inteira) PL02
x=3 (sem solugoes)
y=3.6
F=345
y<=3 y>=4

PLO12

(solugdo nao inteira)

x=17

y=4

F=332

x<=1 x>=2

PLO121
istzll;gio nao inteira) PLO122
y B 42 (sem solugdes)
F=325

Figura 12: Arvore do B&B

x=1 x=3x-35

/
-
_’
N
I
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x=1 x=3x=35

a2
TR

/
7‘—>

4
A

/
74*
i

Figura 14: Resolucao grafica do problema PL01212.

Na figura 13 pode-se verificar que a solugao do problema PL01211 se obtém calculando
a interseccao das rectas:

Essa intersecgao faz-se no ponto (z,y) = (1,4). O valor da funcdo objectivo nesse
ponto é F = 31.

Problema PL01212:

max F' = 3x + Ty

suj. a:

T < 3.5

5 — 4y < 10

%x + 2y < 9

T Yy > 0

T < 3

y > 4

T < 1

y = 5

Analisando a figura 14, pode-se concluir facilmente que o problema P£01212 ndo tem
qualquer solucao admissivel. Assim, a solug¢ao do problema PL01211 é a solugao 6ptima
(inteira) do problema dado.

Na figura 15 estd representada toda a arvore do Branch-and-Bound, construida para
resolucao deste problema.
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PLO
(solugdo nao inteira)
x=3.5
y=35
F=35
x<=3 x>=4
PLO1
(solugdio nio inteira) PL02
x=3 (sem solugoes)
y=3.6
F=345
y<=3 y>=4
PLO11 PLO12
(solugdo inteira) (solugdo nao inteira)
x=3 x=1.7
y=3 y=4
F=30 F=332
x<=1 x>=2
PLO0121
istzlL;gﬁo ndo inteira) PLO122
y=42 (sem solugdes)
F=325
y<=4 y>=5
PLO01211
is:hllg:ao inteira optima) PLO1212
y=4 (sem solugdes)
F=31

Figura 15: Arvore do B&B
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B
7=-2312/3 Problema com
X = 513/18 menor valor de Z
x =24/9
2
Problema X <=5 X >=6
comx; <=5 / ! ! \
e menor valor de Z
G
\ 7=-23 1/8 C
X = 5 sem solugao admissivel
x,=25/8
‘\\ A ramificagdo sé \
X <=2 x >=3 pode ser em X, pois
o : : ~a X, € inteiro O facto de ndo haver nenhum
subproblema com x >=6 implica que
A E a introdugdo dessa restrigdo resultou
Z=-20 7=22 num problema sem solugdo
X =5 x =312 admissivel.
x =2 1
20 L L X, =3
solucao inteira 2
X <=3 X >=4
1 1
Problema
H
comx <=3 ex>=3
! 2 Z=-215/8 F
e menor valor de Z _ .,
X = 3 sem solugao admissivel
x,=31/8
Solugdo inteira e melhor
do que a obtida em A x <=3 x >=4
solucdo optima / z ? \ O facto de ndo haver nenhum

D

Z=-21

X = 3

x,=3

solucdo inteira

\

1
sem solugao admissivel

subproblema com x,>=3 e x >=4
implica que a introdugdo dessa

restri¢do resultou num problema sem

solugdo admissivel.

Figura 1: Arvore do B&B

Problema 2

Para obtencao da arvore de problemas (1)correspondente aos subproblemas apresentados
no enunciado, é necesséario ter em conta que o valor da fungao objectivo “piora”a medida
que se desce na drvore (tem um maior valor neste caso, dado que se trata de um problema
de minimizagao), dado que a descida na arvore corresponde & introducao de restrigoes

adicionais.

A primeira ramificacao teve que ser feita em x1, dado que:

e em nenhum dos restantes subproblemas existe uma solucdo com z; €]5,6[ (con-
sequéncia de se ter imposto x1 < 5 e x1 > 6);

e se a ramificacao tivesse sido em x3, todos os restantes subproblemas teriam que ter
xo < 2 ou x2 > 3, mas o subproblema G contradiz essa assumpcao.
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Problema 3

()

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

O melhor limite superior sobre a solucao inteira 6ptima no momento de resolugao
retratado na arvore é dado pela solugao do problema PL5 e é igual a 75. Qualquer
solugao inteira que surja a partir da exploracao desse né terd um valor da fungao
objectivo < 75

Os limites inferiores sao dados por valores de solugbes admissiveis (varidveis ja in-
teiras) que ainda se desconhece se sdo ou nao 6ptimas. Neste caso temos ja 2 solugoes
inteiras, para PL6 e para PL4. A que tem o maior valor da funcao objectivo fornece
o melhor limite inferior, 70 neste caso.

J& foram explorados os nés PL1, PL2, PL3 e PL7 porque ja tém ramos.
Os nos PL4 e PL6 ja foram explorados porque deram origem a solugoes inteiras.

O né PL8 ja estd explorado porque corresponde a um problema sem solucao ad-
missivel.

O n6 PL9 ja foi explorado porque pode ser cortado. Corresponde a um problema
com solugao 6ptima nao inteira e com um valor para a fungao objectivo inferior ao
valor da solugao inteira do problema PL6.

O né6 PL5 ainda nao foi explorado, dado que corresponde a um problema com solugao
oOptima nao inteira, mas com um valor para a fungao objectivo superior ao valor da
melhor solugao inteira obtida até ao momento (problema PL6).

Nao se sabe ainda se ja foi obtida a solugéo éptima do problema inteiro, porque ainda
ha nés por explorar (PL5). S6 quando os melhores limites inferiores e superiores
coincidirem € que se pode afirmar que a melhor solucao inteira obtida é a éptima.

O valor maximo do erro absoluto sobre a solucao 6ptima inteira, se o algoritmo for
terminado neste ponto serd 5, isto é, a diferenca entre os melhores limites superior
e inferior.
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Problema 4

()

(b)

Pode-se extrair da arvore que:
e o melhor limite superior até ao momento é 76 (maximo valor da func¢ao objectivo
de entre os nés ainda nao explorados);
e o melhor limite inferior é 49 (valor da fungao objectivo da melhor solugao inteira
obtida até ao momento).
Ja foram explorados os noés 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10 e 11 porque ja tém ramos.
Os nos 8 e 14 ja foram explorados porque deram origem a solugoes inteiras.
O né 7 ja esta explorado porque corresponde a um problema sem soluc¢ao admissivel.

Os nés 6 e 13 ja foram explorados porque podem ser cortados. Correspondem a
problemas com solucao éptima nao inteira e com um valor para a funcao objectivo
inferior ao valor da solucao inteira do problema do né 8.

A estratégia adoptada no desenvolvimento da arvore foi a de ramificar o né ainda
nao explorado e com maior valor de funcao objectivo.
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Problema 1

Trés reservatoérios, com capacidades didrias de 15, 20 e 25 milhoes de litros de agua,
abastecem 4 cidades com consumos diarios de 8, 10, 12 e 15 milhoes de litros de dgua. O
custo de abastecimento, por milhao de litros, é apresentado na tabela 1.

Tabela 1: Custo de abastecimento, por milhao de litros.

Cidades
A B C D
112 3 4 5
Reservatorios |2 | 3 2 5 2
314 1 2 3

O problema consiste em determinar a politica de abastecimento éptima (aquela com
menor custo).

Formule o problema como um problema de transportes e resolva-o usando o respectivo
algoritmo.
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Problema 2

Uma empresa possui duas fabricas (P1 e P2) onde produz um produto que é exportado
para 3 locais num pais vizinho (L1, L2 e L3). O transporte é feito através de duas fronteiras
(F1 e F2) (nao se impde limites méximos & quantidade que pode atravessar diariamente
cada uma delas). Por outro lado, cada fronteira cobra uma taxa por cada unidade do
referido produto que a atravessa (independentemente de vir de P1 ou P2) — tabela 1.

Sao conhecidas as disponibilidades didrias em cada fabrica, que sao suficientes para
satisfazer as necessidades didrias de cada local, também conhecidas (tabela 1). Sabe-se
também quais sao os custos para transportar uma unidade do produto, de cada produtor
para cada fronteira e de cada fronteira para cada destino, indicados na figura 1.

Tabela 1: Disponibilidades, necessidades e taxas de fronteira.

PRODUTORES P1 P2
Disponibilidades 120 80
LOCAIS DE DESTINO L1 L2 L3
Necessidades 50 70 60
FRONTEIRAS F1 F2
Taxa por unidade 4 3

ORIGENS FRONTEIRAS DESTINOS

Figura 1: Rede de transportes.

(a) Considere o problema que permite encontrar a politica éptima de transporte do
produto entre cada produtor, fronteira e local de destino. Formule-o (sem resolver!)
como um problema de transportes na forma standard.

(b) Considere agora que diariamente chegam as fronteiras F1 e F2 100 e 90 unidades do
produto, respectivamente. Usando o algoritmo de transportes, determine quais as
quantidades a transportar de cada fronteira para cada um dos locais de destino, por
forma a minimizar o custo global associado a esse transporte. Considere iguais os
restantes dados do problema.
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Problema 3

Uma companhia construtora de avioes pretende planear a produgao de um motor, durante
os proximos 4 meses.

Para satisfazer as datas de entrega contratuais, necessita de fornecer os motores nas
quantidades indicadas na 22 coluna da tabela 1. O ntimero maximo de motores que a
companhia produz por més, bem como o custo de cada motor (em milhdes de ddlares) sdo
dados na 32 e 42 colunas da mesma tabela.

Dadas as variagoes nos custos de produgao, pode valer a pena produzir alguns motores
um ou mais meses antes das datas programadas para entrega. Se se optar por esta hipdtese,
0s motores serao armazenados até ao més de entrega, com um custo adicional de 0.015
milhdes de ddlares/més.

Tabela 1: Encomendas, producao e custos.

Meés Quantidades Producao Custo unitario  Custo unitario

a entregar maxima de producao  de armazenagem
1 10 25 1.08 —
2 15 35 1.11 0.015
3 25 30 1.10 0.015
4 20 10 1.13 0.015

O director de produgao quer saber quantos motores deve fabricar em cada més (e para
que meses de entrega) por forma a minimizar os custos globais de produgao e armazenagem.
Formule o problema e resolva-o pelo algoritmo de transportes.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



FEzxercicios de Transportes
Enunciados 78

Problema 4

Durante a semana de exames do Instituto de Altos Estudos, realizados sob a forma de
provas de escolha miltipla preenchidas a lapis, sendo este fornecido pelo Instituto (con-
forme o modelo usado nos EUA), sao necessarios 60, 50, 80, 40 e 50 lapis afiados no inicio
de cada dia, de segunda a sexta-feira respectivamente. Os lapis afiados podem ser compra-
dos por 15300 cada. Os lapis usados num dia de exame podem ser afiados, recorrendo ao
servico da Afiadora Lda. - a um custo de 2$00 a unidade - que os devolve 2 dias depois, isto
é, os lapis usados na segunda-feira s6 poderao ser reutilizados (jé afiados) na quarta-feira,
e assim sucessivamente. No fim da semana os ldpis podem ser revendidos a um preco de
5300 a unidade.

(a) Formule este problema como um Problema de Transportes, de forma a que o fornec-
imento de lapis para o exame seja feito a um custo minimo.

(b) Resolva o problema.
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Problema 1

Solucao inicial pela regra dos custos minimos:

A B C D F
1] - - - - 15 | 15
2 3 4 5 0
2|1 5 - - 15 - 120
3 2 5 2 0
31 3 10 | 12 - - 125
4 1 2 3 0
8 10 12 15 15

A cidade F é uma cidade ficticia introduzida para equilibrar a oferta com a procura,
isto é, para colocar o problema na forma “standard”.

Para que existam 7 varidveis basicas (nimero de origens + ntumero de destinos - 1)
¢é ainda necessdrio promover uma varidvel ndo basica a béasica. A varidvel xz14 foi entdo
considerada como basica com o valor de zero. A escolha de x14 em concreto seguiu a regra
de o grafo representantivo das varidveis basicas dever ser conexo e sem ciclos.

Resolvendo:

0 -3 -2 -1 -2
2| 0+6 — — — 15-0
214 3|14 414 5 0

3 5 — — 15 —
312 24 5 21-1 0

4| 3-0 10 12 - 0
4 1 210 3]-2 0

6 = min{3,15} =3

0 -1 0 -1 -2
2| 3+0 - - - 12-0
212 3|12 414 5 0

3| 5-6 — - 15 0
310 2|2 5 21-1 0

2 - 10 12 - 3
4 1 212 3 0

6 = min{5,12} =5

0 -1 0 0 -2

2 8 - — 7
2 3|12 413 5 0

2 — - - 15 5
1 1 2|3 5 2 0

2 - 10 12 3
2 1 211 3 0

Custo = 80

Solucao éptima: 1i>A;31—0>B;3£>C;2£>D
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Problema 2

(a) Formulagao como problema de transportes:

L1 L2 L3 RP1 RP2 X
P1/F1 |77 94 74 0 00 0 | 120
P1/F2 | 77 95 81 0 00 0 | 120
P2/F1 |72 89 69 oo 0 0| 80
P2/F2 | 92 110 96 ¢ 0 0 | 80

50 70 60 120 80 20 400

Pi/Fj — quantidade exportada a partir da fabrica Pi através da fronteira Fj.

X — coluna introduzida para equilibrar a oferta com a procura. Corresponde as
quantidades que ficarao nas fabricas.

RPi — Restrigao respeitante a fabrica Pi e que garante que o somatdério do que
atravessa as duas fronteiras, vindo da fabrica Pi, ndo excede a oferta em Pi.

(b) Solugao inicial pela regra dos custos minimos:

30 - 60 10 | 100 90 30 O
23 40 20 0
20 70 - - 90 70 O
34 52 38 0
50 70 60 10
20 0 0 0
0
Aplicando o algoritmo de transportes:
0 18 -3 -23
23 | 30440 - 60 10-6
23 | -1 40 20 0
34| 20-0 70 - 0
34 92 |7 38 |-11 O
0 =10
0 18 -3 -34
23 | 40-0 6 60 -
23 | -1 40 20 111 0
34 | 10+6 | T70-0 - 10
34 92 | 7 38 0
0 =40
0 18 -2 -34
22 - 40 60 -
1 23 40 20112 O
34 50 30 - 10
34 52 1 6 38 0

Quadro 6ptimo
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Solucao éptima:

De Para Quantidade

F1 L1
L2
L3
F2 L1
L2
L3

0
40
60
50
30

0

Custo 6ptimo = 6060
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Problema 3

Producao

25

1.08

Entrega

1.095

Mes de entrega

1 2 3 4 X

111080 1.095 1.110 1.125 0

Meés de 2 00 1.110 1.125 1.140 O
producao 3 00 o0 1.100 1.115 O
4 o0 o0 00 1.130 0

10 15 25 20 30

25
35
30
10
100

(segue-se a resolucao pelo algoritmo de transportes)

ok

15

25

20
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Problema 4

(a) Formulagao como problema de transportes:

Destinos
a 32 4ga Ba ga X
Novos 10 10 10 10 10 O | 60+50+80+440+50
Origens Usadosna2® |oco oo 2 2 2 0 |60
Usadosna 32 | o oo oo 2 2 0 |50
Usadosna42 | co oo oo o0 2 0 |80
60 50 80 40 50 190

(b) ---
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Problema 1

Existem quatro desenhadores para desenhar quatro projectos. Embora todos possam
cumprir essas tarefas, as suas eficiéncias relativas variam de trabalho para trabalho.
Com base em desempenhos ja conhecidos, produziu-se a seguinte tabela de custos:

Dy Dy D3 Dy
P 8 7 9 9
Py 5 2 7 8
Ps 6 1 4 9
Py 2 3 2 6

3

O objectivo é afectar os desenhadores aos varios projectos de modo a minimizar o
custo total de desenho.
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Problema 2

Uma fabrica possui quatro locais (1,2,3,4) para receber trés maquinas novas (A,B,C).
O local 4 é demasiado pequeno para conter a maquina A. O custo da manipulagdo dos
materiais que sao processados nas maquinas, em centenas de escudos/hora, envolvendo
cada maquina com as respectivas posicoes, é o seguinte:

W w o=
W~
R | W
[\CRNGUIE TN

A
B
C

Pretende-se determinar que local ocupard cada uma das novas maquinas, com o ob-
jectivo de minimizar o custo total de manipulagao dos materiais.
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Problema 3

Dois jovens recém-casados, Romeu e Julieta, querem dividir as tarefas domésticas entre
si, de forma a que cada um tenha o mesmo nimero de tarefas (duas para cada um) e de
forma a que o tempo total gasto por semana seja mantido no minimo.

(a) Considerando a tabela seguinte, onde se encontram os tempos que cada um deles
gasta a executar cada uma das tarefas, resolva o problema deste casal.

Compras Cozinha Limpeza Roupa
Romeu 2 6 4 3
Julieta 1.5 8.5 5.5 4

(b) Considere agora que, ap6s uma negociagao assaz dificil, Romeu conseguiu com que a
restricao das duas tarefas para cada um fosse levantada, isto é, todas as combinacoes
do numero de tarefas atribuidas a cada um sao possiveis.

Reformule o problema atendendo a esta nova situacao.
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Problema 4

A empresa de transportes Asa de Luxo comprou 3 novos pequenos avioes. Apds um estudo
de mercado foram identificados 4 possiveis destinos para os novos voos a estabelecer: Monte
Carlo, Ilhas Canarias, Biarritz, e as Ilhas Gregas. Para cada um dos destinos foi estimado
o lucro (em M$) que cada um dos avides proporcionaria:

Destino A1 A2 Ag
Monte Carlo 8 11 10
IlThas Canédrias | 10 9 9
Biarritz 9 4 8
Ilhas Gregas 6 7 )

Numa reunido, o administrador da Asa de Luxo (que possui um apartamento em
Biarritz) decidiu que Biarritz seria necessariamente o destino de um dos trés avioes.

Por outro lado, o Director de Marketing considerou que, por uma questao de estratégia,
se deveria atingir o maior nimero possivel de destinos, ndao enviando portanto mais do
que um aviao para cada destino.

O responsavel pela manutencdao chamou a atengao para o facto de os avides Ay e As
nao poderem aterrar nas Ilhas Gregas.

Decida que aviao deve seguir para cada destino e ganhe uma viagem gratis para duas
pessoas, para um destino & sua escolha (oferecida pela Asa de Luxo, claro!...).
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Problema 5

Para o preenchimento de 5 lugares, foi pedido a 5 candidatos que manifestassem as suas
preferéncias. Estas foram expressas da seguinte forma:

e indiferenca relativamente ao lugar: |ind |;

e preferéncia positiva: numa escala de +1 a +10;

e inconveniente: numa escala de -1 a -10.

Candidatos
1

U = W N

Lugares
1 2 3 4 15
5 | 48 | -1 |lind|| +4
4 |2 ] 42 [ +3 | +2
lind| | [ind|| -5 -1 | 43
B3 43 42 [ 2 |1
-1 | 45 |[ind]| +3 | 45

(a) Atribua os lugares aos candidatos por forma a maximizar a satisfagao global das

preferéncias;

(b) Resolva o problema de modo a que o candidato menos satisfeito seja “colocado” com
o minimo de “inconveniéncia”.
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Problema 6

Uma companhia de navegagao aérea assegura, entre trés cidades (A, B, C), os servigos

representados na tabela seguinte:

Voo n® | Partida as Chegada as
de a
1 A 09h00 B 12h00
2 A 10h00 B 13H00
3 A 15h00 B 18HO00
4 A 20h00 C 24H00
5 A 22h00 C 02HO00
6 B 04h00 A 07HO0
7 B 11h00 A 14H00
8 B 15h00 A 18HO00
9 C 07h00 A 11HO00
10 C 15h00 A 19H00

O custo de espera de um aviao no solo é considerado como proporcional ao tempo de

espera.

Organize os voos (encadeando-os e associando-os aos avides necessarios), por forma a

minimizar os custos globais de espera no solo.

Nota: Considere apenas o caso de definicdo de um ciclo didrio, isto é, faca o planea-

mento para um periodo de 24 horas.
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Problema 1
8171919
.. 512|718
Primeiro quadro do problema 611409
213126
110122
Subtraccao em cada linha do menor ele- 31056
mento dessa linha 510138
0|1(0]4
110(2]0
Subtraccao em cada coluna do menor el- 31054
emento dessa coluna 5101316
0[10]2
1 2
. B 3 5| 4
2 jteragao (3 < 4) 5 376
0 02
0 0
o 2 1] 4
2 jteragao (3 < 4) 1 51 6
0 013
2 |1 [[0]
Solugao éptima (4 = 4) - 4
4

O custo da solugao 6ptima (soma dos tempos) é 17.
Uma possivel solucao 6ptima seria:

e D)y<— P
e Dy<— P
o Dy<— P3

e D) <— P,
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Problema 2

Quadro inicial.
Foi acrescentada uma maquina ficticia,

para que o problema de afectacao ficasse 1 2 3 4
na forma standard (nimero de méquinas A 5 1 3
igual ao numero de locais disponiveis B 31 4 3
para colocar méquinas). C 3 3 4 2
Para impedir que a maquina A ficasse no Ficticia [0 0 0 O
local 4, considerou-se que o custo associ-
ado a essa afectagao era infinito.
Subtraccao em cada linha do menor ele- 410]2]
mento dessa linha 21013 2
Subtracgdo em cada coluna do menor el- 1(1(210
emento dessa coluna 0(0|0] O
4 2
2 3| 2
12 iteragao (3 < 4) I 5o
6 616
y D do
1
Solugao éptima (4 = 4) 1 ]

O custo da solugao 6ptima (soma dos tempos) é 6.
Uma possivel solucao 6ptima seria:

o A= 2
e B<—1
o (—14

o ['«—3
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Problema 3

(a) Quadro inicial:

Compras Cozinha Limpeza Roupa

Romeu 1 2 6 4 3
Romeu 2 2 6 4 3
Julieta 1 1.5 8.5 5.5 4
Julieta 2 1.5 8.5 5.9 4
0142] 1
Subtraccao em cada linha do menor ele- 014121
mento dessa linha 071425
01714125
0/0]0] O
Subtracc¢ao em cada coluna do menor el- 0[(0{0| O
emento dessa coluna 01312]15
013|215
01016
00610
2 jteragao (3 < 4) 31215
31215
sl oo
L 50— {0116
Solugao 6ptima (4 = 4) 15105
1.5 0.5

O custo da solugao 6ptima (soma dos tempos) é 15.5.

Uma possivel solucao 6ptima seria:

e Romeu <= cozinha

o Romeu <= limpeza

Julieta <= compras

Julieta <= roupa

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



Ezercicios de Afectagdo
Resolugades 96

(b) Quadro inicial:

Compras Cozinha Limpeza Roupa Nadal Nada2 Nada 3 Nada4

Romeu 1 2 6 4 3 0 0 0 0
Romeu 2 2 6 4 3 0 0 0 0
Romeu 3 2 6 4 3 0 0 0 0
Romeu 4 2 6 4 3 0 0 0 0
Julieta 1 1.5 8.5 5.5 4 0 0 0 0
Julieta 2 1.5 8.5 5.5 4 0 0 0 0
Julieta 3 1.5 8.5 5.5 4 0 0 0 0
Julieta 4 1.5 8.5 5.5 4 0 0 0 0
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Problema 4
Quadro inicial. Destino A1 Ay As Ficticio
Problema de maximizagao. Monte Carlo 8§ 11 10 ?
Acrescentou-se um aviao ficticio para IThas Candrias | 10 9 9 ?
que numero de avides = numero de des- Biarritz 9 4 8 ?
tinos. Ilhas Gregas 6 7 5 ?
Destino Ay Ay Az Ficticio
Problema de minimizacao. Monte Carlo 3 0 1 ?
Complemento para 0 maximo dos el- IThas Candrias | 1 2 2 ?
ementos da matriz. Biarritz 2 7 3 ?
Ilhas Gregas 5 4 6 ?
Para evitar que A; ou A3 sejam afectos
as Ilhas Gregas, coloca-se co no custo 3 ToT 1710
dessa afectacao.
. e . 112 2 0
Para obrigar que um dos avides reais 5 T7 T3 T o
va para Biarritz, impede-se que o aviao 1 0
ficticio seja afecto a Biarritz, colocando s s
oo no custo dessa afectagao.
Subtracc¢ao em cada coluna do menor el- 2101010
emento dessa coluna 012|110
Subtraccao em cada linha do menor ele- 0161 |
mento dessa linha o |40 ]| 0
201067906
n ~ 201
2 jteragao (3 < 4) 61 1 =
x| 4|
3 1
Solugao 6pti 4 |
olugao 6ptima (4 = 4) T %
o0 oo | |(

O valor (lucro) da solugao éptima é 29 MS.
Uma possivel solugao 6ptima seria:

e Ay <= Ilhas Candrias

Ay <= Monte Carlo

A3 <= Biarritz

Ficticio <= Ilhas Gregas
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Problema 5
(a) Atribuir os lugares aos candidatos por forma a maximizar a satisfagao global das
preferéncias:
Lugares
Quadro inicial Candidatos | 1 | 2 3 4 5
uadro inicial. 1 FTR 1 0 [ +4

Associar um valor zero as afectacdes

nd 2 4| 42| +2 | 4+3 | +2
B hema de i 3 0] 0] 5| -1]+3
roblema de maximizacao. 4 ST 2 2
5 145 0 | +3] 45
Lugares
Candidatos | 1 | 2 |34 | 5
Somar +5 a todos os elementos, para que 1 01345 9
todos os elementos > 0. 2 117|787
Problema de maximizacao. 3 515104 8
4 218|713 4
5 4110|5810
131019 |8 |4
Problema de minimizacao. 1216 6 |5 |6
Complemento para 0 maximo dos el- 8 |8[13]9 |5
ementos da matriz. 11156 [|10]9
9 |3 513
~ 1008|814
Subtraccao em cada linha do menor ele- 2 11lo0l011
mento de~ssa linha 03T 71410
Subtraccao em cada coluna do menor el- 301005 1
emento dessa coluna s To0l2 210
10[[o]] 8| 8] 4
4 0]t
12 iteragao (5 = 5) @ 4 1o
Solugao 6ptima 3 511
3 4 | 2
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O valor da solugao 6ptima é 18.

Uma possivel solucao 6ptima seria:

e Candidatol <= Lugar?2
e Candidato2 <= Lugar4
e Candidatod <= Lugarl
e Candidato4 <= Lugar3
e Candidatob <= Lugarb
(b) A resolucao do problema de modo a que o candidato menos satisfeito seja “colo-

cado”com o minimo de “inconveniéncia”, corresponde a resolver um problema de-
nominado “Bottleneck Assignment Problem”.

S [+8]] 1 ] o | +4

Considere-se entao uma afectacao inicial -4 | +2 | +2 | +3 ‘ +2
igual a afectacao 6ptima obtida na alinea @ 0 -5 -1 +3
(a): 3 +3 [[+2]] 2 | 1

1| +5 ] 0 | +3 [[+5]

Min{0,8,2,3,5} =0 t{fo][1]1]o

Faga-se entao a seguinte substituicao: 1100|010
111 1 1

e valores >0 — 0 T o @ 1 @

e valores <0 —1 1] 0 1 @ 0

Dado que a primeira coluna do quadro sé tem valores = 1, a afectacao ptima para
o “Bottleneck Assignment Problem”é a obtida na alinea (a).
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Problema 6

Para resolver o problema proposto, é necessario comecar por determinar, para cada aero-
porto, que voo deve realizar um aviao que tenha chegado no voo x. O objectivo serd a
minimizacao do tempo de espera em cada aeroporto.

Ter-se-ao entao que resolver 3 problemas de afectagdo (um para cada aeroporto). Esses
problemas poderao ser resolvidos com quadros independentes ou entao com um quadro
dnico:

Voo de Voo de partida
chegada | 1 | 2 | 3 |4 | 5|6 | 7|81 910
1 oo |oco|oo|oo|oco|16]|23 | 3 | oo |
2 oo |oo|oo | |oo|15]22) 2 |0 | x
3 o |oo|oo|oo|oo|10|17 |21 |00 | 0
4 o0 |oco|oo ||| | |ocol| 7|15
b 0| |||l ||| ]| 5|13
6 2 13| 8 |13]15|c0 |00 ]|00| 00|00
7 191201 1 | 6 | 8 oo o0 |00 | 00| 00
8 15116 (21| 2 | 4 |co| o0 |00 | 00| 00O
9 221231419 o0 | oo | oo | 0| oo
10 14115120 | 1 oo | oo | oo | 0| oo
||| ool | b | 5|0 ||
|||l | b | 5|0 ||
Subtracc¢ao em cada coluna o0 |00 oo oo |oo| 0] 0 190000
do menor elemento dessa 00|00 |o0|oo|oo|oo|oojoo| 0] 0
coluna || |ow|low|ow ||| 00
Subtrac¢do em cada linha 0] 0|7 [12|12|c0| 00| 0| 00| 00
do menor elemento dessa 171171 0 | 5| 5 |oco|oo| o0 | 00| 00
linha 121121191 0 | 0 |oco | o0 | 00 |00 | 00
171171 0 | 5| 5 |oo|oo|o0| x|
121121191 0 | 0 |oo | o0 | 00 |00 | 00
00 | 00 oo oo | b 5 00
oo | 00 o0 | oo | b 5} oo | oo
a ~ oo 9,9 9,9) 9,9 9,9 o0 0 6
12 iteragao (8 < 10) .
0—6 2112tocToo S RS
17 | 17 9| b ||| ]|0|
21 12191—0—10—"FooTo0 0000
17 | 17 5 | b |oo|oo|x|o0|
12+12+19+0—1"0—"F0o0100 0000
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22 jteracao (9 < 10) Sl I o e el A
> 0 01211211200 oo oo oo 100
12 | 12 00| oo | oo | oo| oo
12 | 12 | 24 o0 | oo | oo |oo| oo
12 | 12 o0 | oo | oo | oo| o
12 |12 | 24 o0 |0 | oo | oo | oo
L n I Inll n
\VJ lil U o, ) |9, )
s Tl n [ o4
li, U Zx o, ) |9, V)
X0 o0 o,V o) Fod 0
o9
32 iteragio (10 = 10) o0 ~x oo o | 01 [0]
Solucao éptima. 24124 | 24| 00 |00 | 00| 00| 00
00 | 00 | o0 | 0o 00
24 00 | 00 | o0 | 0o 00
00 | 00 | o0 | 0o 00
24 00 | 00 | o0 | 0o 00

Uma possivel solucao 6ptima sera:

Voo de chegada 1 <= Voo de partida 8
Voo de chegada 2 <= Voo de partida 7
Voo de chegada 3 <= Voo de partida 6
Voo de chegada 4 <= Voo de partida 9
Voo de chegada 5 <= Voo de partida 10
Voo de chegada 6 <= Voo de partida 1
Voo de chegada 7 <= Voo de partida 3
Voo de chegada 8 <= Voo de partida 4
Voo de chegada 9 <= Voo de partida 2

Voo de chegada 10 <= Voo de partida 5

Construindo uma “cadeia” por concatenagao das solugoes encontradas obtém-se:

1l—8—=4—=9—=2—=T"T=3=06=1

5—10—=5

O plano diario dos voos esta representado na figura seguinte:
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Turno 1

Turno 2

Turno 3

Turno 4

Turno 5

|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|

OO OO r—O
O——0
B
O U SO

Voo Voo Voo
°5 '@ 10 ’ < ) < ) 5 ’

Aeroporto de Nimero do Aeroporto de
partida Voo chegada

z

Sao portanto necessérios 5 avioes. Contudo, para que se verifique o “encadeamento” 6ptimo
encontrado, 4 avides deverao rodar nos turnos 1 a 4 e o 52 aviao deve fazer o turno 5, num
ciclo de 4 dias (A;, avido i).

Turno 1 2 3 4 5)
1 A Ay Az Ay A
Ay Ay A, As Ay
As Ay Ay Ay As
Ay A3 Ay A Ay
As As As As Aj

QU = W N
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Problema 1

De trés depdsitos A, B e C, dispondo respectivamente de 20, 10 e 35 toneladas de um
dado produto, pretende-se fazer chegar a trés destinos D, E e F, respectivamente 25, 20 e
20 toneladas do produto. As disponibilidades de transporte em camiao entre os diferentes
pontos, sao as seguintes:

D E F
A|l15 10 —
B| 5 — 10
cl10 5 5

Estabeleca o melhor plano de transportes.
(Sugestao: considere um no ficticio agregando a oferta e um né ficticio agregando a
procura).
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Problema 2

Considere a seguinte rede, em que os niimeros nos arcos representam a capacidade do arco
(quantidade de fluxo que o pode atravessar):

10 5 10,
20 1 5

Determine o fluxo méximo possivel (entre os nés 1 e 6) e represente os fluxos na rede
na situagao de fluxo maximo.
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Problema 3

Considere a seguinte rede, em que os niimeros nos arcos representam a capacidade do arco
(quantidade de fluxo que o pode atravessar):

15

10

Determine o fluxo méximo possivel (entre os nds 1 e 7) e represente os fluxos na rede
na situacao de fluxo maximo.
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Problema 1

O problema proposto é um problema de fluxo méaximo. Seguindo a sugestao do enunciado,
acrescentou-se ao problema um né ficticio (X) agregando a oferta dos depésitos A, B e
C' e um né ficticio (Y') agregando a procura dos destinos D, E e F. A rede inicial esta
representada na figura seguinte.

—1f=0 f=0_p

Seguindo o algoritmo de fluxo maximo, seleccionou-se um caminho nao saturado entre
0 n6 de entrada e o nd de saida. O caminho seleccionado foi X — A — D — Y. Esse
caminho tem uma capacidade maxima de 15 (capacidade do ramo com menor capacidade
A — D). Na figura seguinte o ramo A — D foi representado a trago mais grosso e somou-se
15 ao fluxo de entrada e de saida.

(25,15)

—f=15 (20,0) f=15—»

O caminho nao saturado seleccionado a seguir foi X — B — F — Y. Ksse caminho
tem uma capacidade méxima de 10 (capacidade dos ramos com menor capacidade X — B
e B — F). Na figura seguinte os ramos com menor capacidade X — B e B — F foram
representados a traco mais grosso e somou-se 10 ao fluxo de entrada e de saida.
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(25,15)

—1f=25 (10,10) (20,0 f=25—»

/ (10,10)
(5,0)g@/

O caminho néo saturado seleccionado a seguir foi X — A — F — Y. Esse caminho
tem uma capacidade maxima de 5 (capacidade do ramo com menor capacidade X — A).
Na figura seguinte o ramo com menor capacidade X — A foi representado a trago mais
grosso e somou-se 5 ao fluxo de entrada e de saida.

(25,15)

—1=30 (10,10) (20,5) f=30-—»

/ (10,10)
(S,O)W

O caminho nao saturado seleccionado a seguir foi X — C — D — Y. KEsse caminho
tem uma capacidade maxima de 10 (capacidade do ramo com menor capacidade C' — D).
Na figura seguinte o ramo com menor capacidade C — D foi representado a traco mais
grosso e somou-se 10 ao fluxo de entrada e de saida.

=40 f=40_»

/ (10,10)
(5,0)g@/

O caminho nao saturado seleccionado a seguir foi X — C — F — Y. Esse caminho
tem uma capacidade maxima de 5 (capacidade do ramo com menor capacidade C' — FE).
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Na figura seguinte o ramo com menor capacidade C' — E foi representado a trago mais
grosso e somou-se 5 ao fluxo de entrada e de saida.

(25,25)

—f=45 (10,10) (10,10) (20,10) f=45_»

(20,10)

(10,10)
(5,0)g@/

O caminho nao saturado seleccionado a seguir foi X — C' — F — Y. KEsse caminho
tem uma capacidade maxima de 5 (capacidade do ramo com menor capacidade C' — F).
Na figura seguinte o ramo com menor capacidade C' — F' foi representado a trago mais
grosso e somou-se 5 ao fluxo de entrada e de saida.

(20,20) (25,25)
. (5,0)
=50 (10,10) e (10,10) (20,10) f=50_p

(20,15)

/ 10,10)
(5,5)4®/

L4
g

.  Corte minimo

]

Na figura anterior estd representado um corte minimo (que separa totalmente a entrada
da saida). Pode-se entao afirmar que o fluxo maximo nesta rede (a quantidade maxima
de toneladas que pode ser transportada dos depdsitos para os destinos) é 50.

O melhor plano de transportes sera entao:

D E F
Al 5 —
B0 — 10
cl|10 5 5

Os destinos E e F' nao sao completamente abastecidos, nao porque nao exista disponi-
bilidade nos depésitos (C' ficou ainda com 15 toneladas), mas porque a disponibilidade de
transporte nao o permite. Para resolver este caso concreto seria necessario incrementar as
disponibilidades de transporte a partir de C', nomeadamente para F e F'.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



FExercicios de Fluxo Mdximo
Resolugades 111

Problema 2

A rede inicial estd representada na figura seguinte.

/

(10,0) 5.00 " (10,0)
=0 (15,0)@ (12,0>®@ f=0_»
(20,0) 150)  (5.0)

\

Seguindo o algoritmo de fluxo maximo, seleccionou-se um caminho nao saturado entre
o n6 de entrada e o né de saida. O caminho seleccionado foi 1 — 4 — 5 — 6. Esse
caminho tem uma capacidade méxima de 15 (capacidade do ramo com menor capacidade
4 — 5). Na figura seguinte o ramo 4 — 5 foi representado a trago mais grosso e somou-se
15 ao fluxo de entrada e de saida.

/

(10,0 (5,0) (10,0)

=15 (15,0)

(12.0) wfﬁ»
(20,15) (15,15) 5,0

¢

\

O caminho nao saturado seleccionado a seguir foi 1 — 2 — 6. Esse caminho tem uma
capacidade maxima de 10 (capacidade dos ramos com menor capacidade 1 — 2 e 2 — 6).
Na figura seguinte os ramos com menor capacidade 1 — 2 e 2 — 6 foram representados a
trago mais grosso e somou-se 10 ao fluxo de entrada e de saida.
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/

(10,10) (5,0) (10,10)

—f=25 (15,0) (12,0) (20,15) =25 »

¢

(20,15) (15,15)  (5,0)

\

O caminho nao saturado seleccionado a seguir foi 1 — 3 — 5 — 6. Esse caminho tem
uma capacidade méxima de 5 (capacidade do ramo com menor capacidade — 5 — 6). Na
figura seguinte o ramo com menor capacidade 5 — 6 foram representados a trago mais
grosso e somou-se 5 ao fluxo de entrada e de saida.

/

(10,10) (5,0) (10,10)

— =30 (15,5) (12,5) (20,20) f=30_p

¢

(20,15) (15,15)  (5,0)

\

O caminho nao saturado seleccionado a seguir foi 1 — 4 — 6. Esse caminho tem uma
capacidade méxima de 5 (capacidade dos ramos com menor capacidade 1 — 4 e 4 — 6).
Na figura seguinte os ramos com menor capacidade 1 — 4 e 4 — 6 foram representados a
trago mais grosso e somou-se 5 ao fluxo de entrada e de saida.

, Corte minimo

/

(10,10) (5,0) (10,10)

.

—1£=35 (15.5) (12,5) €20,20) f=35—»

¢

(20,20) (15,15 (5.5 -

\

Na figura anterior esta representado um corte minimo (que separa totalmente a entrada
da saida). Pode-se entao afirmar que o fluxo méximo nesta rede é 35.
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Problema 3

Corte minim

(15,9)
_ 34 34

(10,10)

Na figura anterior esta representado um corte minimo (que separa totalmente a entrada
da saida). Pode-se entao afirmar que o fluxo méximo nesta rede é 34.
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Problema 1

Considere a seguinte rede:
2
15 % % 21
@< 4 v 6 ;‘,@)
9 / L 7
16@/

(a) Usando o algoritmo de Dijkstra, determine a distancia minima do n6é 1 ao né 6 e
indique o respectivo caminho.

(b) Pode, apenas a partir dos célculos feitos em (a), dizer qual é a distancia minima do
né 1 ao né 47 Justifique.

(c) Poderia, nas mesmas circunstancias, indicar qual a distancia minima entre os nés 2
e 67 Justifique.
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Problema 2

A esquadra da PSP de Cedofeita (Porto) recebeu um pedido muito urgente para intervir
numa tentativa de assalto numa ourivesaria localizada numa rua préxima.

O Comando Operacional deseja conhecer qual serd o melhor trajecto a tomar, por
forma a minimizar o tempo da viagem até ao objectivo pretendido. Usando um mapa
daquela zona da cidade, representado esquematicamente na figura, e conhecidos os tempos
(médios, em segundos) necessarios para percorrer cada um dos trogos de rua representados,
utilizaram entdo o algoritmo de Dijkstra para determinar esse caminho mais curto (e,
entretanto os ladroes...).

Coloque-se no lugar do Comando, e, partindo da rede apresentada, encontre esse cam-
inho minimo.

o
== .
i

]

5]

Ly

c
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Problema 3

Considere um tabuleiro com 3 x 4 quadriculas. Cada quadricula contém um numero:

0]4]13|6
7181618
213|118

O objectivo do jogo consiste em deslocar um peao desde o canto superior esquerdo até
ao canto inferior direito, através de uma sequéncia de movimentos para a direita ou para
baixo, de forma a minimizar o somatdério dos pontos correspondentes as quadriculas por
onde se passou.

(a) Formule este jogo como um problema de caminho minimo.

(b) Resolva-o, usando uma das técnicas estudadas na cadeira.
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Problema 4

O Sr. Ven de Dor, técnico de vendas, vai comprar um carro novo. Dadas as caracteristicas
da profissao do Sr. Ven de Dor, o veiculo sofrerda uma utilizacao muito grande, o que implica
que, apesar de o Sr. Ven de Dor se ir reformar daqui a 3 anos, possa ser economicamente
mais favoravel trocar de carro ao fim de 1 ou 2 anos, em vez de o manter durante os 3 anos.
Isto sobretudo porque os custos de utilizagao e manutencao crescem muito rapidamente
com o envelhecimento dos veiculos.

O Sr. Ven de Dor sentou-se a sua secretaria e calculou o custo total, preco de um
carro novo menos o que o stand da pelo usado, mais os custos de utilizacao e manutencao
(oficina...), de comprar um carro novo no ano i e trocé-lo no fim do ano j (o ano 0 é agora).
Na tabela seguinte estao representados (em milhares de escudos) os custos calculados pelo
Sr. Ven de Dor.

0 1 2
1] 800

il2] 1800 1000
313100 2100 1200

Assim, por exemplo, trocar o carro agora comprado (fim do ano 0) no fim do ano 1 e
depois manter o carro comprado no fim do ano 1 até ao fim do ano 3, corresponde a um
custo de 800 + 2100 = 2900.

O Sr. Ven de Dor tem que decidir quantas vezes deve trocar de carro (se alguma) de
forma a minimizar a sua despesa total com carros durante estes 3 anos.

(a) Formule este problema como um problema de caminho minimo.

(b) Resolva o problema utilizando o algoritmo de Dijkstra.
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Problema 5

O Pais Azul foi subitamente atacado pelas tropas do Pais Verde. O Estado-Maior das
Forcas Azuis reuniu de imediato para decidir sobre as movimentacoes de tropas que se
deviam efectuar, de modo a fazer frente a invasao das Forg¢as Verdes.

O Estado-Maior das For¢as Azuis foi informado que o ataque se estava a processar em
3 frentes distintas, com nomes de cédigo f1, B2 e O3. Chegou-se de imediato a conclusao
que seria necessario transportar duas divisoes de combate para (31, uma divisao para (2 e
uma outra para (3. As Forcas Azuis dispunham nessa altura de 5 divisoes de combate nas
cidades mais proximas da fronteira atacada, duas aquarteladas em «; (em cddigo, claro!),
duas em a9 e uma aquartelada em a3 . Essas divisoes poderiam ser transportadas para os
locais em perigo, contudo os Avides Verdes ja sobrevoavam o Pais Azul, e a movimentagao
das divisoes teria que se fazer com o menor risco humano possivel.

Apébs uma rapida inspeccao do mapa do territério fez-se o esquema da figura seguinte,
onde se representam as estradas que podem ser utilizadas pelas divisoes de combate
das Forg¢as Azuis (os valores representados nos trogos dos percursos sao distancias em
kilémetros).

Os generais das Forcas Azuis, peritos em Investigacao Operacional, precisavam de
decidir de que aquartelamento deviam seguir as divisdes necessarias em (1, 02 e B3. O
objectivo era a minimizacao das perdas humanas, relacionado directamente com o perigo
de bombardeamento.

Durante a reunidao do Estado-Maior das For¢as Azuis, o general de 20 estrelas Foj
(em c6digo, como nao podia deixar de ser) disse: “O perigo de bombardeamento das
divisdes em movimento pode ser considerado como directamente proporcional a distancia
entre cada « e cada . Nesse caso devem-se usar essas distancias como o perigo que uma
divisao corre ao ser transportada de «; para (3; e aplicar um algoritmo de afectacao para
resolver o problema”. O general Jac acrescentou: “Podiamos também usar um algoritmo
de transportes para resolver o problema, considerando também as distancias como uma
medida para o perigo”. Por fim, o general Soj ordenou “A divisdo que sobrar fica no
aquartelamento respectivo”.

Siga as instrugoes dos generais Foj, Jac e Soj e informe-nos quais foram as decisoes
tomadas pelo Estado-Maior das Forcas Azuis, porque nés somos as Forcas Verdesii!
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Problema 1

(a) Usando o algoritmo de Dijkstra, obtém-se o seguinte quadro:

Nos

iter | 1 2 3 4
0 |0 o0 o oo
0* 15 9* oo
0* 13 9* 12*
0* 13* 9* 12* 18
0* 13* 9* 12* 18*
0* 13* 9* 12* 18*

5
00
00
25

U W N
B
TREL BB

A distancia minima entre o né 1 e o n6 6 é igual a 25. O caminho minimo (1 — 3 —
4 — 5 — 6) estd representado na figura seguinte.

(b) E possivel, apenas a partir dos cdlculos feitos em (a), dizer qual ¢ a distdncia minima
do né 1 ao né 4, dado que essa distancia seria igual ao valor da etiqueta definitiva do
né 4 (12), uma vez que, por defini¢do, o valor da etiqueta definitiva do né i é igual
a distancia minima entre o né ¢ e a origem.

(c) Nao é possivel, apenas a partir dos cdlculos feitos em (a), indicar qual a distancia
minima entre os nés 2 e 6, dado que a distancia minima entre os dois nés nao é igual
a diferenca entre as distancias minimas desses nds a origem.
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Problema 2

Simplificando o mapa da zona da cidade referida, este pode ser representando esquemati-
camente tal como na figura seguinte. Repare que os nds 5, 6 e 7 do esquema inicial formam
um beco sem saida.

Qo
B

12 6 M
) e s

Simplificando ainda um pouco mais a rede da figura, obtém-se a seguinte rede:

11 4
16

9

I
(@)

V' Ourivesaria

Utilizando o algoritmo de Dijkstra, obtém-se o quadro seguinte:

0 8 46" 42 31" 10* 15" 54
0 8 46" 42 31" 10* 15* bH4*

Noés

iter | 1 2 9 10 11 13 14 Owur
0 |0 0 o0 o oo o0 o0 00
1 |0 8 oo o0 oo 10 oo oo
2 |0 8 oo oo oo 10 15 54
3 10 8 oo oo 31 107 15% 54
4 |0 8 oo oo 31" 100 15 54
5 0% 8 47 42* 31* 10* 15 54
6
7
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A distancia minima entre a esquadra e a ourivesaria serd entao igual a 54 e o caminho
minimo serda 1 — 2 — Qurivesaria, ou seja, 1 — 2 — 3 — 4 — 8 — Qurivesaria.
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Problema 3

(a) A formulacdo do jogo descrito como um problema de caminho minimo passa por
fazer corresponder a cada quadricula um nd, que serd numerado de cima para baixo
e da esquerda para a direita: 1, 2, 3, 4, 5, 6 ... Entre quadriculas adjacentes existirao
ramos, orientados de acordo com os movimentos no tabuleiro. A distancia associada
a cada ramo serd o numero constante na quadricula correspondente ao né de chegada.

Na figura seguinte esta representado o problema de caminho minimo associado ao
jogo descrito.

O
ot
OUNPO

(b) A partir da figura e utilizando o algoritmo de Dijkstra, obtém-se o quadro seguinte:

Noés

iter | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 |0 o0 0o o0 00 O 00 00 00 o0 00 00
1 [0 4 o0 o0 7 o0 o0 o0 00 o0 00 00
2 |0 4 7" oo 7 12 00 oo oo oo 00 00
3 |0 4 7 13 7 12 13 oo oo oo oo o0
4 |0 4 7 13 7 12 13 oo 9 oo oo @
5 |0 4 7 13 7 12* 13 o~ 9* 12 oo o0
6 | 0" 4 7 13 7 12* 13 oo 9* 12* oo o
7 o* 4 7 13 7 12* 13 oo 9 12 13 00
8 o* 4* 7 13 7 12* 13* 21 9* 12 13 00
9 |0 4 T 13 T 12* 13* 21 9* 12* 13* o
10 [ 0* 4 7 13 7 12* 13* 21 9* 12* 13* 21*

A solugdo minima para o jogo descrito no enunciado é 21, e corresponde & distancia
minima entre o né 1 e o n6 12. O percurso 6ptimo esta representado a trago grosso
na figura seguinte:
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R
R
e e e
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Problema 4

(a) A representacao do problema do Sr. Ven de Dor como um problema de caminho
minimo estd na figura seguinte.

210
80 1 1000 2 1200
180
310
Fim
do 0 1 2 3 —»
ano:

(b) Partindo da figura e utilizando o algoritmo de Dijkstra, obtém-se o quadro seguinte:

Nos
iter | O 1 2 3
0 |o* 00 00 00

0* 800" 1800 3100
0* 800" 1800* 2900
0* 800" 1800* 2900*

W N =

O caminho minimo, que corresponde no problema ao custo minimo para o Sr. Ven
de Dor, serd 2900. Esse custo corresponde a seguinte politica 6ptima de aquisigao
de automoveis:

O Sr. Ven de Dor deve trocar de automodvel ao fim de 1 ano e deve manter esse
automoével até ao fim do periodo analisado.
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Problema 5

Numa primeira fase, vai ser necessario determinar os caminhos minimos entre os «; e os
B;, para depois usar esses valores tanto no algoritmo de afectacao sugerido pelo general
Foj como no algoritmo de transportes sugerido pelo general Jac.

(a) Determinagao dos caminhos minimos entre ay e os f3;:

iter | ¢y 1 2

o* 1 3
o* 1 2* 3*
o* 1 2* 3*

G g 8|S
g

U W N =

Resultados:

e caminho a; — 1 — 1, com “custo”3;
e caminho a; — 1 — (5, com “custo”5;

e caminho oy — 1 — 2 — (33, com “custo”’4.

(b) Determinacao dos caminhos minimos que partem de «o :

Noés

iter |ag 1 2 [y B B3
0 |0* o0 o0 o0 00 00
1 0 2 2 o0 oo o
2 o* 2+ 2 6 oo
3 0% 2 2 4 6 5
4 |0 2* 2 4 6 b5*
5 0% 2% 2% 4* 6* 5*

Resultados:

e caminho as — 1 — 1, com “custo”4;
e caminho as — 1 — (5, com “custo”6;

e caminho as — 2 — 3, com “custo”b.

(c¢) Determinagao dos caminhos minimos que partem de asg :

Noés
iter lag 1 2 (1 B2 B3
0 |0* 00 o0 o0 00 00
1 0 oo 1" oo oo 4
2 |0 o0 1" 4 6 3%
3 10" oo 1% 4% 6 3*
4 |0 oo 1* 4% 6 3*
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Resultados:

e caminho a3 — 2 — (1, com “custo”4;
e caminho ag — 2 — 3, com “custo”6;

e caminho ag — 2 — 3, com “custo”3.

(a) Seguindo a sugestao do general Foj: “O perigo de bombardeamento das divisdes em
movimento pode ser considerado como directamente proporcional a distancia entre
cada a e cada . Nesse caso devem-se usar essas distancias como o perigo que uma
divisao corre ao ser transportada de «; para (; e aplicar um algoritmo de afectagao

para resolver o problema’.

Utilizem-se entao os valores obtidos pelo algoritmo de caminho minimo, para o algo-
ritmo de afectagao. O destino X no quadro abaixo corresponde a ordem do general
Soj “A divisdo que sobrar fica no aquartelamento respectivo”.

Divisoes necessarias
Divisdes | 81 (1 B2 B3
disponiveis | 1 2 3 4 X
a1 1 3 3 5 4 0
a1 2 3 3 5 4 0
Q9 3 4 4 6 5 0
Qg 4 4 4 6 5 0
Qs 5 4 4 6 3 0
1 2 3 4 X

1 -6—6—"06—71—96

2 -—06—"06—71+¢

311 1 1 2 4 tracos < 5

411 1 1 2

5 +H—1—1-96

1 2 3 4 X

1

2 5 tragos, solucao 6ptima com custo 3 +

3 3+64+3+0=15.

4

5

A conclusao deste estudo € a seguinte:

e as duas divisoes aquarteladas em «; devem ir para /31 (passando por 1);

e uma das divisoes aquarteladas em s deve ir para (33 (passando por 1) e a outra

deve-se manter em

e a divisao aquartelada em ag deve ir para 33 (passando por 2).

O custo (perigo) total da solugao sera 15.
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(b) Seguindo a sugestao do general Jac: “Podiamos também tentar usar um algoritmo
de transportes para resolver o problema, usando também as distancias como uma
medida para o perigo”.

Utilizagao dos valores obtidos pelo algoritmo de caminho minimo, para o algoritmo
de transportes:

By B, B X

a, 3 5 4 o |2
o, 4 6 5 o |2
o 4 6 3 0 |1

Obtencao da solugao inicial pela regra dos custos minimos:

1 - - 1 210
3 5 4 0

1 1 - -~ |210
4 6 5 0

- - 1 0 |10
4 6 3 0

2 A 1 1

1 0 0 0

0

Primeiro quadro do algoritmo de transportes:
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0 2 0 3
149 | - ~- | 19

3 3|0 5|1 4 0

1-0 1 - 0
4 4 6| 1 5 1 0

- - 1 0
3 1 411 6 3 0

Do quadro anterior retira-se que 6 = 1 e pode-se obter segundo quadro do algoritmo
de transportes:

0 2 1 4
2 - - -

8 3]0 5 1 4] 1 0
0 1 -- 1

4 4 6| 2 5 0
-- -- 1 0

4o 4]0 6 3 0

A conclusao deste estudo é igual & obtida pelo algoritmo de afectacao (como seria
de esperar):

e as duas divisoes aquarteladas em «; devem ir para /31 (passando por 1);

e uma das divisoes aquarteladas em s deve ir para (33 (passando por 1) e a outra
deve-se manter em

e a divisao aquartelada em a3 deve ir para 33 (passando por 2).

O custo (perigo) total da solugao serd 2 x 3+1x6+1x0+1x 3 =15.
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Problema 1

O banco TTM (Tostao a Tostao se faz um Milhao) decidiu transferir e ampliar a sua
sede e servigos centrais para a cidade do Porto. Este projecto foi dividido em tarefas,
tendo as suas precedéncias sido estabelecidas e os tempos de execucao médios, e seus
desvios-padrao, estimados:

Actividade  Descrigao Duragao Desvio- Actividades
média Padrao imediatamente
(semanas) (semanas) posteriores
LO Obtencao de licengas de obras 5 1 OA, ME RTF
OA Obras de alteracao do edificio 21 2 11
ME Medicao do espago 1 0 PAI, PAM
RTF Recrutamento e treino dos funciondrios 21 1 M
PAI Planeamento e aquisigdo de infra-estruturas 24 1 1I
II Instalagao de infra-estruturas 7 1 M
PAM Planeamento e aquisicdo de mobilidrio 10 1 IM
IM Instalagdo de mobilidrio 1 0 M
M Mudanga 0 —

(a) Desenhe a rede de actividades correspondente ao projecto.
(b) Calcule as folgas totais e livres e determine o caminho critico.
(c) Qual é a probabilidade de o projecto se atrasar 2 semanas ou mais?

(d) Durante a execugao do projecto conclui-se que as actividades OA e PAM sofrerao
atrasos de 4 e 8 semanas, respectivamente. Serd necessario alterar a execucao dessas
actividades para que a data prevista para a conclusao do projecto nao seja compro-
metida? Justifique.
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Problema 2

No quadro seguinte estao representadas as actividades que constituem um determinado
projecto. Para cada uma é fornecida a sua duragao e as actividades que lhe sdo imediata-
mente posteriores:

Actividade  Duragao Actividades

média imediatamente
(semanas) posteriores

A 2 G

B 4 —

C 7 E, 1B
D 3 A F

E 3 G

F 3 I B

G 4 H

H ) —

1 9 H

Desenhe a rede de actividades associada a este projecto e determine o caminho critico
e as folgas totais e livres de todas as actividades do projecto.
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Problema 3

Considere o seguinte projecto:

Actividade  Duragao Desvio- Actividades
média Padrao  imediatamente
(semanas) (semanas)  precedentes
A 8 3 D
B 1 0 H
C 5 1 —
D 8 2 —
E 10 3 C, D
F 6 2 H
G 4 1 B, 1, J
H 5 1 AE
I 9 2 D
J 2 0 AE

(a) Trace a rede de actividades para este projecto.
(b) Defina o caminho critico (em termos de duragoes médias).
(c) Defina as folgas médias (total e livre) das actividades H, J e L.

(d) Determine a probabilidade de o projecto estar concluido antes da semana 27 (admita
que o projecto arranca no inicio da semana 0). Critique a estimativa da probabilidade
obtida.

(e) Qual a probabilidade de o projecto estar concluido entre o inicio da semana 27 e o
fim da semana 307

(f) Que data de conclusao do projecto deverd ser proposta, para que haja apenas 5%
de probabilidade de nao a cumprir?

(g) No fim da semana 13, o estado de execugao das diferentes actividades é o seguinte:

e actividades completas: C e D

e actividades em execucao:
— E (valor esperado da duragao restante: 1 semana)
— A (valor esperado da duracao restante: 1 semana)
— I (valor esperado da duracao restante: 8 semana)
— actividades nao iniciadas: as restantes

Redefina a rede. Indique sobre a rede os valores esperados das datas de inicio mais
cedo e das datas de fim mais tarde para as actividades nao terminadas, bem como
o(s) caminho(s) critico(s), na nova situagao.
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Problema 4

Um dado projecto envolve as 9 actividades que se caracterizam na tabela seguinte:

Actividade  Duragao Desvio- Actividades
média Padrao  imediatamente
(semanas) (semanas) anteriores

A 10 2 —

B 7 1 —

C 16 3 —

D 12 1 A

E 5 1 B

F 12 2 B

G 8 P E, D

H 10 P F,E, D

I 8 p G, H

(a) Defina os nimeros de ordem das actividades, desenhe a rede correspondente e de-
termine o caminho critico.

(b) Calcule as folgas médias total e livre das actividades F, B e D. Qual o interesse
desses valores no controlo de um projecto?

(c) Calcule a probabilidade de o projecto nao estar completo ao fim de 50 semanas. Que
confianca tem no valor encontrado?
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Problema 1

(a) Para desenhar a rede de actividades é necessario comegar por atribuir um nimero
de ordem a cada actividade, seguindo o algoritmo dado nas aulas tedricas:

Actividades imediatamente subsequentes (posteriores) | Ntmero
Actividade | LO | OA | ME | RTF | PAI | II | PAM | IM | M | de ordem
LO X X X 1

OA X
ME X X
RTF X
PAI X
II X
PAM X
IM X
M

OO W[ | W NN DN

Seguidamente, desenham-se 6+1 = 7 linhas verticais e constroi-se a rede partindo do
fim para o principio. O inicio de cada actividade coincide com a linha vertical corre-
spondente ao seu nimero de ordem. Esta fase do desenho da rede esta representada
na figura seguinte.

OA /$< >\
PAI )i

PAM

Simplificando a rede apresentada na figura anterior, obtém-se a rede representada
na figura seguinte.
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OA(21)

@_LO(S) ME(1) PAI(24) 1I(7) IM(1) M) _p@

PAM(10)

RTF(21)

Notagao: -Nés @
-Actividades @—Designagﬁo (d u>—>@

(b) Na figura seguinte estao representadas as folgas totais e livres de cada uma das
actividades. O caminho critico corresponde as actividades LO — M E — PAI —
II—IM— M
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0A(21)
4/4

ME(1) PAI(24) 1(7) IM(1)
0/0 0/0 0/0 0/0

PAM(10)
21/21

M(2)
0/0

LOGS)
@_ 0/0

RTF(21)
12/12

ES; | LF;

( > Designac@o (d ) ( >
-Actividades FTfFLj
0, O

Notagdo: -Nés

-Actividades criticas

(c¢) Duracao total do projecto é igual a soma das duragoes das actividades do caminho
critico:

DT:D1+D2+D3+...+Dn:4O

Como as duracgoes das actividades sao varidveis aleatdrias, Dp também serd uma
varidvel aleatéria com média ur dada por:

pr = p1+ po+p3+ .+ pn =40

Admitindo que as duragoes das actividades sao variaveis aleatorias independentes, a
variancia da duracgao total 0% sera:

ol=o0}+o}+0i+.. . +02=12+02+12+12+02=3
Duracao total do projecto pode ser descrita por uma distribuicdo normal com média
W e variancia a%.

A probabilidade de o projecto se atrasar 2 semanas ou mais, corresponde a proba-
bilidade de a duracao do projecto ser > 42.

P(D>42)=P (Z > %ﬂ) =P (Z > %) — P(Z >1.15) ~ 0.125] ~ 12.5%

(d) Dado que o atraso de 4 semanas na actividade OA, é < que a folga total de OA, esse
atraso nao compromete a data de fim do projecto.

Dado que o atraso de 8 semanas na actividade PAM, é < que a folga total de PAM,
esse atraso nao compromete a data de fim do projecto.
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Problema 2

Para desenhar a rede de actividades é necessario comecar por atribuir um ntmero de
ordem a cada actividade, seguindo o algoritmo dado nas aulas tedricas:

Activ. imediatamente posteriores | Ntumero

Actividade | A| B|C | D | E|F |G| H|1I| deordem
A X 2
B 3
C X X X 1
D X X 1
E X 2
F X X 2
G X 3
H 4
I X 3

Seguidamente, desenham-se 4 + 1 = 5 linhas verticais e constroi-se a rede partindo do
fim para o principio. O inicio de cada actividade coincide com a linha vertical correspon-
dente ao seu numero de ordem. Esta fase do desenho da rede estd representada na figura
seguinte.

( ;

’
\ ’ ’ ,
A ¢
\ .
\ ,
D ,

\
AY
A

e

Simplificando a rede apresentada na figura anterior, obtém-se a rede representada na
figura seguinte.
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H(5)

B4

Notagao: -No6s @
-Actividades @—Designagéo (dij)—b@

Na figura seguinte estao representadas as folgas totais e livres de cada uma das ac-
tividades. O caminho critico corresponde as actividades C — I — H e tem uma duracao
média de 21 semanas.

707 10 | 12 16 | 16
E(3) G4)
- 200 2/2
C(7) ' A2) H(5)
010 0/0 T 0/0 21| 21
19)
0/0

. B(4)

D(3) .
o | 3] 4 J 7/ 10/10
F3) 4
1/1

Notagao: -Nos

ESi | LF;

: : Designagio (dy) : :
-Actividades FTfFL
& >(J)

-Actividades criticas
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Problema 3

(a) Para desenhar a rede de actividades é necessario comegar por atribuir um nimero
de ordem a cada actividade, seguindo o algoritmo dado nas aulas tedricas:

Actividades imediatamente posteriores | Numero

Actividade | A| B|C|D|E|F |G |H| 1| J]| deordem
A X X 2
B X 4
C X 1
D X X X 1
E X X 2
F 4
G 5
H X X 3
I X 2
J X 3

Seguidamente, desenham-se 5+1 = 6 linhas verticais e constroi-se a rede partindo do
fim para o principio. O inicio de cada actividade coincide com a linha vertical corre-
spondente ao seu nimero de ordem. Esta fase do desenho da rede esta representada
na figura seguinte.

._.
&}
w
~
W
(@)

Simplificando a rede apresentada na figura anterior, obtém-se a rede representada
na figura seguinte.
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E(10) H(5) 5 F(6)

e 1Q2)
A B(1) G)
D(8)

109)

Notagao: -Né6s @
-Actividades ®7Designagﬁo (dij)—b@

(b) Na figura seguinte estao representadas as folgas totais e livres de cada uma das
actividades. O caminho critico corresponde as actividades D — E — H — F e tem
uma, duracao média de 29 semanas.

8 | 8 18| 18 23| 23 29 | 29
E(10) H(5) 5 F(6)
0/0 0/0 0/0
0] 0 c@)
I J(2)
33 54
@< i A(8) B(1) G@4)
2/2 1/0 171
D(8) \ 8 | 8 24| 25
0/0
19)
3 8/7
N . ES; | LF;
Notagdo: -Nés

Deslgnagdo (dy
-Actividades @7 4’@

-Actividades criticas

(c) Ver figura anterior.

(d) A duragao total do projecto é igual a soma das duragoes das actividades do caminho
critico:
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(e)

(f)

(g)

Dr=Dy+Dys+Ds+...+D, =29

Como as duragoes das actividades sao variaveis aleatérias, D também serd uma
variavel aleatéria com média pur dada por:

=i+ o+ p3 4+ iy =8+ 1045+ 6 =29

Admitindo que as duracoes das actividades sao varidveis aleatérias independentes, a
variancia da duracao total 0’% sera:

02 =0l4+0i+o03+...+02=224+32+12+22=18

Duracao total do projecto pode ser descrita por uma distribuicdo normal com média
wr e variancia a%.

Neste caso teremos entao:

P(D<27)=P (Z < 27;%) = P(Z < Z529) = P(Z < —047) ~ 0.5 — 0.1808 ~

0.32

A probabilidade de o projecto estar concluido antes da semana 27 é de aproximada-
mente 30%.

Foi dito que a duracao do caminho critico tinha uma distribuicao que tendia para a
distribuicao normal. Isso significa que a sua distribuicao nao serd exactamente nor-
mal, tal como nds a consideramos. Estamos pois perante uma possivel fonte de erro
para a estimativa da probabilidade encontrada. Outro pressuposto que pode falsear
os resultados é de que a duragao do projecto é a duragao do caminho critico encon-
trado. Ora este é o caminho critico quando as actividades demoram exactamente a
sua duragao média. Se isso nao acontecer pode o caminho critico ser alterado e a
duracao do projecto nao corresponder a duragao do caminho critico “médio”.

A probabilidade de o projecto estar concluido entre o inicio da semana 27 e o fim da
semana 30 4 a probabilidade de a duragao do projecto estar entre 27 e 31.

4.24 4.24

PR7T<D<31)=P(E2 <Z<32) = P(—047 < Z <0.47) =2 x 0.1808 ~
0.36

Devem-se propor 36 semanas até a conclusao do projecto, para que haja apenas 5%
de probabilidade de nao cumprimento.
P(D>d)=0.05=P(Z>%2)=005=%2 =1.645 = d = 36 semanas

4.24 4.2

A situagao intermédia referida no enunciado, esté representada na figura seguinte.
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0 0 1 1 6 6 12 | 12
@_E*(l H(S)—»@ F(6)
J(2)
A*(1) B(1) G4)
0 0 8 8
3 I#(8)
. ) ESi. | LF;
Notagao: -Nés

-Actividades @7 Designagao <¢j)@
-Actividades criticas @ C

Os caminhos criticos correspondem as actividades ¥ — H — F, A — H — F e
I — G e tém uma duracao média de 12 semanas

A semana 0 desta rede corresponde a semana 14 da rede inicial, o que significa que
o projecto pode terminar no inicio da semana 26 (ou fim da semana 25), estando 3
semanas adiantado face a previsao inicial.
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Problema 4

(a) Para desenhar a rede de actividades é necessario comegar por atribuir um nimero
de ordem a cada actividade, seguindo o algoritmo dado nas aulas tedricas:

Activ. imediatamente posteriores | Numero

Actividade | A| B|C|D |E|F |G |H| I]| deordem
A X 1
B X | X 1
C 1
D X | x 2
E X | x 2
F X 2
G X 3
H X 3
1 4

Seguidamente, desenham-se 441 = 5 linhas verticais e constroi-se a rede partindo do
fim para o principio. O inicio de cada actividade coincide com a linha vertical corre-
spondente ao seu nimero de ordem. Esta fase do desenho da rede esta representada
na figura seguinte.

-
N
-
N
o/

Simplificando a rede apresentada na figura anterior, obtém-se a rede representada
na figura seguinte.
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C(16)

>©7 G(®) 18)
EGS)

Notagdo: -Noés @
-Actividades @— Designagio (d; )—b@

O caminho critico corresponde as actividades A — D — H — I e tem uma duracao
média de 40 semanas.

G(8)
7 10 )
B(7) EGS) ") 22| 22| H(10)
\QKF(H)AC/
Notagdo: -Nés ES; | LF;

-Actividades < ) Designagdo (dij)—@
@ >(J)

-Actividades criticas

(b) Na figura seguinte estao representadas as folgas totais e livres de cada uma das
actividades.
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22 | 22

3/0 10/10 = 0/0
’
F(12)
3/3
Notagao: -Noés ES; | LF;

-Actividades Designagao (di)
FTyFL
O

>)

(c) A duragao total do projecto é igual a soma das duragoes das actividades do caminho
critico:

-Actividades criticas

Dr=D1+Dy+Ds+...+ D, =40

Como as duragoes das actividades sao varidveis aleatérias, Dr também serd uma
variavel aleatdoria com média ur dada por:

pur=pm1+p2+pus+ ...+ =104+124+10+8 =40

Admitindo que as duracoes das actividades sao varidveis aleatérias independentes, a
variancia da duracao total U% sera:

02 =0} +05+o05+...+o2=224+12+22+22=13

Duracéao total do projecto pode ser descrita por uma distribuicdo normal com média
W € variancia a%.

Neste caso teremos entao:

3.61
0.0011

P(D>51)=P (Z > 51;%) = P(Z > 31=10) = p(Z > 3.05) ~ 1 — 0.5 — 0.4989 ~

A probabilidade de o projecto nao estar concluido ao fim de 50 semanas é de aprox-
imadamente 1%.
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Problema 1

Uma empresa de automdveis aposta numa nova pega para carros. Como alternativa a i&d
por conta prépria, a direccao da empresa admite a possibilidade de se ligar a uma firma
de consultoria em engenharia. A tabela 1 apresenta os lucros esperados, em valor actual,
para os préximos 5 anos, conforme o sucesso alcangado:

Lucros ‘ Grande sucesso  Sucesso moderado  Sem sucesso
(M$) (p1) (p2) (ps)

D (desenvolvimento préprio) 300 40 -60
C (em colaboragdo com outra empresa) 200 30 -20

Tabela 1: Lucros esperados (em valor actual) para os préximos 5 anos, conforme o sucesso
alcancado

Com base em estudos de viabilidade e consulta a grupos de marketing e de desen-
volvimento, encontraram-se as probabilidades de p; = 0.2, po» = 0.4 e p3 = 0.4, para as
ocorréncias consideradas.

(a) Qual a decisao a que corresponde ao mdzimo valor esperado? Apresente uma arvore
de decisao.

(b) Qual a decisao a tomar caso se utilize o critério mazimin?

(c) Determine o ganho esperado com informagao certa, e explique o seu significado.
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Problema 2

Um gestor vai decidir sobre quantas maquinas de um dado tipo comprar, que sdo funda-
mentais para a producao de um certo artigo. Apds uma analise inicial, a questao resume-se
a duas alternativas: comprar 1 maquina ou comprar 2 maquinas. Se 1 maquina for com-
prada e a procura do artigo for elevada, a 22 maquina ainda poderd ser comprada mais
tarde. Contudo, o custo por maquina serd menor se as 2 forem compradas ao mesmo
tempo. As probabilidades estimadas para a procura do artigo sdo: procura baixa 0.30 e
procura alta 0.70. O valor actual associado aos resultados de compra de 2 méaquinas no
inicio é de 750c, se a procura for baixa, e de 1300c se for alta a procura do artigo.

O valor correspondente para uma maquina sob procura baixa é de 900c. Se a procura
for alta ha 3 hipdteses: nada fazer resulta no valor de 900c; subcontratar dara 1100c;
comprar a 22 maquina permitira obter 1000c. Quantas maquinas deverao ser compradas
no inicio?

Nota: Utilize uma drvore de decisao para analisar o problema.
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Problema 3

Uma grande companhia de energia oferece $60 000 ao proprietdrio de determinado local,
pelos direitos de exploracao do gés natural e opcao para desenvolvimento futuro. A opcao,
se concretizada, é equivalente a um adicional de $600 000 ao proprietdrio, mas somente
ocorrera se o gas natural for descoberto durante a fase de exploragao. O proprietario, vendo
que o interesse da companhia é uma boa indicagdo de que o gas existe, esta disposto a
desenvolver o empreendimento ele mesmo. Para isso, é necessario contratar especialistas
em exploracao e desenvolvimento. O custo inicial é de $100 000, os quais serao perdidos se
nenhum gés for encontrado. Se o gas for descoberto, entretanto, o proprietario estimara
um lucro de $2 milhdes.

As alternativas de decisao do proprietdrio sao D; (aceitar a oferta da companhia de
energia) e Dy (explorar e desenvolver ele préprio). Os estados naturais sao S (nao existe
gés na terra) e Sy (existe gds na terra). Os ganhos (em milhares de $) do proprietario, para
cada combinacao de eventos, sao dados na tabela 1. O proprietario estima a probabilidade
de encontrar gas igual a 0.6.

| 51 S
Dy | 60 660
Ds | -100 2000

Tabela 1: Ganhos (em milhdes de $ para cada combinacao de eventos)

Determine as decisées recomendadas pelos seguintes critérios:
(a) Maximin
(b) Média

(c) Maéximo valor esperado
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Problema 4

Polido Guapo dirige a lavandaria ASSEADA que se desenvolveu a ponto de atingir o
maximo de capacidade - nas duas actuais instalagoes, sem qualquer hipétese de cresci-
mento. Alids a ideia nao é passar para outras instalagoes, pois estda convencido que grande
parte do seu sucesso se deve a boa localizaggo da ASSEADA na cidade. E isto é ponto
assente - é o maior valor da sua empresa. Polido Guapo reconhece, no entanto, que a
operacionalidade da sua empresa regista dificuldades motivadas pela ocupacao exagerada
do espaco e, naturalmente, deseja melhorar o processo de movimentacao das pecas du-
rante as varias fases do processo (separagao, limpeza, passagem a ferro, ...). Reflecte na
hip6tese de instalar um sistema de transporte aéreo (transportador) que permita libertar
parte do chao da fabrica, actualmente ocupado por caixotes méveis, que juntam as pecas e
as movimentam entre fases. Uma empresa de equipamentos doutra cidade propoe deslocar
uma equipa e instalar o transportador adequado, mas Polido Guapo ainda nao se decidiu.
A proposta inclui a instalacdo dum transportador numa das instalacoes e a substituicao
dos caixotes méveis na outra por 25000 euros. Se equipar ambas as instalagoes, enquanto
as equipas se mantém na cidade, o custo serd apenas de 45000 euros. Caso nao se de-
cida por qualquer instalacdo entdao deverd gastar 1000 euros para substituir os caixotes
méveis. E claro que Guapo pensa que um transportador poupard tempo aos seus empre-
gados, e melhorard a eficiéncia do servigo, estimando ganhos no valor de 16000 euros por
instalacdo. Outrossim, o ganho econémico potencial estard no consequente? crescimento
do seu servico, em parte devido & existéncia de mais espaco. A tabela 1 apresenta os val-
ores estimados pela ASSEADA (por simplificagdo apenas considerados trés valores para o
aumento do negdbcio):

E evidente que Guapo poderd proceder a uma instalagdo de transportador por agora
e, mais tarde, instalar outro (ao prego de 25000 euros) conforme a evolugao do negdcio
(ver tabela 1).

Aumento do negécio  Valor actual do lucro  Probabilidade de

(%) (por instalagao) ocorréncia
0 16000 euros 0.30
3 30000 euros 0.50
6 50000 euros 0.20
Tabela 1:

(a) Analise a situagao, através duma arvore de decisao.
(b) Na perspectiva MVE qual devera ser a decisao de Polido Guapo?

(c) Qual é o VEIP? Explique qual o seu significado para a ASSEADA.
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Problema 5

A comercializa¢ao do LESTO, um novo produto (que até j& tem nome) da empresa Ezpedita
comeca a ganhar forma. Todavia, como é frequente em situagoes de lancamento de novas
marcas, ha um consideravel risco associado - serd que o produto se aguentara bem? Numa
postura prudente, a Ezpedita acha conveniente introduzir o LESTO apenas a nivel regional,
para teste de mercado, antes dum lancamento nacional. Portanto, a primeira decisao a
tomar respeita a conducgao (ou nao) do teste de mercado. A empresa estima o custo
de 50 000 euros para o estudo de mercado. Se for esta a opgao, devera aguardar os
resultados desse teste. Entao decidird, neles apoiada, se apostard na comercializacao do
LESTO por todo o pais. Por outro lado, se a opcao inicial for ndo proceder aos testes,
entao a decisao final - comercializar ou nao o produto a nivel nacional, podera desde ja
ser tomada. A Ezpedita avalia o sucesso do produto, no mercado nacional, em 1 200
000 euros, devendo um insucesso derivar num custo para a empresa de 500 000 euros.
As probabilidades a associar aos varios acontecimentos reflectirao algum conhecimento
cientifico e a experiéncia da empresa com produtos similares. Assim a Fzpedita avalia como
sendo de 0.5 a probabilidade de sucesso (ou de insucesso) do LESTO a nivel nacional, sem
qualquer informacao proveniente de testes de mercado. Contudo, se um teste for realizado
e apontar para sucesso entao a empresa acredita que a probabilidade de sucesso a nivel
nacional do produto serd de 0.7, enquanto que, no caso contrario (o teste aponta para
fracasso), a probabilidade de sucesso no mercado nacional serd apenas de 0.2. Finalmente,
supoe-se que a probabilidade do teste apontar para um sucesso é de 0.6.

(a) Qual a estratégia conveniente a adoptar (critério MVE)?

(b) A fungao do teste de mercado é a obtengao de informagao mais apurada alusiva ao
mercado nacional, sob a forma de probabilidades. Com base nos dados disponiveis,
qual o miximo que a Fzxpedita devera pagar por esse teste de mercado?

(c¢) Um acréscimo no valor atribuido ao sucesso do LESTO (1200000 euros) tera alguma
consequéncia para a resposta em (a)?
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Problema 1

(a) Como se pode ver na figura, a decisao que corresponde ao maximo valor esperado
(MVE) é a decisao D (fazer o desenvolvimento préprio). Nesse caso o valor do MVE

= H2.
/ 00N
Muito sucesso
0.2
Sucesso moderado 40 M$
0.4
Insucesso

52

200 M$

0.4
Desenvolver \
-60 M$

Colaborar
Muito sucesso

0.2
Sucesso moderado

Insucesso

0.4

\ oS
(b)

GS SM SS | Min

D | 300 40 —60 | —60

C | 200 30 —20| =20

Maximin | —20

Utilizando o critério Maximin, deve-se tomar a decisao C.

(c) O ganho esperado com informacao certa seré:

300x0.2440x04—-20x04—-MVE =68—-52=16
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Problema 2

Como se pode ver na figura, a decisao que da origem ao méaximo valor esperado (MVE)
corresponde a compra inicial de 2 méquinas. Nesse caso MVE = 1135.

900
Nao fazer 1100
nada /
/
Subcontratar
Comprar a
1100 . 1000
2% maquina
Procura elevada
0.7
1040 Procura baixa 900
0.3
Comprar
1 maquina
1135
Comprar
2 maquinas / 1300
Procura elevada
0.7

Procura baixa

0.3 e 750
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Problema 3
(a)
Sl SQ Min
Dy 60 660 60
D5 | —100 2000 | —100
Mazximin 60

Utilizando o critério Maximin, deve-se tomar a decisao D;.

(b)
Sl SQ Média

Dy 60 660 360
Dy | =100 2000 950
950

Utilizando o critério da Media, deve-se tomar a decisao D».

S 60
Sl (ndo existe gds na terra)

0.4
52 (existe gds na terra)
D

g
aceitar oferta

1160

D2
explorar

-100

S1 (ndo existe gds na terra) ——

0.4
S2 (existe gds na terra)
0.6 e — 2000
(c)

Utilizando o critério do Maximo Valor Esperado, deve-se tomar a decisdo Do (MVE
= 1160).
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Problema 4

2x16-45=-13

/

0% de aumento de negécio

0.3
3% de aumento de negécio————— 2x30-45=15
0.5
6% de aumento de negécio
0.2
T 2x5045=55
2 transportadores
14.6 0 transportadores -1
-9 1 transportador —  16-25=-9
I transportador 2 transportadores
0% de aumento de negécio 2x16-(25+25
0.3 \ =(-18 :
3% de aumeg t;) de negdeio | 10 Xltransportador e 30-25=5
2 transportadores
6% de aumento de negdcio T~ 2x30-(25+25)
0.2 =10
50 ﬂansportador —  50-25=25

2 transportadores

\ 2x50-(25+25)

=50
(a)

(b) Utilizando o critério do Méximo Valor Esperado, devem-se comprar 2 transporta-
dores, MVE = 14.6 Keuro.

(c)
Probabilidade | 0.3 0.5 0.2
Aumento do negécio | 0% 3% 6%
2transportadores | —13 15 55
ltransportador | —9 10 50

Valor Esperado com Informagao Perfeita, VEIP = [0.3 x (—=9) + 0.5 x 15 4 0.2 x 55]—
14.6 = 15.8 — 14.6 = 1.2 Keuro.
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Problema 5

(a) MVE = 364 Keuro

1150 (1200-50
- ( )

Sucesso

0.7
Insucesso
03— .550 (-500-50)

Comercializar

640 ,~ Abandonar— -50
Sucesso
0.6
1150
Sucesso/
0.2
Insucesso
Insucesso 08 — -550
0.4 Comercializar
Testar mercado
[-50]
50 /~— Abandonar— -50
364 1200
Sucesso/
Nio testar mercado 0.5
. . Insucesso
Comercializar
350 & 0.5 —_ -500
Abandonar

\ 0

(b) O valor méximo a pagar seriam 64 Keuro (valor de x na equagao abaixo).

[(1200 — 2) x 0.7 4 (=500 — x) x 0.3] x 0.6 — 0.4 x x > 350

(c) A partir de 1375 Keuro, comercializar desde j&, sem teste (ver equagao abaixo).
[(z — 50) x 0.7 — 550 x 0.3] x 0.6 — 0.4 x 50 < 2 x 0.5 — 500 x 0.5
(0.42 — 0.5)2 < 21 + 99 + 20 — 250
x > 1375
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Problema 1

Os autocarros de uma empresa chegam para limpeza & garagem central em grupos de cinco
por hora. Os autocarros sao atendidos em ordem aleatéria, um de cada vez. Cada um
requer 11 minutos para ser completamente limpo deixando a garagem logo que o servico
esteja pronto. Determine:

(a) o nimero médio de autocarros na garagem;
(b) o nimero médio de autocarros esperando para serem limpos;

(c) o tempo médio que um autocarro permanece na garagem.
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Problema 2

Numa pequena pastelaria, apenas uma empregada atende os clientes ao Sdbado. O modelo
de chegada de clientes nesse dia segue aproximadamente uma distribuicao de Poisson, com
uma taxa média de chegada de 10 pessoas por hora. Os clientes, que sao muitos dada a
qualidade dos pasteis, sao atendidos segundo o esquema FIFO. O tempo gasto para atender
um cliente é estimado como sendo exponencialmente distribuido, como um tempo médio
de atendimento de 4 minutos. Determine:

(a) a probabilidade de se formar uma fila;
(b) o comprimento médio da fila;
(c) o tempo médio de espera de um cliente na fila;

(d) probabilidade dum cliente estar menos de 12 min. na pastelaria.
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Problema 3

A Junta Auténoma das Estradas tem trés equipas de seguranga para investigacoes, que
sao chamadas constantemente, e cujo trabalho é analisar as condicoes nas proximidades de
cada acidente grave. As equipas sao igualmente eficientes; cada uma trabalha uma média
de 2 dias para investigar e informar sobre um acidente, sendo o tempo exponencialmente
distribuido. O numero de acidentes graves nas estradas principais segue aproximadamente
um processo de Poisson, com uma taxa média de 300 por ano. Determine L, Ly, W e W,
para este processo e dé o significado de cada um desses valores.
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Problema 4

As chegadas a uma cabina telefénica sdo consideradas “Poisson”, com um tempo médio en-
tre chegadas de 10 min. Assume-se que a duragao de uma chamada telefénica é distribuida
exponencialmente, com média de 3 min.

(a) Qual a probabilidade de uma pessoa que chegue & cabina ter de esperar?
(b) Qual o comprimento médio das filas que se poderao formar?

(c) A companhia telefénica poderd instalar uma segunda cabina, caso se conclua que
um cliente espera em média pelo menos 3 minutos. Quanto é que terd de aumentar
o fluxo de chegadas de modo a justificar uma segunda cabina?
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Problema 5

No Boeingavela, estabelecimento de refeicoes frias dum aeroporto, actualmente com apenas
uma empregada ao balcao, os clientes sao atendidos a razao de 10 por hora. Verifica-se
que os clientes chegam a razao de 7 por hora, seguindo este processo de chegada uma
distribuigao de Poisson. O tempo de atendimento segue uma distribuicao exponencial.

A geréncia admite a hipdtese de contratar mais uma empregada de balcao o que per-
mitird, ao duplicar a razao média de atendimento, melhorar a qualidade de servigo.

(a) Analise o desempenho do sistema de espera no estado actual ao calcular, nomeada-
mente, a intensidade de trafego, a probabilidade do sistema estar desocupado, o
comprimento médio da fila de espera e o tempo que um cliente aguarda, em média,
para ser atendido.

(b) Se as pessoas desistem sempre que ha 3 ou mais clientes & frente (no sistema), qual
é a percentagem de potenciais clientes perdidos?

(c¢) Como melhora o desempenho do sistema de espera, no caso de mais uma funcionaria?
Deveré recorrer ao tipo de indicadores utilizados em (a).

Faga alguns comentarios, que ache oportunos, sobre as situagoes que estudou nas varias
alineas.
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Problema 6

O servico de emergéncia dum pequeno hospital tem um médico em servico permanente.
Pode-se dizer que os doentes chegam segundo uma distribuicao de Poisson com razao
média de 2.4 por hora. O médico garante o tratamento de emergéncia, até outro médico
chegar, a aproximadamente 3 doentes por hora. A distribuicdo do tempo do médico por
caso €, aproximadamente, exponencial.

(a) Em média, que parte do tempo do médico é gasta a prestar servigo de emergéncia?
(b) Em média, quanto deverd esperar um doente até ser atendido pelo médico?

(c) Se o hospital melhorar a qualidade do atendimento de emergéncia, ao acrescentar
um médico ao servigo permanente (sistema M/M/2), qual passard a ser a utilizagao
do tempo dos médicos?

(d) Com dois médicos disponiveis, quanto deverd esperar, em média, um doente até ser
atendido?

(e) Quanto, em média, devera um doente esperar até ser visto por um médico, numa
situagdo em que um médico e um assistente fagam parte dum sistema do tipo M/M/1,
com razao de servico de 6 doentes por hora, mantendo a razao de chegada em 2.4
doentes por hora?

(f) Procure justificar porque motivo o tempo médio de espera em (d) é menor que o
tempo médio de espera em (e), embora as razoes médias de chegada e de servigo
sejam iguais.
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Problema 7

Edmundo Terra é um dos criticos do funcionamento do servico de veterinaria da Coop-
erativa Agricola de Belos Ares — afirma que sempre que chama um veterindrio ele nunca
vem no mesmo dia.

Actualmente hé dois veterindrios, cada um atendendo em média 5 chamadas por dia
— o servigo pode ser considerado M/M/2.

Quanto aos pedidos de apoio a animais doentes verifica-se que chegam aleatoriamente,
seguindo um processo de Poisson, a razao de 9 por dia.

Sensivel as criticas dos membros da Cooperativa, a direccao decidiu discutir o caso,
admitindo mesmo contratar um novo veterinario. Avalie a situacdo, contribuindo com
informacao que possa ser util para uma tomada de decisao sobre a referida contratacao.
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Problema 8

A secgao de fotocopias duma empresa, aberta 40 horas por semana, dispoe de 2 fotocopi-
adoras arrendadas pelo valor total de 12.0 contos cada por semana. Os utilizadores chegam
a razao de 33/hora e o tempo médio de servigo é de 3 minutos. Suponha verificadas as
condigoes indicadas no estudo das filas de espera.

(a) Determine:

e 0 n2 médio de pessoas aguardando a utilizacao duma fotocopiadora;
e 0 tempo médio duma pessoa na fila;
e 0 tempo médio duma pessoa no sistema.
(b) O custo horario médio, para a empresa, do pessoal que recorre ao servico de fo-

tocopias é de 1.8 contos/hora, incluindo overheads. Serd conveniente aumentar ao
numero de fotocopiadoras arrendadas? E para que ntimero?
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Problema 9

O supervisor operacional duma empresa de maquinas eléctricas verificou que o servico
de manutencao corrente de equipamento sofria atrasos, devido a espera na seccao de
ferramentas. Como qualquer atraso na produgdo obriga a uma alteracao das ordens de
fabrico ou mesmo ao recurso a horas extraordindrias, o supervisor requereu um estudo
sobre a viabilidade de acrescentar mais funcionarios a secgdo em questao, para melhorar
a resposta as necessidades do servico de manutencao.

O assunto foi estudado, concluindo-se que o tempo médio entre chegadas é de 80 se-
gundos e que o tempo médio de atendimento, por parte dum funcionério, é de 60 segundos.

O custo total dum funciondrio na secgao de ferramentas é de $8.50 por hora, enquanto
que o custo relativo a espera (equipamento parado) é de $15.00 por hora. Considera-se
que o dia de trabalho tem 8 horas.

A tabela seguinte, parcialmente completa, informa sobre o efeito na fila de espera de
acrescentar mais funciondrios (fila tipo M/M/S, S = 2, 3) a sec¢@o, incluindo a analise dos
custos didrios totais envolvidos nas varias opgoes.

Complete a tabela. Na perspectiva dos custos totais tabelados, qual é a melhor opgao?

N de funcionérios

1 2 3
N© médio de equipamentos na fila de espera (L) 2.25
N médio de equipamentos no sistema (L) 3.00
Tempo médio de um equipamento na fila de espera, em min. (Wy) 3.00
Tempo médio de um equipamento no sistema, em min.(W) 4.00
Percentagem de tempo de desocupacao do servico 0.25
Custo ($)/dia (funciondrios) 68.00
Custo ($)/dia (esperas) 360.00
Custo total didrio 428.00
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Problema 1

Este é um sistema deterministico, com autocarros como “clientes” e a equipa de limpeza
como servidor unitdrio. As chegadas ocorrem uma vez por hora, mas em grupos, sendo o
tempo de atendimento de 11 minutos. Um autocarro é atendido quando estd em servico
de limpeza.

A tabela mostra a histéria do sistema ao longo do periodo de 1 hora, nos instantes
das chegadas e partidas. Como o atendimento é feito em ordem aleatdria, a sequéncia
particular apresentada é uma das muitas possiveis para processamento dos autocarros
dentro da garagem. As estatisticas requeridas, no entanto, sdo independentes da sequéncia.
Além disso, como o sistema se renova a cada hora, as estatisticas que caracterizam o
sistema ao longo da primeira hora sao também vélidas ao longo das seguintes.

Relégio Simulado | Clientes sendo Fila
(minutos) atendidos

0 #4 #3,#1, #2, #5
11 #1 #3, #2, #5
22 45 43, #2
33 #3 #2
44 #2 .
55

(a) Numero médio de autocarros na garagem:

5x 11lmin+4 x 1lmin+3 X 1lmin+ 2 X 11min + 1 X 11min + 0 X bmin
60mn

=2.75

(b) Numero médio de autocarros esperando para serem limpos:

4 x 11min+3 x 11min +2 x 11min + 1 x 11min + 0 x 16min

=1.
60mn 83

(c¢) Tempo médio que um autocarro permanece na garagem: o autocarro #4 permanece
11 min, o autocarro #1 permanece 22 min, etc ...

11+22+33+44+55
- -

33
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Problema 2
Taxa de chegada: '
\ = 10 clientes
hora

Tempo médio de servigo:
1 4 minutos

7 cliente
Taxa de atendimento:
1= 0.25 cli.entes _ 15 clientes
minuto hora
A2
p= ,U =3

Numero de servidores:
S=1 = FilaM/M/1

(a) Probabilidade de se formar uma fila:

4
=Py =Pr=1-(1-p)=p(l=p)=p" =3

Py — probabilidade de nao estar ninguém na loja.

P, — probabilidade de estar uma pessoa na loja (a ser atendida).

(b) Comprimento médio da fila:

A2 1 4
L, = = 00 = — clientes.
plp—A)  15(15—-10) 3

(c) Tempo médio de espera na fila:

Wy = =30 horas.

(d) Probabilidade de um cliente estar menos de 12 minutos = % horas na pastelaria:

1
L=P(W> ) =1-et0M =1 e 150-3)5 =1 — ¢! = 0.6321
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Problema 3

Taxa de chegada:
acidentes _ 300 acidentes

A =300

ano 365 dia
Tempo médio de servigo:
1 dias
w  acidente
Taxa de servico:
acidentes
p=05—mmm
dia
300
i _ 365 _ 600 ~ 1.65
w05 365 ’

Numero de servidores:

$=3 = Fila M/M/3

1.
S
Su 3

Py (retirado da tabela para % =1.65¢e S =3):

p

01879 — 0.1872 ; 0.1460 — 0.1769

S
A
L (;) P 0.1769(1.65)%0.55
S(1—-p)2 311 —0.55)2

acidentes em fila de espera.

Ly

= 0.3597

A
L=1Ly+ —=0.3597+1.65 = 2.00
W

acidentes em fila de espera e a serem investigados.

L, _ 0.3597

365
dias por acidente (espera).
L 2 365
W===o =22 943
300
AT 30T 150

dias por acidente (espera e investigagao).
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Problema 4
Tempo médio entre chegadas:
1 minutos
=10 /"
A chegada
Taxa de chegada:
N6 chegadas
hora
Tempo médio de servigo:
1 minutos
w  chamada
Taxa de atendimento:
chamadas
p=20 ——
hora
_A_S6
p= © 20

Numero de servidores:
S=1 = FilaM/M/1

(a) Probabilidade de ter de esperar:

1-P=1-(1-p)=p=0.3=30%

Py — probabilidade de nao estar ninguém a telefonar.
(b) Comprimento médio da fila:

A2 36
"= =N 20 % (20— 6) 0.129 pessoas

(c) Tempo médio de espera na fila: W, = 3 minutos = 0.05 horas.

A 2w, 202 x 0.05 hegad
Wy=—1F A= H ' _ a — 10 S1egadas
(i —A) 1+pW, 1+20x0.05 hora

Justifica-se uma nova cabine se a taxa de chegada passar de 6 para 10 chegadas por
hora.
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Problema 5
Taxa de chegada:
N7 clientes
hora
Taxa de atendimento: ]
clientes
=10 ———
hora
A
- =07
I

(a) Nuamero de servidores:
S=1 = FilaM/M/1

p=—=07
L

Probabilidade do sistema estar desocupado:

Po=1-p=0.3

Ntmero médio de clientes na fila:

A2 49
L, = = = 1.63 clientes.
wlp—A)  10x3

Numero médio de clientes no sistemas:

A
L = L, + — = 2.33 clientes.
1

Tempo médio de espera na fila:

L, 1.
W, =t = ? — 0.2329 horas.

Tempo médio de espera no sistema:

L 233
W = 3 = — = 0.3328 horas.

(b) Probabilidade de haver 3 clientes ou mais no sistema:

1-P—P —Po=1—-(1-p)—p(1—p)—p*(1—p)=p>=0.7=0.343

Py — probabilidade de estarem 0 clientes no sistema.
P, — probabilidade de estarem 1 clientes no sistema.

P, — probabilidade de estarem 2 clientes no sistema.

J.C.Alves, M.A.Carravilla, J. Claro, A.M.Gomes, J.A.Ferreira, J.F.Oliveira



Ezxercicios de Filas de Espera
Resolugades

177

(c¢) Ntamero de servidores:
S=2 = Fila M/M/2

A
= =0.35
P=5x 1
Probabilidade do sistema estar desocupado
Py =0.4815

(retirado da tabela para % =07eS=2).

Numero médio de clientes na fila:

S
A
L (;) P 0.4815(0.7)20.35
SI(1—-p)2 241 -0.35)2

Ly

Ntmero médio de clientes no sistema:

A
L =L4,+ — =0.7977 clientes.
7

Tempo médio de espera na fila:

L, 0.0977
W, = 7‘1 = —— = 0.0139 horas.

Tempo médio de espera no sistema:

L 0.0977
W = — = —

3 - = 0.1139 horas.

= 0.0977 clientes.
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Problema 6
Taxa de chegada:
N 94 doentes
hora
Taxa de atendimento:
_, doentes
N hora
A
—=0.8
7

(a) Nuamero de servidores:
S=1 = FilaM/M/1

p=—=028
i

Probabilidade do médico estar ocupado:

1-Py=p=038

(b) Tempo médio de espera de um doente até ser atendido:

A 2.4 4
W, — _ — - —13333h
wp—N)  3(3-24) 3 oras

(c¢) Numero de servidores:
S=2 = Fila M/M/2

A
= = 0.40
P~ 5% 1
Probabilidade do sistema estar desocupado:
1—-p=06

O tempo dos médicos sera utilizado a 40%.

(d)

S
A
P (p) P 0.4286(0.8)20.40

S —p2 - 2 —oanp 1o doentes

Ly

Tempo médio de espera de um doente até ser atendido:

L .1524
W, = Tq = 0 2‘54 = 0.0635 horas.
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(e) Taxa de chegada:

N doentes
hora
Taxa de atendimento:
B doentes
H= hora
A
— =04
I

Numero de servidores:
S=1 = FilaM/M/1

Tempo médio de espera de um doente até ser atendido:

A 2.4
W, = = =0.1111 horas

plp—A)  6(6—24)

(f) O sistema em (4) é muito mais flexivel que o sistema em (5).
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Problema 7
Taxa de chegada:
N9 chamadas
dia

Taxa de atendimento:
chamadas
H=95—""
dia

NI
[T
Objecto do estudo: pretende-se verificar se a afirmagao:
“sempre que chama um veterinario ele nunca vem no mesmo dia”
¢é verdadeira ou nao.
Ntumero de servidores:

S=2 = Fila M/M/2

A 1.8
= =2 =09
P S X i 2
Py =0.0528

Numero médio de chamadas na fila:

A\ S
L (;) P 0.0528(1.8)%0.9  0.1540
S S(1—-p)2 2(1-09)2  0.02

= 7.7 chamadas.

Ly

Finalmente, o tempo médio de espera na fila:

L :
W, = Tq = % = 0.8555 dias.

Logo a afirmacao de Edmundo Terra é incorrecta, dado que as chamadas estao menos
de um dia & espera para serem atendidas.
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Problema 8
Taxa de chegada:
)\ — 33 utilizadores
hora
Tempo médio de servigo:
1 minutos 1 horas
w  utilizador 20 wtilizador
Taxa de atendimento:
utilizadores
=20 ———
hora

Custo de cada servidor (fotocopiadora) por hora:

12 contos contos

40 hora ~ hora

(a) Nuamero de servidores:
S=2 = Fila M/M/2

A 33

=22 165
w20
0.1111 — 0.0526
Py =0.1111 — y = 0.0965
A 33
P on T 2x20

N2 médio de pessoas aguardando a utilizagdo duma fotocopiadora:

PO <A)Sp 2
i) P 0.0965(1.65)20.825

_ _ — 3.5387 .
SI1—p)2  21(1-0.825)2 pessoas

Ly

Tempo médio duma pessoa na fila:

L .
Wy = Tq = %:;87 = 0.1072 horas = 6.4 minutos.

Tempo médio duma pessoa no sistema.

1
W =W, + — =0.1072 4 0.05 = 0.1572 horas = 9.4 minutos.
]

(b) e Com o numero de fotocopiadoras existente (duas), o custo do servigo é de

2 x 0.3 o — (.6 995 ¢ o custo dos clientes (espera e atendimento) ¢ de
ontos

33 x0.1572 x1.8=9.3 % Assim o custo total para a empresa ¢ 9.9 522
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e Com treés fotocopiadoras . ..

Numero de servidores:

$=3 = Fila M/M/3

A 33

—=—=1.65
20

0.1872 — 0.1460
Py =0.1872 — 1 = 0.1769
A 33
=_—= =0.55
P 3p 3 x20

N¢ médio de pessoas aguardando a utilizacao duma fotocopiadora:

S
A
P (ﬁ) P 0.1769(1.65)30.55

L, = =
7 SI(1 — p)2 3!(1 —0.55)2

= 0.3597 pessoas.

Tempo médio duma pessoa na fila:

L .7994
Wy = Tq = 07% = 0.0109 horas.

Tempo médio duma pessoa no sistema.
1
W =W, + — =0.0109 + 0.05 = 0.0609 horas.
I

Com 3 fotocopiadoras, o custo do servigo é de 3 x 0.3 %ﬁff =0.9 M e o

custo dos clientes (espera e atendimento) é de 33 x 0.0609 x 1.8 = 3. 6175 'contos

hora
: 4 contos
Assim o custo total para a empresa ¢ 4.5175 =22

e Com quatro fotocopiadoras ...

Numero de servidores:

S=4 = Fila M/M/4

A 33
—=—=1.65
w20
.1953 — 0.161
Py =0.1953 — 0.1953 1 0.1616 = 0.1899
A 33
p=-—= =0.4125
dp 4 x20

N2 médio de pessoas aguardando a utilizagdo duma fotocopiadora:

S
A
P (ﬁ) P 0.1899(1.65)%0.4125

L. = =
77811 — p)? 41(1 — 0.4125)2

= 0.0701 pessoas.
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Tempo médio duma pessoa na fila:

L 0.0701
W,=-1=

3 3 = 0.0021 horas.

Tempo médio duma pessoa no sistema.

1
W =W, + — = 0.0021 4 0.05 = 0.0521 horas.
W

Com 4 fotocopiadoras, o custo do servico é de 4 x 0.3 % = 1.2 conlos ¢

ora
custo dos clientes (espera e atendimento) é de 33 x 0.0521 x 1.8 = 3.0962 <2tos

hora
Assim o custo total para a empresa é 4.2962 %

e Com cinco fotocopiadoras . ..
Nuimero de servidores:

S=5 = Fila M/M/5

A3 1.65
w20
Py=0.2014 — 0.2014 ; 0-1646 _ 0.1922
A 33
p—5—4x20—0.33

N2 médio de pessoas aguardando a utilizagdo duma fotocopiadora:

A\ S
L (p) P 0.1922(1.65)70.33
- S!(1—-p)2  5!(1-0.33)2

Ly = 0.0144 pessoas.

Tempo médio duma pessoa na fila:

L 0.0144
W, = - _

= (0.0004 .
3 33 0.0004 horas

Tempo médio duma pessoa no sistema.

1
W =W, + ; = 0.0004 + 0.05 = 0.0504 horas.

: : 4 contos __ contos
Com 5 fotocopiadoras, o custo do servigo é de 5 x 0.3 G222 = 1.5 G228 e o

custo dos clientes (espera e atendimento) é de 33 x 0.0504 x 1.8 = 2.9938 <2ntos

hora
: 4 contos
Assim o custo total para a empresa ¢ 4.4938 =22

e A quatidade de fotocopiadoras que minimiza o custo total da empresa é 4, com

t
um custo de 4.2962 %
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Problema 9

Taxa de chegada:

_ 60 chegadas _ 6_02 chegadas T maquinas
80 minuto 80  hora hora
Taxa de atendimento:
_ atendimento __  atendimentos
minuto hora
e Verificacao das contas apresentadas no quadro:
Numero médio de maquinas na fila:
A2 .
Ly = m = 2.25 maquinas.

Numero médio de maquinas no sistema:

A
L = Ly + — = 3 maquinas.
1

Tempo médio de espera na fila:

4
A 5 0.0 horas

W, = = .05 —.
(e —A) 60 x (60 — 45) maquina

Tempo médio de espera no sistema.

1 h
W= W+ = 0.0667 ores

maquina

Custo por dia dos funciondrios = $68.

Custo por dia de espera das miquinas = W x X x 8 x 15 = $360
Custo total = $428

e Com dois funciondrios ...

Numero de servidores:

$=2 = Fila M/M/2

A 45
2= =075
w60
Py = 0.4545
A
p=— =0.375
20
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Numero médio de maquinas na fila:

n () 2
i) P 0.4545(0.75)%0.375

L, = =
77811 - p)? 2!(1 - 0.375)2

= 0.1227 maquinas.

Tempo médio de uma maquina na fila:

L 122
W, = 7‘7 = OT; = 0.0027 horas.

Tempo médio de uma maquina no sistema:

1 1
W =W, + — =0.0027 + — = 0.0194 horas.
I 60

Custo por dia dos funcionérios = 2 x 68 = $136.
Custo por dia de espera das méquinas = W x A\ x 8 x 15 = $104.7258
Custo total = $240.7258

e Com trés funcionérios ...

Numero de servidores:
S=3 = FilaM/M/3

45
—=—=0.75
©w o 60

Py =0.4706
A
=—=0.25
r=3,

Ntumero médio de maquinas na fila:

P ()’ 3
B m _ 0.4706(0.75)°0.25

L. = =
7811 — p)? 31(1 —0.25)2

= 0.0147 maquinas.

Tempo médio de uma maquina na fila:

L, 0.0147
w, = Lo _ 00

3 15 = 0.0003 horas.

Tempo médio de uma maquina no sistemas:
1 1
W =W, + — = 0.0003 + — = 0.0170 horas.
" 60
Custo por dia dos funcionérios = 3 x 68 = $204.

Custo por dia de espera das maquinas = W x A x 8 x 15 = $91.76475
Custo total = $295.7648

A melhor opcao é passar a ter dois funciondrios no servico de manutencao.
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