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Resumo

O método de medianizag¢ao é um dos mais poderosos métodos utilizados para
a analise de equacoes diferenciais que aparecem no estudo de problemas nao
lineares. A ideia por tras do método consiste em substituir a equagao original
por uma equag¢ao medianizada, com estrutura simples e solugdes proximas.

Nesta tese demonstramos extensoes naturais do primeiro Teorema de Bogolyu-
bov e do Teorema de Samoilenko-Stanzhitskii para inclusoes diferenciais com
segundo membro semi-continuo superiormente. A extensao do Teorema de
Bogolyubov diz respeito a intervalos de tempo finitos, enquanto que na exten-
sao do Teorema de Samoilenko-Stanzhitskii tratamos de soluc¢oes definidas em
intervalos infinitos.

E também proposto um método para estudar a estabilidade exponencial fraca
de inclusoes diferenciais nao autonomas, aplicando um procedimento de medi-
anizagao a sua primeira aproximacao. Os resultados apresentados sao utiliza-
dos para a resolugao de alguns problemas praticos. Em particular, aplicamos
o método a um problema de estabilizacao do movimento de uma formacao de
dois satélites.



Abstract

The averaging method is one of the most powerful methods used to analyse
differential equations appearing in the study of nonlinear problems. The idea
behind the averaging method is to replace the original equation by an averaged
equation with simple structure and close solutions.

In this thesis we prove natural extensions of Bogolyubov’s first theorem and
the Samoilenko-Stanzhitskii theorem to differential inclusions with an upper
semi-continuous right-hand side. The extension of Bogolyubov’s theorem con-
cerns finite time intervals, while the extension of the Samoilenko-Stanzhitskii
theorem deals with solutions defined on the infinite interval.

A method to study weak exponential stability for time-varying differential in-
clusions applying an averaging procedure to a first approximation is also pro-
posed. We use the presented results to solve some practical problems. Namely,
we apply the developed method to stabilize the orbital motion of a formation
of two satellites.



Résume

La méthode de centrage est I'une des plus puissantes méthodes utilisées dans
I’analyse d’équations différentielles qui apparaissent dans 1’étude de problemes
non linéaires. L'idée qui préside a cette méthode consiste a remplacer ’équation
originelle par une équation de centrage, avec une structure simple et des solu-
tions proches.

Dans cette these, nous démontrons des extensions naturelles du premier Théo-
reme de Bogolyubov et du Théoréeme de Samoilenko-Stanzhitskii pour des in-
clusions différentielles avec un deuxiéme membre semi-continu supérieure-
ment. L'extension du Théoréme de Bogolyubov concerne des intervalles de
temps finis, tandis que dans I’extension du Théoreme de Samoilenko-Stanzhitskii
il s’agit de solutions définies dans des intervalles infinis.

On propose aussi une méthode pour étudier la stabilité exponentielle faible
d’inclusions différentielles non autonomes, en appliquant une procédure de
centrage a son premier approche. Les résultats présentés sont utilisés dans
la résolution de quelques problémes pratiques. En particulier, on applique
la méthode a un probléme de stabilisation du mouvement d’une formation de
deux satellites.
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Introducao

A complexidade dos sistemas dinamicos e das equagoes associadas em muitos
problemas praticos, obriga a utilizacao de métodos de aproximagao ao pro-
blema original, de modo a permitir inferir caracteristicas importantes no estudo
do mesmo. Em particular, no estudo de oscila¢oes nao-lineares foram desen-
volvidas varias técnicas com esse proposito, ver por exemplo Nayfeh (2000).
Entre elas, o método de medianizacao assume um papel de destaque, pela sua
naturalidade e bons resultados que garante.

O método de medianizagao, consiste em substituir o sistema de equagoes ori-
ginal por um outro sistema. Este novo sistema de equagoes ¢ autonomo, faci-
litando o seu estudo e caracterizacao. Esta técnica é aplicada na resolugao de
uma vasta gama de problemas praticos, sendo a sua justificagao rigorosa dada
pelo Teorema de Boguliobov. Este resultado garante que, mediante algumas
condigoes, as solucoes dos dois sistemas se mantém proximas, num intervalo
de tempo finito tao grande quanto se deseje. Impondo condigoes mais fortes
no sistema medianizado, as estimativas de proximidade das solu¢oes dos dois
sistemas, obtidas no resultado anterior, sao justificadas em todo o intervalo
infinito de tempo por varios teoremas. Entre eles, o Teorema de Samoilenko-
Stanzhitskii tem a forma mais geral e natural.

Apesar do grande éxito do método de medianizagao, existem problemas nos
quais, os sistemas em estudo sao descritos por equagoes diferenciais com se-
gundo membro descontinuo, violando as condi¢oes exigidas pelos Teoremas
de Boguliobov e de Samoilenko-Stanzhitskii. Assim, apesar de muitos autores
aplicarem o método de medianizacao a estes sistemas, a sua utilizagao nao é
possivel de ser justificada rigorosamente a luz dos teoremas anteriores, levando
a procura de extensoes dos mesmos, de modo a abranger sistemas descontinuos.

De facto, no estudo de equacoes com segundo membro descontinuo, o préprio
conceito classico de solucao deixa de ser valido, sendo necessario proceder a
sua generalizacao. Existem varias propostas nesse sentido, sendo a mais global-
mente aceite a defini¢cao de solugao proposta por Filippov, Filippov (1988).

A generalizacao de Filippov consiste em substituir a equagao diferencial com
segundo membro descontinuo por uma inclusao diferencial. As solugdes do

11



problema descontinuo serao entao, solu¢des de uma inclusao diferencial, onde
o segundo membro € semi-continuo superiormente. A reformulacao do pro-
blema com sistemas descontinuos para um problema escrito na linguagem de
inclusoes diferenciais, impoe que se obtenham também, novos resultados para
justificar a utilizacdo do método de medianizacao em inclusoes diferenciais.
Mais uma vez, os resultados existentes na literatura tém condigoes que, em
muitos casos, invalidam a sua aplicabilidade a inclusdes semi-continuas supe-
riormente, e logo, a sistemas descritos por equagoes diferenciais com segundo
membro descontinuo.

O trabalho desenvolvido nesta tese foi originalmente motivado pelo trabalho
de Guerman et al. (1989). Neste artigo, os autores estudaram o problema da
estabilizacao passiva do movimento de um satélite com barras de material mag-
nético com histerese incorporado. A insercao de barras com material magnético
com histerese no satélite faz com que o mesmo interaja com o campo magnético
terrestre, originando um amortecimento de oscilagdes que surgem depois da
separacao do satélite do foguetao. A dinamica deste sistema com histerese ¢é
descrita por equagoes diferenciais cujo segundo membro apresenta fungoes des-
continuas. Este facto levou-nos ao desenvolvimento do trabalho que passamos
a descrever.

Nesta tese, sao apresentados resultados que justificam rigorosamente a aplica-
¢ao do método de medianizagao num enquadramento mais geral, que os re-
sultados anteriormente referidos. Em particular, eles legitimam a utilizacao
do método em sistemas descontinuos. Os resultados obtidos sao aplicados a
alguns problemas de natureza mais pratica, como problemas de controlo e de
estabilizacao do movimento de satélites em formagao.

A tese apresenta a seguinte estrutura: no primeiro capitulo fazemos uma breve
apresentacao dos resultados e defini¢oes mais relevantes necessarias para a ela-
boragao deste trabalho. Nomeadamente, apresentamos alguns conceitos de ana-
lise multivoca e de inclusoes diferenciais, revemos a teoria de Filippov sobre
equacoes diferenciais com segundo membro descontinuo e terminamos com
uma revisao de alguns resultados de analise qualitativa de inclusoes diferen-
ciais, recorrendo a técnicas de primeira aproximagao.

No segundo capitulo, fazemos uma revisao exaustiva da literatura existente
sobre a justificacdo da aplicabilidade do método de medianizacao a equacgdes
diferenciais com segundo membro descontinuo e a inclusoes diferenciais. Efe-
tuamos uma comparacao detalhada dos resultados existentes, assim como das
condigoes utilizadas para garantir os mesmos. Esta revisao vai permitir contex-
tualizar de forma mais objetiva os resultados apresentados posteriormente.

No terceiro capitulo, apresentamos duas extensoes do método de medianiza-
cao. Comegamos por demonstrar o Teorema de Bogolyobov para inclusoes
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Lipschitzianas, sob condi¢oes mais gerais do que as impostas nos resultados
existentes. Seguidamente, provamos um teorema de aproximacao que mostra
a possibilidade de aproximar o conjunto das solu¢des de uma inclusao nao
auténoma semi-continua superiormente, por uma sucessao decrescente de con-
juntos de solug¢oes de inclusoes diferenciais Lipschitzianas. Por fim, utilizando
os dois teoremas anteriores, demonstramos o resultado principal, estendendo o
Teorema de Boguliobov a inclusdes diferenciais semi-continuas superiormente.

No quarto capitulo, estendemos o resultado anterior ao intervalo infinito. Con-
siderando a estabilidade assimptoética da posicao de equilibrio da inclusao me-
dianizada, mostramos uma generalizagao do Teorema de Samoilenko-Stanzhit-
skii para inclusoes diferenciais. A mesma questao sera também abordada para
o caso da estabilidade parcial.

No quinto capitulo, utilizamos o método de medianizagao para inferir propri-
edades de estabilidade fraca do sistema original. As técnicas desenvolvidas
sao aplicadas a um problema de estabilizacao do movimento de uma formacao
de satélites. Usando técnicas de primeira aproximagao, o método é também
aplicado a problemas de controlo mais gerais. Alguns exemplos concretos sao
também apresentados.

Os resultados principais da tese foram publicados em:

* R. Gama, A. Guerman, G. Smirnov, On the asymptotic stability of disconti-
nuous systems analysed via the averaging method, Nonlinear Analysis: The-
ory, Methods & Applications, Volume 74, Issue 4, 15 February, pp. 1513-
1522, 2011.

* R. Gama and G. Smirnov, Partial Stability of Discontinuous Systems via
Averaging Method, ICNAAM 2010: International Conference of Numerical
Analysis and Applied Mathematics 2010, AIP Conf. Proc., September 30,
Volume 1281, pp. 481-484, 2010.

* R. Gama, G. Smirnov, Exponential Stability via Averaging Method and Ap-
plications, In Proceedings of the 1st IAA Conference on Dynamics and
Control of Space Systems - DyCoSS12, March, 2012, Porto, Portugal (em
publicacao).

* R. Gama and G. Smirnov, Weak Exponential Stability for Time-Periodic Dif-
ferential Inclusions via First Approximation Averaging, Set-Valued and Vari-
ational Analysis, 2012, DOI:10.1007/s11228-012-0216-1
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Capitulo 1

Conceitos basicos e resultados
auxiliares

Existem muitos exemplos praticos onde as equagoes diferenciais que descrevem
os sistemas dinamicos em estudo, apresentam um segundo membro desconti-
nuo. Entre eles, temos exemplos de sistemas que vao desde modelos oscilato-
rios mecanicos e elétricos com atrito de Coulomb ou histerese, até problemas
de controlo onde os controlos sao descritos por fun¢oes descontinuas, ver por
exemplo Filippov (1988); Marques (1993); Khalil (2002); Cortés (2008).

Nestes sistemas, a propria nogao classica de solugao: fungao diferenciavel que
verifica o sistema de equagoes em todos os pontos de um dado intervalo de
tempo, nao pode ser aplicada, impondo a necessidade de se generalizar a teoria.
Existem na literatura algumas propostas nesse sentido, ver por exemplo Hajek
(1979), sendo que de entre elas, a generalizacao do conceito de solugao proposta
por Filippov em 1960, Filippov (1988), encontra mais aceitacao e aplicabili-

dade.

Como vamos ver posteriormente neste capitulo, o método de Filippov reduz o
estudo de equagoes diferenciais descontinuas ao estudo de inclusoes diferen-
cias. Consequentemente, o trabalho apresentado sera elaborado recorrendo a
teoria existente sobre aplica¢cdes multivocas e inclusoes diferenciais.

Neste capitulo descrevemos alguns resultados, ver por exemplo Filippov (1988);
Smirnov (2002), de analise multivoca e inclusoes diferenciais que serao impor-
tantes no desenvolvimento dos capitulos seguintes.
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1.1 Conjuntos e aplicagoes multivocas

Denotaremos por R, o conjunto de nimeros reais nao negativos, por R,, o usual
espacgo n-dimensional de vetores reais, por (-,-) e | - | o produto interno usual e a
norma Euclidiana, respetivamente. Denotamos por B, a bola fechada unitaria
em R”, i.e., B, = {x e R" | |x| < 1}. Consideremos A e B dois subconjuntos de R"
e A uma constante. Podemos definir soma entre os dois conjuntos como sendo

A+B={a+blacA, be B},
e produto entre a constante e um conjunto da forma
AA ={da|ae A}

Para um dado conjunto A C R”, intA, clA e coA denotam, respetivamente, o
interior, o fecho e o involucro convexo de A.

A distancia entre um ponto x € R"” e um conjunto A é definida por:

LA)=inf [x—al.
d(x,A) ;BAlx a|

Sejam A;,A, C R" conjuntos compactos. Vamos utilizar a notagao

dc(A1,Ay) = sup d(ay, Ay).

aj€A,

A distancia entre dois conjuntos definimos segundo Housdorff.

Defini¢ao 1.1: Sejam A;,A, C R" dois conjuntos compactos. A distancia de
Housdorff entre A; e A, é definida

dp (A, Ay) = max{dc(Ay, Az),dc(Ag, Ay},
que também pode ser escrita da forma equivalente

dH(AllAZ) = mll’l{h >0 | A] CA2 + th,Az CA1 + th} ¢

Duas fungoes que vao ser muito uteis nas demonstragoes de alguns resultados
apresentados posteriormente, sao a fun¢ao de Minkowski e a fun¢ao de suporte
de um conjunto. Sao definidas da seguinte forma (veja, por exemplo, Smirnov
(2002)):

Defini¢ao 1.2: Seja A C R" um conjunto convexo tal que 0 € intA. A fungao
#(x,A) =infla > 0| a 'x € A},

¢ chamada de fungdo de Minkowski do conjunto A. ¢
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Para um dado conjunto, a fun¢ao de Minkowski é uma funcao convexa, Lips-
chitziana e positivamente homogénea.

Defini¢ao 1.3: Seja A C R" um conjunto convexo. A fun¢do

5(A, ) =sup{(a, ) | a € A},

é chamada fungao de suporte do conjunto A. ¢

A funcao de suporte como fungao do conjunto verifica (veja, por exemplo, Mos-
zynska (2005)):
S(aA+ BB, ) =aS(A, )+ BS(B, ), (1.1)

para quaisquer conjuntos convexos A,BCR" e a, > 0. Em particular, temos
S(aA+x,9)=aS(A ) +{x, ),
para qualquer x € R".

A proposicao seguinte relaciona a distancia de Hausdorff com a funcao de su-
porte (veja, por exemplo, Moszynska (2005)):

Proposi¢ao 1.1 Sejam A, B C R" dois conjuntos compactos convexos. Entdo

dp(A,B) = @1'1_191 | S(A,9)-S(B,9)].

No que segue, vamos trabalhar com aplicagdes multivocas F : R x R" — IC(R"),
onde K(R") denota o conjunto de todos os subconjuntos compactos de R" (IC(R")
denota o conjunto de todos os subconjuntos compactos convexos de R"). Deno-
tamos por F(R") o conjunto de todos os subconjuntos fechados de R". O grafico
de uma aplicagao multivoca é denotado por grF. A bola unitaria fechada no
espaco das fungdes continuas f : [0, T] — R" com norma uniforme, C([0, T],R"),
é denotada por B. O conjunto das fung¢des localmente integraveis f : [0, co[— R"

é denotado por Llloc([O,oo[, R") e Li([0,00[,R") denota o conjunto das fungdes
f :]0,00[— R" integraveis.

O integral da aplicacao multivoca F é entendido no sentido de Lebesgue, tam-
bém conhecido por Integral de Aumann, ou seja:

Definig¢ao 1.4: Seja F : [a,b] — K(R") uma aplicacao multivoca, o integral de
Lebesge é definido por

b
b
fF(t)dt - {f F(OdE] F() e L(la,bLRY), F(1) € F(t) t e [a,b]} (1.2)

p ¢
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Em aplicagoes praticas, o calculo do integral é efetuado recorrendo ao integral

de Riemann para aplica¢des multivocas. Consideremos S ={a =t; <t <...<

ty = b} uma particao do intervalo [a, b]. Seja 6(S) = ma)lc\](tiﬂ —t;) o diametro da
0<i<

Fx

partigcao. Temos a seguinte definicao:

Definig¢ao 1.5: Seja F : [a,b] — KK(R") uma aplicagdo multivoca. O integral de
Riemann de F, é definido como sendo

b N

fm)dt = Lim Y F(E) (i — 1)
0(S)—0 =

a

onde &; € [t;,t;,1] e caso o limite, entendido no sentido da distancia de Haudorff
exista. o

Para algumas propriedades deste integral e em que condigoes temos igualdade
das duas definigoes, ver, por exemplo, Polovinkin (1975).

Uma das utilidades da fun¢ao de suporte é que esta permite transformar um in-
tegral de uma aplicagao multivoca num integral de uma funcao escalar, atraveés
da a seguinte igualdade, (ver, por exemplo, Castaing & Valadier (1977)):

b b

S JP(S)dS,lP :JS(P(S),I,D)dS,

a a
permitindo deste modo calcular integrais de aplicacdoes multivocas.

A seguinte propriedade é utilizada nos resultados apresentados posteriormente.

Proposi¢ao 1.2 Seja F : RxR" — KK(R") é uma aplicagao multivoca. Entdo, quais-
quer que sejam as constantes a,b,c € R, com a <b e c > 0, a seguinte desigualdade é
verificada:

b b b

dy JcF(s,xl(s))ds,JcF(s,xz(s))ds <cfdH(F(s,xl(s)),F(s,xz(s))ds.

a a a

Demonstragao: Escrevendo a distancia de Hausdorff a custa das fungoes de
suporte dos conjuntos, obtemos

b b

dy JcP(s,xl(s))ds, f cF(s,x5(s))ds

a a
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b b

— Eplllpl S jcP(s x1(s))ds,p |-S Jchxz ))ds,

= sup|c J[S (s,x1(5)), ) = S (F(s,x2(5)),¥)]ds

[pl=1
b
< chup|[S (F(s,x1(5)), ) — S(F(s, x2(s) |ds
[ipl=1
b
- cde<P<s,x1<s>>,P<s,xz<s>>>ds,
a
demonstrando o resultado. O

A seguinte caracterizacao de aplicagoes multivocas é utilizada frequentemente:

Defini¢ao 1.6: A aplica¢ao multivoca F : Rx R" — K(R") é chamada de Lips-
chitziana, se existe uma funcao integravel k(-) tal que para quaisquer t,x,x;
temos

dp(F(t,x2), F(t, x1)) < k(£)lxa —x1],

ou equivalentemente,

F(t,xZ)CP(t,Xl)-I—k(t)lXQ—Xlan. (13)
¢

Outras caracterizagoes mais fracas, que sao referidas posteriormente, sao dadas
pelas definic¢des (ver, por exemplo, Donchev & Farkhi (1998)):

Defini¢ao 1.7: A aplica¢ao multivoca F : R x R" — K(R") é chamada de Lips-
chitziana Unilateral Uniforme com constante A (nao necessariamente positiva)
se e sO se para todos x,y € R", f, € F(t,x), f, € F(t,y) e t € R temos

(=9, fe~ f,) < Alx =yl (1.4)
¢

Defini¢ao 1.8: A aplica¢ao multivoca F : R x R" — K(R") é chamada de Lips-
chitziana Unilateral com constante A (nao necessariamente positiva) se e so se
para todos x,y € R”, f, € F(t,x) e t € R, existe um fy € F(t,y) que satisfaz

<x_y'fx_fy></\|x_y|2- (1.5)
¢
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1.2 Inclusoes diferenciais

Recordemos a seguinte definicao (ver, por exemplo, Kolmogorov & Fomin (1970)):

Defini¢ao 1.9: Uma funcao x(-), diz-se absolutamente continua se existir uma
funcao integravel no sentido de Lebesgue v : [4,b] — R", tal que x(t) = x(a) +

Jtv(s)ds, t €[a,b]. o

Denotaremos por AC([0,L],R") o espaco das fun¢des absolutamente continuas
x:[0,L] > R".

Um problema de Cauchy envolvendo inclusoes diferenciais € um problema da
forma
x € F(t,x), x(0)=xq, te[0,L], (1.6)

onde as solugoes vao ser fun¢oes absolutamente continuas que verificam (1.6)
em quase todos os pontos do intervalo [0, L].

Neste trabalho, denotamos por S 1)(F, xo) o conjunto de solu¢oes do problema
anterior e por A(L)(F,xg) = {x(L) | x(-) € Sjo,.)(F,x0)} o conjunto atingivel do
mesmo. Se C C R" for um conjunto, utilizamos a seguinte notagao Sy 1)(F,C) =

U Sjo,1)(F, xo)-

XOEC

Um dos resultados mais importantes na teoria de inclusoes diferenciais é o
Teorema de Filippov. Este teorema tem muitas aplica¢oes e, para além de ter
como corolario a existéncia de solu¢oes do problema (1.6) quando a aplicacao
F é Lipschitziana, é utilizado na demonstracao de alguns dos resultados que
vamos referir posteriormente.

Vejamos a seguinte definigao:

Defini¢ao 1.10: A aplicagao multivoca F : R — F(R") é chamada mensuravel
se para todo o conjunto fechado C c R" temos que

{teR|F(t)nC =0},
¢ mensuravel no sentido de Lebesgue. &

Consideremos F : RxR" — F(R") uma aplicacao multivoca que satisfaz:

(i) F(t,-) Lipschitziana com constante k(t), para quase todo t € [0, L];
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(ii) F(-,x) é mensuravel para todo x € R".

entao, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1 Seja 6 > 0 e y:[0,L] —» R" uma fungdo absolutamente continua que
satisfaz
A(0), E(Ly(1) < p(t) ae. tel0,L]

onde p(-) € L1([0,L],R). Suponhamos que as condigées (i)-(ii) sao verificadas na
regido {(t,x) |t € [0,L],|x —y(t)| < O} e x¢ é tal que |xq —y(0)| < O. Entdo, existe uma
solugao x(-) € §jo,11(F, xq) que satisfaz

x(t) (1) < E(2) e [x(2) = p(t)] < k(2)E(2) + p(2),

Jotk(s)ds :

Outro resultado importante, também da autoria de Filippov, é o seguinte:

onde

&(t) = 6e™ + , m(t)=

t
j em(t)—m(s)p(s)ds
0

Teorema 1.2 Sejam f : R" x R¥ — R™ uma funcio continua e v : R" — R"™ uma
funcdo mensurdvel. Suponhamos que U C R é um conjunto compacto tal que v(x) €
f(x,U) para quase todo x. Entdo, existe uma fungdo mensurdvel u : R" — U que

verifica v(x) = f(x, u(x)).

Este resultado mostra a equivaléncia entre o sistema de controlo

x:f(x,u),ueUCRk, (1.7)
e a inclusao diferencial
xeF(x)= f(x,U) = Uf(x,u). (1.8)
uelU

1.3 Estabilidade

O estudo da estabilidade das solugdes de (1.6) assume um papel fundamental
em aplicagOes praticas. A teoria da estabilidade é uma ferramenta essencial
no estudo qualitativo das solucoes de equagoes diferenciais ordindrias e de
inclusoes diferenciais, ver por exemplo Khalil (2002); Smirnov (2002); Bacciotti
& Rosier (2005).

Recordemos as seguintes defini¢oes de estabilidade, onde a origem é assumida
como sendo uma posicao de equilibrio da inclusao

x € F(x), (1.9)
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ou seja, 0 € F(0).
Defini¢ao 1.11: Dizemos que a posicao de equilibrio x = 0 da inclusao (1.9) é

(i) estavel se, dado um # > 0 qualquer, existe um 6(#) > 0 tal que para qual-
quer xg € 6B, todas as solugdes x(-) € S[g «](F, Xo), com x(0) = x( verificam

x(t)enB, paratodot>0.

(ii) assintOticamente estavel, se € estavel e atrativa, isto €, existe um oy > 0 tal
que para todo x( € 6yB,, temos que
lim x(t) = 0. (1.10)

t—o0
¢

Como podemos constatar nas defini¢oes anteriores, é exigido que todas as so-
lugdes da inclusao verifiquem as condi¢oes de estabilidade. Se esta condigao
for enfraquecida e se considerar que existe pelo menos uma solugao a verificar
as condicoes de estabilidade, passamos a ter estabilidade fraca, e a posicao de
equilibrio sera fracamente estavel e fracamente assintoticamente estavel res-
petivamente, ver, por exemplo, Smirnov (2002). No capitulo 4, abordamos
exclusivamente estabilidade forte, deixando o estudo da estabilidade fraca para
o capitulo 5. Como na maior parte das vezes, sera evidente a que tipo de
estabilidade nos referimos, s6 usaremos o adjetivo fraca quando houver risco
de confusao.

Outra caracterizagao importante é a de estabilidade exponencial. Consideremos
a inclusao diferencial
X € F(t,x). (1.11)

Assumindo que 0 € F(0,t), para todo t > 0, temos as seguintes defini¢oes:

Defini¢ao 1.12: Dizemos que a posicao de equilibrio x = 0 da inclusao (1.11) é

(i) fracamente assintdticamente estavel, se dado um 7 > 0 qualquer, existe
um o(n) > 0 tal que para qualquer x, € 9B,,, pelo menos uma solugao x(-) €
8l0,00](F,X0), com x(0) = x, satisfaz |x(t)| <7 paratodot>0,e

lim x(t) = 0.

t—o0

(ii) fracamente exponencialmente estavel, se existem constantes positivas c,
¥, e 0 tais que para qualquer xy € 0B, pelo menos uma trajetoria x(:) €
Sl0,00](F,Xg) com x(0) = x, satisfaz

lx(t)] < clxole™!, t20. (1.12)
¢
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Para equagoes diferenciais ordinarias, o estudo da estabilidade de sistemas nao
lineares pode ser estendido a sistemas que sé apresentam estabilidade, nao a
todas, mas so relativamente a alguma parte das variaveis, ver por exemplo
Vorotnikov (2003, 2005). Para estender algumas dessas ideias a inclusoes di-
ferenciais, vamos considerar aplicagdes multivocas da forma F(x) = F(x!, x?) x
F?(x!,x%) € K(R") e o sistema de inclusdes diferenciais

%t e eFl(xt, x?), (1.13)
%% e eF*(x!, x?). (1.14)

Assumindo que x! = 0 é uma posicdo de equilibrio parcial do sistema de in-
clusdes anterior, i.e. 0 € F1(0,x?), temos as seguintes defini¢oes de estabilidade
parcial:

Definicao 1.13: A posicao de equilibrio parcial x' = 0 do sistema (1.13) e (1.14)
é chamada de

(i) parcialmente o-estavel se, dado um # > 0, existe um p(1) >0 e o > 0 tal
que todas as solucdes (x'(-), x%(-)) de (1.13) e (1.13) com condi¢des iniciais
(x1(0),x%(0)) € uB,, x 0B, satisfazem | x!(t) |< 1 para todo t > 0.

(ii) parcialmente estavel se na defini¢ao anterior o = co.

(iii) parcialmente assintoticamente o-estavel (estavel) se, para alem de ser o-
estavel (estavel), existe um oy > 0 para o qual a igualdade

lim x'(t) =0

t—o0

é verificada, sempre que x1(0) € 8By, &
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Figura 1.1: Interpretacao geométrica da definicao de posicao de equilibrio o-
estavel: x = (x%,x%,xf) eR?>xR

1.4 Analise da estabilidade fraca através da primeira
aproximacao

Tal como acontece no estudo de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias, a
analise qualitativa de inclusoes diferenciais pode ser simplificada recorrendo a
meétodos de primeira aproximacao, linearizando o segundo membro em torno
da origem. Nesta seccao, apresentamos alguns resultados que serao utilizados
no capitulo 5, no estudo da estabilidade fraca de inclusdes diferenciais através
do método de medianizacao.

Consideremos a inclusao diferencial
X € F(t,x), (1.15)

onde a aplicagdo multivoca F : R x R" — F(R") satisfaz as seguintes condigoes:

(C1) 0€F(t0), Yt >0;

(C2) a aplicagao F é periddica em t com periodo T > 0, i.e., F(t+ T,x) = F(t,x)
para todos (t,x) € RxR";

(C3) aaplicagao F(-,x) é mensuravel para todo x € R". Existe uma funcao b(-) €
L{([0,T],R) tal que F(x,t) C b(t)B,, para todos (t,x) € R x R";
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(C4) a aplicagao F(t,-) é Lipschiztiana para todo t € [0, T], com constante k(t),
onde k(-) € L1([0, T], R).

Temos a seguinte definigao:

Definicao 1.14: Um processo convexo nao auténomo é uma aplicacao multi-
voca A: RxR" —» F(R") que verifica:

o A(t,Ax) = AA(t,x), xe€domA(t,-), A>0;

o A(t,x1)+A(t,xp) CA(t,x1 +x3), VYx1,x, € domA(t,-).

para todo t > 0. o

Em analise multivoca, as aplicagdes analogas as aplicac¢oes lineares univocas
sao processos convexos. Neste trabalho assumimos que os processos convexos
considerados verificam domA(t,-) = R",Vt > 0.

Defini¢ao 1.15: A aplicagdo A : RxR" — F(R") é uma primeira aproximagao
da aplicagao F : R xR" — F(R"), no ponto de equilibrio x = 0, se A(t,-) é
um processo convexo e se para todo (xy,vy) € grA(t,-) a seguinte igualdade é
verificada:

lim h~td(hvy, F(t, hxg)) = 0,
hl0

para todo t > 0. o

Se uma primeira aproximacgao é dada, podemos considerar a seguinte inclusao
diferencial:
x € A(t,x), (1.16)

e estudar propriedades de estabilidade fraca da inclusao (1.15) através das pro-
priedades da primeira aproximacgao.

Um resultado nesse sentido, que sera usado posteriormente surgiu no trabalho
de Smirnov (1995). Nele foi mostrado que sob as condi¢des:

(C5) a aplicacao A(t,-) € uma primeira aproximacao da aplicacao coF(t,-) em
x = 0 para todos os valores de t;

(C6) a aplicacao A(-,x) é periddica em t com periodo T > 0, i.e, A(t+ T,x) =
A(t,x) para todos (t,x) € RxR";

C7) a aplicacao A(-,x) é mensuravel para todo x € R"” e domA(t,-) = R",Vt > 0,
P p
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a posicao de equilibrio x = 0 da inclusao diferencial (1.15) é fracamente assinto-
ticamente estavel, sempre que a posicao de equilibrio x = 0 da inclusao diferen-
cial (1.16) é fracamente assintoticamente estavel. A mesma demonstracao leva
ao seguinte teorema mais forte.

Teorema 1.3 Se a posigao de equilibrio x = 0 da inclusao diferencial (1.16) é fra-
camente assintoticamente estdvel, entdo x = 0 vai ser uma posigcio de equilibrio
fracamente exponencialmente estdvel da inclusdo diferencial (1.15).

Alguns resultados sobre estabilidade assintética fraca de inclusoes diferenciais
auténomas da forma
x € A(x), (1.17)

onde A(-) € um processo convexo, sao conhecidos. O seguinte resultado, que
pode ser obtido do Teorema 9.1 de Smirnov (2002), vai ser importante.

Teorema 1.4 Seja x = 0 uma posigao de equilibrio assintoticamente estdvel da inclu-
sao diferencial (1.17). Entdo, existe um poliedro convexo I, com vértices {xq,..., X}
e ntimeros h > 0 e 6 €]0, 1] tais que 0 € int9 e para todos k = 1, m existe um vetor
Vi € A(xy) que satisfaz a inclusio

X + hvk € (1 — 5h)9ﬁ

1.5 Equacoes diferenciais com segundo membro des-
continuo

Tal como referido anteriormente, quando consideramos um sistema de equa-
¢oes com segundo membro descontinuo, podemos recorrer a generalizagao do
conceito de solucao introduzida por Filippov a fim de estudar o mesmo. Neste
trabalho iremos utilizar uma defini¢ao, ver por exemplo Smirnov (2002), que
é ligeiramente diferente da introduzida originalmente por Filippov. Concre-
tamente, a generalizacdo que iremos utilizar consiste em substituir o sistema

%= f(tx), (1.18)

onde x e R" e f : RxR" — R" é uma fungao descontinua limitada, por uma
inclusao diferencial. Assim, as solugoes do problema (1.18) sao definidas como
solucoes da inclusao diferencial

% e E(tx), (1.19)

onde F: RxR" — IC(R") é a aplicagdo multivoca dada por:

F(t,x) = ﬂclco{f(t,x+5B,,)}. (1.20)
0>0

25



A aplicacao multivoca (1.20) é semi-continua superiormente, ou seja, verifica a
seguinte definicao:

Defini¢ao 1.16: A aplicagao F(t,-) : R" — K(R") diz-se semi-continua superior-
mente se para cada xy € R” e cada 1 > 0, existe um 6 > 0 tal que

F(t,x) C F(t,x0) + 1By,

qualquer que seja x € xy + 0B,,. ¢

De facto, se a funcao f for localmente limitada, mensuravel para qualquer par
(t,x) € RxR", entao a aplicacao multivoca F satisfaz as seguintes condicoes,
(ver, por exemplo Bacciotti & Rosier (2005)):

(H1) F(t,x) é um subconjunto nao vazio, compacto e convexo de R", para todo
(t,x) € RxR";

(H2) a aplicagao multivoca F(t,-) é semi-continua superiormente para todo t €
R;

(H3) a aplicagao multivoca F(-,x) é mensuravel para todo x € R" ;

(H4) a aplicagcao multivoca F é localmente limitada, i.e., para cada conjunto
compacto K ¢ RxR" existe M > 0 tal que F(t,x) C MB,, para todo (t,x) € K,

Com estas condigoes, a existéncia de solu¢oes do problema (1.19) é garantida
(ver, por exemplo o Teorema 4.7 de Smirnov (2002)).

As funcgoes descontinuas mais simples que podem aparecer sao fungdes conti-

nuas por partes. Uma func¢ao f(-) é continua por partes se existirem conjuntos
m

abertos conexos Dy, ..., D,, CR", que verificam R" = U clDy, tais que para todos
k=1

k=1:m,afuncao f(-) é continua em Dy. A condicao de continuidade é violada

num conjunto de medida zero, formado pela uniao das fronteiras dos conjuntos

Dy.

A fim de ilustrar como podemos aplicar a construgao (1.20) para definir so-
lugoes de (1.19) vamos considerar, sem perda de generalidade, que o segundo
membro da equacgao diferencial é descontinuo numa dada superficie Dy = {x €
R" | ¢(t,x) = 0}, com ¢(-) diferenciavel. A superficie D, divide o espago R" em
duas regioes,

Dy ={xeR"|¢(t,x) >0} e D, = {x eR" | p(t,x) <0},
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de modo que R" = Dy U Dy U D,. Neste caso a equagao (1.18) pode ser escrita na
forma
. _J filt,x), xe Dy U Dy _ "
x_f(t,x)_{ f(tx), x€ D, ,  x(0)=x9€R". (1.21)
Aplicando o procedimento (1.20), construimos a aplicagao multivoca F e rees-
crevemos a equagao anterior como uma inclusao diferencial:

fl(t,X), X € Dl,
x € F(t,x)={ clco{fi(t,x), fr(t,x)}, x€Dy , x(0)=x5eR" (1.22)
fa(t,x), x €Dy

Tendo definido o conceito de solugao e garantido a sua existéncia, interessa
estudar o comportamento das mesmas, em particular quando estas atingem
ou partem da superficie de descontinuidade. Tipicamente, trés situagoes, ou
combinag¢oes delas, podem ocorrer, (ver, por exemplo, as Seccoes 4 e 10 de
Filippov (1988)). Sejam f," e f,’ as projecdes dos vetores f(t1,x(t1)) e fo(t1, x(t1))
no vetor da normal a superficie Dy no ponto x(t;). Entao temos:

a) A trajetéria comega num ponto x, fora da superficie de descontinuidade,
J ¢ P 0 P
digamos D, e que atinge a mesma no instante ;. Se f;' > 0e f,' > 0,
quando a trajetoria atinge a superficie Dy, ela vai continuar para D, ver
figura (1.2)-(a). Qualquer solucao de (1.22) que verifica a esta situagao é
Unica.

(b) Suponhamos uma trajetéria semelhante a anterior, mas agora, quando a
mesma atinge a superficie Dy, temos que f" < 0 e f,' > 0. Neste caso,
a trajetoria nao pode deixar a superficie de descontinuidade e tera que
evoluir ao longo da mesma.

A este tipo de comportamento chamamos movimento deslizante atrativo.
Durante o movimento deslizante, a trajetoria ira permanecer em D, obe-
decendo a equagao

X = folt,x), (1.23)

onde

fo(t,x) = agfi(t,x) + (1 — ag) fo(t, x).

O valor de «a é escolhido de modo a que o vetor fy(t,x) seja tangente a
superficie Dy, ou seja,
PV, fr)

RV R
onde ¢; = o¢ Vo = (9_({) o ) é o vetor gradiente.

FI ox;"" dx,
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Mais uma vez, uma solu¢ao com este tipo de comportamento existe e é
unica para valores crescentes de tempo.

(c) Por fim, se xg € Dy e f;">0e f,' <0, vamos ter um movimento deslizante
repulsivo, que leva a uma falha na unicidade, uma vez que a trajetéria
pode abandonar D, prosseguindo tanto para D; que para D,.

Figura 1.2: Ilustracao de trés comportamentos possiveis dos vetores f (t,x).

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1.1 (Paden & Sastry (1987)) Consideremos o seguinte problema

X =-esgn(x), x(0)=1, (1.24)
onde sgn(-) é a funcao sinal definida como sendo

-1, x<0,
sgn(x) = 0, x=0,
1, x>0.

Aplicando o procedimento de Filippov vamos obter a inclusao diferencial

x € —-eSgn(x), x(0)=1, (1.25)
onde Sgn(-) é a a versao multivoca da funcao sinal,

-1, x<0,
Sgn(x)=4{ [-1,1], x=0, .
1, x>0.

A inclusao (1.25) tem uma solugao dada por

(1.26)



Vejamos outro exemplo.

Exemplo 1.2 Consideremos o oscilador harmoénico com atrito seco
X+ w?x+ ysgn(x) = 0,

equivalente ao sistema

xl = X3
. . 1.27
{ X2 ~w’x| - ysgn(xy) ( )

Aplicando o procedimento de Filippov obtemos

X1 € Xy
{xz € —w’x;—ySgn(xy) (1.28)

Para este sistema temos Dy = {x € R" | x, = 0}. O vetor da normal a superficie de
descontinuidade é dado por 7= (0,1) e logo

fln = —wle —ye fzn = —a)2x1 +.

Podemos ver que a condigao de existéncia de um movimento deslizante atrativo

——2,12]. Assim, fora

w? w

dessa regiao as trajetdrias sao bem descritas pelas solugoes do sistema (1.27).

Quando atingem a superficie x, = 0 em x; € [—%, %], as trajetdrias passam a
w? w

ser descritas pela equagao (1.23), com f, =(0,0). <

em Dy, f" <0e f,' >0, é verificada sempre que x; € [
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Capitulo 2

Metodo de medianizacao

Neste capitulo, comecamos por fazer uma breve descri¢ao do método de media-
nizagao, assim como as principais motivac¢oes da sua utilizacao. Seguidamente,
apresentamos uma revisao detalhada da literatura sobre algumas extensoes do
método a equacgoes diferenciais com segundo membro descontinuo e a inclusoes
diferenciais.

2.1 Metodo de medianizagao

Consideremos o seguinte problema de Cauchy:
x=¢€f(t,x), x(0)=x, (2.1)

onde € > 0 é um pequeno parametro do problema, x e R" e f : RxR" — R" uma
funcao continua. O método de medianizagao consiste em substituir o sistema
anterior pelo sistema:

x=ef(x), *x(0)=x. (2.2)

onde

f(x)= lim = stx

Tooo T

Uma vez que o sistema medianizado (2.2) é auténomo, é mais simples de estu-
dar que o sistema original (2.1). Apesar de, nem sempre ser possivel resolvé-lo
explicitamente, regra geral é possivel obter conclusdes sobre o comportamento
do primeiro sistema através da analise do sistema medianizado.

De facto, o estudo formal do método de medianizagao consiste, em primeira
instancia, na determinacao de condi¢Oes para as quais se garante que a diferenca
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entre as solucoes dos dois sistemas se mantém tao pequena quanto se queira,
para um determinado intervalo de tempo. O método pode ser também apli-
cado no estudo de propriedades qualitativas das solu¢oes do problema original,
inferindo as mesmas através do estudo do sistema medianizado.

Uma das primeiras justificagoes rigorosas da aplicacao do método, apareceu nos
trabalhos de Bogoliubov, Bogoliubov & Mitropolski (1961), sendo atualmente
conhecido como primeiro Teorema de Bogoliubov. Posteriormente, o seu traba-
lho foi desenvolvido e extendido por muitos outros autores, formando hoje uma
teoria sdlida e com muitas aplicagoes, veja, por exemplo, Sanders & Verhulst
(1985); Khalil (2002) e Burd (2007).

O Primeiro Teorema de Bogoliubov demonstra exatamente que as solugoes, dos
dois problemas descritos anteriormente, se encontram suficientemente proxi-
mas num grande intervalo de tempo, para um e suficientemente pequeno. Isto
é, sobre algumas condi¢oes que serao analisadas posteriormente, é mostrado
que para todo L > 0 e 7 > 0, existe um € tal que, qualquer que seja o € €]0, €|,
a solucao x(-) do problema (2.1) e a solugao x(-) do problema (2.2) verificam

|x(t) —x(t)| < 1, para t €[0,L/€].

Apos a validagao do método de medianizagao, surgem algumas questoes impor-
tantes sobre o alcance da sua utilizacao. Em particular, é de central importancia
perceber em que condi¢des podemos estender o resultado anterior, de forma a
garantir a proximidade das solug¢oes do sistema original e o medianizado, num
intervalo de tempo infinito.

Outra questao que surge naturalmente ¢ saber em que condigoes, confirmadas
propriedades das solu¢oes do sistema medianizado, as mesmas podem ser infe-
ridas sobre as solu¢oes do problema original. Para equagoes diferenciais existem
alguns resultados nesse sentido. Nomeadamente, o Teorema de Samoilenko-
Stanzhitskii, que enfraquece as condi¢oes do Teorema de Eckhaus/Sanchez-
Palencia, mostra que se o sistema medianizado tiver uma posicao de equilibrio
assimptoticamente estavel, entao é possivel concluir que as solugdes do sistema
original se mantém limitadas numa vizinhanga da origem, para num intervalo
infinito e um € suficientemente pequeno. Outras generalizagoes foram tam-
bém obtidas através do Teorema de Banfi/Filatov, ver por exemplo Sanders &
Verhulst (1985); Samoilenko & Stanzhitskii (2006); Burd (2007).

O método de medianizagao pode também ser utilizado para estudar estabili-
dade exponencial de uma posicao de equilibrio do sistema (2.1). De facto, sob
algumas condigoes, a estabilidade exponencial da posi¢ao de equilibrio do sis-
tema medianizado implica estabilidade exponencial da posi¢ao de equilibrio do
sistema original (ver, por exemplo, Aeyels & Peuteman (1999); Khalil (2002)).
Se o sistema tiver uma estrutura especial, como homogeneidade, resultados
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equivalentes ao anterior podem ser obtidos considerando estabilidade assimp-
totica, M’Closkey (1997).

2.2 Método de medianizacao em equacoes diferen-
ciais com segundo membro descontinuo

As demonstragoes usuais do primeiro Teorema de Bogolyobov baseiam-se em
um de dois métodos:

 Utilizagao de uma mudanca de variavel que permite excluir, em primeira
aproximacao em €, a variavel tempo t do segundo membro do sistema
(2.1);

* Calculo direto da distancia entre as solugoes do problema original e me-
dianizado.

Concretamente, no primeiro método de prova, desenvolvido originalmente por
Boguliobov, é mostrado que apds uma mudanca de variavel, x =y + eu(t,y,€), o
sistema (2.1) pode ser transformado em

v =ef(y)+e’q(t,y,e). (2.3)

Assim, o sistema original, pode ser entendido como uma perturbacao do sis-
tema (2.2), levando a uma interpretacao do método de medianizacao como um
problema de perturbacao. Neste contexto, podem ser utilizados resultados da
Teoria de Perturbagdes, de forma a mostrar a validade do teorema, ver por
exemplo Bogoliubov & Mitropolski (1961); Hale (1969); Murdock (1991); Khalil
(2002).

A utilizacao desta abordagem tem a vantagem de conseguir importar alguns
métodos da Teoria de Perturbagoes, em particular métodos de analise quali-
tativa, aplicando os mesmos, a problemas de medianiza¢ao, Khapaev (1992);
Burd (2007). No entanto, é usualmente assumido que a fungao f, assim como
as suas derivadas parciais até a segunda ordem, sao continuas e limitadas num
dado dominio, tornando a utiliza¢ao deste método mais dificil de generalizar a
outros enquadramentos.

Por outro lado, na abordagem a prova do Teorema de Bogoliubov, que utiliza
o calculo direto da distancia entre as solu¢des do problema original e media-
nizado, podem ser utilizadas uma de duas estratégias. Uma, aplica o facto da
proximidade das solugdes do problema (2.2) as solu¢oes do problema (2.1) ser
uma consequéncia direta da dependéncia continua das solu¢oes da equagao

x=g(tx,A)
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no parametro A; onde x € R”, ¢(t,x,A) € R" e t € R, Krasnosel’skii & Krein
(1955).

A outra, estabelece a proximidade das solugoes, construindo primeiro duas
quase-solu¢oes aos problemas (2.1) e (2.2),

y()=xo+e | flsE(s)ds,  J(t)=xo+e | flx(s)ds,
! !

e utiliza a desigualdade de Gronwall para obter a estimativa da distancia.

Ambas as técnicas nao requerem condigdes tao fortes de diferenciabilidade,
impondo apenas que as fung¢oes envolvidas sejam limitadas e satisfacam a con-
dicao de Lipschitz, ver por exemplo Sanders & Verhulst (1985).

Apesar da teoria por detras do método de medianizacao ser bastante frutifera,
existem muitas aplicagoes praticas onde os problemas sao descritos por sistemas
para os quais as condi¢oes do Teorema de Bogoliubov nao se verificam, impos-
sibilitando a justificagao rigorosa da aplicagao do método de medianizagao. Um
exemplo disso sao sistemas modelados por equagoes diferenciais com segundo
membro descontinuo.

Um dos primeiros trabalhos a estender o método de medianizacao a sistemas
com segundo membro descontinuo foi apresentado por Matveev et al. (1978),
no qual a validade do Teorema de Bogoliubov foi demonstrada para sistemas

descontinuos que verifiquem as seguintes condi¢oes, para um dado dominio
Q={(t,x)|t=>0,xe DcCcR"}:

t—o0

t
1 —
(I) O limite lim n Jf(s,x)ds = f(x) existe no dominio D, uniformemente em
0
X5

(II) A funcao f(t,x) é mensuravel em t para todo x € D e existe uma constante
M > 0 para a qual f(t,x) C M B, para todo (t,x) € Q M > 0;

(III) A funcao J_‘(x) tem apenas um numero finito de superficies de desconti-
nuidade ¢; = {x : ¢p;(x) =0}, i = 1,k em D, e cada ¢;(x) é continuamente
diferenciavel numa vizinhanga de ¢;. A regidao D é dividida por ¢; em
regioes D]-, j=1,N.

(IV) Qualquer que seja 11 > 0, existe um €;(77) tal que, se 0 < e <e((y) et e

[0,00[, em cada regidao Dj, excluindo uma 7-vizinhanca, V, (¢;), das su-

perficies definidas por ¢;, existe uma funcao nao decrescente (-), que
verifica lim (a) = 0, tal que

a—0
|f (t,x2) = f (£, x0)] < P(lxp —x1]),
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para x,x; € D;\ U V,(¢;) arbitrarios;
i

(V) Existe uma solugao continua x(t) de (2.2), em [0,L], que tem no maximo
um numero finito de intersec¢des com as superficies ¢;, nos pontos (t;, x;),
X] :E(tl), | = 1,---,m;

(VI) Numa p-vizinhanga dos pontos de interseccao x(t;) da trajetoria x(t) com
as superficies ¢;, as seguintes desigualdades sao verificadas:

(f(t,x),voi(x)) = >0,

ou
(f(t,x), vi(x))y <-p <0,

para quase todo t.

Estas condi¢oes, permitem justificar a aplicacdo do método a sistemas cujo
segundo membro do sistema medianizado ¢ descontinuo. Para além disso, as
trajetérias do sistema medianizado nao apresentam nenhum tipo de desliza-
mento nas superficies de descontinuidade, condi¢io (VI). E de notar também
que a condigao (V) nao é de facil verificacao.

Seguidamente, em Plakhtienko (1985), foi mostrado um resultado semelhante,
mas com condi¢oes mais faceis de verificar em exemplos praticos. Mantendo a
primeira condicao, foi imposto que:

(II) A fungao f(t,x) é absolutamente integravel em t para todo x € D e existe
uma unica solucao do sistema (2.1), limitada num intervalo arbitrario,
mas finito, de tempo;

(III) A funcao f(t,x) = f(t,x)—f(x) tem apenas um numero finito de superficies
de descontinuidade ¢; = {x : ¢;(x) =0}, i = 1,k em D. Nos pontos que
nao pertencem a essas superficies, a fun¢ao f;(t,-) verifica a condicao de
Lipschitz.

(IV) A funcao 7() verifica a condicao de Lipschitz.

(V) A condicao
(f(t,x),qui(x» = /\i =0 (l = 1,...,N),

¢é verificada.

(VI) Paratodoxge D’ cDet > 0,asolugaode (2.2), assim como uma p—vizinhanga
da mesma, pertencem ao dominio D.
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Sobre estas condigoes, Plakhtienko justificou a aplicagao do método de media-
nizacao a sistemas oscilatorios da forma

X+ a)gx = eh(t, x, x),

onde a funcao descontinua h assumia uma forma especifica. Resultados se-
melhantes foram obtidos, mais recentemente, por Fidlin (2002, 2005) para sis-
temas periddicos muito particulares. Referimos também os seguintes traba-
lhos que sao citados na bibliografia: Samoilenko (1963); Akilov (1971); Filatov
(1974); Klimchuk (1990); Plotnikov & Zverkova (1993) e Plotnikov et al. (1994).

Em todos os trabalhos citados, as condi¢oes impostas impossibilitam a aplicagao
do método de medianizagao a sistemas descontinuos cujas trajetorias apresen-
tem movimento deslizante, deixando assim em aberto o problema da justifica-
cao da aplicacao do método a sistemas mais gerais.

2.3 Método de medianizacao em inclusoes diferen-
ciais

Como vimos na Secgao 1.5, para estudar o problema (2.1) com segundo membro
descontinuo temos que reescrever o mesmo na linguagem de inclusoes diferen-
ciais. Nesse sentido, nesta seccao descrevemos os trabalhos existentes sobre
o método de medianizagao para inclusoes diferenciais, comec¢ando pelos re-
sultados mais antigos obtidos para inclusoes Lipschiptzianas e acabamos com
os trabalhos mais recentes onde sao apresentadas extensoes do Teorema de
Bogoliubov para inclusoes semi-continuas superiormente.

Escrevendo o problema anterior na linguagem de inclusoes diferenciais, vamos
ter:
x€eF(t,x), x(0)=x, (2.4)

onde € é um pequeno pardmetro e F : Rx R" — KK (R) é uma aplicagao multi-
voca. A inclusao medianizada vai ser

xeeF(x), x(0)=x, (2.5)
com
T
_ |
F(x) = Th_r)rc}of F(s,x)ds, (2.6)
0

sendo a convergéncia entendida no sentido da distancia de Hausdorft:

T

) — 1
Th_r)rc}odH F(x),TJP(s,x)ds =0.
0
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Quando a aplica¢ao multivoca envolvida na inclusao diferencial é Lipschitzi-
ana, o problema foi resolvido por Plotnikov (1979 a) para o caso periddico, e
Plotnikov (1979 b) para o caso geral. Neste ultimo trabalho, Plotnikov demons-
trou a estimativa,

der(A(t)(€F, xo), A(t)(eF, x9)) <1, 0<e<ey(n), te[0,L/e] (2.7)
impondo as seguintes condigdes:

(I) A aplicagao F(t,x) é continua, limitada e satisfaz a condi¢ao Lipschitz em
x com uma constante A, i.e.

P(t,X)CMBn, dH(F(t,Xz),F(t,xl)) < A|X2—X1|}

(II) O limite (2.6) existe no dominio D, uniformemente em x;

(IIT) Para todo xy € D’ ¢ D e t > 0, as solucdes de (2.5), assim como uma
p—vizinhanga das mesmas, pertencem ao dominio D.

Posteriormente, este resultado foi generalizado por Vasil’ev (1983) a aplicagoes
F(t,x) mensuraveis em t e verificando uma condicao de Lipschitz mais geral:

dp(F(t,x2), F(t,x1)) < A(t)lx2 — 31,

t

para xq,x, € D arbitrarios, onde J A(s)ds < A(t,—ty) para cada [t,t,] C [0, +o0],
t

sendo A uma constante.

Estes resultados basilares foram estendidos em varias dire¢cdes. No artigo de
Klimchuk (1989), foi apresentada uma generalizagao do resultado de Plotnikov,
em que foram consideradas aplicagdes multivocas F : RxR" — F(R) periddicas
nao limitadas. Em Plotnikov (1980) foi considerado um esquema de mediani-
zagao parcial, extendendo os primeiros resultados de Plotnikov ao mesmo. De
facto, o método de medianizagao em inclusoes diferenciais sofreu um grande
desenvolvimento com os trabalhos de Plotnikov e da sua escola. Para uma
revisao recente destes trabalhos ver Klymchuk et al. (2011). Referimos também
os seguintes livros que sao frequentemente citados na bibliografia: Plotnikov
(1992, 1999).

O meétodo de medianizagao para inclusoes diferenciais foi também utilizado
noutros contextos. Nomeadamente, foi aplicado em inclusoes diferenciais im-
pulsivas, Klymchuk et al. (2011); Perestyuk et al. (2011) e inclusoes diferenciais
com perturbagdes, Khapaev & Filatov (1988); Grammel (1996, 2003). Foi tam-
bém aplicado a fim de estudar propriedades de estabilidade em varios tipos de
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sistemas: Grammel & Maizurna (2004) consideraram sistemas com ruido e em
Grammel (2008), o método foi aplicado a sistemas com perturbagoes singulares.

Nos trabalhos de Filatov & Khapaev (1990a,b); Filatov (1994) o método de me-
dianizacao foi estendido a sistemas com variaveis lentas e rapidas cuja dinamica
é descrita por:

x€eF(t,x,v,€), x(0)=x,
veG(t,xye€), p(0)=1yo

onde, tal como anteriormente, € € um pequeno parametro do problema. Nestes
trabalhos, foi introduzido um processo de medianiza¢ao mais geral que o an-
terior, permitindo incluir os casos em que o limite (2.6) nao existe. De facto, a
aplicacdo multivoca medianizada foi definida como sendo a aplicacio F : R" —
KK(R") que verifica a seguinte condi¢ao: para todo 1 > 0 existe um T (1) > 0,
tal que para todos (xg,v9) € D, t > 0, todas as solugoes y(-) € S[o,m[(a,(xo, Vp)) €
qualquer T > T(#), temos

(2.8)

t0+T
1

T J F(s,x0,9(s),0)ds C f(xo) +1B,,.

to

Utilizando algumas destas ideias, Plotnikov (1996 i) obteve uma extensao dos
seus primeiros resultados, alargando a sua aplicabilidade aos casos onde se
verifica inexisténcia do limite (2.6). Em concreto, assumindo que existem as
aplicagdes multivocas F,,F_: D — KIC(R") tais que

T
- 1
lim dc F_(x),—JF(s,x)ds =0, (2.9)
T—oo T
0
e
T
1
Thm dc JP x)ds,F,(x)| =0, (2.10)
0
ou seja, existem aplicagdes F,(-) e F_(-) tais que, qualquer que seja 1 > 0 temos
T
1
)C = JP x)ds+nB,,
T 0 (2.11)
1 —
T JF(s,x)ds CF . (x)+nB,,
0
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podemos associar a inclusao (2.4) as inclusoes seguintes

x_€eF_(x_), x_(0)=x,, (2.12)

X, €eF, (X,), %,(0)=xg. (2.13)
Impondo as seguintes condigoes:

(I) A aplicagao F(t,x) é mensuravel em t, continua em x e existem fungoes
integraveis M(-) e A(:) e constantes M e A tais que

F(t,x) C M(t)B,, dp(F(t,x2), F(t,x1)) < A(t)lxa — x1 ],

e, para qualquer segmento finito [t;,f,] C [0, +o0[, as desigualdades

ty t
M(S)dS <M(t2—t1), J /\(S)dS < /\(tz—tl),

5] 5]
sao verificadas;

s aplicacoes F. (x) e F_(x) sao compactas convexas, satisfazem a condi-

IT) As aplicagoes F, F pact tisf, d
cao de Lipschitz em x com constante A, e limitadas pela constante M, a
condicao (2.11) é satisfeita uniformemente em x € D;

(IIT) Para todo xy € D’ C D, as solucoes de (2.12) e (2.13), assim como uma
p—vizinhanga das mesmas, pertencem ao dominio D.

Plotnikov obteve as seguintes estimativas

A(t)(eF_, xo) C A(t)(eF, x) + nB,,

A(t)(eF,xq) C A(t)(eF,,xo) + 1By,
para os conjuntos atingiveis das inclusdes em questao, quando t € [0, L/€].

Na grande parte dos resultados anteriores, a sua demonstracao assenta essen-
cialmente na utilizacao do Teorema de Filippov, Teorema 1.1, e consequente-
mente é utilizado o facto das aplicagoes multivocas serem Lipschitzianas. Em
alguns trabalhos, esta condi¢ao foi enfraquecida permitindo considerar classes
mais amplas de inclusoes. Em Plotnikova (2005) e Lakrib (2009) foram mos-
tradas versoes do Primeiro Teorema de Bogoliubov para aplicagoes multivocas
continuas. Resultados semelhantes foram também obtidos em Klimov (2008);
Klimov & Ukhalov (2009), impondo uma condi¢ao de continuidade unilateral
na aplicacao multivoca da inclusao (2.4).
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No trabalho de Donchev & Farkhi (1998), foi apresentada uma variante do
Teorema de Filippov para inclusoes diferenciais com segundo membro que ve-
rificam a condi¢ao de Lipchitz Unilateral, Definicao 1.8. Esta classe de aplica-
¢oes multivocas é menos restritiva que a classe de aplicagoes Lipschitzianas,
contendo mesmo algumas aplicagoes descontinuas. Com este resultado, foi
possivel aplicar as técnicas de demonstragao usadas anteriormente, para o caso
Lipschitziano, obtendo justificacoes do método de medianizagao para sistemas
da forma (2.4), Sokolovskaya (2004), e sistemas da forma (2.8), Filatov (2008),
com segundo membro verificando a condi¢ao de Lipschitz Unilateral. Sob a
mesma condicao, outras extensoes do método foram obtidas para outros contex-
tos nos trabalhos de Donchev & Slavov (1999); Donchev et al. (2004); Donchev
& Grammel (2005) e Donchev (2006).

Versoes do Primeiro Teorema de Bogoliubov para inclusdes com segundo mem-
bro semi-continuo superiormente, foram obtidas em Plotnikov (1996 ii). O teo-
rema apresentado garante apenas uma estimativa unilateral para a proximidade
das solugoes dos dois problemas (2.4) e (2.5):

Sjo,1/¢](€F,%0) C Sjo,1/¢)(€F, x0) + 1By, 0 <€ <e€g(n). (2.14)
Esta estimativa foi obtida sob as seguintes condigoes:

(I) A aplicagao F:RxR" — KK(R") é semi-continua superiormente em rela-
cao a x, 2m-periddica e mensuravel em relacao a ¢, uniformemente limi-
tada por uma fungao integravel M(t) que verifica

t
M(s)ds < M(t, —t1)
t

para qualquer t, > t; > 0;
(II) A aplicagao F(x) verifica a condicdo de Lipschitz com constante A;

(III) Para todo xy € D" C D, as solucdes de (2.5), assim como uma p—vizinhanca
das mesmas, pertencem ao dominio D.

Apesar de considerar aplica¢des semi-continuas superiormente, a forte imposi-
¢ao da verificagao da condicao de Lipschitz pela aplicacado medianizada, reduz
a aplicabilidade do resultado a inclusoes e equagoes com segundo membro
descontinuo. Por conseguinte, no mesmo trabalho, Plotnikov (1996 ii), foram
considerados inclusdes descontinuas numa dada superficie Dy = {x € R" | (x) =
0}, ¢(-) diferenciavel, da forma particular

Pl(t,X), X € Dl

F(t,x) ={ Fatx) xeDs’ (2.15)
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onde as aplicagoes F;, i = 1,2 satisfazem a condicao de Lipschitz e

Dy ={xeR"| p(x) >0} e D, ={x e R"| ¢p(x) < 0}.
Impondo as condigoes seguintes

(I) As aplicagoes F;(t,x), i = 1,2 sao continuas, 27t periddicas em ¢, uniforme-
mente limitadas e verificam a condi¢ao de Lipschitz com constante A;

(IT) Paratodo xy € D’ C D, as solucdes de (2.5), assim como uma p—vizinhanga,
pertencem ao dominio D;

(III) As solugoes X(t) que tem no maximo um numero finito de intersec¢oes
com a superficies D;

(IV) Numa p-vizinhanga dos pontos de interseccao x(t;) da trajetoria X(t) com
as superficies Dy, as seguintes desigualdades sao verificadas:

min (z,Vp(x)) = p >0,
z€F(t,x)
ou
max (z,V(x)) < -p <0,
zeF(t,x)

para todo t € [0, 27];

foi obtida uma estimativa semelhante a (2.7) para este tipo de sistemas. Resul-
tados equivalentes foram igualmente obtidos para sistemas descontinuos por
partes para os quais a superficie de descontinuidade ¢(t,x) apresenta também
uma dependéncia no tempo.

As condi¢oes impostas, principalmente a (I11) e (IV), sao de muito dificil verifi-
cacao e raramente se encontram, em aplicagoes praticas, sistemas que admitem
a sua confirmacgao. Estas imposicoes restritivas levam a que se procure novas
abordagens para estender o Primeiro Teorema de Bogoliubov a sistemas des-
continuos. Apresentamos alguns desses resultados no préximo capitulo.

40



Capitulo 3

Extensoes do Método de
Medianizacao

Neste capitulo, discutimos a generalizacao do método de medianizacao a inclu-
soes diferenciais, apresentando extensoes do primeiro Teorema de Bogoliubov
aos casos de aplicagcoes multivocas Lipschitzianas e semi-continuas superior-
mente.

3.1 Aplicacoes multivocas lipschitzianas

Tal como no capitulo anterior, vamos considerar as seguintes inclusoes diferen-
ciais:

x € €F(t,x), (3.1)

X € eF(X), (3.2)

onde a inclusdo medianizada obedece a Definicao 3.1.

Definigao 3.1: Seja F: RxR" — K(R") uma aplicagdo multivoca Lipschitziana,
A aplica¢ao medianizada F(-) é definida por

T
= 1
F(x)= lim — | F(s,x)ds, 3.3
(v) = Jim — | F(s,x)ds (3.
0
onde a convergéncia é entendida no sentido da distancia de Hausdorff. ¢
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De notar que, se a aplicacao F(-,x) for periddica, considerando sem perda de
generalidade que tem um periodo 27, podemos escolher T = 2km+ 7, com T €
[0,27t], obtendo da defini¢ao anterior que

T

1 2kTt+t
lim F(t,x)dt = lim—j F(t,x)dt
T—eo ) k—>°°2kn(l+ﬁ) 0
1 2k7'(
= lim — F(t,x)dt
k—o00 2kﬂf 0
1 271
= — F(t,x)dt.
3 ), 0

Nos resultados que serao apresentados seguidamente, vamos assumir que a

aplicacao multivoca do segundo membro da inclusao (3.1) verifica as seguintes
condigoes:

(LO) F(-,x)é mensuravel para todo x € R".

(L1) Existe uma funcao nao negativa b(-) € Llloc([O,oo[, R) tal que F(t,x) C b(t)B,,
para todo (t,x) € [0, +co[ xR";

(L2) Existe o limite

T—oco T

T
b= lim ! Jb(t)dt;
0

(L3) A aplicacao F(t,-) verifica a condi¢ao de Lipschitz, i.e.
dH(F(tixZ)IF(tfxl)) < /\(t)lx2 _xllr

onde A(+) € LI°°([0, oo[, R) é uma funcdo nao negativa;
1 8

(L4) O limite

existe.

De fato, em vez das condigoes (L2) e (L4), podemos utilizar as seguintes:

(L2’) Existe uma constate b > 0 para a qual a desigualdade

fz b(s)ds < b(t, - 1),

5]

é verificada para qualquer segmento finito [t,1;];
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(L4’) Existe uma constate A > 0 para a qual a desigualdade
t2
J /\(S)dS < /\(tz — tl ),
f

é verificada para qualquer segmento finito [, f,].

Notemos que as condi¢oes (L2) e (L4) nao estao incluidas nas condigoes (L2’)
e (L4’), utilizadas nos resultados referidos no capitulo anterior, como se ilustra
no seguinte exemplo.

Exemplo 3.1 Consideremos a fungao f(t) = T Podemos ver que

1t
Th_r)r;oTL f(s)ds=1,

mas que

1 f2
sup f(s)ds = +co.
tr>1 t2 - tl 5]

Logo f(-) verifica as condi¢oes (L2) e (L4) anteriores mas nao verifica a condigao
t
de existéncia de uma constante f; tal que f(s)ds < fo(t, —t;) para qualquer
51

intervalo finito [t1, t,]. <

No que segue, vamos fazer todas as demonstra¢oes considerando satisfeitas as
condicoes (L2) e (L4). No entanto, para as condigdes (L2’) e (L4’) as demonstra-
¢Oes seriam essencialmente as mesmas. As seguintes propriedades que passam
da aplicagao original para a medianizada serao uteis futuramente.

Proposi¢ao 3.1 Seja F : RxR" — KC(R") uma aplicagdo multivoca que satisfaz as
condigoes (L1) - (L4). Entao, se o limite (3.3) existir uniformemente em x, a fungao
multivoca F(-) é limitada com a constante b e verifica a condicdo de Lipschitz com a
constante A, i.e.,

F(x) C bB,, dp (F(x3), F(x1)) < Alxg — x1].

Demonstragao: A primeira afirmacao segue de

T
— 1 1
F(x)= lim — | F(t,x)dt C lim | =
)= fim, 7 | F(txdec fim | 7

T
Jb(t)dt B, = bB,.
0 0
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Para mostrarmos a segunda afirmacao, consideramos a distancia de Hausdorff
dos conjuntos

T

4 (Flx) Flx1)) = Jim diy H (5, x2)d ,1JPsx1

0 0

Pela Proposicao 1.2 e pela condicao de Lipschitz da aplicagao F, temos que a
distancia anterior nao supera

T

. 1

%gr;o T J-dH S,X7), F(s,x1))ds < Thm T J/\(s)lxz —x1lds = Alxy — x|
0

mostrando o resultado. d

Antes de apresentar e provar os resultados principais deste capitulo vamos
necessitar de alguns resultados auxiliares.

Lema 3.1 Se f(-) e Llloc([O,oo[,R) e o limite

‘TlfioTj fit)

existe, entdo para todos os t; < t, a igualdade

2/€
f =lim — f F()dt

é verificada.

Para demonstrar a proximidade das solu¢oes da inclusao original e da mediani-
zada, vamos necessitar do seguinte lema:

Lema 3.2 Seja F: RxR" — K(R") uma aplicagao multivoca que verifica as condi-
¢oes (LO)-(L4). Entao, se o limite (3.3) existir, temos que para todo 1 > 0 e todos
T1,Tp , COM Ty > Ty, existe um €y(17) > 0 tal que para todo € € [0;€((17)[ temos

T,/€
dy | F(x), T;Tl JF(t,x)dt <.
T1/€

Demonstragao: Para simplificar, vamos introduzir a seguinte notacao:

1)

I(t1,t,x) = JF(s,x)ds.

ty
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E facil de verificar que a seguinte igualdade é verdadeira:

T € T € T T T € T
2 —1(0, —Z,x): 1(—1, —2,x)+ L —1(0, —1,x)
Ty —T1 Ty € Ty —T € € Try—T1 T €

Considerando as func¢oes de suporte dos conjuntos anteriores, obtemos

0 5(51(0,%,x),¢):s( € I(E,%,x),gb)+ 3 s(il(o,%,x),zp),

Ty— T Ty Ty—T € Ty— T T

para Vi € R". Reorganizando os termos

s( € I(E,E,x),zp)— v S(iI(O,E,x),v,D)— n S(il(o,ﬂ,x),¢).

T — 1T € € Ty — 1 Ty € Ty — 1T

Agora, podemos observar que:

lim S (51(0, %,x),¢) = S(F(x),9), limS (il(o, ﬂ,x),¢) = 5 (F(x).9),

€l Ty el (]

e por conseguinte, temos

. € 1T Ty —
lim S I (—, —=, ), =S(F(x),v). 0
elg)l (T2 - T € € x w) ( (X) ¢)
Restringindo o dominio da aplicagao F(t,-) a D ¢ K(R"), podemos garantir o
seguinte resultado:

Lema 3.3 Seja F: RxR" — KC(R") uma aplicagao multivoca definida em Q = {(t, x) |
t >0,x € D c K(R")}, que verifica as condigdes (L0)-(L4). Entdo, se o limite (3.3)
existir, temos que para todos Ty, T, com T, > 11, 0 limite

T2/€
F(x) = lim —> f F(t,x)dt,
el Tr— T
/€

existe uniformemente em x.

Demonstragao: Suponhamos o contrario. Entdo, existem um nimero p > 0 e
uma sucessao de pontos x,, € D convergente para x; para a qual temos

. — € T Tp
| S|F(x,), )-S5 I(—,—, ), =>u >0.
ifn sup (F(xu). ) (T2 — e ¢) L
. - = € L)
Introduzindo as func¢oes S (P(xo),z,b) e S( I(—, —,xo),t,l)), obtemos a se-
Ty — 1T € €

guinte desigualdade:
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€ T T
lelﬁ)llfplll—pl S(F(xn)’l’b) S(Tz—Tll( €' € ’xn)’l)b)
<limsup 3 (Fex)p) =S (Fixo)y)| (3.4
€ l,b 1
. € 1 Tp € T1 Tp
1 (4,2 -  p— .
+€11101|3)1|13 S(T2_Tl (e' e'x")'l/}) S(Tz—Tl (e' e'xo)’lp) (3:3)
. — € T1 Ty
1 F(xq), ) - Il—, =, x|, 0|l .
+€1g)1|11|1:pl S( (x0) 1,!)) S(TZ_T1 (e - xo) l,l))' (3.6)

Da condicao de Lipschitz e das expressoes (3.4) e (3.5), vemos que o segundo
membro da desigualdade anterior ndo supera

T2/6
f A($)lxn = xolds
T

1/6

s(ﬁ(xo),¢)-s( € I(ﬂzxo),tp)

’ s
Try— T € €

Alx, — x| + lim
|Tl Ol €l,0 Tz—Tl

+lim sup
el jyj=1

’

que por sua vez nao supera

2A|x,, — xg| + lim sup
el yl=1

5(?(960)":[’)_5( - I(E'E:xo)ﬂl))‘ (3.7)

T — 1T € €

onde ) é a constante de Lipschitz da aplicacio F(-). Como x,, — x, com 1 — co
e pelo Lema 3.2, obtemos uma contradi¢ao. Portanto

limsup sup =0.

€l0 xeD |p|=1

$(F9)-5 (=1 (2 20) )

Tr— T € €

Escrevendo a igualdade usando a distancia de Hausdorff, obtemos

T,/€
limsup dy | F(x), fP(t,x)dt =0 0
€l0 xeD To—T

T1/€

Como iremos ver mais a frente, quando abordarmos inclusoes semi-continuas
superiormente, apenas vai ser possivel estabelecer uma estimativa unilateral
para a distancia entre os conjuntos de solu¢oes dos problemas (3.1) e (3.2).
Nesse sentido, nao necessitaremos da existéncia do limite da defini¢ao da in-
clusao medianizada (3.3) e este pode ser substituido pelo limite superior de
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Kuratowski, ver por exemplo Salinetti & Wets (1979). Assim, introduzimos a
seguinte definicao.

Defini¢ao 3.2: Seja F: RxR" — K(R") uma aplicagdo multivoca que verifica as
condigoes (L0)-(L4). A aplicagao medianizada F(-) é definida por

_ 1 T
F(x) =limsuplimsu —J F(t,x)dt. (3.8)
011 PP =0T Jor

O limsup representa o limite superior de Kuratowski, i.e., o conjunto dos pontos
limite. ¢

Quando o limite (3.3) existe, esta definicao é equivalente a anterior, como de-
monstrado na seguinte proposicao:

Proposi¢ao 3.2 Seja F : RxR" — K(R") uma aplicagido multivoca que verifica as
condigoes (L0)-(L4). Se o limite

existir, entao: .
F(x) = F(x). (3.9)

Demonstragao: Seja 0; uma sucessao de pontos tais que 6; T 1. Consideremos

aigualdade
1 T
—_— F(t,x)dt
A )y F

9‘ GiT 1 T
= —1 F(t,x dt+—f F(t,x)dt.
(1_61‘)61‘TL ) (1-6)T Jo,1 (£:%)

Considerando as fung¢oes de suporte dos conjuntos anteriores e reorganizando
os termos obtemos a igualdade

T
ﬁ L'T S(P(t,X), gb)dt

1 T 0, 0;T
:mJ; S(F(t,X),lp)dt—WL S(F(t;x),l)b)dt,

que é verificada para qualquer ¢ € R". Passando ao limite, quando 6; T 1 e
T — o0, a igualdade anterior, obtemos

_ o 1 T
S(F(0), ) = lim Jim L,T S(E(t,x), p)de
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0,
(1-6;)

el

=lim !
C o1\ (1-6))

S(F(x), 1) - S(E(x), )

fam—

=limS(F(x) ).

i

>

Daqui, temos (3.9) e mostramos o resultado. O

A inclusao (3.8) permite uma estimativa unilateral mesmo quando o limite (3.3)
nao existe, como € ilustrado com o seguinte exemplo.

Exemplo 3.2 Consideremos a seguinte inclusao diferencial
x(t) € eF(t) = esin(log(t + 1)).

Uma vez que

+—(1+T)(sin(log(1 + T)) — cos(log(1 + T))),

1
2

T 1
J sin(log(1 +s))ds = =
0 2

NPT I o
o limite lim —J F(s)ds nao existe. No entanto,
0

T—oo

_ 1 (T
F = limsupTJ. sin(log(1 +s))ds
0

T—oo

= limsup %(sin(log(l +T))—cos(log(1+T)))

T—oo

-1
= limsup —Zcos(n/4 +log(1+T))
T—ooo

= [-1/V2,1/V2],

e obtemos a aplicacao medianizada. <

Por conveniéncia, vamos considerar o tempo lento 7 = et € [0,L] e definir as
aplicagoes multivocas

Ge(t,9) =F(t/e,9) e Go(y) =F(),
onde a aplicacao medianizada é entendida no sentido da Defini¢ao 3.2.
Temos o seguinte lema:

Lema 3.4 Qualquer que seja o 11 > 0, existe um €, > 0 para o qual todas as solugoes
V() € Sjo,11(Ge, C) satisfazem a condigdo de Lipschitz |[y(ty) —y(t)| < (b+1n)|ta— 71,
71,7, € [0,L], sempre que € €]0, €.
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Demonstragao: Uma vez que y € F(7/€,y) C b(t/€)B,,, temos que

p(t) ~p(m) < j b()ar - efz/e b(s)ds

T T1/€
€ 72/6
=(1,—17) J b(s)ds.
Tr— T /e
Usando a condicgao (L2) e aplicando o Lema 3.1, obtemos o resultado. O

Vejamos agora o primeiro resultado principal deste capitulo

Teorema 3.1 Seja G, : RxR" — KK(R") uma aplicagido multivoca que satisfaz as
condigoes (L1) - (L4). Sejam C C R" um conjunto compacto e L > 0.

Entdo, para qualquer n > 0 existe um €y > 0 tal que para qualquer € €]0,€y[ e para
cada solugao y(-) € So,1)(Ge, C) existe uma solugao y(-) € Sjo,11(Go, C) que satisfaz :

ly(r)-y(r)l<n,  0<t<L (3.10)

Se o limite (3.3) existir uniformemente em x, entao para cada solugao y(-) € Syo,11(Go, C)
existe uma solugao y(-) € §jo,11(Ge, C) que satisfaz :

y(t)-y(r)l<n, 0<t<L (3.11)

Demonstragao: Comecemos por mostrar a inclusao Sjg 1)(Ge, C) C Sjo,11(Go, C)+
nB. Vamos supor que existe um 7 > 0, uma sucessao ¢€; | 0, e solucdes y;(-) €
Sjo,1](Ge,, C) tais que p;(-) € Sjo,11(Go, C) + 1B. Consideremos dois pontos 7; € 75,
com 7; < 7. Do Lema 3.4 sabemos que |y;(1;) — v;(71)| < (b + )|t — 71|. Pelo
Teorema de Arzela-Ascoli, vemos que, sem perda de generalidade, a sucessao
;(-) converge uniformemente para uma fungao continua y(-).

Passando ao limite quando i tende para infinito, vemos que y(:) satisfaz a con-
dicao de Lipschitz. Logo, y(7) existe para quase todo 7 € [0, L].

Seja Ty um ponto para o qual a derivada y(7y) exista. Consideremos uma suces-
sao T l 79. Uma vez que F é Lipschitziana, vamos obter

vi(7;) —vi(10) € J- jP(g:yi(S))ds

To

c f [P(g,m))+A(§i)|yi<s>—y<ro>|3n]ds

SRR

g)uyi(s)—yi(ro)u|yi<ro>—y<ro)|>ds]Bn. (3.12)
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Notar que

S
€;

J .

< uq—TMW+nrwwuw—yumufjA(i}u

To 61'

Mw@—w&ﬂ+mww—ﬂmm%

ei T]'/€i
= (1= 0)[(tj = To)(b + 1) +[yi(70) = y(To)l] f A(t)dt.

Tj = T0 Jry/e;
Seja 77> 0. Se i e j forem suficientemente grandes e aplicando o Lema 3.1, temos

que

. Tj/€;
[(; — )b+ 1) + (7o)~ ¥(zo)] el\f A1)t

Tj =T Jry/e;

< (7 = 1o) (0 + 1) +[yi(To) = y(To)l[(A +17) <77.

Logo, de (3.12) obtemos

i T:)— i T . T'/€i
yil7) ~9i(%) e S J ] F(t,y(t))dt + ijB,,.
Ti—To T~ T0 Jro/e
Da inclusao anterior obtemos,
v(t))—v(t0) 1 J‘T 3
——— elimsup———— F(t,y(tg))dt +7B
Ti — Tp T_>oop(1—T0/Tj)T (/)T yito 1

Passando ao limite quando 7; | 7y, temos que

(7o) € F(y(10)) + 7B,y

Uma vez que 7j € arbitrario temos que y(-) € Sjg1)(Go,C). Isto implica que
vi(*) € Sj0,11(Go, C) + 1B sempre que i € suficientemente grande. Obtemos uma
contradi¢ao e a inclusao esta demonstrada.

Sejaff>0e
L t
1/’ = f ﬁem(L)—m(S)ds, com m(t) — J /\(T/G)d’f.
0 0

Mostramos agora que a inclusao Sjo,11(Go,C) C Sjo1)(Ge, C) + B € verificada,
sempre que € for suficientemente pequeno.

Seja () € Sjo,1)(Go, C) e 1o um ponto tal que a derivada (7p) exista. Considere-
mos uma sucessao de pontos 7; > Ty convergente para T, € uma sucessao €; | 0.
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Temos que

I(e)~7(w) < ij<§<s>>ds

To

c fj?<5<To>>ds+f A -Tolds, (3.13)

0 0

uma vez que F é Lipschitziana. Do primeiro integral, aplicando o Lema 3.2,
podemos obter a estimativa

J-]f@(’fo))ds = (1, - 1)F(F(w))

0

r]-/e
- (Tj_TO)l ‘ f F(t’?(To))dt+ﬁBn]

"C]‘ — Ty o/€

m-—m[ : JTjF(Zr?(To))d5+ﬁBnl: (3.14)

T]'—TO 7

quando e for suficientemente pequeno. Para o segundo termo obtemos

T;

fjA|?<s>—§<ro>|ds < b f (1~ 1o)ds

0 70

< Ab(tj-19), (3.15)

uma vez que, considerando s € [, 7;], temos [3(s) - 3(7o)| < b(7; — 7).

Destas estimativas, obtemos que

v(7j) = 9(70) 1 Yo(s _ 3
— ET]'—TOJ- F(2/9(c0)dt + 7+ Ab(z; - 7)) B

7o

Passando ao limite quando T | 7y temos que

y(TO) € GE(TOJ?(TO)) + ﬁBn'

Aplicando o Teorema de Filippov, Teorema 1.1, podemos concluir que

V() € Sj0,1)(Ge, C) + 1B O

Como ficou claro na demonstracao do resultado, na primeira afirmacao do te-
orema, a estimativa (3.10) obtida nao depende das constantes de Lipschitz das
aplicagoes envolvidas. Este facto vai ser de crucial importancia aquando da
generalizagao do Teorema de Bogoliubov a aplicagoes semi-continuas superior-
mente.
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3.2 Teorema de aproximacao

A ferramenta principal para demonstrar a extensao do Teorema de Bogoliubov
a inclusoes diferenciais com segundo membro semi-continuo superiormente é
o seguinte teorema de aproximacao, que é uma generalizagao do Teorema de
Haddad, Haddad (1981). Consideramos agora a aplicagao multivoca F : R x
R" — IC(R") que verifica as seguintes condigoes:

(H1) clcoF(t,x) = F(t,x), para todos (t,x) € RxR";

(H2) a aplicagao multivoca F(t,-) é semi-continua superiormente;

(H3) para qualquer x existe uma selecao mensuravel de F(t, x), isto é, existe
f(t,x) € F(t,x) tal que t — f(t,x) é mensuravel para todo x;

H4) existe uma funcao nao negativa b(-) € Lloc 0,00[,R) tal que F(t,x) C b(t)B,
8 1 q
para todo (t,x) € [0, +oo[xR";

(H5) existe o limite
T

. 1
b= Tlgr;ﬁfb(t)dt,
0

Nestas condicdes, temos o teorema:

Teorema 3.2 Seja F : [tg, t;] x R" — K(R") uma aplicagdo multivoca que satisfaz
as condigoes (H1) - (H4). Entdo, existe uma sucessio de aplicagoes multivocas
localmente Lipschitzianas Fy : [ty t1] x R" —» KK(R"), k =0,1,..., mensurdveis em
t e que satisfazem as seguintes condigoes:

1. para qualquer k > 0, (t,x) € [to, t1|xR" a inclusdo Fy1(t,x) C Fr(t,x) C b(t)B,,
é satisfeita;
2. ainclusao Sy, 1,1(F) C Sy, 1,1(Fx), k 2 0, é verificada;

3. para qualquer par (t,x) e € > 0 existe um inteiro positivo M; , . tal que F,(t,x) C
F(t,x)+ eB,, para todo m > M; , ;

4. Se a sucessao de solugoes xi(-) € Sy, +,1(Fx) converge uniformemente para uma
fungao x(-), entao a inclusao x(-) € Sy, +,1(F) € verificada.

Demonstragao: Consideremos o seguinte conjunto de pontos

(b

rne=0,%1,%£2,..., k= 1,n}.
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onde p > 0. Vamos denotar os elementos de P por x, onde r € Z" é um vetor

com componentes inteiras. Claramente que {(x? +pint B))},czn € uma cobertura
localmente finita de R”. Definimos a aplica¢do multivoca GO(t) = coF(t,x0 +

2pB,).

Seja V,” o conjunto de todas as selecdes integraveis de G(t). Pelas condicdes
(H3) e (H4) este conjunto nao é vazio. Seja {v?’j(-)}]?’o:1 C Vr0 um subconjunto
denso no sentido da norma L;. Fixemos CDB(t) = clco{vgj(t) | j = 1,00 A
aplicacdo multivoca @Y(-) é mensuravel. Notar que a funcio v(-) € Ly ([ty, 1], R")
que satisfaz a inclusdo v(t) € G(t) também satisfaz a inclusio v(t) € ®2(t). De
facto, suponhamos que a sucessao vgjl(-), satisfazendo vf’jl(t) e V(1) converge
para v(-), em Ly ([to, #;],R"), quando I — co. Sem perda de generalidade v?,jl(t) —
v(t) para quase todos t € [ty t1]. Uma vez que (Df(t) € um conjunto fechado,
temos que v(t) € DO(t).

Seja {p? (‘)}yezn um particao da unidade subordinada a cobertura {x? +pintB,,},czn.
Consideremos a aplicagao multivoca

Fo(t,x)= ) pP(x)®P(1)

reZ"

Esta aplicacao multivoca tem imagens convexas fechadas, é mensuravel em ¢ e
é Lipschitziana em x.

Para definir a aplicagao multivoca F;(t,x) repetimos o procedimento anterior
com p/3 em vez de p. Como resultado, obtemos uma cobertura aberta local-
mente finita {x} +p/3intB,},cz» de R”, uma particio da unidade correspondente
{pL()}yezn, aplicacoes multivocas (@} (-)},czn, € a aplicacio multivoca

Fi(tx)= ) pH(x)®; (1)

rez"

Seja x € R". Definimos os conjuntos

I¥={reZ"|xex?+pintB,}

1
F={reZ"|xex + gpintBn}

Vamos mostrar que x}l +(2/3)pintB,, C x?o +2pintB,, sempre que rg € Ij e ry € I.
De facto, seja y € x}l +(2/3)pintB,,, entao temos que

2 1
[p= 2l <lp—xh |+l =¥+ x—x0| < Sp+ p+p=2p,
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isto €, G}l(t) C G?O(t) e, consequentemente, CDrll(t) C CD%(t). Para todo ry € I

temos que
Zpr Z pr PO(t x)
rel} reZ
e, logo,
Fi(t,x) = Zpi(x Zpr ) C Fo(t, x).
rezn rely

Consideremos a sucessao py = (1/3)kp. A aplica¢ao multivoca F; corresponde a
po = p e Fy ap; = p/3. Por indugao, podemos definir uma sucessao de aplicagoes
multivocas Fj Lipschitzianas em x, mensuraveis em ¢, e tais que Fy q(t,x) C
Fy(t,x) para todos (t,x) € [tg, t;] x R".

Para demonstrar a inclusao Sy, ,1(F) C Siy,1,1(Fk), k = 0, consideremos a solucao
x(+) € Sj,,1,1(F) € o conjunto aberto x_l(xlr‘ + printB,) = A'r‘ C [to, 1], r € Z". Se
te A’f, entao temos que x(t) € F(t,x(t)) C clcoF(t, x’r‘ + 2p¢intB,;). Consideremos

_ [ fexf), teay,
wit) _{ x(t), t € Ak,

onde f é uma funcao satisfazendo a condi¢ao (H3). Uma vez que w(t) € Glr‘(t),
temos que w(t) € OX(t) para quase todo t € [to, t1]. Consequentemente x(t) €
CDk( t) para quase todo t € A E claro que t € A se e sO se x(t) € x'r‘ + pxint B, ou,
equivalentemente, pX(x(t)) > 0. Consideremos o conjunto de pontos f tais que
para qualquer r € I = {r e Z"" | plr‘(x(t)) > 0}, a inclusao x(t) € CDf(t) é satisfeita. A
medida deste conjunto é dada por t; —ty. Temos que

=) PEx)R( € ) pRx(eNDf ()= ) pr(x(t = Fi(t,x).

reli reIt rez”
A segunda afirmacao do teorema estd mostrada.

Mostramos agora a terceira condicao. Seja (t,x) € [tg,t;] x R" e € > 0. Mostrare-
mos que existe M; , . tal que F,,(t,x) C F(t,x) + €B,, sempre m > M, , .. Uma vez
que a aplicagao x — F(t,x) é semi-continua superiormente, existe um 7 > 0
tal que F(t,y) C F(t,x) + €B, sempre que y € x + nB,,. Consideremos M tal
que p,, < 1/3 para todo m > M. Sejarel, ={reZ |x e x"+p,intB,} e
v €x,' +2p,,intB,. Se m > M, entdo temos que

[y — x| < |y — x|+ |x," = x| < 20, + Py = 3pm <11

Logo F(t,y) C F(t,x) + €B,, sempre que y € x;' + 2p,,intB,. Consequentemente
G}'(t) C F(t,x)+€B,, paratodo r € I,;,. Uma vez que F(t, x) é um conjunto convexo,
temos que

Zpr t) C F(t,x)+€B,,.

reZ"
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A terceira afirmacao do teorema esta demonstrada.

Seja xi(+) € Syy,,1,1(Fx) uma sucessdo uniformemente convergente para x(-). Por
construcao de Fy(t, x) e pela condicao (H4) temos que [%,(t)| < b(t). Pelo Teorema
de Dunford-Pettis, sem perda de generalidade, a sucessao xj(-) converge na
topologia fraca do espaco Ly ([to,t;],R") para a funcao v(-).

L
Pelo Teorema de Mazur, existe uma sucessao de combinacoes convexas E Arx(+)

k=1
convergente para v(-) na norma L;. Sem perda de generalidade a sucessao
L

converge para v(-) para quase todos t € [ty,t;]. Fixemos ¢ tal que Z/\kfc(t) —
k=1
t
v(t), as | — co. Podemos ver que a igualdade x(t) = x(ty) +f v(s)ds é verificada.

to
Seja € > 0. Vai existir um m tal que F,,(t,x(t)) C F(t,x(t)) + €B,. Consideremos
L

I > m tal que x(t) € Z/\kxk(t) +€B, and F,,(t,x(t)) C F,n(t, x(t)) + €B,, sempre

k=1
que k > 1. Temos que

Z/\kxk t)+€B, C Z’/\kljk (t,xr(t))+€B,

CZ/\kF (t, x(t)) + €B, CZ/\kF (t,x(t)) + 2¢B,
k=1
C F(t,x(t)) + 3€B,,.

Uma vez que € > 0 é arbitrario e o conjunto F(f,x(t)) é fechado, vamos obter
X(t) € F(t,x(t)), isto &, x(-) € Sy, +,1(F)- O

3.3 Aplicacoes multivocas semi-continuas superior-
mente

Como vimos na primeira sec¢ao, para inclusoes Lipschitzianas a estimativa

dr1(Si0,/¢)(€F, X0), Sjo,1/e)(€F, X)) <11, 0 <€ <e(n) (3.16)

é verificada. No entanto, se o problema derivar de uma equagao diferencial com
segundo membro descontinuo, a aplicacdo multivoca F obtida pela regulariza-
cao de Filippov nao é Lipschitziana e a estimativa anterior, no geral, deixa de
ser valida.
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Esta situagao ocorre mesmo para sistemas simples, como por exemplo, sistemas
que apresentam movimentos deslizantes numa superficie de descontinuidade.
Vejamos o seguinte exemplo ilustrativo da situacgao:

Exemplo 3.3 Consideremos o problema de Cauchy
x=¢€f(t,x), x(0) = xq
onde x = (x1,x;) eR? e

v (t), x>0,
v_(t), x,<0,

f(t,(x1,x2)) :{

com

v, (t) = (sin(%(l +cos t)),—cos(%(l +cos t)))

v_(t) = (cos(%(l + cos t)),sin(%(l + cos t))).

Uma vez que x — f(-,x) é descontinua nos pontos x = (x,0), aplicamos a defi-
ni¢ao de Filippov, e obtemos a seguinte inclusao diferencial:

x € eF(t,x), x(0) = xg (3.17)

onde a aplicacao multivoca F(t, x) é definida por

) ft,x) ,x, %0,
P(t’x)‘{ 1) =0,

com I(t) = clcofv,(t),v_(t)}. Este segmento interseta a linha de descontinuidade
x, = 0. O ponto de intersecao é o vetor de velocidade ao longo da linha x, =0,

fot) = In{(xy,0)|x; R},
Ao
= {\/ESGC(ALCOS y .

O problema (3.17) tem uma Gnica solu¢ao que verifica a equagao

. f(t,x) ,x,#0,
x‘e{ P =0,

Calculando a aplicagao medianizada



podemos observar que

I=F((x1,0)) = lim — J ,(x1,0))dt > ([a, B,0) 3 £O(t

—)OOT

onde a and p sao dados por

T
.1 . s . (T
a= 711_1)’1(}()? mln{cos(z(l + cos t)),sm(z(l + cos t))}dt
0
e
T
.1 1 . [T
p= Tlglzof max{cos(z(l + cos t)),sm(z(l + cos t))}dt.

0
Logo, temos que
?(x)D{ f(x) x2¢0
[, B] %2 =

onde a < . Assim, vemos que a inclusao diferencial (3.17) tem uma Gnica
solucao x(t) pertencente a linha de descontinuidade e satisfazendo a condicao
inicial igual a zero, enquanto que a inclusao medianizada tem uma familia de
solucgoes. <

Este exemplo ilustra que, no caso geral, quando lidamos com aplica¢oes des-
continuas, apenas podemos garantir a estimativa unilateral

Sjo,/¢](€F, xg) C S[O,L/e](ef,io) +nB, 0<e<eyn). (3.18)

Como vimos no Capitulo 2, alguns resultados ja foram obtidos por Plotnikov,
Plotnikov (1996 ii), para o0 método de medianizacao em inclusdes e equagoes
diferenciais com segundo membro descontinuo, embora as condigoes impostas
sejam muito restritivas para serem aplicadas na pratica. Para contornar esta
situagao, vamos comegar por redefinir a aplicagado medianizada.

Defini¢ao 3.3: Seja F: RxR" — K(R") uma aplicagao multivoca. Definimos

I(ty,ty,x,0) = {Jtz v(t)dt | v(-) € LI°([0, 00, R™), v(t) € F(t,x + 5Bn)}.

3]

=0 .y . ~
Vamos denotar por F (x) o invélucro convexo da aplicacao

s 1
d =li li a-oT
(x) =limsuplimsup 7

16T, T,x,9), (3.19)
071 T—o00 ( _6)
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e definir a aplicacdo medianizada por

F(x)=[ | () (3.20)

5>0 ¢

De notar que sobre a condicao de Lipschitz, a aplicagao obtida através da defini-
¢ao anterior coincide com a defini¢ao classica, como é demonstrado na seguinte
proposigao:

Proposicao 3.3 Seja F(t,-) uma aplicagao multivoca que verifica a condigdo de Lips-
chitz com uma constante A, entdo

_ -5 1 (T
F(x)=[ |F (x) = lim = F(t,x)dt,

se o limite existir.

Demonstragao: Suponhamos que

|

1 (T
= lim — F(t,x)dt
(x) TE;I(}O T JO (t,%)
existe. Neste caso temos

(6T, T,x,0)c1(6T,T,x,0) Cc (6T, T,x,0)+ A6(1 —0)TB,,

onde A é a constante de Lipschitz da aplicacao F(t,). Da inclusao anterior
podemos obter

1 T —
limsuplimsu —f F(t,x)dt CD (x) (3.21)
o1 P T_>oop(1—9)T 0T
e
—5 1 T )
O (x)Climsuplimsup(—j F(t,x)dt+ A0B,, (3.22)
o1l Tooe \(1=0)T Jor

Da Proposigao 3.2 sabemos que

1 T =
limsuplimsu —f F(t,x)dt = F(x).
o711 P T—>oop(1_9)T oT

Juntando esta igualdade com (3.21) e (3.22), temos que f(x) C aé(x) C F(x)+
ASB,,. Isto implica a igualdade F(x) = F(x). O
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Mostremos também que a aplicacdo F nao pode ser substituida pela aplicacio
—0 . . C A . ~ . ~ . .
@, se quisermos garantir a existéncia de solu¢oes da inclusao diferencial me-

dianizada.

Exemplo 3.4 Consideremos a aplicagao F : [0, c0[xR — R dada por

{1} X €]—o00,-2/(t+1)][,
F(t,x)=3 {-1—-(t+1)x}, xe[-2/(t+1),1/(t+1)],
{-2}, x€]l/(t+1),00].

Aplicando a defini¢ao 3.3, obtemos

o {1}, x<0,
O (x)=4 {1}, x=0,
{-2}, x>0.

O problema de Cauchy x € 50(x), x(0) = 0, nao tem solugao. A aplicacao

{1}, x <0,
F(x)={ [-2,1], x=0,
{-2}, x>0,

tem imagens convexas e o problema de Cauchy % € F(x), x(0) = 0, tem uma
solucao. <

Vamos agora estender o primeiro Teorema de Bogoliubov a inclusoes com a
segundo membro semi-continuo superiormente.

Teorema 3.3 Seja L > 0, C C R" um conjunto compacto e seja F : RxR" — IC(R")
uma aplicagao multivoca que satisfaz as condigoes (H1) - (H5). Entao, para qualquer
n > 0 existe um €y > 0 tal que para qualquer € €]0,€y[ e qualquer solugdio x(-) €
So,1/¢)(€F, C), existe uma solugao x(-) € S[O,L/e](el_:, C) que satisfaz

Ix(t)-x(t)| <n, tel0,L/e]

A ideia base da demonstragao desta generalizagao do primeiro Teorema de Bo-
goliubov para inclusdes semi-continuas superiormente, consiste na utilizacao
do teorema de aproximacao da seccao anterior. Concretamente, aplicando o
Teorema 3.2, podemos construir uma sucessao de aplicagoes multivocas Fy que
se aproximam da aplicagao multivoca F e satisfazem a condicao de Lipschitz.
De facto, recorrendo a esse resultado, vamos criar uma aproximagao do con-
junto das solucdes da inclusao nao auténoma, por uma sucessao decrescente
de conjuntos de solugoes de inclusoes diferenciais Lipschitzianas para as quais
podemos aplicar a primeira parte do Teorema 3.1. Comecemos por demonstrar
o seguinte lema.
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Lema 3.5 Se a sucessao de solucoes xi(-) € S[O,L](fk,C), converge uniformemente
para x(-), entdo a inclusdo x(-) € S[O,L](f, C) é verificada.

~ . = =0 -
Demonstragao: Seja 0 > 0. Podemos ver que Fy(x) C F (x), para todo k > K(x, ).
Argumentando como na ultima parte da demonstracao do Teorema 3.2, vemos
que, dado 1 > 0, para quase todo t existem numeros inteiros positivos ky e k;, e

numeros nao negativos I tais que E It =1 e a inclusao seguinte é verificada:

k
ky k,
%(t)€ ) hae(t)+nBy € ) LFe(xi(t) +1B,
k=k; k=ki

ky ka )
= =0
C Y LFy (xi(t) +nBy € ) LF(x(t) + 1B,
k=k, k=k,

= F°(x(t)) + B,

Uma vez que 7 > 0 € arbitrario, temos que x(t) € F (x(t)) para todo 6 > 0. Como
consequéncia x(-) € §o,}(F, C). O

Recordemos as notagdes para as seguintes aplicagoes multivocas introduzidas
anteriormente

Ge(,y) = F(t/e,9) e Go(y) = F(y)
onde T = €t. De um modo semelhante definimos as seguintes aplica¢oes multi-

. N . ~ . . —=k
vocas associadas as aplicacdes Lipschitzianas FX e F

Gk(t,9) = F(t/e,y) e Gh(y) =F" ().

Estamos agora prontos para demonstrar o Teorema 3.3.

Demonstracao (Teorema 3.3): Suponhamos que existem um # > 0, uma suces-
sdo €; | 0, e solugdes ye].(-) € S[O’L](Gej,C) que satisfazem yej(-) € Sj0,11(Go, C) +
2nB. Uma vez que

Spo,)(Ge,, C) C S[O,L](Gléj’ C),

temos que yej(-) € S[O’L](Géj, C). Do Teorema 3.1 podemos ver que para qualquer

k existe um jj tal que
Ve, () € Sio,1)(GE, C) + 1B
Logo, as fungoes Ve;, () podem ser representadas na forma Ve;, ()=z2

efk()+é]k()'
onde z.. (-) € Sip 1 Gk,C)e & (-) € nB. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, sem
Jk [ ’ ] 0 Tk 17
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perda de generalidade, as sucessoes yejk(-) e zejk(-) convergem uniformemente

para as fungdes y(-) e z(-), respetivamente. Isto implica que a sucessao &;,(-)
converge uniformemente para uma fungao &£(-) € #3. Pelo Lema 3.5 temos que

z(+) € 8j0,1)(Go, C),

e portanto temos
v(+) € Sj0,1)(Go, C) + 1 B.

Logo, yejk(-) € 80,11(Go, C) + 2nB sempre que k € suficientemente grande. Esta
contradicao demonstra o teorema. O
Vejamos um exemplo simples de aplicagao do método de medianizagao.

Exemplo 3.5 Consideremos o seguinte problema

2

x=e€e(e* sin(t)—sgn(x)), x(0)=1, (3.23)

Aplicando o procedimento de Filippov temos a inclusao diferencial

x€e(e™ sin(t) - Sgn(x)), x(0)=1. (3.24)

Medianizando o segundo membro da inclusao anterior obtemos:
F(x) = —eSgn(x).
Por conseguinte, a inclusao medianizada é dada por:
X € —€Sgn(x), *%(0)=1. (3.25)

Esta inclusao é igual a tratada no exemplo 1.1 e portanto podemos determinar
a solucao do problema medianizado na sua forma fechada. Pelo Teorema 3.3
sabemos que, para quaisquer # e L positivos, existe um €, para o qual a distancia
entre as solugoes dos dois problemas se mantém inferior a # para todo t €
[0,L/€] e € €]0, €. <
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Capitulo 4

Estabilidade

Como vimos nos capitulos anteriores, o primeiro Teorema de Bogoliubov valida
a aplicacao do método de medianizagao, permitindo obter uma estimativa para
a proximidade das solugoes das inclusoes

X € €F(t,x), (4.1)

X € eF(X), (4.2)

no intervalo de tempo da forma [0, /€], para um dado L e um € suficientemente
pequeno.

Em muitos problemas praticos, garantida a estimativa anterior, surge a ques-
tao de saber sob que condi¢oes e que propriedades das solugoes da inclusao
medianizada (4.2) podem ser passadas as solugdes da inclusao original (4.2).
Em particular, o método de medianizagao é muito utilizado na analise da es-
tabilidade de sistemas nao autébnomos, uma vez que o seu estudo em sistemas
autonomos € bastante mais simples que a analise de estabilidade em sistemas
nao auténomos. Um dos resultados que justifica esta abordagem em equagoes
diferenciais é o Teorema de Samoilenko-Stanzhitskii.

Neste capitulo vamos estender o Teorema de Samoilenko-Stanzhitskii a inclu-
soes diferenciais, e mostrar que, quando uma posicao de equilibrio da inclusao
medianizada é assintoticamente estavel, entao as trajetorias da inclusao ori-
ginal mantém-se numa vizinhanca da origem e a estimativa de proximidade
das solugoes dos dois problemas, obtida pelo Teorema de Bogoliubov, pode ser
prolongada ao intervalo de tempo [0, +o[.

Estes resultados serao posteriormente estendidos a inclusdes com posi¢oes de
equilibrio parcialmente estaveis na Secgao 4.2.
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4.1 Estabilidade

Vamos comegar esta seccao com um exemplo ilustrativo de que, s6 com conhe-
cimento da estabilidade do sistema medianizado, nada pode ser inferido sobre
o comportamento do sistema original.

Exemplo 4.1 (Calvet (1987)) Consideremos seguinte sistema, que pode ser in-
terpretado como um oscilador harmonico for¢ado em ressonancia:

xl = €Xy,
{xz = —ex; +e€sin(et), (4.3)

onde € > 0 é uma constante.

Aplicando o método de medianizagao ao sistema anterior vamos obter a equa-

cao diferencial
El = Gyz,
YZ = —6?1 .

Como podemos ver, a origem é uma posicao de equilibrio estavel do sistema
medianizado. De facto o sistema medianizado tem, qualquer que seja a posigao
inicial, solugdes periddicas limitadas, contrastando com as solugdes do sistema
original que sao ilimitadas. <

Como podemos constatar no exemplo, a estimativa dada pelo Teorema de Bogo-
liubov pode falhar no intervalo [0, +co[. Este mostra, também que, so a estabi-
lidade da inclusao medianizada, nada garante sobre a estabilidade da inclusao
original. De facto, necessitamos de uma caracteristica mais forte, estabilidade
assimptotica do sistema medianizado, de forma a garantir que as solugoes da
inclusao nao medianizada sao limitadas e obter estimativas para a proximidade
das solugdes, validas para todo o intervalo temporal [0, +oo[.

Como referido anteriormente, para equagoes diferenciais esse resultado, na sua
forma mais geral, é dado pelo Teorema de Samoilenko-Stanzhitskii. Para além
de inferir que as solugoes da estabilidade da inclusao diferencial original se
mantém numa vizinhanca da origem, o resultado garante também que o método
de medianizagao é valido para um intervalo de tempo infinito, ou seja, garante
que podemos também estender a proximidade das solugdes de (4.1) e (4.2) ao
intervalo [0, +oo].

Para generalizar o resultado de Samoilenko & Stanzhitskii (2006) para inclusoes
diferenciais necessitamos do seguinte lema, que é uma consequéncia do Lema
1 da Secgao 15 de Filippov (1988).

Assumindo que ¥ = 0 é uma posi¢ao de equilibrio assintoéticamente estavel da
inclusao medianizada y € Gy(), temos o seguinte resultado
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Lema 4.1 Para qualquer 1 > 0 existem 6 €]0,n[ e T > 0 tais que, todas as solugdes
9(+) € S10,11(Go, 0B,,) satisfazem as inclusdes y(-) € (1/2)B e y(T) € (6/2)B,,.

Demonstragao: Seja 11 > 0. A primeira inclusao segue da defini¢ao de posicao
de equilibrio assintoticamente estavel, Definicao 1.11. Mostramos agora que
existe um 0 >0 e um T > 0 tais que y(T) € (6/2)B,, para qualquer solucao y(-) €
Si0,71(Go, 6B,,). Suponhamos o contrario, ou seja, vamos assumir que para todo
0 0 € [0, 1], existem uma sucessao de pontos t; — oo e uma sucessao de solugdes
V;(-) tais que 3, (0) € 6B, e

_ _ o
| 9 (tr, ,(0)) [> >

para k = 1,2,.... Uma vez que estamos a assumir que y = 0 é uma posicao de
equilibrio assintoticamente estavel, pela Defini¢ao 1.11 existe um p = p(5/2) tal
que, para todas as solucoes que satisfazem y(0) € uB,, temos

y(t,9(0)) € gBm, parate[0,00[, € tlgglof(t) =0. (4.4)

Isto implica que para todas as solugoes 7, (-) a desigualdade
[V (£9,(0) = p t€[0, 8], k=1,2,..., (4.5)

é verificada. De facto, se existisse um t’ € [0, f;] para o qual | 7, (t,7,(0)) |< p,
entdo a solucdo z(t) = yi(t + t’) satisfaria a condigado |z(0)| < p e z(t, —t') > /2,
contrariando a escolha de p. Consideremos o intervalo [0, t;]. Pelas condi¢oes
(H4) e (H5) temos que G, C bB,, implicando que |3_}k(t)| <bely,(t) <o+bt para
todo t € [0,t;]. Logo, a sucessao de solugoes v, (t) é limitada e podemos aplicar o
teorema de Arzela-Ascoli. Assim, da sucessao de solugoes 7, () escolhemos uma
subsucessao uniformemente convergente no intervalo [0,#;]. Desta, podemos
escolher outra sub-sucessao que, por sua vez, é convergente em [0, t,], e assim
por diante. A solucao limite verifica

| 9(t,(0)) |> p, para t € [0, 0.

Isto contradiz (4.4) e mostra que existe um T > 0 para o qual a inclusao y(T) €
(0/2)B,, € verificada sempre que y(-) € S|, 11(Go, 0B,,). U

Juntando o primeiro teorema de Bogoliubov, Teorema 3.3, e o lema anterior, po-
demos demonstrar uma versao multivoca do Teorema de Samoilenko-Stanzhit-
skii,

Teorema 4.1 Seja F : R x R" — K(R") uma aplicagio multivoca que verifica as
condigoes (H1) - (H5). Sejay = 0 uma posigdo de equilibrio assintdticamente estdvel
da inclusdo diferencial y € Go(Y). Entdo, para qualquer 1 > 0 existem um €y > 0 e
um 6> 0 tais que Sjo oo[(Ge, 0B,) C 1B, sempre que € €]0, €.
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Demonstragao: Seja 11 > 0. Aplicando o Lema 4.1 podemos encontrar um o €
10, 17[0 eum T > 0 que verificam as conclusoes do mesmo. Do Teorema 3.3, po-
demos ver que existe um ¢ tal que para qualquer solucao y(-) € S 1)(Ge, 0B,,),
com € €]0, €[, existe uma solugao y(-) € Sj,1)(Go, 6B,) que satisfaz a inclusao
V() €7() +(5/2)B.

Uma vez que y(-) € (11/2)B e y(T) € (6/2)B,,, temos que y(-) € (1/2+0/2)B C nBB
e y(T) € 0B,. Aplicando esta constru¢ao aos intervalos [T,2T], [2T,3T], etc.,
obtemos o resultado. O

Para ilustrar o Teorema 4.1 consideremos o seguinte exemplo

Exemplo 4.2 Seja x = (xq,x,) € R%. Consideremos a funcio

1,-1), x1>0, x,>0,
~1,1/2), x;>0, x, <0,

1,1), x1 <0, x, <0,
1,-1/2), x1<0, x,>0,

e definimos a aplicacao multivoca Fy(x) = ﬂclcofo(x +0B;) e F(t,x) = Fo(x) +
0>0

{(sint,cost)}. Podemos ver que F(x) = Fy(x) e 0 € F(0). A posicao de equilibrio

da inclusao medianizada é assintoticamente estavel. Logo, as solugdes da in-

clusao diferencial x € eF(t,x) sdo limitadas para todo t > 0, sempre que € > 0 é

suficientemente pequeno. <

4.2 Estabilidade Parcial

Como referido no Capitulo 1, existem sistemas, nos quais é importante estudar
a estabilidade, nao em relagao a todas as variaveis, mas so apenas a alguma parte
das mesmas. Estes sistemas surgem em muitos contextos praticos, desde pro-
blemas de controlo, onde se pretende controlar unicamente parte das variaveis,
até no estudo da dinamica de sistemas mecanicos, ver por exemplo Vorotnikov
(2003, 2005). Em particular, no estudo de oscila¢oes nao lineares, Bogoliubov
& Mitropolski (1961); Nayfeh (1995), a maioria das consideracoes baseadas
no método de medianizagao, comecam por aplicar o método de variagao de
constantes a equagao

5c'+w§x: €g(t, x,x). (4.6)

Quando € = 0 obtemos a solucao x(t) = Acos(wgt+6). Para € = 0, efetuamos uma
mudanca de coordenadas, conhecida como o método de Van der Pol (Nayfeh,
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1995, Cap.5), alterando as variaveis x e X para A e 6, onde
x(t) = A(t) cos(wpt + O(t)),
x(t) = —A(t)sin(wot + O(t)).

Reescrevendo as equagOes, obtemos o seguinte sistema na forma estandardi-

zada: )
A
0

Em muitos problemas, o sistema (4.7) apresenta apenas um ponto de equilibrio
parcial para a amplitude A, ou seja

fl(t,O,Q) =0,

—€fi(t,A,0)

—eh(LA0) (4.7)

nada se pode concluir sobre a evolucao do angulo de fase 6.

Motivados por estes exemplos, nesta seccao estudamos o problema de estabi-
lidade parcial, ao qual estendemos o Teorema de Samoilenko-Stanzhitskii. Os
resultados sao posteriormente ilustrados com um exemplo.

Consideremos a aplicacio multivoca da forma F = F! xF? : RxR"™xRP — F(R"),
em que F! satisfaz as condi¢oes (H1)-(H5). Ao sistema de inclusoes diferenciais

xle ePl(t,xl,xz),

4.8
%% e eF?(t,x!, x?), (4.8)
vamos associar o sistema medianizado
=1 -1, _1 _
X ceF (x!,%%), (4.9)

-2 =2, 1 —
X ceF (x!,%%),
onde as aplica¢oes medianizadas sao entendidas no sentido da Definicao 3.3.

Vamos mostrar que a solugdo x(-) = (x'(-),x*(-)) € R" x RP do sistema de in-
clusdes diferenciais (4.8) tem a componente x'(-) proxima de zero, desde que

=1, _ . - o ) . .
0 € F (0,X°) seja uma posicao de equilibrio parcialmente assimtoticamente o-
estavel do sistema de inclusoes diferenciais medianizadas (4.9).

A semelhanca do que foi feito anteriormente, definimos as aplicagoes

Gl(t,y',9%) x GX(t,9',9%) = FL(t/e,v',v?) x F*(t/e,p",v?)

—1 -2
G,y xGi(v',vH) =F (v, yH) xF (v, ).

O seguinte resultado, que tal como o Lema 4.1, garante que para inclusoes au-
tonomas, estabilidade parcial assintoticamente o-estavel implica estabilidade
parcial uniforme assintoticamente o-estavel.
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Lema 4.2 Seja 3! = 0 uma posicio de equilibrio parcialmente assintoticamente o-
estdavel do sistema de inclusoes

~1 —1 —

v €Gy(3.7)

-2 —1 —

v € G790,
Assuma-se que existem um 5)0 >0, um o > 0 e uma fungdo continua p : R, — R,
tais que para todo (7'(0),9°(0)) € poB,, x 0B, a inclusio 7%(t) € p(| 7°(0) )B, é
verificada. Entdo, para qualquer 1 > 0 existen um 6 €]0,n[ e T > 0 tais que todas
as solugdes Y(-) € Sjo,11(Go, 0B, x 0B,) satisfazem as inclusoes 7(-) € (1/2)B,, e
74(T) € (6/2)B,,.

Demonstragao: Seja 17 > 0. A primeira inclusao segue da defini¢ao de posicao
de equilibrio parcialmente assintoticamente o-estavel, Definicao 1.13, (i) e (iii),
escolhendo o < min{u(#/2),6¢}. Vamos agora mostrar que a segunda inclusao é
verdadeira, ou seja, que existem um 6 > 0 e um T > 0 tais que 3" (T) € (6/2)B,,
para qualquer solugao y(-) € Sjo,71(Go,0B,, x 0B,). Suponhamos o contrario,
ou seja, vamos assumir que para todo o 0 < 6 < 7, existem uma sucessao de
pontos t; — co e uma sucessao de solugoes (?i(t),?,%(t)) tais que ?i(()) €0B,, e
ii(O) € 0B, que verificam

_ _ _ fo)
|9kt (0L TE(0) > 5,

para k = 1,2,.... Uma vez que estamos a assumir que ;71 = 0 é uma posicao
de equilibrio parcialmente assintoticamente o-estavel, pela Defini¢ao 1.13-(iii)
existe um pu(06/2) tal que, para todas as solugdes que satisfazem ?1(0) € uB, e
372(0) € 0B, temos

7(t,9'(0),9%(0)) € gBm, para t € [0,c0[, e }Lr?ofl(t) = 0. (4.10)

Isto implica que para todas as solugoes 37]1(() a desigualdade
| DL 710),72(0) 2 u(6/2), te[0,4], k=1,2,..., (4.11)

é verificada. De facto, se existisse um t’ € [0, ;] para o qual | ?,1((1", ;7]1((0),@%(0)) |<
4, entdo a solucao zH(t) = y,l(t + ') satisfaria as condicdes |z!(0)| < pe ZHt—t') >
0/2, contrariando a escolha de p. Consideremos o intervalo [0, ¢;]. Como ?,%(O) €
0B, e G(l) C bB,, a sucessao de solu¢oes (?i(t),?i(t)) é limitada em [0,t;] e po-
demos aplicar o teorema de Arzela-Ascoli. Assim, da sucessao de solugdes f,lc(-)
escolhemos uma sub-sucessao uniformemente convergente no intervalo [0, #; ].
Desta, podemos escolher outra sub-sucessao que, por sua vez, ¢ convergente em
[0,1,], e assim por diante. A solucdo limite verifica

17 (£,5%(0),7%(0)) |> p, para t € [0,00].
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Isto contradiz (4.10) e mostra que existe um T > 0 para o qual a inclusio 3" (T) €
(6/2)B,,, é verificada sempre que (371(-),;72(~)) € S0,1)(Go, 0B, X 0B,), demons-
trando o lema. O

Agora, estamos em condi¢oes para demonstrar o teorema de Samoilenko-Stanzhi-
tskii para posicoes de equilibro parcial de inclusoes diferencias.

Teorema 4.2 Seja F = F! xF? : RxR™ xRP — F(R") uma aplicacdo multivoca, na
qual a aplicagdo F! satisfaz as condigoes (H1) - (H5). Assuma que as condigdes do
Lema 4.2 sdo verificadas. Entdo, para todo o 1 > 0 existem um €y > 0 e 6 > 0 tais que
S[O,Oo[(Gi, 0B,,) c nB,,, sempre que € €]0, €|.

Demonstragao: Seja r1 > 0. Aplicando o Lema 4.2, podemos construir respeti-
vamente 6 > 0e T > 0. Aplicando o Teorema 3.3, vemos que existe um € tal que
para qualquer solugio y(-) = (v'(-),v*(-)) € S(0,1)(Ge, 0B, x 0B,), € €]0, €, existe
uma solucio 7' (-) S[O,T](G(l), B,,) que satisfaz a inclusio y'(-) € 7' (-) + (6/2)B,..
Agora, uma vez que 371() €(n/2)B,, e fl(T) € (6/2)B,,, temos que yl(-) €(n/2+
0/2)B,, C nB,, e yl(T) € 9B,,. Aplicando esta construcao aos intervalos [T,2T],
[2T,3T], etc., obtemos o resultado. O

Exemplo 4.3 consideremos a inclusao diferencial:

X1 € €(-Sgn(xy)+2cos(x;)sin(t)) (4.12)
X, = €(1+2sin(xq)cos(t)) '
A inclusao medianizada é:
% e -eSgn(y) 13)
yz = € '

Como podemos constatar, X; = 0 é uma posicao de equilibrio parcialmente
assintoticamente o-estavel da inclusao (4.13). Logo, pelo Teorema 4.2, existe
um €( para o qual a primeira componente das solu¢oes da inclusao (4.12) se
mantém numa 7-vizinhanga de x; = 0, para todo t > 0 e € €]0, €. <
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Capitulo 5

Estabilidade Fraca

Neste capitulo iremos aplicar o método de medianizagao ao estudo da estabili-
dade fraca recorrendo ao Teorema 4.1 do altimo capitulo.

Consideremos a inclusao diferencial

X € F(t, x). (5.1)

Suponhamos que 0 € F(0,t), para todo t > 0.

O estudo da estabilidade fraca é motivado pela analise de sistemas de controlo.
Nomeadamente, considerando o sistema de controlo

x=f(t,xu), uel,

e verificando-se que f(t,0,u,) = 0 para algum u, € U, torna-se importante saber
se existe algum controlo que mantenha o sistema numa vizinhanga do ponto de
equilibrio. Nesse sentido, iniciamos a primeira sec¢ao com a apresentagao de
alguns resultados sobre estabilidade exponencial fraca de sistemas de controlo
lineares periddicos e ilustramos a sua aplicabilidade com um exemplo pratico
de controlo do movimento orbital de satélites em formagao. Na segunda seccao
mostramos que a estabilidade exponencial fraca da posicao de equilibrio de
uma inclusao diferencial periddica Lipschitziana pode ser inferida da estabi-
lidade exponencial fraca da medianiza¢ao da sua primeira aproximagao. Por
fim, na terceira secgao, aplicamos o resultado anterior a inclusoes diferenciais
geradas por sistemas de controlo. Os resultados apresentados neste capitulo
foram publicados em Gama & Smirnov (2012 a,b).
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5.1 Estabilidade exponencial fraca de sistemas de
controlo lineares

No estudo de problemas de controlo, é possivel escrever os sistemas de controlo
na linguagem das inclusoes diferenciais. Por exemplo, pelo Teorema 1.2, o
sistema de controlo linear

x(t) = Ax(t) + b(t)u(t), (5.2)
é equivalente a inclusao diferencial
x(t) € Ax(t)+ K(t), (5.3)

onde x(t) e R" e K(t) = {v = b(t)u | u e R,} C R" (0s pressupostos técnicos sobre
A, b(-), u(-) e K(-) sao referidos mais a frente). Com esta abordagem, muitas
propriedades dos sistemas de controlo tornam-se mais intuitivas de estudar.

Consideremos o seguinte sistema de controlo

X(t) = AX(t) + b(t/e, t)u(t/e), (5.4)

onde € > 0 é um pequeno parametro, A é uma matriz nxn, b : RxR — R" é uma
funcao continua limitada, e u(t/€) é um controlo sujeito a restricao u(t/e) € R,.
Como podemos observar, o sistema (5.4) tem uma escala de tempo rapido e uma
escala de tempo lento. Seja 7 = t/e e x(t) = X(e7). Entao (5.4) assume a forma

dx(t) _ 6ci'X(e”c)

dt 7 = €(Ax(0) + b(r,eT)u(T)). (5.5)

E de notar que, embora se verifique um abuso de notagao com a utilizagao para o
tempo rapido da mesma letra 7 utilizada previamente para representar o tempo
lento, a notagao agora introduzida sera mantida ao longo deste capitulo.

Seja K um cone convexo fechado, satisfazendo

T—oo

1 T
K cC { lim —f b(t,et)u(t)dt|u(t) >0, u(-) e LOO([O,oo[,R)}.
T Jo

Consideremos o sistema de controlo medianizado associado
dx

i e(Ax+v), vek. (5.6)

Seja X = 0 uma posicao de equilibrio fracamente exponencialmente estavel do
sistema (5.6). Pelo Teorema 1.4, existe um poliedro 9, com vértices {X,...,X,,},
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para o qual temos que 0 € M e nameros h > 0 e o € [0, 1] tais que para todo k,
vai existir um vetor vy € K, que satisfaz

Xy + hE(A%k +5k) € (1 - 6h)9ﬁ

Seja x € R". Vamos construir as aplica¢des multivocas

OF) = {(91,--.,%) 1) O%c=% ) 6= p(X), 0> 0},
k=1 k=1

U(x) = {v: Zeﬁk | (91,...,9m)e®(x)}, (5.7)
k=1

onde p(-) é a funcao de Minkowski do poliedro 9t. Para demonstrar os re-
sultados principais que vamos apresentar neste capitulo, vamos necessitar do
seguinte lema:

Lema 5.1 A aplicacio multivoca U(-) tem imagens compactas convexas e o seu grd-
fico é fechado.

Demonstragao: Seja x € R" e @ > 0. Da homogeneidade da fun¢ao de Min-
kowski temos
a®(x) = O(ax), (5.8)

i.e, U(-) é positivamente homogénea. Se 7% € U(x) e A €[0,1], entdo temos
que
m

Ao+ (1= )22 = Z(w; +(1-1)62)7,
k=1

onde 6]]< verifica ZQi%k =X, ZGJ =u(x)e 6,1 >0,j=1,2. Uma vez que
k=1 k=1

A0} +(1-1)0}

\Y

0, Ae[0,1],

m
Z(w; +(1-M)0)F = AX+(1-V)x=T%,
k

=1
) (A0 +(1-2)60) = () + (1= )u(®) = p(x),
k=1

temos Av! + (1 — A)v? € U(%), sempre que A € [0,1], i.e. a aplicagdo multivoca
tem imagens convexas.
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m m
Se 7' e U(X), Ze;jk -5, ZQ; = ('), 0. >0,eX > % ¥ — v parai— oo,

entao, sem perda de generalidade, 9;'( — 0. Uma vez que p(-) é Lipschitziana,
passando ao limite quando i — oo, vemos que

m

iekfk =X, Z@k = u(x), 0 > 0.

k:1 k:l

Logo, o grafico de [ U(-) é fechado. Uma vez que U(-) é uma aplicagio limitada,
isto significa que U(-) é semi-continua superiormente. O

Assumindo que a origem é uma posi¢ao de equilibrio fracamente exponenci-
almente estavel do sistema (5.6), podemos mostrar a estabilidade exponencial
fraca do sistema (5.5).

Teorema 5.1 Seja X = 0 uma posigdao de equilibrio fracamente exponencialmente
estavel do sistema (5.6). Entdo, existe um €q > 0 para o qual x = 0 é uma posigao de
equilibrio fracamente exponencialmente estavel do sistema (5.5), para todo € €]0, €¢|.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4, existe um poliedro 91 = co{X;} e numeros
h>0e o e€(0,1] tais que para todo k, vai existir um vetor vy € K, que satisfaz

X + he(AEk +§k) € (1 - 5h)9ﬁ
Para um y > 0 suficientemente pequeno temos que

Xk +I’l€(Afk + 7V + )/Xk) € (1 - %h)f)ﬁ

para todo o k = 1, m. Consideremos a inclusao diferencial

d _
92 e(AZ+yZ+T(@)), (5.9)
dt
onde a aplicacdo multivoca U(-) é definida pela igualdade (5.7). Seja Z(-) uma
solucao da inclusao (5.9). A fungao u(z(t)) é absolutamente continua. Seja T um
ponto para o qual as derivadas

dﬂ;ZT(T)) . dZ(TT)ee(AE(r)+yz(r)+U(z(T))>,

existem. Entao, existe um v(t) € U(z(t)) para o qual temos

dz(t)
dt

= €(AzZ(7)+ yz(7) + v(7)). (5.10)
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Para além disso, temos que

zZ(t) + he(Az(t) + yz(t) + V(7)) = 2(T) + he

AZ +)/Z Zekvk],

onde (0y,...,0,,) € ©(z(t)). Logo, obtemos
zZ(t) + he(Az(t) + yz(T) + V(1)) =
= ) O(Ei+ he(ATy + yxi + 7)) € (1 - 0—;’) p(E(T))M.
k=1

Da ultima igualdade temos que

A o WA RelAR() + yE(0) 7)) - )
dt - i h
(- ) - ()
- h
e ct)

Logo obtemos
u(E(D) < p(E(0)e %

Isto implica que z = 0 é uma posicao de equilibrio assintéticamente estavel da
inclusao (5.9). Consideremos a inclusao diferencial

dz(:) € e(Az(T) + yz(1) + W(2(1), 7)), (5.11)
onde
T) = {w = Zekb('c,e'c)uk(r) | (64,...,0,,) € @(z)},
e a funcao u(-) € Lo ([0,00[,R,), k = 1,m, satisfaz
1 T
V= Tlgr;o— . b(t,et)ur(t)dr.

Tal como no Lema 5.1, podemos mostrar que o conjunto W(z, t) é compacto e
convexo para todos (z, ) e a aplicagao multivoca W(:, ) é semi-continua superi-
ormente. De facto, temos que as condi¢oes do Teorema 4.1 sao satisfeitas e logo,
existe um namero €, > 0 tal que as solugdes da inclusao (5.11) sao limitadas
sempre que € €]0,€q].

Seja z(-) uma solugao da inclusao (5.11). Consideremos z(t) = e”“*x(t). Entao,

vamos obter
dz(t)

dt

dx(t)
dt

= yee’"x(t) + e’
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Por outro lado, temos que

dz(7)
dt

=€

Az+yz(T)+ Zek(T)b(T,eT)uk(T)],

k=1

onde (6:(7),...,0,,(7)) € O(z(7)) . Logo, vamos obter

dx(t)
dt

RgE

=e|Ax(7)+

e‘eVTGk(T)b(”c,eT)uk(T)] (5.12)
k=1

Ax(t)+ Zék(’c)b(r,er)uk(r)]
k=1

=€

onde (6,(7),...,0,,(1)) € ©(x(1)).

Uma vez que as solugoes da inclusao (5.11) sao limitadas, i.e, existe um ¢ > 0
para o qual temos que |z(7)| < c|z(0)| para todo T > 0, as solugdes da equagao
(5.12) satisfazem a desigualdade

|x(7)] < clx(0)le™7".

Logo, x = 0 é uma posicao de equilibrio fracamente exponencialmente estavel

da inclusao

@ € e(Ax+b(t,eTr)R,). (5.13)
dt O

Seguidamente apresentamos o segundo resultado desta seccao. Consideremos
o sistema

X(t) = AX(t) +a(t) + b(t/e, t)u(t/e), (5.14)
onde a: R — R" é uma func¢ao continua limitada, i.e. satisfaz a condicao |a(t)| <
a para todo t > 0. Utilizando o resultado anterior, podemos mostrar que existe
um controlo admissivel que leva o sistema (5.14) do estado X, para uma o-
vizinhanga do estado X;, qualquer que seja o par (X, X;) € R" xR".

Teorema 5.2 Seja X = 0 uma posigdao de equilibrio fracamente exponencialmente
estavel do sistema (5.4) e seja 6 > 0. Se |eiAt| <Q(1+tP), comQ>0ep=>1,entdo
existem um €y > 0 e um T > 0, tais que para qualquer par Xo, X, € R" vai existir
uma trajetoria X(-) de (5.14) satisfazendo

X(0)=Xye X(T)e X, +06B,,

sempre que € €]0, €.
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Demonstrag¢ao: Consideremos o par Xo, X; € R" e 6 > 0. Seja

T
Xo=Xo-eTX, + J‘e_Asa(s)ds.
0

Uma vez que |e*4'| < Q(1 +P), com p > 1, temos que

[ Xol

IA

T
|Xo|+ Q(1 + TP)|X,] +aQJ(1 +sP)ds
0

» Tp+1
X 1+T7)|X T .
Xl + QUL+ TP +aQ( T+ 5

Seja

Tp+1
O(T) =|Xol+Q(1 +Tp)|X1|+aQ(T+p+1).

Uma vez que a origem ¢é uma posicao de equilibrio exponencialmente estavel
do sistema (5.4), vemos que existe um controlo i(-) > 0 para o qual a trajetoria
correspondente do sistema (5.4) com posicao inicial X, satisfaz a desigualdade

IX(T) <ce?TP(T) <,

sempre que T é suficientemente grande. Logo, temos que
T T
AT Xy —e 4T X, + Je‘Asa(s)ds + JeA(T_S)b(s/e,s)ﬁ(s)ds € 0B,,.
0 0
Desta ultima inclusao segue que
T
AT X, + JeA(T_S)(a(s) +b(s/e,s)i(s))ds € X; + 6B,
0

e o teorema esta demonstrado O
Seguidamente, aplicamos os resultados anteriores a um problema de controlo
de movimento de uma formacao de satélites.

Exemplo 5.1 Consideremos a modificagao das equacdes de Hill-Clohessy-Wilt-
shire introduzidas em Schweighart & Sedwick (2002), para contemplar o efeito
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do harmoénico J, no movimento relativo de dois satélites com Orbitas quase
circulares:

X+2ncz = u(t)ey(t),
v+ qzy = 2lgcos(qt + ¢) + u(t)ey(t),
5—2ncx — (5¢% = 2)n’z = u(t)e,(t).

A linearizacao é feita em relagao a orbita circular de referéncia com movimento
meédio n. Consideramos que x, y e z sao as coordenadas do satélite secundario
(controlavel) relativas ao referencial orbital Oxyz, onde O é o centro de massa
do satélite principal (passivo). Os eixos sao escolhidos do seguinte modo: Oz in-
dica a direcao radial do centro da Terra ao centro de massa do satélite principal,
Ox esta direcionado ao longo da velocidade do ponto O, e y é normal ao plano
orbital. Os coeficientes c, g, [ e ¢ sdo constantes do problema (ver Schweighart
& Sedwick (2002) para uma descricao detalhada dos mesmos). A direcao da
forca (controlo) u(t) é definida pela funcao vetorial

e(t) = (ex(t) ey(t) e5(t))".

Em Guerman et al. (2012), os autores consideraram o movimento de dois saté-
lites em formacao. Foi assumido que o satélite principal tem um movimento
passivo, enquanto o satélite secundario apresenta uma distribuicao de massa
com simetria esférica, esta rotacionalmente estabilizado, e esta equipado com
um propulsor orientado ao longo do eixo de rotagao. Aqui, vamos assumir que
o propulsor esta orientado ortogonalmente ao eixo de rotagao. Seja A o angulo
entre o eixo de rotagao e o vetor que esta apontado na dire¢ao do equindcio de
Verdo, e ¢ a inclinagao, relativamente ao equador terrestre, do plano contendo
estes vetores. Entao, no referencial inercial centrado no centro Terra o eixo de
rotagio tem componentes (cos A,sin A cos ¢,sin Asind). No referencial Oxyz
as mesmas expressoes tomam a forma

Sy(t) = 0,sinO(t) — 0, cos O(t),

Sy = —Uy,

s,(t) = —0,sinO(t) — o, cos O(t).

Aqui, o vetor 0 = (0y, 0y, 0,)" define a direcdo do eixo de rotacdo do nodo ascen-
dente da oOrbita através da inclinac¢ao i e da ascensao reta Q:

0y = cos{)cosisin A cosp —sin()cosicos A +sinisin Asin ¢,
oy = —cos()sinisin A cos ¢ +sin()sinicos A + cosisin Asin ¢,

0, =cos(dcos A +sin(2sin A cos ¢.

76



Seja O(t) = nct. Vamos assumir que as condicdes 02 + 02 # 0 e

satisfeitas. O propulsor esta orientado ao longo da direcao
ex(t) = Qu(t)s;(t) cos(t/€) + Qa(t)sx(t)sy sin(t/e€),

ey(t) = =Qa(t)(s3 (1) +52(t)) sin(t/e),
e;(t) = =Qq (t)sy(t) cos(t/€) + Qa(t)sys;(t) sin(t/e),

onde € é um pequeno parametro,

Qi(t) = ——,
sx(t) +s2(1)

1

J5E03 + (530 + 5202 + 5352(0)

Introduzindo as notagoes
H = (xl }7; z, x; V', Z)’;

a(t) =(0,0,0,0,2Igcos(qt + ¢),0)
b(t) =(0,0,0,ex(t), e,(t), ex(t))’

e
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
a_|0 0 0 0 0 1
10 0 0 0 0 —-2nc |
0 —¢° 0 0 0 0
0 0 (5¢>-2)n* 2nc 0 0

obtemos o sistema

H(t)= AH(t)+a(t) + b(t/e, t)u(t/e),

oy # 0 sao

i.e., o sistema (5.14). Introduzindo o tempo rapido 7 = t/€, obtemos o sistema

dn(7)
dt

=e(An(t)+a(et)+bet, t)u(t)), u(t) >0,

onde 71(t) = H(et). O sistema medianizado é dado por
dn . —
d—T_e(Aq+v), veK.

A estrutura do cone K é descrita no seguinte resultado.
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Teorema 5.3 Se o2 +02#0e oy # 0, entdo K = (0,0,0) x R3.

Demonstragao: Consideremos o controlo

1y (1) = 1 ,t€(5,0+n)+2mk
P97 0 ,te(6,0+n)+2mk

Medianizando temos que

(el el e, Jely = Thm Tf ex(T e,(7)) uy(t)dt (5.16)
| LT2m o+1]
“tim ) [ e ey
k=0 %

A fim de simplificar a exposi¢ao dos resultados, vamos apresentar o calculo do
integral de cada componente do vetor (5.16) separadamente. Seja

Q=

\/(6,? +02)(0f + 05 +072)

Para a primeira componente obtemos

o+n _
I,} = J e (t)dt = %((cos(e(é +n)nc)(eoynccos(d + 1)+ o,sin(0 +17))
B
—sin(0)(o, cos(o€enc) + o, sin(oenc))
+ enccos(0)(—oy cos(denc) + o, sin(denc))
+ (—eo,nccos(0 + 1) + 0, sin(d + 1)) sin(e (6 + 17)nc)))
%%(—cos(e(é +1)nc)(oycos(o + 1) + eo,ncsin(6 + 1))
+ encsin(9)(o, cos(oenc) + o, sin(oenc))
+ cos(0) (o, cos(denc) — o, sin(oenc))
+(0,cos(0 + 1) —eo,ncsin(o + 1)) sin(e(6 + 1)nc))
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Desenvolvendo em série em torno de # = 0 e desprezando os termos de ordem
superior a 1 temos que
I,} = —Q, cos(d)(o, cos(denc) + o, sin(denc))

+0Q, sin(0)oy, (0y cos(denc) — o, sin(0€))r + O(172).

Logo, vamos obter

T
%Jex(r)ul(T)d”c = %(LT/ZTZJ +1)(—Q; cos(6)(0, cos(denc) + o, sin(denc))
0

+Q, sin(0)oy (0, cos(denc) — o, sin(0€))n + O(172)).

Tomando o limite quando T — co obtemos que

el = %(—51 cos(0)(o, cos(oenc) + o, sin(oenc))

+Q, sin(0)oy, (o cos(d€nc) — o, sin(0€))) + O(172).

Procedendo de modo equivalente para as outras duas componentes do vetor
5.16 vamos obter

el = 2L (=Qy(02 +02)sin(8)) + O(1?)

e, = %(61 cos(0) (o xcos(denc) — o, sin(o€enc))

+Q, sin(6)oy (0, cos(denc) + oy sin(o€))) + O(172).

Considerando os controlos

11y(7) 1 ,te(0+2m/3,6+2n/3+1n)+2nk
2TV 0 ,re(5+2m/3,0+21/3+ 1)+ 21k

3(7) = 1 ,te€(0+4mn/3,0+4n/3+n)+2rk
BT 0 ,te(5+41/3,0+41/3+ 1)+ 2k

repetimos os calculos anteriores e obtemos o vetor medianizado para cada um
dos controlos, &% e & respetivamente.

Os trés vetores obtidos sao linearmente independentes e por conseguinte, qual-
quer que seja o vetor v € R® existe uma combinacao linear dos controlos u;(+),
i = 1,3, tal que v pode ser descrito por uma combinacio linear dos vetores ¢,
i=1,3e portanto temos que K = (0,0,0) x R3. O
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Do Teorema 5.3 podemos ver que o sistema medianizado (5.15) é controla-
vel. Logo é fracamente exponencialmente estavel. Para além disso, temos que
et < Q(1 + t), para um Q > 0. Logo, o Teorema 5.2 pode ser aplicado, o que
garante a existéncia de uma trajetdria relativa quase-fechada para a formacao
dos satélites. <

5.2 Estabilidade exponencial fraca para inclusoes di-
ferenciais

Nesta seccao, mostramos que a estabilidade exponencial fraca da posicao de
equilibrio da inclusao diferencial

X € €F(t,x), (5.17)

pode ser inferida da estabilidade exponencial fraca da medianizagao da sua
primeira aproximacgao.

A abordagem adotada difere da classica, Bogoliubov & Mitropolski (1961); Burd
(2007), onde as propriedades de estabilidade do sistema original sao obtidas
recorrendo a analise da primeira aproximagao do sistema medianizado. A me-
dianizagao da primeira aproximacao permite obter condi¢oes suficientes de es-
tabilidade exponencial facilmente verificaveis.

Vamos assumir que a aplicagdo multivoca F : R x R" — F(R") satisfaz as condi-
coes (C1)-(C4) introduzidas na Seccao 1.4, isto é:

(C1) 0€F(t,0), Yt > 0;

(C2) a aplicacao F é periddica em t com periodo T > 0, i.e., F(t+ T,x) = F(t,x)
para todos (t,x) € RxR";

(C3) a aplicagao F(-,x) é mensuravel para todo x € R". Existe uma fun¢ao b(-) €
Li([0, T],R) tal que F(x,t) C b(t)B,, para todos (t,x) € RxR";

(C4) a aplicagao F(t,-) é Lipschiztiana para todo t € [0, T], com constante k(t),
onde k(-) € L1([0, T], R).

Seja A : RxR" — F(R") uma aplicagdo multivoca satisfazendo as condi¢oes
(C5)-(C7), introduzidas na seccao 1.4, isto é:

(C5) a aplicagao A(t,-) € uma primeira aproximacao da aplicacao coF(t,-) em
x = 0 para todos os valores de t;
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(C6) a aplicacao A(-,x) é periddica em t com periodo T > 0, i.e, A(t+ T,x) =
A(t,x) para todos (t,x) € RxR";

C7) a aplicacao A(-,x) é mensuravel para todo x € R” e domA(t,-) = R",Vt > 0,
P p

Definimos o processo convexo medianizado como sendo

_ 1 (T
A(x) = {TL a(s,x)ds | a(s,x) € A(s,x), a(-,x) € L1([0, T],]R”)},

e consideramos a inclusao diferencial medianizada associada

X € eA(X), (5.18)

Recorrendo aos resultados apresentados na Seccao 1.4, estamos em condi¢oes
de enunciar o resultado principal desta secgao.

Teorema 5.4 Seja A : R xR" — F(R") um processo convexo nio auténomo sa-
tisfazendo as condigoes (C5) - (C7). Suponhamos que X = 0 é uma posigdao de
equilibrio fracamente exponencialmente estavel da inclusiao (5.18). Entao, para
€ > 0 suficientemente pequeno, a origem é uma posigao de equilibrio fracamente
exponencialmente estdvel da inclusao diferencial (5.17).

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4, existe um poliedro 9 = co{X;} e numeros
h>0eoel0,1] tais que para todo o k, existe um vetor v € A(Xy), que satisfaz

X + heik € (1 - 5h)9ﬁ
Se y > 0 for suficientemente pequeno, temos que

X +h€(?k +)/)Zk) € (1 - %)Sﬁ

para todo o k = 1, m. Consideremos a inclusao diferencial

dz —

d—‘: e e(TE) +732), (5.19)
onde a aplicagao multivoca U(-) foi definida através da igualdade (5.7). Seja z(-)
uma solu¢ao da inclusao (5.19). A fungao u(z(t)) é absolutamente continua. Seja
t um ponto para o qual as derivadas

duEn) | dED

T T ee(U(z)+yz),

existem. Entao, vai existir uma funcio v(t) € U(z(t)) tal que

dz(t)
dt

= e(T(t) + yZ(t)). (5.20)
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Para além disso, temos que

Z(t) + he(U(t) + y2(t) = 2(t) + he[ Y 0,7 + yE(t)],

k=1

onde (04,...,0,,) € ©(z(t)). Logo, vamos obter que
zZ(t)+ he(v(t) + yz(t)) =

. h

= Zek(fk + h(—?(ik + ka)) € (1 - %)y(i(t))im

k=1

Do resultado anterior obtemos

e e (e
4y < MR )~ E)
_ (=) - pE(t)

D h
=~ SuCE),

Logo, temos que
_ _ _ot
n(z(t)) < p(z(0))e 2.

Esta desigualdade implica que z = 0 € uma posicao de equilibrio fracamente as-
sintoticamente estavel da inclusao diferencial (5.19). Consideremos a inclusao
diferencial
dz(t)
dt

ce(W(t, z(t) + yz(t)), (5.21)
onde

W(t2)={w=) Oiar(t5)] (01....0,) € O(2)),
k=1

e a funcao ay(t,x;) € A(t,xx), k = 1, m, satisfaz

1 T
ik:?J‘ ak(t,fk)dt.
0

Tal como no Lema 5.1, podemos mostrar que o conjunto W(t,z) é compacto
e convexo para todos (t,z) e que a aplicagao multivoca W(t,-) é semi-continua
superiormente. Para além disso, as condi¢oes de aplicabilidade do Teorema
4.1 sao verificadas. Assim, existe um numero €, > 0 para o qual as solugdes
da inclusao (5.21) sao limitadas, sempre que € €]0,€[ e as condi¢des iniciais
sao proximas de zero. De facto, pela homogeneidade do segundo membro da
inclusdo (5.21) podemos ver que existe uma constante ¢ > 0 tal que

|2(t)] < clz(0)], t>0. (5.22)
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Seja z(-) uma solucio da inclusdo (5.21). Consideremos z(t) = e”“'x(t). Entao,
vamos obter que
dz(t)
dt
Por outro lado, temos que

dz(t)
dt

=¢| ) OBt ®) +yz(0) |,
k=1

onde (01(t),...,0,,(t)) € ©(z(t)) . De (5.8), temos que

d m
Z(tt) = G;e_m@k(t)ak(t,w (5.23)
_ eZék(t)ak(t,Ek),
k=1

onde (0,(t),...,0,,(t)) € ©(x(t)). De (5.22), podemos observar que as solugdes da
equacao (5.23) satisfazem a desigualdade

(1)) < élx(0)le™,

i.e., x = 0 é uma posicao de equilibrio fracamente exponencialmente fraca da
inclusao diferencial
X € €A(t, x).

Agora, aplicando o Teorema 1.3 obtemos o resultado. O
E de notar que a necessidade de € ter que ser suficientemente pequeno é essen-
cial, como se ilustra com o seguinte exemplo.
Exemplo 5.2 (adaptado de Yamamoto (2004)) Consideremos o sistema

X = eA(t)x, (5.24)
onde a matriz é dada por

a+ycos(wt) + osin(wt) B+ dcos(wt) — y sin(wt)
—B + 6cos(wt) —ysin(wt) a—ycos(wt)—osin(wt) |’

A(t) :(

onde a, 8,7,6 e w sao parametros reais.

Calculando a matriz medianizada obtemos

- W % B o ﬁ
A_E ; A(s)ds_( a)'



Logo, x = 0 é uma posicao de equilibrio exponencialmente estavel do sistema
X = €AXx,

sempre que « < 0 e, pelo Teorema 5.4, sabemos que para um € suficientemente
pequeno temos que x = 0 também vai ser uma posi¢ao de equilibrio exponenci-
almente estavel de (5.24). Aplicando o resultado de Yamamoto (2004), sabemos
que a matriz de transi¢ao do sistema (5.24) pode ser escrita na forma

CD(t) — eAlteAzt’

onde as matrizes A; e A, sao dadas por

w w
4y = (l) 0 4y = (a+7/)ea) (/5+6)e—3
) 0 (—[3’+6)e+5 (a—yp)e

A estabilidade do sistema (5.24) é completamente determinada pelos valores
proprios da matriz A,. Concretamente, a posi¢ao de equilibrio x = 0 é expo-
nencialmente estavel sempre que a parte real dos valores proprios de A, for
negativa. Os valores préoprios de A, sao dados por

1
e+ E\/4(—ﬁ2 +y2+062)e?+4Bew — w? < 0.

Assim, vemos que para a < 0 é sempre possivel escolher um € suficientemente
pequeno, para o qual a parte real dos valores préprios é negativa. Para € grande
o sistema nao é estavel, apesar do sistema medianizado o ser. <

5.3 Inclusoes diferenciais geradas por sistemas de
controlo

O resultado obtido na secgao anterior pode ser aplicado a inclusoes diferenciais
geradas por sistemas de controlo. Consideremos o seguinte sistema de controlo

x=€f(t,xu), uelUcCR", (5.25)

onde f : RxR" x U - R" é uma fungao que satisfaz as seguintes condigdes:

(M1) Existe um controlo periddico uy : R — U, ug(-) € L([0,00[,R), com pe-
riodo T tal que f(t,0,uy(t)) = 0 para todo ¢;

(M2) A fungoes f é periddica em t com periodo T >0, i.e., f(t+T,x,u) = f(t,x,u)
para todo (t,x,u) e RxR" x U;
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(M3) A fungao f é continua em (x, u), mensuravel em ¢ para todo (x,u) e R"x U,
e f(t,x,u) € b(t)B, for all (t,x,u) € [0, T]xR" x U, onde b(-) € L;([0, T],R);

(M4) A funcao f é diferenciavel com respeitoa x e |V, f (¢, x, u)| < k(t) para todos
(t,x,u) € [0, T]xR" x U, onde k(-) € L;([0, T], R);

(M5) O conjunto f(t,x, U) é compacto para todos (t,x) € RxR".

Pelo Teorema 1.2, podemos associar o sistema de controlo (5.25) a inclusao
diferencial

xeeF(tx)=ef(tx, U) = LJef(tan. (5.26)
uelU

E possivel demonstrar que a aplicagao multivoca A(t,x) = C(t)x + K(t), com
C(t) =V, f(t,0,up) e K(t) =cl U acof(t,0,U), € uma primeira aproximacao de

a>0
coF(t, x), ver (Smirnov, 2002, Proposition 2.8).

_ 1 (7T
Sejam C = —J- C(s)xds e
T Jo

_ (1 (T
K = {TJ; u(s)ds | u(s) e K(t),u(t) e Ll([O,T],R”)}.

Consideremos a primeira aproximacao medianizada de (5.26)

¥ € e(Cx + K). (5.27)

Do Teorema 5.4, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.5 Seja f : RxR" x U — R" uma fungao que satisfaz as condigées (M1)
- (M5). suponhamos que x = 0 é uma posigao de equilibrio fracamente exponencial-
mente estdvel da inclusdo diferencial (5.27). Entdo, para um € > 0 suficientemente
pequeno, a origem é uma posicao de equilibrio fracamente exponencialmente estavel
da inclusao diferencial (5.26).

Terminamos a sec¢ao com um exemplo ilustrativo da aplicagao do teorema
anterior.

Exemplo 5.3 Consideremos o seguinte sistema de controlo

. . . [t
X = —sin(x) + usm(—),
€
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onde € > 0 é um pequeno parametro e u é um controlo sujeito a restri¢ao u > 0.
Reescrevendo a equacao na forma de sistema, obtemos

X = v,
v = —sin(x)+ usin(é). (5.28)
Sejam 7 = t/e, y(7) = x(e7) e w(7r) = v(e7r). Entdo, o sistema (5.28) assume a
forma
dy/dt = ew,
dw/dt = -—esin(y)+ eusin(t),

Depois de efetuada a linearizacao na posi¢ao de equilibrio (y,w) = (0,0), obte-

THR RN FN N I

Obviamente
21
1
— J isin(t)dt|d > 0,i(-) € L1([0,2],R) } = R.

27
0

Logo, a inclusao medianizada é

di(g)el( ¥ 3)@)*(%)] (5.29)

A inclusao anterior é fracamente exponencialmente estavel. Pelo Teorema 5.4,
concluimos que a origem é uma posi¢ao de equilibrio do sistema de controlo
(5.28) é fracamente exponencialmente estavel. g
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