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Resumo

A aplicacao de modelos matematicos na area da epidemiologia é uma area de investigacao
em pleno desenvolvimento. Neste trabalho comeca-se por rever os modelos existentes na
literatura sobre a transmissao do virus HIV/SIDA. De seguida, propoem-se trés modelos
(Modelos I, IT e III) para a dinamica da transmissao do virus HIV/SIDA.

O Modelo I descreve a dinamica da transmissao do virus HIV/SIDA a partir das células T
CD4™" especificas, restritas a uma unica populacao de células auxiliares. O comportamento
dinamico do modelo, para valores do nimero de reprodugao, Ry, inferiores a 1, sugere a
existéncia do fenémeno de bifurcacao subcritica. Os resultados da variacao do periodo de
laténcia das células infetadas e o periodo de produgao de particulas de virus livre sugere que
uma boa estratégia para controlar a propagagao do virus HIV/SIDA seja o uso de drogas
que prolonguem o periodo de laténcia e/ou diminuam a produgao de virus.

O Modelo II para a dindmica da transmissao do virus HIV /SIDA modela o comportamento
das populacoes quando sujeitas a infecao do virus, considerando o tratamento, a transmissao
vertical e o uso ou nao de preservativo. O aumento da taxa dos individuos infetados,
traduz-se na diminuicdo das proporcoes de infetados, que usam ou nao preservativos, e
num aumento dos individuos tratados e dos pacientes com SIDA. Um aumento da taxa de
contacto de suscetiveis que nao usam preservativo, em relacao aos infetados que nao usam
preservativo, conduz ao aumento do nimero destes infetados e do nimero de tratados. O
mesmo comportamento é observado quando se aumenta o nimero médio de parceiros sexuais
nas populagoes suscetiveis e infetadas.

O Modelo III estuda a coinfe¢do da malédria e do HIV/SIDA. Analisa-se o comportamento
do modelo para diferentes condicoes iniciais, nimero de reproducao e valores de parametros.
Uma diminuicao da atividade sexual devido a maléria traduz-se numa diminuigao dos seres
humanos infetados apenas com HIV, dos duplamente infetados com malaria e HIV, sem
sintomas de SIDA, e dos infetados s6 com malaria. O aumento da mortalidade relacionada
com o HIV conduz a uma diminui¢ao dos individuos infetados apenas com HIV e dos
duplamente infetados com malédria e HIV, sem sintomas de SIDA, e num aumento dos
infetados com malaria.

Conclui-se assim que os modelos apresentados nesta tese estao matematicamente e epide-
miologicamente bem definidos.
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Abstract

The application of mathematical models in epidemiology is a research area in full develop-
ment. In this thesis, we begin by reviewing the existing models in the literature, concerning
the dynamics of transmission of HIV/AIDS. Then, are proposed three models (Models I, 11
and III) for the transmission dynamics of HIV/AIDS.

Model I describes the dynamics of the transmission of HIV/AIDS from cells T CD47" specific
restricted to a single population of helper cells. The dynamic behavior of the model, for
values of the reproduction number, Ry, less than 1 suggests the existence of a phenomenon of
backward bifurcation. The results of the variation of the latency period and the production
period suggests that a good strategy to control the HIV/AIDS should focus on drugs to
prolong the latent period and/or slow down the virus production.

Model IT for the transmission dynamics of HIV/AIDS focus on the behavior of populations
subjected to virus infection, considering the treatment for HIV, vertical transmission and
use of condoms. The increased rate of infected individuals translates into decreased propor-
tions of infected, that use or not use condoms, and an increase of treated individuals and
patients with AIDS. An increase in the contact rate of susceptibles, that don’t use condom,
comparatively to the proportion of infected that don’t use condoms, leads to the increase of
these infected individuals as well as treated individuals. The same behavior is observed when
increasing the average number of sexual partners in te susceptible and infected population.
Model IIT studies the co-infection of malaria and HIV /AIDS. It analyses the behavior of the
model for different initial conditions, reproduction number and parameter values. A decrease
in sexual activity due to malaria translates into a decrease of humans only infected with HIV,
co-infected with malaria and HIV individuals, without symptoms of AIDS, and individuals
only infected with malaria. The increased mortality associated with HIV leads to a decrease
in HIV only infected individuals, the co-infected with malaria and HIV individuals, without
symptoms of AIDS, and an increase in the infected with only malaria individuals.

We conclude that the models presented in this thesis are mathematically and epidemiologi-
cally well posed.



VI



Conteudo

Agradecimentos I
Resumo I11
Abstract \%
Indice de Tabelas IX
Indice de Figuras XIII
1 Introducao
1.1 A epidemiologia . . . . . . . . . ... 1
1.2 Funcionamento do sistema imunolégico com HIV . . . . .. ... ... ... 2
2 Modelos matematicos para o virus HIV e células T 5
2.1 Modelo de Perelson, Kirschner e Boer (1993) . . . . . . ... ... ... ... 5
2.2 Modelo de Nowak (1996) . . . . . . . . . . ... 9
2.3 Modelo de Bonhoeffer, May, Shaw e Nowak (1997) . . . . . . ... ... ... 10
2.4 Modelo de Wodarz e Nowak (1999) . . . .. ... .. .. ... ... ..... 12
2.5 Modelo de Wodarz, Arnaout, Nowak e Lifson (2000) . . . . . ... ... ... 13
2.6 Modelo de Wodarz e Bangham (2000) . . . . . . ... ... ... ... .... 14
2.7 Modelo de Culshaw e Ruan (2000) . . . .. ... ... .. .......... 16
2.8 Modelo de Wodarz e Nowak (2000) . . . . ... .. ... ... ... ..... 20
2.9 Modelo de Perelson (2002) . . . . .. . ..o 22
2.10 Modelo de Wodarz e Nowak (2002) . . . . .. . ... ... ... ... .... 23
2.11 Modelo de Komarova, Barnes, Klenerman e Wodarz (2003) . . . . . . . . .. 24
2.12 Modelo de Altes, Ribeiro e Boer (2003) . . . . . . .. . ... ... ... ... 26
2.13 Modelo de Jansen, Altes, Funk e Wodarz (2005) . . . .. .. ... ... ... 27
2.14 Modelo de Ribeiro, Hazenberg, Perelson e Davenport (2006) . . . . . . . . . 29
2.15 Modelo de Wodarz e Hamer (2007) . . . . . . . . .. ... ... ... .... 30
2.16 Modelo de Lv e Yuan (2009) . . . . . . . . . . . ... 32
2.17 Modelo de Roy e Wodarz (2012) . . . . . . . . .. ... 36
2.18 Modelo de Dalal, Greenhalgh, Mao (2007) . . . ... .. ... ... .. ... 40
2.19 Modelo de Chaharborj, Bakar, Alli e Malik (2009) . . . . .. ... ... ... A7
2.20 Modelo de Waiziri, Massawe e Makinde (2012) . . . . .. .. ... ... ... 51
3 Modelos Propostos 57

VII



3.1 Modelol . . . . . .

3.2 Modelo IT . . . . . . o o

3.3 Modelo IIT . . . . . . . . .
4 Conclusao

4.1 Principais resultados . . . . . . . ...

4.2 Contribuigoes . . . . . . . .

4.3 Limitacoes . . . . . . ..

4.4 Trabalho futuro
A Declaragcao do Juri

Referéncias

VIII

100
100
100

103

105



Lista de Tabelas

3.1 Parametros usados nas simula¢oes numéricas do modelo (3.4).
3.2 Parametros usados nas simulag¢oes numéricas do modelo (3.23)
3.3 Parametros usados nas simulag¢oes numéricas do modelo (3.28)

IX






Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
2.4

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Esquema para o modelo DI [12] . . . . . . ... ... .. .00
Esquema para o modelo SP [12] . . . . .. ... ... oL
Esquema para o modelo DSSP [12] . . . . ... ... .. ...
Fluxograma para o modelo com tratamento e transmissao vertical [56] . . . .

Células alvo nado infetadas (linha) e infetadas nao especificas (tracejado),
(em cima, a esquerda), células auxiliares nao infetadas (linha) e infetadas
especificas (tracejado), (em cima, & direita) e as particulas de virus livre
(em baixo). Os valores dos parametros usados sao os da Tabela 3.1, com
as seguintes condigoes iniciais z(0) = 12, y(0) = 0, S(0) = 1.2, I(0) =0 e
0(0) =12, Ro = 0.9158. .« o o oo e
Células alvo nao infetadas (linha) e infetadas nao especificas (tracejado),
(em cima, a esquerda), células auxiliares nao infetadas (linha) e infetadas
especificas (tracejado),(em cima, a direita) e particulas de virus livre (em
baixo). Os valores dos parametros usados sao os da Tabela 3.1, com as
seguintes condigoes iniciais z(0) = 100, y(0) = 0, S(0) = 1.2, I(0) =0 e
0(0) =100, Ry = 0.9158. . . o o oo
Células alvo nado infetadas (linha) e infetadas nao especificas (tracejado),
(em cima, a esquerda), células auxiliares nao infetadas (linha) e infetadas
especificas (tracejado), (em cima, & direita) e as particulas de virus livre
(em baixo). Os valores dos parametros sao os da Tabela 3.1, exceto para
by = 0.0125 (7, = 0.05) e by = 0.015 (74 = 0.09). As condigoes inicias sao
2(0) = 12, y(0) = 0, S(0) = 1.2, I(0) = 0 e v(0) = 12, Ry = 1.1855 > 1.

Dinamica dos suscetiveis, s1 e s9, infetados, i1 e iy, tratados, h, e com SIDA,
a, para os parametros da Tabela 3.2 exceto os valores de 7y, m5 e #. Usam-se
m =m =60 =0 (em cima) e 1 = m = 0.1 e § = 0.7 (em baixo), com
as seguintes condigbes iniciais s1(0) = s2(0) = 0.35, i1(0) = i2(0) = 0.1,
h(0) = 0.07 e a(0) = 0.03 (em cima) e s1(0) = s5(0) = 0.3, 1(0) = i2(0) =
0.15,h(0) = 0.07 ¢ a(0) = 0.03 (em baix0). . . . . o oot
Dinamica da populacao suscetivel, s; e so, em tratamento, h, e da classe
com SIDA, a, para diferentes valores de my. Os valores dos parametros sao
os da Tabela 3.2, com as seguintes condigoes iniciais s1(0) = s2(0) = 0.3,
i1(0) = i2(0) = 0.15, A(0) =0.07 e a(0) =0.02. . . . . . ... ... ... ...
Dinamica dos individuos infetados, i; e 79, dos individuos em tratamento,
h, e dos pacientes com SIDA, a, para diferentes valores de §. Os valores
dos parametros sao os da Tabela 3.2, com as seguintes condigoes iniciais
51(0) = 0.34, s2(0) = 0.33, i;(0) = i2(0) = 0.15, h(0) = 0.02 e a(0) = 0.01. . .

XI

67

68

75



3.7 Dinamica dos individuos em tratamento, h, e dos pacientes com SIDA, a, para
diferentes valores de gy. Os valores dos parametros sao os da Tabela 3.2, com
as seguintes condigoes iniciais s1(0) = 0.34, s2(0) = 0.33, i1(0) = i2(0) = 0.15,
h(0) =0.02ea(0)=0.01. . . . ... ...

3.8 Dinamica dos individuos suscetiveis, s9, dos individuos infetados, is, € dos
individuos em tratamento, h, para diferentes valores de ;1. Os valores dos
parametros sao os da Tabela 3.2, com as seguintes condigoes iniciais $1(0) =
0.34, s2(0) = 0.33, i1(0) = i2(0) = 0.15, A(0) = 0.02 e a(0) = 0.01. . . . . ..

3.9 Dinamica dos individuos suscetivel, s, e dos individuos infetados, i, para
diferentes valores de c¢q;, nimero médio de parceiros sexuais por unidade
de tempo. Os valores dos parametros sao os da Tabela 3.2, com as seguintes
condigoes iniciais s1(0) = 0.34, s2(0) = 0.33, i1(0) = i3(0) = 0.15, A(0) = 0.02
ea(0)=0.01 . ...

3.10 Variacao da proporcao da populagao com SIDA, a, e da populagao tratada, h,
para diferentes valores de k e v. Os valores dos parametros sao os da Tabela
3.2, com as seguintes condigoes iniciais s1(0) = s5(0) = 0.3, i1(0) = i2(0) =
0.15, A(0) =0.05 e a(0) = 0.05. . . . . . . ...

3.11 Variagao da propor¢ao da populagao com SIDA, a, para diferentes valores de
a. Os valores dos parametros sao os da Tabela 3.2, com as seguintes condic¢oes
iniciais $1(0) = s9(0) = 0.2, 71(0) = i2(0) = 0.1, h(0) = 0.05 e a(0) = 0.25. . .

3.12 Fluxograma do modelo da coinfecao (3.28). . . . . . . .. .. ... ... ...

3.13 Numero de seres humanos infetados com maléria I;(f) (em cima, a esquerda),
de seres humanos duplamente infetados com malaria e HIV, sem sintomas de
SIDA, Ipiv(t) (em cima, a direita), de seres humanos infetados s6 com HIV,
Inin(t) (em baixo, a esquerda) e de mosquitos infetados, I,,(t) (em baixo, a
direita) para diferentes condigbes iniciais e Ry, < 1. Os parametros usado
nas simulacoes sao os valores da Tabela 3.3, com Sy = 0.0002 e 8, = 0.0002
(R, = 0.7361, Ry, = 0.4340 € Rpyppiy = 0.7361.) . . . . . o 0 oL

3.14 Numero de seres humanos infetados com maléria I;(¢) (em cima, a esquerda),
de seres humanos infetados s6 com HIV Ij;,(¢) (em cima, a direita), de seres
humanos duplamente infetados com malaria e HIV, sem sintomas de SIDA
Innin(t) (em baixo, a esquerda) e de mosquitos infetados 1,,(t) (em baixo, a
direita), para diferentes condigoes iniciais e R,,pi, > 1. Os parametros usados
na simulacao sao os valores da Tabela 3.3, com gy = 0.001 e S, = 0.009
(R, = 33.1265, Ry, = 2.1701 € Ryppiy = 33.1265.) . . . . . . 0oL L.

3.15 Numero de seres humanos infetados com HIV, I;,(t) (em cima, a esquerda),
de seres humanos infetados com malaria, I;(t) (em cima, a direita) e de seres
humanos duplamente infetados com malédria e HIV, sem sintomas de SIDA,
Lnhin(t) (em baixo), para vo = 1.5 (linha solida), v = 10 (pontos) e v, = 100
(tracejado). Os parametros usados na simulagao sao os valores da Tabela 3.3,
com By =0.001eB,=0.01. . ... ... ...



3.16

3.17

Ntmero de seres humanos infetados com HIV, I},;,(t) (em cima, & esquerda),
de seres humanos infetados com maldria, I;,(t) (em cima, a direita), de seres
humanos duplamente infetados com malédria e HIV, sem sintomas de SIDA,
Inniv(t) (em baixo), para e = 0 (linha), e = 0.5 (pontos), e e = 1
(tracejado). Os parametros usados na simulagao sao os valores da Tabela
3.3, com By =0.001e 5, =0.05. . ... ... . ... ...
Ntmero de seres humanos infetados com maléria, I, (t) (em cima, a esquerda),
de seres humanos infetados com HIV, Ij;,(t) (em cima, a direita), de seres
humanos duplamente infetados com malédria e HIV, sem sintomas de SIDA,
Impin(t) (em baixo), para ¢ = 1.002 (linha), ¢» = 2 (pontos) e ¢ = 3
(tracejado). Os parametros usados na simula¢do sao os valores da Tabela
3.3, com By =0.001e 5, =0.05. ... ... .. ... ...

XIII



Capitulo 1

Introducao

1.1 A epidemiologia

A epidemiologia estuda a incidéncia das doencas transmissiveis em grandes populagoes. Ao
longo dos anos, os epidemiologistas recorreram a estatistica para descrever os seus dados
e formular as suas hipdteses. A epidemiologia classica estd muito associada a descri¢ao do
nimero de casos de doenga por milhares de habitantes, por drea geografica e/ou unidade de
tempo. Esta descricao pode-se resumir a simples graficos de barras, técnicas de mapeamento
ou mesmo a sofisticados métodos de andlise multivariada. Nas ultimas décadas, houve
também avancos significativos na compreensao da propagacao das doencas transmissiveis
em grandes populagoes, resultantes da aplicagdo de modelos matematicos. As conclusoes
destes estudos sao importantissimas, desempenhando um papel importante na concecao dos
programas de controlo de doencas transmissiveis nos paises desenvolvidos.

A infecao, patologia e sintomatologia da maioria das doengas infeciosas humanas sao ra-
zoavelmente compreendidas. FKEste conhecimento, porém, nao é suficiente para prever a
forma como a doenga se vai propagar numa grande populacao. Para isso, ha que ter
em consideragao fatores que complicam consideravelmente a investigacao. Estes fatores
sao a biologia do agente infecioso (ciclo de vida, vulnerabilidade a fatores climaticos), as
carateristicas demograficas da populagao infetada (natalidade, mortalidade de infetados e
nao infetados, estrutura etdria, distribuigdo no espaco), aspetos comportamentais (taxas
de contacto entre individuos, higiene, entre outros) e, evidentemente, eventuais medidas
de controlo (vacinagao, isolamento de infetados, entre outros). A complexidade do as-
sunto impossibilita, portanto, que se possa prever o curso de uma epidemia, por exemplo,
baseando-nos apenas na intuicao. Pelo contrario, é necessario integrar toda a informacao
relevante de forma eficaz e esta integracao pode ser feita através de modelos matematicos. A
matematica oferece os instrumentos mais adequados a expressao de relagoes complexas, de
uma forma que torna relativamente facil avaliar as consequéncias dessas relagoes. Trata-se
de uma ciéncia que obriga a expor com a maxima exatidao os fatores que determinam a
epidemiologia da doenca e permite investigar as suas consequéncias. Nao seria impossivel
expor verbalmente as informagoes contidas nas equagoes dos modelos matematicos, mas a
matematica oferece uma forma mais poderosa e concisa de transmitir estas informagoes.
Os modelos usados frequentemente para descrever a dinamica das doencas transmissiveis
sao do tipo compartimental. A populacao é dividida em categorias ou compartimentos.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Estes compartimentos tém em atencao o percurso por que passa um individuo infetado e
a forma como a infe¢do se transmite. Numa populacdo muito grande, a transferéncia de
individuos entre compartimentos é um fenémeno continuo. E, por isso, possivel representar
matematicamente a variagao do numero de individuos dentro de cada compartimento,
a medida que o tempo passa, por sistemas de equagoes diferenciais. Estes sistemas de
equagoes podem ter solucao analitica mas, quando o modelo tem um minimo de realismo,
isso raramente acontece e torna-se necessario implementar computacionalmente o sistema
de equagoes.

A aplicacao deste tipo de modelos matematicos a epidemiologia é uma area de investigacao
em pleno desenvolvimento. Os primeiros modelos que surgiram sao designados de modelos
SIS (suscetiveis — infetados - suscetiveis). Este tipo de modelos é apropriado para varias
doencgas causadas por agentes bacterianos, nas quais a recuperagao nao protege contra uma
reinfecao. Existem ainda os modelos SIR (suscetiveis — infetados — recuperados) e SIRS
(suscetiveis — infetados — recuperados - suscetiveis) que sdo alternativos aos modelos SIR.
Alguns autores propoem os modelos SIQS e SIQR, que introduziram o compartimento de
quarentena, Q. Outros tipos de modelos abordados foram os modelos SIS-VS (suscetiveis -
infetados — suscetiveis — vacinagao), SEIR (suscetiveis — expostos - infetados - recuperados),
MSEIRS (imunes - suscetiveis — expostos - infetados — recuperados - suscetiveis), MSEIR
(imunes - suscetiveis — expostos - infetados — recuperado) e os modelos acoplados.

A SIDA é uma doenca transmissivel e, como tal, descrita por modelos matematicos com-
partimentais. Esta doenca é um dos grandes problemas de satde global dos nossos tempos,
o0 que a torna um aliciante objeto de estudo de vérios autores, existindo muitos estudos
recentes nesta drea [6, 12, 17, 18, 31, 33, 44, 48, 56, 60, 65].

1.2 Funcionamento do sistema imunolégico com HIV

A SIDA é o sindrome da imunodeficiéncia adquirida, isto é, é uma doenca infeciosa cau-
sada pelo virus da imunodeficiénica, denominado HIV. O virus tem um longo periodo de
incubacao antes do surgimento dos sintomas da doenca e da infecao das células do sangue
e do sistema nervoso. A fase final da infecao do HIV é denominada por SIDA. Esta fase
ocorre quando a densidade de células T CD4" | que normalmente é de 1000 células/mm?
de sangue, atinge um niimero abaixo de 200 células/mm? de sangue. Por isso, uma pessoa
pode ser portadora do virus sem necessariamente estar com SIDA.

O HIV danifica e, por fim, destréi o sistema imunoldgico. Este processo é extremamente
complexo, uma vez que o HIV afeta uma grande variedade de elementos do sistema imu-
nolégico e os seus efeitos alteram-se de acordo com o momento da infecao.

O sistema imunoldgico é composto por varios leucécitos e érgaos especiais, que defendem o
organismo contra bactérias e virus. O HIV é um virus potente que se reproduz dentro de
determinados leucocitos, destruindo-os. Essa perda de leucocitos pode provocar a debilidade
do sistema imunoldgico, a ponto deste nao conseguir defender o organismo de doencas.

O HIV tem como alvo principal os leucicitos com recetores CD4™, conhecidos como células
T CD4" ou linfécitos T. O HIV infeta diversos tipos de células T CD4*", mas o seu alvo
principal é a célula T CD4" auxiliar. O linfécito T auxiliar é a célula que interage com
os macrofagos, reconhecendo epitopos particulares, selecionando e ativando os mecanismos
efetores apropriados. Os mondcitos e os macréfagos sao leucocitos que atacam organismos
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estranhos. Como tal, o HIV pode, por exemplo, enfraquecer a capacidade destas células,
de eliminar microbactérias que podem causar infecoes fatais. As células T CD4™" auxiliares
saudaveis libertam substancias quimicas especiais denominadas de citocinas, que estimulam
as células-B, os linfécitos T citotéxicos (CTL) e outros aliados do sistema imunolégico que
tentam combater o virus, produzindo anticorpos. As células apresentadoras de antigénios
(APC) sao células capazes de prender fragmentos de antigénio nas suas membranas. Estas
células sao centrais no desenvolvimento da resposta imunitaria, porque em contacto com as
células T CD4", ativam-nas.

As células-B sao leucécitos que produzem anticorpos. Embora estas células nao sejam
infetadas pelo HIV, o seu funcionamento pode ser debilitado.

Os linfécitos T citotoxicos produzem perforinas e outras proteinas que matam as células
infetadas por virus HIV. Os linfécitos T supressores tém a funcao de moderar ou suprimir
a resposta imunitaria, tornando mais lenta a divisao celular. Estas células agem através
da inativagao dos linfécitos T citotoxicos e auxiliares, limitando a agao deles no organismo.
Por outro lado, os linfécitos T de memdria sao células preparadas para responder mais
rapidamente e com maior intensidade perante uma nova exposi¢ao do mesmo antigénio.

A diminuicao das células T conduz a reducao da capacidade de desenvolvimento de anti-
corpos para novos agressores, ao anormal funcionamento dos macréfagos e a redugao na
producao de mensageiros quimicos.

Conclui-se que, quando o virus danifica e destréi as células T CD4" auxiliares, todo o
sistema imunoldgico é destruido. Desta forma, quanto mais cedo a presenca do virus for
detetada no organismo, mais eficiente sera o tratamento. A SIDA é considerada uma doenca
de perfil crénico, ou seja, uma doenga que nao tem cura, mas tem tratamento. Atualmente,
o tratamento da infecao do HIV consiste na administracao de dois tipos de drogas: os
inibidores de transcriptase reversa e os inibidores de protease. Os inibidores de transcriptase
reversa impedem a acao da transcriptase reversa e, consequentemente, a producao do DNA
viral a partir do seu RNA. Dessa forma, embora consiga entrar na célula, o virus torna-se
incapaz de fazé-la produzir copias de si mesmo. Por sua vez, os inibidores de protease anulam
os efeitos dessa enzima, impedindo a producao da proteina gp-120. Sem essa proteina,
os novos virus gerados nao conseguem fixar-se na membrana das células T CD4" e, por
conseguinte, sao incapazes de infeta-las.
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Capitulo 2

Modelos matematicos para o virus
HIV e células T

Neste capitulo faz-se uma revisao de artigos existentes na literatura sobre a evolucao do
virus HIV/SIDA.

A modelacao matematica de epidemias apresenta grande relevancia para a area de epidemi-
ologia. Nos modelos considerados a populagao de células ¢ dividida em compartimentos, que
refletem o estado em que as células se encontram ao longo do desenvolvimento da doenca,
por exemplo, considera-se as células suscetiveis, as células infetadas, as particulas de virus.
Os modelos matemaéticos possibilitam uma melhor compreensao do desenvolvimento da
doenca na populacao e permitem analisar o impacto de medidas de controlo e erradicacao.

2.1 Modelo de Perelson, Kirschner e Boer (1993)

Perelson, Kirschner e Boer [44] estudam um modelo para o HIV considerando o desenvol-
vimento das células T CD4%. Dado que a infecao do HIV é consequéncia da deplecao de
células T CD4™, considera-se, primeiramente, a dinamica populacional das células T CD4T,
na auséncia de HIV:

! ) — urT (2.1)

max

Denota-se por T o nimero de células T CD4%, s a taxa de fornecimento de células T CD4*
imunocompetentes a partir de precursores no timo, pur a taxa média de mortalidade per
capita das células T CD4*, r a taxa de crescimento média intrinseca das células T CD4™" na
auséncia de limitacao da populacao e T}, ¢ limite maximo do nimero de células T CD4™.
Analisam-se os pontos de equilibrio e para tal calcula-se:

ar T, 4rs
_ = — mazx — — 2
= 0T 5 (r Ur F \/(r pr)? + Tmm> :

2T Tmam
Sabe-se que as solugoes do modelo que comegarem no intervalo [0, 7},q,] permanecem no
intervalo |0, Tynaz], porque Ty é um ponto de equilibrio globalmente estavel.

Entao o ponto de equilibrio fisicamente aceitavel é T = Tmas (T — pr + \/ (r — pr)? + ﬁ) .
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Modelo da dinidmica das células T CD4" infetadas com HIV

Considerando os conceitos biologicos, uma célula uma vez infetada permanece infetada para
toda a vida. O virus dentro de uma célula T CD4" pode permanecer latente, sem dar
qualquer sinal da sua presenca, por meses ou anos. Como tal, divide-se as células em quatro
estados: nao infetadas 7', latentemente infetadas 7™, ativamente infetadas T** e células de
virus livre V. Conclui-se que a dinamica das varias populagoes é dada por:

a S—MTT+rT(1—w) VT

dt Trmax

dar* * *
= ]C1VT — ,LLTT — k?gT
a (2.2)

dg:* — k’QT* _ ,ubT**

&Y = NpT™ —kVT — p,V

Denota-se por ur a taxa de mortalidade das células T CD4*1 nao infetadas e latentemente
infetadas, u, a taxa de mortalidade das células T CD4*1 ativamente infetadas, i, a taxa
de mortalidade das particulas de virus livres, k; a constante de conversao das células de
virus livres para células T CD4" infetadas, ks a taxa de conversao das células T CD4"
latentemente infetadas em ativamente infetadas.

O termo kK VT é a acao de massa simples, ou seja, a taxa a partir da qual uma particula de
virus livre passa a ser uma célula T CD4% infetada. Percebe-se, pela andlise das equagoes,
que as células T CD4" ativamente infetadas sao geradas a partir das células T CD4"
latentemente infetadas com uma taxa constante ky. O fator principal a ser modelado é
o numero total de particulas de virus produzidas por uma célula infetada durante a sua
vida util, N.

Analise do modelo

Mostra-se que Ri ={z € R*: 2z > 0} é positivamente invariante, isto é, toda a solucio
que comega neste subespaco permanece nele para t > 0.

Mostra-se seguidamente que existem dois pontos de equilibrio, um equilibrio livre de doenca
e um equilibrio endémico. Calculam-se entao os pontos de equilibrio do modelo (2.2). Vem:

dTr* = 0 T*= kK VT

dt ka+pr
(2.3)
ar** xx __ koka VT
& = V=1 =Sism
Substituindo na equacao %, obtém-se:
av Nks
—=l—=1| KT - V
dt l(k?g + 1% ) ! MV:|
Fazendo % =0 tem-se que V =0 ou T = £, onde o = k; (k;\_’fiT — 1) .
Se V = 0, analisando as equagoes obtidas conclui-se que 7% = T* = 0e T = Ty =

py/p*+4sy

5 ,ondep=r—pure~y= ﬁ, ou seja, o ponto de equilibrio ¢ livre de doenca.
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Por outro lado, se T = £2 obtém-se o ponto de equilibrio endémico, dado por T = oV _

Nko—k3’
— — 2 2
sk kopo V. _ sat+poapy —ypy, — . ﬁ
T —#b(NkQ*ks) eV —kl,uv(aJrﬁ,uv) , onde k?g ]{?2 + T € B s 1+ w )

Analisa-se seguidamente a estabilidade dos pontos de equilibrio. Para que o ponto de

equilibrio livre de doenca seja assintoticamente estavel exige-se que % < 0 se e sb se

N < Ngi, onde Ny = I“(’,:Q"k—’:%%) Conjetura-se que este ponto de equilibrio é estavel se
e s6 se N < N,.;. Para averiguar a veracidade da conjetura, calcula-se a matriz jacobiana
associada ao sistema de equagoes diferenciais ordinérias (2.2) no ponto de equilibrio e os
valores proprios associados a matriz. Se todos os valores proprios tiverem parte real negativa
entao o ponto de equilibrio é estavel.

A matriz da linearizagao associada ao sistema de equagoes (2.2) é dada por:

S (1 - Tﬁf**) (- - S
A= k:1V _(,UT — k’g) 0 k’lT
0 ko —Hy 0
—kV 0 Nuy —kiT — py
A matriz da linearizacao em torno do ponto de equilibrio livre de doenca é dada por:
—prr(1-2) gl B R —a =Ty =Ty —kiTp
A= 0 _(,UT _ k2) 0 leO _ 0 —kg 0 leo
0 ke 0 0 ke -m O
0 0 Npy  —kiTo — pv 00 Nm —k

onde ]{34 = k?lTo +uy ea=—p+ 2Tg’}/
Os valores proprios da matriz da linearizagao em torno do ponto de equilibrio livre de doenga
sao os zeros da seguinte equacao carateristica:

A+ a)[(A+ o)A+ k3) (A + kg) — kikeToN ) = 0

Assim, A = —a é um valor proprio negativo e dividindo a equacao anterior por A+ a obtém-
se M+ AN+ BA+C =0, onde A = pp + ks + kg > 0, B = ksky + pp(ks + ky) > 0
e C = wpk1keTo(Nery — N). Pelo critério Routh-Hurwitz, as trés raizes da equagdo sao
negativas se e so se A, C' >0e AB—C > 0. E facilmente observavel que os coeficientes A
e C sao positivos. Calcula-se seguidamente AB — C' = p(ks + kq) + pp(k3 + k3 + 2kzky +
kleTON) + ]{?3/{34(/{33 + ]{34) > 0.

Se N < N..;; entao todos os valores proprios sao negativos, logo o ponto de equilibrio livre
de doenca é assintoticamente estavel.

Se N = N,,.;; entao C' = 0, logo A\* + AN? + BX = 0, pelo que existe um valor préprio igual
a zero e dois valores proprios com parte real negativa. Entao o ponto de equilibrio livre de
doenga é neutro estavel.

Se N > N_.; entao C' < 0. Pela regra dos sinais de Descartes conclui-se que existe um valor
préprio positivo, logo o ponto de equilibrio livre de doenca é instavel.

Apos esta andlise percebe-se que N é um parametro de bifurcacao para este ponto de
equilibrio.

Seguidamente mostra-se que quando N < N..; entao o ponto de equilibrio livre de doenca é
globalmente estével. Para tal, considera-se L(t) = T* + NT** +V, uma fungao de Liapunov
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e conclui-se que L(t) > 0 e 2 = [(N — 1)ky — pr]T* — p,V. Se N < kQ—;ﬂ, o termo entre

paréntesis é negativo logo ¢ < 0. Assim, quando t — oo, L(t) — 0, logo T*, T** e V

tendem para 0 e T" — Tj,. “
Analisa-se seguidamente a estabilidade do ponto de equilibrio endémico. Se N = N,,.;; existe
uma bifurcagao transcritica e o ponto de equilibrio, emerge para N > N,.;; como um novo
ponto de equilibrio em Ri. Se N < N, o ponto de equilibrio nao pertence a Ri pois
V, T, T < 0. Resta assim, analisar o ponto de equilibrio para N > N,.;. Calcula-se a
matriz da linearizacao neste ponto de equilibrio endémico. Vem:

—a —T —T —kT

0 ks 0 kT

0 ky  —w 0
—kl‘_/ 0 N b —1;4
onde ky = kyT + py, a = —p+~y(2T + T* + T*) + ky V.
A equacdo carateristica é dada por A\* + bA\3 + cA\? + d\ + e, onde:

A:

b = a+k:3—|—/2:4+,ub>0

c = alks+ ke + ) + pp (ks + 1%4) + k3];74 + TV (v — k1)
(2.4)

d = alkska+ po(ks + k)] + ki VT [y (v + K + ) — Fa(ks + )]

e = k\VTlkyp(Nky — k3) 4 ypo (k2 + )]
Para N > N..;; e Nky > k3 tem-se e positivo. Logo para estudar a estabilidade do ponto de

equilibrio, é necessario mostrar que ¢, d > 0 e bflb_zd > e. Analisando os parametros conclui-se
que dependendo dos seus valores, o ponto de equilibrio pode ou nao ser estavel.

Modelo sob o efeito do AZT

Analisa-se o efeito da administracao de uma droga no modelo enunciado. Para tal, considera-
se a azidotimidina (AZT) pois é um dos tratamentos mais eficazes contra a SIDA. Os efeitos
do AZT sao dependentes da dose e da estirpe do HIV. Assume-se que durante algum tempo,
7, é administrado AZT, provocando o bloqueio de réplicas virais. Se a replicacao viral é
completamente bloqueada, para t > 7, N = 0. Contudo, o que é mais provavel de acontecer
é um bloqueio parcial e como tal, se t > 7, tem-se N = N’, onde N’ < N.

Se antes da administracao de AZT, N < N,.;; entao o virus estaria em declinio (% < O) e
a droga iria simplesmente acelerar a sua eliminagao, nestes casos a droga é dispensada. No
entanto, se N > N,.;; antes do tratamento, o virus apresenta um comportamento crescente.
Porém, se apds o tratamento com a droga, N’ < N,.;;, entao V, T* e T** estao num declinio
e o virus nao afetou os precursores do timo ou células T CD4". Este facto leva a que o
ntimero de células T CD4" acabem por recuperar o seu valor inicial Tj.

Modelo no estado de quase-estacionaridade

Comeca-se por estudar o comportamento do sistema para t pequeno. Para tal, assume-se as
seguintes condigoes iniciais: V(0) = Vi, T(0) = Ty e T* = T** = 0. Inicialmente, T'(t) ~ Ty e
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T**(t) ~ 0. Como tal, assume-se que T' = Ty =constante e T**(¢) = 0. A equagao do modelo
é % = —k4V, onde kg = k1Ty + . Conclui-se assim que o virus decai exponencialmente de

acordo com a equagao: V(t) = Ve .
Pelo facto de T' = T}, tem-se:

dT

dt =S — /,LTT(] + TTo(l — To) leo%eilut.
Assim, T'(t) =T [1 — klk—l/o (1 — e‘k‘*t)} )
A equacao que modela T* é dada por: W = k\ToVoe Ml —ksT* < T*(t) = % (e*’m — e*k‘*t) )
Com resultado obtido para as restantes populagoes, conclui-se que:

kok Ty Vy [ e kat ekt ky — kg)eHot

T**(t)zzloo( n (kg — ks3) )
ky—ks \ks—pw  po—ks (ks — o) (o — ks)

Usando a expressao obtida anteriormente de 7*(t) e de V (¢), conclui-se que: 4 = N, T** —

kg Voe 4t Usa se esta ultima equacao para estimar o valor de t = t,,;,, ou seja, a solucao
da equacao =0:

nubkgleo ( e‘k?’t _ e‘“bt ) _ (/{j _ N,ubkgleo ) —0
— ks ky — k3 ky — ! (/f4 - k‘3)(/€4 - ,Mb) '

Para tin, V = Vinin = Voe Ftmin,

Estas aproximacoes sao suficientemente precisas para o que se pretendia e mostram que a
reducao inicial de V devido & ligacao e infecao das células T CD4" é bastante répida.
Devido a rdpida absorcao por parte das células T CD4™", espera-se que o nivel de virus livre
seja bem aproximado pelo seu estado de quase-estacionaridade. De igual modo, as células
infetadas de forma ativa equilibram-se rapidamente com as latentemente infetadas. Como

tal, supoe-se que numa escala de tempo longa, % = % = 0, ou seja,
T — koT™
b
(2.5)
_ NkoT*
V - lei‘/—"v
Substituindo nas equagoes de T e T** obtém-se o sistema de quase-estacionaridade:
L= s pT =72 — (ke + 2t ) 77
(2.6)
ars  __ Nk k * *
= e

2.2 Modelo de Nowak (1996)

Nowak [41] apresentou o seguinte modelo para a dinamica das respostas CTL vs o HIV:

dv; ; . X

7 = ity — piri — q59;), t=1,...,mej=1,...,n

dx; y

d—tl = NCvi + xi(civi* — b), r=1,...,m (2-7)
dy;

T nkjv*j +yj(kjv*j - b)v j=1.
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As varidveis v;; denotam a abundancia de virus na sequéncia i do epitopo, regiao do antigénio
onde se ligam os anticorpos, A, e na sequéncia j do epitopo B, z; denotam os CTLs dirigidos
a sequéncia i do epitopo A e y; denotam os CTLs dirigidos a sequéncia j do epitopo B.
Existem n; sequéncias diferentes para o epitopo A e ny para o epitopo B. Assim, no total,
consideramos nj Xny possiveis variantes do virus. A variante do virus reproduz-se a uma taxa
ri;. As células infetadas por virus sao mortas por respostas CTL a uma taxa p;z;v;; € q;y;vij,
onde p; e g; sao constantes de velocidade especificas da cinética de remocao das células
infetadas. Os CTLs sao produzidos ou por ativacao de um grupo de células precursoras
a uma taxa nc;v;+ e nk;v,; ou por proliferacao de células ja ativadas a uma taxa c;z;v;- €
kjy;vs;. O fator n descreve a razao entre a velocidade a que os CTLs sao ativados a partir
de células precursoras sobre a taxa de proliferacao de CTLs ja ativados. Usa-se a seguinte
notagao vj = » ;Vij € Uyj = > ; vij. As constantes ¢; e k; descrevem a imunogenicidade da
sequencia i do epitopo A e da sequéncia j do epitopo B, respetivamente.

Neste modelo é assumido que a imunogenicidade é uma propriedade especifica da sequéncia
do epitopo e nao é afetada por mutagoes de diferentes epitopos, mas o modelo pode ser
generalizado para incluir tais interagoes. Finalmente, supoe-se que na auséncia de estimulos
antigénicos, os CTLs ativados diminuem a uma taxa bz; e by;.

Se todas as variantes do virus tém a mesma taxa de replicacao, entao a imunodominancia
nao é sempre completa e a desigualdade seguinte determina a competicao. As respostas

contra o epftopo A acabam por vencer se Y ., L < >z Z. Se todas as variantes de
- J

i=1 ¢
um dado epitopo tém a mesma imunogenicidade, ou seja, ¢; = c e kj = k, a desigualdade
anterior é equivalente a > n—’z

O modelo pode ser expandido para incluir uma reatividade cruzada entre as sequéncias dos
epitopos. Supoe-se que ha n; sequéncias do epitopo A, todas com a imunogenicidade ¢ e no
sequéncias do epitopo B, todas com a imunogenicidade k. Supoe-se que qualquer sequéncia
do epitopo A estimula a resposta contra qualquer outra sequéncia doutro epitopo a uma
taxa c¢;. Obtém-se a seguinte desigualdade para a imunodominancia a favor do epitopo A:
[+ (= 1)s1] > n%[l + (n2 — 1)s5]. Denota-se s; como a reatividade cruzada do epitopo
A, 0 < s; <1 e, analogamente, s, para o epitopo B.

O modelo pode gerar séries de tempo muito complicadas, com picos distintos das abundancias
virais contendo diferentes variantes antigénicas, denominada por oscilacao antigénica.

A interag@o entre as respostas imunolégicas e os epitopos antigenicamente diferentes tem

implicacoes na concecao de uma vacina contra o HIV.

2.3 Modelo de Bonhoeffer, May, Shaw e Nowak (1997)

Bonhoeffer, May, Shaw e Nowak [6] desenvolveram um modelo béasico da dinamica viral
com trés variaveis: as células nao infetadas x, as células infetadas y e as particulas de virus
livres v. As células nao infetadas sao produzidas a uma taxa constante A\ e morrem a uma
taxa dx. As particulas de virus livres infetam as células nao infetadas a uma taxa Srv. As
células infetadas morrem a uma taxa ay. Os novos virus sao produzidos a partir de células
infetadas a uma taxa ky e morrem a uma taxa uv. O tempo médio de vida das células nao
infetadas, das células infetadas e particulas de virus livres é, respetivamente, clp % e % O
nimero médio de particulas de virus, produzidas durante o tempo de vida de uma tnica
célula infetada, é dado por % Estes pressupostos sao o ponto de partida para o modelo
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seguinte:

T = A—dx— Pxv
y = Prv—ay (2.8)
v = ky—uv

O ponto de equilibrio antes da infegao, isto é, o ponto de equilibrio livre de doenca é dado
por (zg, y, v) = (%, 0,0). Uma pequena quantidade inicial de virus, vy, pode crescer, se o seu
numero de reprodugao, Ry, for maior do que um. O ntmero de reproducao é definido como
o numero de infe¢oes secundérias produzidas por um tnico individuo infecioso durante o seu
periodo de infecao. Matematicamente, o nimero de reproducao é definido como um raio
espectral. O raio espectral é uma quantidade limite para o controlo da doenga. Para este
modelo, tem-se Ry = %. Por outro lado, o crescimento inicial das particulas de virus livres
é exponencial, dado aproximadamente por v(t) = voexp|—a(Ry—1)t], quando u >> a. Logo,
o sistema converge para um equilibrio dado por (z*, y*, v*) = (g, (RO 1 M (Ry — ) ). A
probabilidade de uma célula permanecer nao infetada durante a sua Vlda é R_o' Desta forma,
a razao de equilibrio de células nao infetadas antes e depois da infegao ¢ dada por 22 = Rj.
Analisa-se o modelo, supondo em primeiro lugar, para simplificar, que a droga é 100% eficaz
e que o sistema esta em equilibrio antes do inicio do tratamento, para tal considera-se 5 = 0.

Como tal, §y = —ay e 0 = ky — uv pelo que y(t) = y*e * e v(t) = v X —ae

*xue “"—ae

u—a
No caso mais geral, a inibicao nao é 100% eficaz, como tal considera-se B = sf com s < 1. Se
a escala de tempo para as células nao infetadas é maior do que as outras escalas de tempo,
entdo pode-se aproximar z(t) &~ x*. Assim, a semi-vida da producao de células de virus,
T1 = a(m depende da eficacia da droga.
Por outro lado as particulas de virus produzidas antes da terapia continuam a infetar novas
células, mas as células infetadas produzem particulas de virus nao infetadas, w. As equacoes

sao agora dadas por:

y = Pav —ay
0= —uw (2.9)
w = ky —uw

Este modelo apresenta um ntimero total de virus v(t) +w(t) = v*[e™" + ((e~* — ™) -+
ate™") -],
O problema da terapia antiviral é o surgimento de virus resistentes as drogas. Um modelo

que capta a dinamica essencial dessa resisténcia é o seguinte:

T = N—dr— [raxvy — [axvs

v = Bi(l — p)rvy + Boprvg — ayy

Yo = Pipavy+ Bo(l — p)ave — ays (2.10)
v = ki —uv

vg = koYo — uvy

Denota-se por y; e yo as células infetadas por virus do tipo selvagem e as células infetadas
por virus mutantes, repetivamente. As varidveis v; e vy denotam os virus de tipo selvagem
livres e os virus mutantes livres, respetivamente. A taxa de mutacao entre o tipo selvagem e
mutante é dada por p. Para pu pequeno, os nimeros de reproducao do virus do tipo selvagem

e mutante sao Ry = ’81251 e Ry = ’822’“2 respetivamente.
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Suponha-se que o tratamento com medicamentos reduz as taxas de infecao de novas células
de tipo selvagem e de virus mutantes, ) e 55, para 3] e (5, que correspondem a reduzir
os numeros de reproducao para R| e R,. Estuda-se as consequéncias da terapia da droga
em situacoes em que os mutantes resistentes estao presentes antes da terapia ser iniciada.
Se R} > R, > 1, o virus mutante nao sera afetado. Se R, > R} > 1, o virus mutante
eventualmente domina a populagao de virus apés o longo periodo de tratamento, mas o
ressurgimento inicial do virus pode ser, na maior parte, de tipo selvagem. Se R, > 1 > R/,
o virus selvagem diminui exponencialmente, apés o inicio da terapia e é mantido em niveis
muito baixos. Se 1 > Ry > R», a populacao de virus sera eliminada.

Os modelos acima sugerem que a terapia antiviral deve comecar imediatamente com as
drogas. Usando varias drogas ao mesmo tempo reduz-se a probabilidade do virus resistente
estar presente num paciente antes da terapia. Comecar com um medicamento e, em seguida,
adicionar outras drogas, ou ciclos de medicamentos diferentes, cria um cenério evolutivo,
que favorece o aparecimento de virus resistentes a multiplas drogas.

2.4 Modelo de Wodarz e Nowak (1999)

Wodarz e Nowak [64] descrevem as dinamicas do HIV e do sistema imunolégico num modelo
matemadtico com quatro varidveis: as células T CD4*1 nao infetadas z, as células T CD4+
infetadas y, os linfécitos T citotdxicos (CTL) precursores w e os linfocitos T citotéxicos
(CTL) efetores z. O modelo apresentado, baseado em [6], ¢ o seguinte:

T = A—dx— PBxy

y = Bry—ay—pyz (2.11)
w cryw — cqyw — bw '

z = cqyw — hz

As células T CD4" nao infetadas sao produzidas a uma taxa A, morrem a uma taxa dx
e ficam infetadas pelo virus a uma taxa Szy. As células infetadas decaem a uma taxa ay
e sao mortas por CTLs efetores a uma taxa pyz. A proliferacao da populacao de CTLp é
dada por cryw, que é proporcional & carga de virus e ao nimero de células T CD4*1 nao
infetadas. Os CTLp morrem a uma taxa bw e diferenciam-se em efetores a uma taxa cqyw.
Os efetores de CTL morrem a uma taxa hz.

O ntumero de reproducao do virus é dado por: Ry = %. Se Ry > 1, o sistema pode convergir
para um de dois equilibrios. O agente patogénico pode-se replicar na auséncia da resposta
de CTL e é descrito pelo equilibrio E;, dado por:

L =
g =

™l

(2.12)

S O arwle

Por outro lado, a resposta de CTL pode ser estabilizada, o que é descrito pelo equilibrio Fy:
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L@ _ c(\+dq)—bB++/[c(A+dq)—bB12—4c2rqd
- 2cd
b
y® = T
(2.13)
hz(®)
w? = e
L2 — pzPa

p

Se cyM(z™M) — q) > b, o ponto de equilibrio F, perde estabilidade e o sistema converge
para o ponto de equilibrio F5. Se esta condigao nao for cumprida, o ponto de equilibrio
E; ¢é estavel. No entanto, o ponto de equilibrio Fy pode ou nao ser estavel, dependendo
dos parametros virais. Se o ponto de equilibrio F,, for um nimero complexo, ou seja
[c(\ 4 dq) — bB]? < 4c¢®Aqd, ou for um niimero negativo, se 22 < g ou Bz® < a, entdo o
ponto de equilibrio nao é estavel. Por outro lado, se o ponto de equilibrio E5 for um niimero
positivo e real, ambos os equilibrios sao estaveis e os resultados dependem das condigoes
iniciais. Em geral, se a taxa de replicacao do virus for elevada, assim como se a capacidade
da resposta imune for baixa, o sistema imunoldgico extinguir-se-a.

Pode-se introduzir o tratamento com drogas no modelo (2.11). Assume-se que o tratamento
reduz a taxa de replicacao viral, expressa por sfxy, onde 0 < s < 1. As drogas sao 100%
eficientes se s = 0 e nao tém efeito nenhum se s = 1. Um parametro importante para que
a terapia seja bem sucedida é a duracao do tratamento durante a fase primaria da infecao.
De acordo com o modelo, o controlo da infecao pode ser conseguido através de um regime
de tratamento que consiste em quatro fases: o primeiro tratamento, a janela de tratamento,
o tratamento secundario e o fim do tratamento. A primeira fase do tratamento reduz a
carga de virus, pelo menos até que o virus esteja abaixo do limite de detecao. A janela
de tratamento desenvolve a retirada simultanea de todas as drogas em uso, minimizando
as hipoteses de resisténcia. A fase secundéria do tratamento muda as condiges em favor
dos CTLs de memoria. A duracao desta fase é crucial para o sucesso deste regime. Além
disso, a combinagao de um tratamento de droga com a vacinacao pode ser capaz de reduzir
a quantidade de virus no organismo para niveis extremamente baixos, maximizando as
hipéteses de erradicacao do HIV.

2.5 Modelo de Wodarz, Arnaout, Nowak e Lifson (2000)

Wodarz, Arnaout, Nowak e Lifson [58] alteram o modelo (2.11), com o objetivo de estudar a
relacao entre a proliferacao de respostas imunes e o controlo do virus. Para tal, considera-se
as seguintes varidveis: as células T CD4" em repouso s, as células T CD4" especificas nao
infetadas ativadas x1, as células alvo nao infetadas x5, as células infetadas y e os CTLs z.
O modelo é dado pelas seguintes equagoes diferenciais:
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s = (—fs—rsy

Ty = rsy—diry — Biry

ZIZ:Q = A— ngL‘Q - ﬁgﬂ?gy (214)
y = y(Brey + Paxa) — ay — pyz

Z = % — bz

As células de repouso sao produzidas a uma taxa ¢, morrem a uma taxa fs e tornam-se
células ativadas a uma taxa rsy. As células ativadas morrem a uma taxa d;r; e tornam-se
infetadas a uma taxa fix1y. As células alvo suscetiveis sao produzidas a uma taxa A, morrem
a uma taxa doxs e tornam-se infetadas a uma taxa [oxsy. As células infetadas decaem a
uma taxa ay e sao mortas por CTLs a uma taxa pyz. O CTL cresce a uma taxa ECE%
Finalmente, os CTLs degradam-se a uma taxa bz. -

— 2

O numero de reproducao do virus é dado por Ry = = 5 A expansao de CTLs ocorre se

criy*
ex]+1
e de células infetadas, na auséncia de CTLs. Quando o virus é controlado pelos CTLs,

obtém-se o seguinte ponto de equilibrio:

> b, onde z7 e y; denotam os valores de equilibrio das células nao infetadas ativadas

(1 _ q

5T O

21— B+VB?4AC

I 2A

- A

2 do+ B2y (2.15)
0 bEM41)

L) = Buaser 1

P
onde A = (dic+bpy)(rb+ fe), B = (ble(Cr — fB1 — rdy) — 2rbBy]) e C = rb(bpy — (c).
Conclui-se que as células T CD4" auxiliares sdo necessérias para gerar CTLs. Estas células
sao capazes de persistir sem estimulacao antigénica continua e sao necessarias para eliminar
a infecao ou para controlar a infecao a longo prazo.

2.6 Modelo de Wodarz e Bangham (2000)

Wodarz ¢ Bangham [59] estudam um modelo bésico para a replicacdo do virus nas células
T CD4™", considerando as células T CD4™" auxiliares ativadas pela proliferacao, z, as células
T CD4" auxiliares infetadas, y e a resposta de CTL, z. Este modelo é dado pelo seguinte
conjunto de equacoes diferenciais ordinarias:

i = (n+ray)(l—5Y) —de— fay
y = Pry—ay—pyz (2.16)
Z = cy—bz
A maioria das células T CD4" ativadas sao ativadas em resposta a infecao a uma taxa de
densidade dependente de rzxy(1 — %) Além disso, assume-se que as células T CD4* sao
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ativadas e proliferam de forma independente da infecao a uma taxa de densidade dependente
de n(1 — ery) As células hospedeiras morrem a uma taxa dz e sao infetadas pelo virus a
uma taxa fzy. As células infetadas morrem a uma taxa ay. A populagao de CTL cresce em
resposta ao antigénio a uma taxa cy, decresce a uma taxa bz e matam as células infetadas
a uma taxa pyz.

O numero de reproducao do modelo é dado por Ry = ﬁm Quando n = 0, tem-se
Ry = 0, obtém-se o ponto de equilibrio trivial, descrevendo a exting¢ao do virus, E; =
(zM,y® ) = (0,0,0), que é sempre estdvel. Por outro lado, a persisténcia do virus é
descrito pelo equilibrio Es, dado por:

3;(2) — kpc[y@)(r—ﬁ)—d}-i-y(?)abr
a y@r(pc+bB)
y(z) _ At/ A2—4Bbdk(rBb+per) (2.17)
2(rBb+per)
2 _ ey®
= e
onde A = Bbk(r — B) — abr. Este ponto de equilibrio é estével, se y@ > 4 Na

r(l—@) —B

regiao em que os dois pontos coexistem e ambos sao estaveis, as condicoes iniciais é que
determinam a evolucao da infegao.
Inclui-se no modelo anterior a transmissao por mitose, usando o termo sy (1 + x—zy), vem:

Tt = (n+rxy)(l— Ty) dx — Bxy

g = Bay+sy(l—5Y) —ay —pyz (2.18)
Z = cy—bz
O ntimero de reprodugao ¢ dado por Ry = = (ﬁfk + nf§k> . Se a taxa de ativacao das células

T CD4™" auxiliares se situa acima do limiar, ou seja, se n > dk*=% a infecao persistente nao
pode ser mantida por meio da transmissao por mitose. Por outro lado, se o valor de n se
encontra abaixo do limiar, ou seja, se n < B‘Zifa, a transmissao infeciosa por si s6 nao pode
manter a populagao do virus. Na auséncia da infe¢ao, o ponto de equilibrio trivial E; ¢é
alcancado. Se Ry > 1, o virus estabelece uma infecao, contudo o sistema pode mover-se
para um de dois pontos de equilibrio. A populacao de células T CD4™" auxiliares infetadas
é controlada pelos CTLs, pelo que podem persistir sem a presenca de células hospedeiras

infetadas ativadas, convergindo para o seguinte ponto de equilibrio Fs:

23 = 0
y(3) _ bk(s—a)
sb+pkc (2 ) 19)
3)  _ kc(s—a)
Z( ) = sb+pkc

Alternativamente, a populacao de células infetadas é controlada pelos CTLs, podendo
coexistir com as células suscetiveis ativadas, sendo este estado descrito pelo ponto de
equilibrio Fy:
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.Z'(4) _ kep(y® (r—B)—d)+yWb(ar—sB)—sbd
yWr(Bb+cp)
O B-++/B2—4bd(Bk—s)(Bbr+per) (2.20)
2(Bbr+pcer)
S a®

b

onde B = fbk(r — ) — b(ar — sf3). O equilibrio E, é estavel e a populacdo de células T
CD4" nao infetadas ativadas persistem se r > ["“ﬁb(s*brlz)(er(sIHpkc)](S”Jr pke)

. X _bk(s—a)(pkctba) : )
Para concluir, os modelos sugerem que o virus HIV nao se espalha por mitose, mas por infetar
os macrofagos. Consequentemente, o nimero de células auxiliares suscetiveis é elevado
na presenca de uma forte resposta de CTLs e provoca alteragoes que se podem acumular

rapidamente na populacao de virus.

2.7 Modelo de Culshaw e Ruan (2000)

Culshaw e Ruan [17] reduzem a dimensao do sistema apresentado por Perelson, Kirschner
e Boer [44]. Este sistema ¢é constituido por trés equagoes e assume-se que todas as células
infetadas sao capazes de produzir virus. O modelo obtido é o seguinte:

= s T +rT (1= FL) — VT

N A (2.21)

&Y = Nul —kVT — 'V
Denota-se por T'(t) a concentragao de células T CD4" sauddveis no tempo t, 1(t) a concen-
tracao de células T CD4* infetadas e V(¢) a concentragao de virus HIV livre, s é a fonte de
precursores de células T CD4", ur é a taxa de mortalidade natural das células T CD4*, r é
sua taxa de crescimento e T}, € o limite maximo do seu nimero. O parametro k; representa
a taxa de infecao de células T CD4" com o virus livre, k] é a velocidade a que as células

/

infetadas se tornam ativamente infetadas. O réacio % ¢ a proporcao de células T CD41 que
sao ativamente infetadas. O termo u; é a taxa de mortalidade das células infetadas e uy, €
a taxa de mortalidade por lise das células infetadas. Sao libertadas N particulas de virus
por cada célula de lise. Finalmente, uy é a taxa de mortalidade das particulas de virus. Na
auséncia de virus, a populagao de células T CD4" tem um equilibrio estacionario dado por:

4 11/2
r—ur+ [(T—MT)2+4rsTm(1n]
2Tty

T, = (2.22)

Assim as condigoes iniciais razodveis para a infegao por virus livres sdo 7'(0) = Tp, 1(0) =0
e V(0) = V. O sistema (2.21) tem dois pontos de equilibrio: o ponto de equilibrio livre de
doenca, FEy = (T),0,0) e o ponto de equilibrio endémico £ = (T,1,V), onde
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T = 229208

Ky Npp—kipg
7 KTV
I = == (2.23)
vV = pr[(s+(r—pr)T) Tnaw—1T?]
T[k/lrf+k1H1Tmaz]
. . < k1 T, Nl 1
O parametro de bifurcacao é N. Quando N < N, .;; = W, o equilibrio livre de doenca
1

E, é estavel e o equilibrio endémico E nao existe. Quando N = N,.;, os equilibrios livre
de doenca e endémico colidem e existe uma bifurcacao transcritica. Quando N > N,
E, torna-se instével e E existe. Estuda-se a estabilidade local do equilibrio endémico E
quando N > N,.;;. Para tal, considera-se o sistema (2.21) linearizado em E. A matriz da
linearizacdo em torno de E é dada por:

D T ) T
A= KV —pr KT
—/ﬁV N,ub —(k1T+MU)

A equacio caraterfstica do sistema linearizado é A+ a; \* + (ag +as) A+ (a3 + as) = 0, onde:
ar = pr+py+kT+M

ay = M(ET+ pr+ py) + pr(py + k& T) — BTV

ay = kiT( :wz Nub>
as = Mu](uv+k1T)—u[k2TV

Considera-se M = pur + (2T+I + k1 V — r. Pelo critério Routh-Hurwitz, sabe-se que todos

os valores préprios da equacao carateristica tém parte real negativa se e somente se a; > 0,
as + as > 0 e ai(az + a4) — (az + as) > 0. Conclui-se que o ponto de equilibrio endémico E'
¢ assintoticamente estavel se as desigualdades anteriores forem satisfeitas.

Introduz-se no sistema (2.21) um atraso de tempo para representar a fase de infecdo do
virus. O modelo obtido é o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias com atraso:

o — s upT(t) +rT(t) (1 - M) — kT ()V ()

dt Trmax

A — PP —T)V(E—7) — il (t) (2.25)

G = Nwl(t) =k THV(E) — mV(t)
com os seguintes valores iniciais 7'(8) = Tp, 1(0) = 0 e V(0) = V com 6 € [—7,0]. Todos
os parametros tém o mesmo significado que no sistema (2.21). A constante positiva 7
representa a duracao do atraso em dias.
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Os pontos de equilibrio sdo o ponto de equilibrio livre de doenca, Fy = (75, 0,0) e o ponto
de equilibrio endémico F = (T,I,V), onde T, I e V sdo os mesmos do sistema (2.21).
O ponto de equilibrio livre de doenca Ej ¢é instavel quando 7 = 0 e N > N_., logo a
incorporacao do atraso nao afeta a instabilidade. Assim, Fy ¢é instavel se N > N_.;, que é
também a condicdo de viabilidade para o ponto de equilibrio E. Para estudar a estabilidade
deste ponto, define-se: x(t) = T(t) — T, y(t) = I(t) — I e 2(t) = V(t) — V. Em seguida,
determina-se o sistema linearizado de (2.25) no ponto E :

drzgt) _ <MT + 2;1;—({1-:f + ]{?1‘7 _ 7‘) l’(t) — %y(t) — leZ(t)
WO — KVt — 1) — pry(t) + kT2t —7) (2.26)
dz(:) = —kVa(t) + Ny (t) — (kT + py)z(t)
Expressa-se o sistema anterior em forma de matriz:
x(t) x(t) x(t—7)
alou®) | =A| y) | +A2| ylt—7) (2.27)

As matrizes A; e Ay sdo dadas por:

-M 7L kT
A = 0 —Hr 0
—kl‘_/ N,ub —(/{Ilf‘i‘,uv)
0 0 O
Ay= |KV 0 KT
0 0 O

O valor de M é o mesmo que o definido para o sistema (2.21). A equacdo carateristica
do sistema (2.26) é dada por: A(X) = M — A — e Ay = 0 & X+ a1 \? + ag)\ +
aze " + aghe ™ + a5 = 0, onde a; sao definidos como no sistema (2.21). Sabe-se que
E ¢é assintoticamente estédvel se todas as rafzes da equacdo carateristica tiverem parte real
negativa. Primeiro, observa-se que é uma equacao transcendental e tem uma infinidade de
valores proprios. Em segundo lugar, uma vez que é transcendental o cléssico critério de
Routh-Hurwitz nao pode ser usado. Entao estuda-se a distribuicao das raizes da equagao
transcendental analiticamente. O ponto de partida é assumir que o ponto de equilibrio F
é estavel para o modelo (2.21) e deriva-se as condigbes sobre os parametros para assegurar
que o ponto de equilibrio seja estavel no modelo com atraso. Para continuar, considera-se
que 7 = 0 na equagao carateristica e obtém-se a equacao carateristica do modelo (2.21)
e assume-se que todas as raizes tém parte real negativa. Pelo teorema de Rouché’s e a
continuidade em 7, a equacao transcendental tem raizes com parte real positiva se e somente
se tiver raizes imagindrias puras. Estuda-se as raizes imaginarias puras, para tal denota-se
A =n(n) +iw(t), com w > 0, os valores préprios da equagao carateristica. Uma vez que o
equilibrio é estavel no modelo (2.21), resulta que 1(0) < 0 quando 7 = 0. Por continuidade,
se 7 > 0 for suficientemente pequeno entdo 1(7) < 0 e F é ainda estavel. Se 7(ry) = 0 para
determinado valor 75 > 0, de modo que A\ = iw(7y) seja uma rafz imagindria pura, logo E
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perde a sua estabilidade e, eventualmente, torna-se instavel quando 7(7) se torna positivo.
Por outras palavras, se um tal w(7y) nao existe, ou seja, se a equagao carateristica nao tem
raizes imagindrias puras para todos os atrasos, o ponto de equilibrio £ é sempre estével.
Entao iw, com w > 0 é uma raiz da equacgao se e sé se

—iw? — a1w? + tagw + az(coswT — isinWT) + agw(sinwt + icoswt) + as = 0 (2.28)

Separando a parte real e a parte imaginaria obtém-se:

aw? —as = azCoSWT + AsWSINWT (2.29)
W —aw = —assinwT + auwcoswT '
Soma-se os quadrados de ambas as equagoes, obtendo-se:
WO+ (a? — 2a9)w* + (a3 — 2a1a5 — a?)w? + (a2 —a3) =0 (2.30)

2

Supondo z = w?, a = a? — 2ay, = a3 — 2a1a5 — aj e ¥ = a2 — a3 entao a equagao (2.30) é

a seguinte:

h(z) =22+ a2z +B2+~7=0 (2.31)

Assume-se que v > 0, pois se v > 0 e f > 0, entao a equagao carateristica nao tem raizes
reais positivas. De facto, observe-se que %&Z) = 322 + 20z + 3. Calcula-se % =0e
conclui-se que as raizes desta equacao sao:

_ N
212 = VA 3a il (2-32)

Se B > 0, entao o — 38 < a2, ou seja, /a2 — 38 < «a. Deste modo, nem z; nem 2z, sao

positivas. Uma vez que h(0) = v > 0, entdo a equacao (2.31) ndo tem raizes positivas. A

analise efetuada é resumida pela seguinte proposicao:

Suponha-se que:

1. a1 >0, a3 +as >0, al(a2+a4)—(a3+a5)>0;
2.v>0e >0

Entao o ponto £ do modelo (2.25) é absolutamente estével, isto é, F ¢é assintoticamente
estavel para todo 7 > 0.

Por outro lado, se v < 0, entao na equagao (2.31), h(0) < 0 e lim,h(z) = 0o. Logo a
equagao tem pelo menos uma raiz positiva, denota-se por zg. Se § < 0, entao /a2 — 35 > a,
pelo que z; > 0, logo existe uma raiz positiva. Isto implica que a equacao carateristica
tem um par de raizes imagindrias puras. Assume-se que A(7) é valor préprio da equagao
carateristica se n(m) = 0 e w(7y) = wp, logo

= wioarcos <a4w3+(a1a3—a2a4)w8—a3a5> + @7 j=0,1,2,... (2.33)

T, 5 2 2
a3+a4w0 wo

Adicionalmente, pode-se verificar que se mantém a seguinte condicao de transversalidade:

LRND)lrmry = () lrry > 0 (2:34)
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Por continuidade, a parte real de A(7) torna-se positiva quando 7 > 7y e ponto de equilibrio
torna-se instavel. Além disso, ocorre uma bifurcacao de Hopf quando 7 passa o valor critico
To- A analise pode ser resumida na seguinte proposicao:
Suponha-se que:

1. a; >0,a3+as >0eay(ay+ayg) — (az+as) >0

Se

2. 7v<0

ou
3.v>0ef <0

Entdao o ponto £ do modelo (2.25) é assintoticamente estavel quando 7 < 7 e instdvel
quando T > 7y, onde

4 2
_ 1 aqwi+(araz—azaq)wi—aszas
To = ,-arcos < g (2.35)

Quando 7 = 7, ocorre uma bifurcacao de Hopf, como tal, uma familia de solucoes peridédicas
bifurca a partir de FE.

Conclui-se que a incorporacao de um atraso no modelo pode numa fase inicial causar algumas
oscilagoes na dinamica das células T CD4" e do virus, mas a longo prazo estas dinamicas
tendem para o ponto de equilibrio endémico.

2.8 Modelo de Wodarz e Nowak (2000)

Wodarz e Nowak [62] analisam a dinamica das respostas CTLs antivirais e, para tal,
consideram um modelo bésico da infecao do virus, baseado em [64], tendo em conta as
células nao infetadas x e as células infetadas y. Supoem ainda que os CTLs consistem
em duas populagoes: as células precursoras w e as células efetoras z, obtendo o modelo
enunciado pelas seguintes equacoes diferenciais ordinarias:

T = A—dx— By

Y Bry —ay — pyz

w = cyw(l —¢q) —bw (2.36)
z = cqyw — hz

As células alvo sao produzidas a uma taxa A\, morrem a uma taxa dz e sao infetadas por
virus a uma taxa fzy. As células infetadas morrem a uma taxa ay e sao mortas por células
CTLs efetoras a uma taxa pyz. O p é a taxa de lise das células infetadas. Em contacto com
o antigénio, os CTLp proliferam a uma taxa cyw e diferenciam-se em células efetoras a uma
taxa cqyw. Os CTL precursores morrem a uma taxa bw e os efetores morrem a uma taxa
hz. Os CTLp sao caraterizados por um tempo médio de vida de %
Se o numero de reproducao do virus, que é dado por Ry = %, for maior do que a unidade,
o virus pode estabilizar uma infecao persistente. Assim, a replicacao do virus, na auséncia
a A

da imunidade é descrita pelo equilibrio: (z(),y®) w® 1)) = (55— %, 0,0).
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Se a resposta dos CTL for suficientemente forte para expandir, isto é se ¢(1 — ¢)y™") > b, o
sistema converge para o seguinte equilibrio:

2) Ac(1—q)

® = de(1—q)+bB

2 —_ _b
Yy )

(2.37)
2
w? = 2@ h(1-q) ”;(;_Q)
22 — fa®—a
p

Para valores baixos de b, o sistema leva muito tempo a convergir para o equilibrio. Depois de
uma fase inicial transiente, a dinamica converge para um estado de quase-estacionaridade,

y = % — %. O virus no seu estado de quase-estacionaridade pode ser aproximado por

i = ay®, onde a > 1. Porém depois de um periodo de tempo %, o sistema converge para o
equilibrio, y®.

Os autores alteraram o modelo anterior para incluir clones miltiplos de CTL (i = 1,...,n)
especificos para diferentes tipos da populacao do virus. Assume-se que os clones de CTL
se caraterizam por uma diferente capacidade de resposta ao antigénio ¢; e por diferentes
taxas de lise celular p;. Estas duas taxas podem ser correlacionadas, obtendo-se o seguinte
modelo:

T = A—dzr— fxy

y = Pry—ay—y Zi:l,...,n Dizi (2 38)
w; = cywi(1—q) —bw; |

Zi = Ciqyw; — hZi

Pode-se ordenar os clones pelas suas habilidades competitivas, expressadas pelo valor do ¢; :
c1 > cy > c3 > ...> ¢, Pelo que, se y estiver no seu ponto de equilibrio, w; diminui de

acordo com uma taxa exponencial, descrita por w;(t) = e_b(l_%>t. No entanto, se b for muito
pequeno, o sistema leva muito tempo a convergir para o seu valor de equilibrio. Neste caso,
o sistema permanece num estado de quase-estacionaridade durante um periodo de tempo de
cerca de % O virus, no seu estado de quase-estacionaridade, tem as mesmas propriedades
que o virus no seu estado de equilibrio, mas é caraterizado por um valor superior, ou seja,

A

.
1y = ac(l—b—q)’ onde o > 1. Neste caso, w; decresce a uma taxa w;(t) = eib(l*ia ’ Assim, o
clone de CTL persiste, se ¢c;a > ¢;.

Alguns virus requerem ativacao das suas células alvo, a fim de completar o seu ciclo de
replicagao. Pode-se usar o modelo basico descrevendo a dinamica entre a replicagao do

virus e os CTLs, obtendo-se:

T = 6;\% —dx — Py

y = Pry—ay—pyz (2.39)
w cyw(l —q) — bw

z = cqyw — hz

Neste modelo, a taxa de producao de células alvo nao é constante, depende do nivel de carga
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de virus fornecido por um estimulo de ativacao. O equilibrio que descreve a replicacao do
virus persistente na presenca de uma resposta de CTL é o seguinte:

o o Abe(1—q)
 [e(l—g)+b][de(1—q)+b8]
* _ b
¥y = q
(2.40)
w* = Z*}i
cpy
P — Bx*—a
p

A presencga de CTLs dirigidos contra epitopos miiltiplos pode indicar duas situagoes alter-
nativas, dependendo da quantidade de virus no paciente. Se a quantidade de virus é baixa,
a presenca de CTLs de memdria sao de longa duracao, na auséncia de antigénio e tém
potencial para controlar a replicacao do virus, a longo prazo. Se a quantidade de virus é
elevada, a presenca de CTLs dirigidos a multiplos epitopos indicam a heterogeneidade da
populagao de virus causada pela variacao antigénica.

2.9 Modelo de Perelson (2002)

Perelson estudou a dinamica da transmissao do HIV [43]. O modelo que descreve a dinamica
do virus, baseado em [6], é o seguinte:

df — N _dT — kVT

a = kVT -0l (2.41)

% = pl—cV
O modelo considera um conjunto de células suscetiveis a infecao, T, uma populacao de
células infetadas, I, e as particulas de virus livre, V. As células alvo sao infetadas pelo virus
a uma taxa constante k, sao produzidas a uma taxa A e morrem a uma taxa d. As células
infetadas produzem novos virides a uma taxa p e morrem a uma taxa 5 Os virioes sao
eliminados a uma taxa c. O tempo médio de vida de uma célula infetada é <. Se uma célula
infetada produz um total de N virioes durante a sua vida 1til, a taxa medla de producao de
virus por célula é p = NJ. Se p > ¢V, entao a quantidade de virus no organismo aumenta e
se, por outro lado, p < ¢V, a quantidade de virus no organismo iréd diminuir.

A partir das estimativas de ¢ e d, conclui-se que os limites superiores para a meia-vida dos
virioes é t1 = ln e para a meia-vida das células produtivamente infetadas é tL = ln
Supoe-se ciue 1mclalmente as células estao todas nao infetadas e, em segmda mtroduz se
uma pequena quantidade de virus. Para que se possa analisar os efeitos de um farmaco
modifica-se o sistema anterior. Assim, na presenca das drogas, as equagoes do modelo sao
as seguintes:
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' = N—dT — (1 — epr)kViT
A — (1= epp)kViT — 61
(2.42)
% = (1 —epr)pl —cV;
dVy;

at eprpl — cVnr

Denota-se por err e epr a eficacia dos inibidores de transcriptase reversa, RT, e a eficacia
dos inibidores de protease, PI, e V; e Vi a concentragao de virus infecioso e nao-infecioso,
respetivamente. A quantidade total de virus é dada por V = V| + V.

Denota-se por V; o estado de equilibrio do virus e obtém-se a seguinte férmula para a
diminuicao da quantidade de virus no organismo:

V(t> — ‘/Oe—ct 4 % [CCTV%(Q—& _ e—ct) _ 5t€_0t} (243)

A modelacao matemadtica permite melhorar a compreensao da dindmica de células T CD4*
e a resposta imunitdria subjacente. O sucesso da descrigao da dinamica do virus HIV e
das células T CD4* ¢ devido, em parte, & disponibilidade de dados quantitativos altamente
fidveis.

2.10 Modelo de Wodarz e Nowak (2002)

Wodarz e Nowak [63] partiram de um modelo bésico para a dinamica do virus dado em [6]
e desenvolveram um modelo mateméatico que capta a dinamica da fuga antigénica:

= ulrpr—s)  i=l...m
B hy—bn—uvn i— ..o (2.44)
dz

= = Kv—bz—wz
O modelo apresenta trés tipos de varidveis: v; denota o tamanho da populacao de virus
mutantes 7, r; denota a resposta imunitaria especificamente dirigida contra a estirpe do
virus ¢ e z representa o grupo de respostas imunes especificas, dirigidas contra todos os
diferentes virus mutantes. O numero total de diferentes estirpes de virus é dado por n.
Denota-se por v o total da populacao de virus, v = > v;. O pardametro r representa a taxa
média de replicacao de todas as diferentes estirpes de virus; p representa a eficacia das
respostas imunes e k a taxa especifica a qual eles sao invocados, similarmente s denota a
eficdcia dos grupos especificos das respostas imunes e k' é a taxa a qual eles sdo invocados.
O parametro u carateriza a capacidade do virus de prejudicar as respostas imunes.

O modelo permite obter a equacao para a populacao total de virus:

dv pkv D sk'v
dt b+ uv b+ uv
kv k'v

* olp—
Assume-se que r; converge para r; = ;o e 2 converge para z* = poT, num curto ¢82pago
de tempo. Por outro lado, denota-se por D, o indice de Simpson, vem D = ) (%)*. Se
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houver apenas uma estirpe do virus, entao D = 1. Se, por outro lado, existirem n estirpes
presentes, todos apresentam exatamente a mesma abundancia, entao D = % Da dltima
equagao, conclui-se que v converge para v* = Wﬁ.

Pela anélise do modelo, se ru > sk’ + pk, ndo hd nenhuma fase assintomatica e a populacao
de virus replica-se a niveis altos. Por outro lado, se sk’ > ru nao ha uma infecdo crénica.
Se sk’ + pk > ru > sk’ é possivel controlar a replicacdo do virus, mas o grupo de respostas
especificas nao sao capazes de o fazer. A transicao critica ocorre em D”‘p;]jk/, apoés este valor,
a populagao total de virus cresce sem barreiras.

O modelo para a dinamica da infecao do HIV mostra como um modelo simples pode
ser aplicado a dados a fim de medir parametros cruciais. O modelo matematico permite
considerar novas hipoteses sobre o mecanismo de progressao da doenca e os novos principios
subjacentes do controlo imunolégico. Estas percecoes sao aplicadas para controlar o HIV a
longo prazo.

Modelo de controlo de HIV mediado por CTL

O modelo mateméatico para as dinamicas de comprometimento imunoldgico, tendo como
ponto de partida os modelos [6] e [64], é:

T = A—dx— Pav

y = Prv—ay

v = ky—w (2.45)
w = cryw — cqyw — bw

Z = cqyw — hz

No modelo, & denota as células do sistema imunologico que sao suscetiveis ao HIV, w
representa a populagao de CTL precursora ou CTLp e 2z designa a populagao efetora ou
CTLe. Os CTLp proliferam em resposta a estimulacao antigénica e depois diferenciam-se
em efetores. Os CTLp proliferam a uma taxa cryw e morrem a uma taxa bw. A diferenciagao
em efetores ocorre a uma taxa cqyw. Finalmente, os CTLe morrem a uma taxa hz.

Se a taxa de replicacao for lenta e se situa abaixo do limiar, o grau de insuficiéncia imune
serd fraca e os C'TLs de memoria estabilizam, logo a infecao serd controlada a longo prazo.
Se a taxa de replicacao do virus for elevada e situar-se acima do limiar, os CTLs de memoria
nao estabilizam e a longo prazo o virus pode nao ser controlado. Se a taxa de replicacao do
virus apresentar um valor intermédio, ambos os resultados da infecao sao possiveis. Por um
lado, se o nimero inicial de CTLs for baixo, é provavel que a doenca progrida. Por outro
lado, se o numero inicial de CTLs for elevado, entao a longo prazo o controlo da infecao sera
alcancado.

Este modelo sugere que a terapia precoce pode alterar substancialmente a dinamica entre o
HIV e o sistema imunitéario, como tal, o controlo do virus pode ser alcancado.

2.11 Modelo de Komarova, Barnes, Klenerman e Wo-
darz (2003)

Komarova, Barnes, Klenerman e Wodarz [32] estudam a dinamica entre uma infe¢ao imu-
nossupressora e as respostas imunes antivirais, considerando um modelo que contém duas
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variaveis: a populagao de virus y e a populacao de células imunitarias z. Pressupoe-se que
o grau de expansao imune depende da quantidade de virus e inibe o crescimento do virus.
O modelo ¢é dado pelo seguinte par de equagoes diferenciais:

v o= yge(y) —yz
io= z2f(y) (2.46)

A populagao de virus cresce a uma taxa descrita pela fun¢ao g,(y). Esta é uma funcao que
depende da quantidade de virus y e do parametro r. Este parametro denota-se como a taxa
de replicacao viral. A populagao de virus torna-se inibida pela resposta imune a uma taxa
yz. A expansao imune é determinada pela quantidade de virus y e é descrita pela funcao
f(y). A tnica suposigao é que o crescimento do virus é dependente da densidade.

Para que se obtenha os resultados pretendidos, g,(y) deve satisfazer:

L. g.(0) >0,
9gr
2. 8—9y <0 Yy,
3. Existe y* > 0 tal que g,(y*) = 0,

4. %20 =0 vy

enquanto f(y) deve satisfazer:

1. Existem apenas dois valores yi, y2 > 0 tal que f(y1) = f(y2) =0,

2. g—£>0paray:y1eg—£<0paray:y2.

Conclui-se que este modelo apresenta quatro pontos de equilibrio: Sy : (y,z) = (0,0);

Sit (y,2) = (Y1, 9-(11)); S+ (y,2) = (Y2, 9r(32)) € So : (y,2) = (y5,0).

Se r < 1y, sendo 1 a solucao da equagao g,, (0) = 0, entao o ponto de equilibrio Sy é estével.
Por outro lado, se r; < r < ry, sendo ry a solugao da equagao g,,(y;) = 0, entdo o ponto
de equilibrio S, é estavel. Pelo que, se 1o < r < r3, dado que r3 é a solugao da equagao
grs(y2) = 0, entdo o ponto de equilibrio S; é estavel. Por fim, se r > r3, entdo quer o ponto
de equilibrio S, quer o ponto de equilibrio S; sdo estaveis. O ponto de equilibrio S; é estavel
para valores que nao sao relevantes biologicamente.

A melhor estratégia é interromper o tratamento quando as respostas imunes estao em torno
do seu valor maximo. O cessar do tratamento leva a que o sistema convirja para o resultado
de controlo imunolédgico, caso o nivel de respostas imunes se encontre acima do limiar. Se
o nivel de respostas imunitarias nao se encontrar acima do limiar, quando o tratamento
for interrompido, o sistema converge para o equilibrio de pré-tratamento. Neste caso, a
replicagao de drogas e as interrupgoes da terapia podem resultar, a longo prazo, no controlo
do virus. Embora o controlo a longo prazo do HIV, provavelmente, exija uma combinacao
de tratamento com medicamentos e a vacinagao.

Um exemplo do tipo de modelo apresentado anteriormente é o modelo que contém a dinamica
de duas populagoes: a de virus y e a resposta imune especifica do virus que pode controlar
a infecao a longo prazo z. O modelo é o seguinte:
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gy = ry(l-4)—ay—pyz (2.47)
Z = fj_’fy —qyz — bz ‘
A populagao do virus cresce a uma taxa de densidade dependente de 1y (1 — —) O parametro

r representa a taxa de replicagao do virus, enquanto o parametro k representa o limite
maximo do numero de células. A populacao de virus morre a uma taxa ay e torna-se
inibida pela resposta imune a uma taxa pyz. A resposta imune expande-se a uma taxa f_ffy.
A populacao de virus inibe a resposta imunitaria a uma taxa qyz. Finalmente, na auséncia
de estimulagao antigénica, a resposta imune diminui a uma taxa bz.

O modelo apresenta os seguintes pontos de equilibrio: Sy : (y,z) = (0,0); S; : (y,2) =
_ a c—q—beF+/ (c—q—be)2—4gbe

(ylv 21)) S ( ) (y2722) € SU : (yv Z) = (k (1 - ;)_70)7 com yi 2 = 2¢q

e 219 = % [r (1 y}j) — a] . O ponto de equilibrio S; é instavel. Se 0 < r < a, entdo o

sistema converge para So. Se a < 1 < %7, 0 sistema converge para S,. Por outro lado, se
k

— 7/1 <r<q 1,2 , entao o sistema converge para S;. Por fim, se r > y2 , entao os pontos

de equlhbrlo S e S, sao estaveis.

Finalmente, é importante salientar que os resultados nao dependem das formas especificas
das equagoes que descrevem o crescimento do virus e da resposta imune, mas sim dos
pressupostos definidos inicialmente para o caso geral.

2.12 Modelo de Altes, Ribeiro e Boer (2003)

Altes, Ribeiro e Boer estudam um modelo deterministico para a infecao do HIV [4], descre-
vendo a dinamica de quatro populacoes de células: as células alvo T, os clones das células

T CD4% especificas do HIV H; e H, e as células infetadas I. Vem:
i — o — ;T — BITN(H,, Hy)

dt

UL = o+ UL — eH? — By IH\N(Hy, Hy)
(2.48)
@ — op+ M — cHY — By IHy,N(Hy, H)

b —  J[BT + By (Hy + Hy)|N(Hy, Hy) — 6;1 — K(Hy, Hy)I

dt

Assume-se que N(Hy, Hy) = m, K(Hy, Hy) = kyHy + ko Hy, 2 =gy e g > 1.
As células T sao produzidas a uma taxa o, morrem a uma taxa o7 e sao infetadas por
virus a uma taxa SIN(H;, Hy). A componente nao litica da resposta imune é refletida na
protecao de células alvo, através do termo N(Hy, Hy) limitando a infecio, em que n; e ng
referem-se as forcas das respostas nao liticas geradas através dos clones das célula T, H;
e Hy, respetivamente. A componente litica é descrita pelo termo K (Hy, Ho)I. As células
auxiliares das células T CD4™, H;, sao produzidas em niveis muito baixos, oz. A proliferacao
satura-se como func¢ao do antigénio e é dada por ﬂ Percebe-se que quanto menor for o
17, menor € a concentracao de antigénio necessaria para extrair uma resposta imunitaria. O
nimero de células T auxiliares é controlado pelo termo e H?, dependente da densidade de

morte. Estas células sdo infetadas a uma taxa SyIN(H;, Hy) e presume-se que as células
especificas do HIV percam a sua funcao auxiliar apds a infecao.
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Este modelo apresenta trés cenarios. No primeiro apresenta-se um sistema com um clone
apenas, definido por um valor muito elevado de g. Neste caso, o segundo clone nao se pode
expandir por causa da sua pobre avidez. No segundo cenario, ambos os clones podem ser
extraidos, ou seja, assume-se n; = ny = 0 e k; = ko # 0, ou vice-versa. No ultimo cenario,
os dois clones induzem diferentes tipos de resposta, para tal, assume-se ny = 0 e k1 = 0 ou
n; = 0 e ks = 0. Uma carateristica importante do modelo é que multiplos clones podem
estavelmente coexistir no estado estacionario, isto é possivel porque nao ha concorréncia
entre os clones. A competicao entre os clones ocorre, mas indiretamente: os diferentes
clones competem pelo antigénio, pois sao ativados através dele. Como tal, se o clone 1 se
expande massivamente, ele ird remover as células infetadas, pelo que havera menos espaco
para a ativacao do clone 2.

Conclui-se que este modelo pode ser generalizado para n clones, com n > 2. E relevante
notar que a coexisténcia de varios clones das células T contribui para diminuir a quantidade
de virus no organismo.

2.13 Modelo de Jansen, Altes, Funk e Wodarz (2005)

Jansen, Altes, Funk e Wodarz analisam um modelo béasico para a dinamica das células B,
ou seja, as respostas imunes [31]. Este modelo apresenta quatro varidveis: células alvo nao
infetadas T', células alvo infetadas I, o virus livre V' e a resposta imune B. As células alvo
sao formadas a uma taxa A, sao perdidas a uma taxa 07 e a taxa de infecao é SV'T, onde 3 é
o parametro de transmissao. As células infetadas morrem a uma taxa /I e produzem virus a
uma taxa cyl. As particulas de virus sao neutralizadas através de anticorpos. Assume-se que
a concentracao de anticorpo é proporcional a concentracao de células B. A taxa de remocao
de virus é dada por BV, onde k é o parametro de remocao. Na auséncia de infegoes
ou de respostas imunes a concentracao de virus ird decair a uma taxa ¢V. Em contacto
com o antigénio, as células B proliferam e libertam anticorpos a uma taxa proporcional
a quantidade de virus livre aBV. Na auséncia de proliferagao, a resposta imune diminui
exponencialmente a uma taxa pB. Assume-se que as dindmicas sao dominadas pelas células
mais persistentes e, portanto, o parametro u representa a taxa de mortalidade das células
B. Assim, obtém-se o seguinte modelo:

dr
dt

= A= BVT — 6T

d = BVT —~I
(2.49)
&V — eyl — ¢V — kBV

dt

= aBV — uB

Na ausencia de virus, as células alvo estao num equilibrio, onde: T = %. Este modelo
permite estudar os critérios necessarios para proteger o organismo face a infecao, ou seja,
estuda-se a vacinacdo. A vacinacao permite a administracao de um antigénio adequado.
Assim a partir desse momento, a resposta imune comeca lentamente a diminuir. Esta
diminui¢ao é aproximadamente exponencial e pode ser descrita por B(t) = B,e ". Para
prever como a vacinagao protege da infecao, calcula-se o nivel da resposta imune com
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protecao, Bipresnoia- Assume-se que a diminuicao das células B é insignificante na escala
de tempo da infecao primaria. Como tal, a dinamica do sistema imunitario durante a
infecao precoce é aproximada por:

dB
—_— = B 2.
= aV (2.50)

Na dinamica da populacao de virus, o nimero de reprodugao ¢ o nimero médio de células
infetadas resultantes de uma unica célula infetada, que de outro modo seria de virus livre.
Se Ry > 1, a quantidade de virus cresce através de uma reacao em cadeia de novas infegoes.
Se Ry < 1, a quantidade de virus diminui de forma constante. Assim, uma célula infetada
no inicio de uma infecao pode dar origem a Ry = ﬁckTB células récem infetadas por unidade
de tempo. A protegao contra a infegao ¢ fornecida se a forga da resposta imune exceder o
nivel critico, ou seja Ry = 1 € Bipreshold = @ Assim, o tempo durante o qual a vacina
fornecerd protecao é dado por: t = iln , onde B, é a resposta imune gerada através

By
vacinacao.

Bihreshold

Vacinacao baseada nas respostas das células T

As células T agem em células infetadas e, portanto, nao é preciso considerar as particulas
de virus livres. Cada célula infetada da origem a c¢ particulas de virus e, consequentemente,
a taxa de infecao é dada por [cIT. Consideram-se duas formas de células T: células
precursoras P e células efetoras E. As células P proliferam em células E em contacto com
o antigénio. Assume-se que a taxa de ativacao de células precursoras aumenta linearmente
com a quantidade de antigénio I e é dada por bPI [61]. Em média, uma célula que prolifera
da origem a n células efetoras. A estimulagao conduz a um nimero de divisoes celulares
programadas, cerca de 7 a 10, seguida por uma contracao do nimero de células. As células
precursoras sao removidas a uma taxa u. As células efetoras sao removidas a uma taxa v.
Como as células efetoras tém uma vida curta, a taxa de remogao ¢ muito maior do que a
taxa de remocao de células precursoras, logo v > . As células efetoras removem as células
infetadas a uma taxa kE1. As células efetoras transformam-se em células de meméria a uma
taxa constante mFE. Assume-se que as células de memoria sao células de vida longa que, ao
entrar em contacto com o antigénio, proliferam em células efetoras. Adaptando o modelo
(2.49) com as células T', obtém-se:

d
@ = XN—BcT —6T

4 = BcIT —~I — kEI

(2.51)
& = mE —bPI — puP
& — ppPI —vE —mE

Na auseéncia de antigénio e virus, nao ha nem proliferagao nem ativacao e as equacoes das
células T podem ser simplificadas, vem:
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@ = mE—puP
(2.52)

& — —(v+m)E

A populacio efetora declina exponencialmente, obtendo-se: E(t) = E,e”"*™* onde E, é
o nivel apds a vacinagao. O numero de precursores apds a vacinacao é P, e a populacao de
precursores é:

P(t) = Py 4+ E,—2— (e r — ¢7Hvim)) (2.53)

v+m—u

Tal como no caso das células B, o virus nao pode aumentar, se a populagao efetora
ultrapassar um determinado limiar, que é dado por Eipreshold = 56277. No entanto, porque
as células efetoras tém uma vida curta, isso nao vai permitir uma protegao duradoura, esta é
apenas de H#mln Eth]f:shoz unidades de tempo. Permanece a possibilidade de que uma vacina
pode ser feita com base em células precursoras ou células de meméria, que tém um tempo
de vida mais longo do que as células efetoras. Se a perda de precursores for negligenciavel

durante a infe¢ao, entao a dinamica das células T é dada por:

& = mE—bPI

(2.54)
% = Pl —vE —mFE
Supoe-se um estado de quase-estacionaridade para as células efetoras, obtém-se F = i’fjr—PWIL.

Substituindo esta férmula no nimero de reproducgao, obtém-se Ry = ﬁc,;‘FE =1e Pireshold =

vtm Bel'—v
nbl kO B B B
Mostra-se que a estimulacao das células T' nao permite proteger da infecao por um periodo

de tempo sustentado. Ainda que possa existir uma estimulacao continua, o nivel de células
efetoras tem de ser suficientemente elevado. Contudo, as vacinas sao mais promissoras se
forem baseadas em células T' do que se fossem em células B.

2.14 Modelo de Ribeiro, Hazenberg, Perelson e Da-
venport (2006)

Ribeiro, Hazenberg, Perelson e Davenport [48] apresentam um modelo para a dinamica das
células suscetiveis N, das células de memoria M, das células N e M infetadas com o virus
do fenétipo i, Ny; e My;, respetivamente, e do virus livre do fenétipo i, V;, onde ¢ = R5, X4
ou R5X4. Vem:
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%7 = A—}—(l—Qf)TN—ZZjl(BNiN‘/i) — 0NN

% = fryN+ryM — sz(ﬁMzMVz) — oM

% — BuNVi— 6Ny (2.55)
aMy;

i = PuiMVi— oMy

As células suscetiveis sao produzidas a partir do timo a uma taxa A. A taxa de divisao
das células N e M sao ry e ry, respetivamente. Esta aumenta com o nuimero total de
células T CD4". Uma célula N divide-se dando origem a uma célula filha, que se pode
tornar uma célula de memoria com probabilidade f ou permanecer como uma célula N
com probabilidade 1 — f. As células N e M infetam-se com o virus do tipo i a taxas
Bni € Bui, respetivamente. As células N e M infetadas produzem virus a taxas py € pu,
respetivamente, proporcionais as taxas de divisao das células N e M, py = pry e par = pras.
O virus livre é eliminado a uma taxa c. Além disso, o virus livre é removido por infecao das
células NV e M. As taxas de infecao das células N e M pelo virus do fendtipo i sao dadas por
Bni = BK N € B = BKyr. Quando se considera o modelo, onde a infecao é dependente
na divisao celular, py = pys e as taxas de infecao pelo virus do fendtipo ¢ das células N e
M sao Byi = BKNirn € Bui = BE T

Em resumo, o modelo fornece um mecanismo de base para a evolugao do virus X4 com a
progressao da doenca. Também fornece uma explicagao para os efeitos de terapia antire-
troviral dos fenétipos virais. Finalmente, o modelo prevé que os agentes CC R5 nao devem
promover o tropismo viral X4. O modelo nao tem a intencao de provar que a renovacao
celular impulsiona a interrupcao dos fendtipos virais. No entanto, o modelo fornece uma
hipotese para explicar uma variedade de observagoes experimentais dos virus R5 e X4.

2.15 Modelo de Wodarz e Hamer (2007)

Wodarz e Hamer [60] analisam um modelo matemético que descreve o desenvolvimento das
células T CD4™" e das particulas de virus ao longo do tempo:

@ = (-} —ay
(2.56)
&= gy —ww

As células T CD47" infetadas especificas do HIV sao denotadas por y e as particulas de
virus livres sao denotadas por v. Assume-se que a taxa de proliferacao das células T CD4"
¢é proporcional a quantidade de virus dada por ryv. Esta proliferacao estda dependente da
densidade e é limitada pela capacidade de suporte k. Entao, quando o niimero de células
T CD4* infetadas aumenta, a taxa de proliferacao diminui. As células T CD4* infetadas
morrem a uma taxa ay. As células infetadas produzem particulas de virus livres a uma taxa
ny e decaem a uma taxa de uv.
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Existem dois pontos de equilibrio, um onde as células T CD4™" infetadas nao se conseguem
expandir dado por (y,v) = (0,0) (ponto de equilibrio livre de doenga) e outro onde as

células T CD4* infetadas podem-se expandir, dado por (y,v) = (ZEEvrZkZ—dr'ak W, 1), onde

7" = =1 (ponto de equilibrio endémico). O primeiro ponto de equilibrio é sempre estavel.
Por outro lado, se a taxa de proliferacao de células T CD4" se encontra acima do limiar, ou
seja r’ > %, o segundo ponto de equilibrio é estavel. Assim, se esta condigao é satisfeita,
ambos os resultados sao possiveis, dependendo das condigoes iniciais. Se a quantidade inicial
das células T CD4" infetadas se encontra acima do limiar, as células T CD4" expandem-
se. Por outro lado, se esse niimero se encontrar abaixo do limiar, as células T CD4*
nao se expandem. Este limiar da quantidade das células T CD4" infetadas ¢ dado por
Yhr = rh—yrk?—dr’ak W. A existéncia desta dependéncia no nimero inicial de células T deve-
se ao facto das células necessitarem de receber a estimulagao antigénica suficiente de modo

que a taxa de proliferacao seja maior do que a taxa de morte.

Modelo considerando células T CD4" nao infetadas

As células T CD4" nao infetadas proliferam em resposta & estimulacao antigénica a uma
taxa rz, morrem a uma taxa dx e tornam-se infetadas a uma taxa Szv. A taxa de infecao
é, assim, proporcional a quantidade de virus presente. Note-se que a taxa de proliferagao
das células T CD4" é dependente da densidade e diminui com o ntmero total de células T
CD4* (infetadas e nao infetadas), atingindo um ponto de ajuste homeostético descrito pelo
parametro k. O virus é produzido a partir de células infetadas a uma taxa 7 e decai a uma
taxa u. O modelo é baseado no modelo (2.56) e é descrito pelas equagoes seguintes:

& = rou(l — 2 — do — Bav
W = Brv+ryo(l — ) —ay (2.57)
& =y

A dinamica pode convergir para dois pontos de equilibrio estéveis, sendo eles, (x,y,v) =
(0,0,0) e (z,y,v) = (0, kT2 k2—dr'ak W, 1). Note-se que o sistema ¢ caraterizado por um
terceiro equilibrio que descreve a coexisténcia de células infetadas e nao infetadas. No
entanto, este ponto de equilibrio é sempre instavel. O equilibrio que descreve a estabilidade
da infecao é estavel se r’ > % ef > M;%. Portanto, se a taxa de divisao das células
T CD4" e a taxa de infecao se situarem acima do limiar, a dinamica pode resultar quer
em nao infe¢ao quer em infecao nas células T CD4" especificas, dependendo das condigoes
iniciais. A estabilidade da infecao é promovida por um ntumero inicial elevado de células
T CD4" nao infetadas, bem como um elevado nimero inicial de células T CD4" infetadas.
Um ntimero inicial elevado de células T CD4" infetadas fornece um alto grau de estimulacao
antigénica para expansao. Um elevado ntimero inicial de células T CD4*" nao infetadas define
metas para que o virus acelere o seu crescimento e haja geracao de unidades antigénicas. Se,
por outro lado, o nimero inicial de células T CD4™" infetadas é baixo e ha apenas poucas
células T CD4™" suscetiveis para infetar, entao o nivel inicial de estimulacao antigénica, nao
é suficiente para a infecao ser iniciada.

Estes requisitos para a estabilidade da infecao sao diferentes dos derivados pelo nimero
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de reproducao do virus, Ry. Se Ry < 1, uma célula infetada dé origem, em média, pelo
menos a uma célula infetada e a populagao de virus nao se consegue espalhar. Se Ry >
1, entao uma célula infetada da origem, em média, a mais de uma célula infetada e a
populacao de virus cresce. Se a replicacao do virus em células T CD4* especificas do HIV
é estabilizada, o modelo sugere que todas as células T CD4" sdo infetadas com o HIV (100
% de prevaléncia). A razado é que tanto as células suscetiveis como as células infetadas
proliferam, mas a propagacao do virus reduz o ntimero de células T CD4" suscetiveis e
aumenta o numero de células T CD4" infetadas. Os dados sugerem que as células T CD4*
nao infetadas podem coexistir com células infetadas. Tal é causado por fatores adicionais,
tais como a existéncia de células alvo que nao reagem especificamente ao HIV ou na presenca
de respostas efetoras imunes. Este resultado realca a capacidade do HIV prejudicar de forma
rapida as respostas das células T CD4™ através da infecao das suas especificidades.

2.16 Modelo de Lv e Yuan (2009)

Lv e Yuan [33] apresentam um modelo para a interacao das células alvo ndo infetadas
x, das células alvo infetadas y, das células duplamente infetadas z, das células livres de
virus v e das células livres de virus geneticamente modificado w. As células nao infetadas
sao reabastecidas no tecido linféide secundario a uma taxa constante s e morrem a uma
taxa dx ou sao reduzidas pelo contacto com virus a uma taxa [Szrv. As células infetadas
produzem particulas de virus a uma velocidade k durante a sua vida. As células de virus
livre morrem a uma taxa pv. O virus geneticamente modificado infeta as células infetadas a
uma taxa awy, transformando-as em células duplamente infetadas. O virus geneticamente
modificado morre a uma taxa qw. As células duplamente infetadas morrem a uma taxa bz
e os virus geneticamente modificado sao libertados a uma taxa cz. Assume-se que todos
os parametros do modelo sao nimeros reais positivos. Com estas defini¢coes e suposicoes, o
sistema de equagoes diferenciais é o seguinte:

r = s—dr— Pav
y = B fo (t — ) o(t — T)gny.py (T)e"™7dT — ay — awy
io= a T wlt = 7)Yt — T)gngp (T)e™TdT — bz (2.58)
O = kST Yt = T)gng by (T)e AT — pu
W = ¢ [ 2t = T)Gngps (7)™ dT — qu
O termo e "7 (i = 1,2,3,4) representa as células que estao infetadas no tempo t mas

morrem antes de se tornarem produtivamente infetadas em 7 unidades de tempo mais tarde.
A fungao de distribuigao gy, ,(7) (i = 1,2, 3,4) é definida por:

n;—1

T /b .
Gni b (T) = (e M i=1,2,3,4 (2.59)

Os parametros n; e b; definem o atraso médio, 7, = n;by, a variancia é nib? e o pico da
distribuicao é (n; — 1)b; (i = 1,2,3,4). Assim n; (i = 1,2,3,4) é um ntimero inteiro positivo,
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n; > 1(i=1,2,3,4). Substituindo b; = = (i = 1,2,3,4) em 2.59 obtém-se

n?iTniil —N;T/T; .
i (T) = y — DI T i=1,2,3,4 (2.60)

com var1anc1a (z =1,2,3,4). Assim, o atraso médio permite definir a localizagao do atraso
en;(i=1,2, 3, 4) permite definir a largura da distribui¢ao. Quando n; = 1(i = 1,2,3,4),
a distribuigao reduz-se a uma distribuigao exponencial, e no limite n; — oo(i = 1,2,3,4), a
distribuigao da funcao g,, - (t) aproxima-se de uma funcao delta, §(t — 7).

O sistema (2.58) tem trés pontos de equilibrio. Mostra-se que se a terapia for suficientemente
eficaz, o modelo prediz que o virus serd eliminado e que o equilibrio livre de infecao ¢é estavel.
Quando o atraso é constante, pode-se normalizar o atraso usando a seguinte propriedade:

/OO filne ™ dr =1  (i=1,2,3,4) (2.61)
0

Para o caso de uma funcao gama, f;(7) = gn,s,(7), é possivel reescalar o modelo (2.58):

T = s—dr— fxv
y = B[ xlt—T)v(t— )G, 4, (T)dT — ay — awy
¢ o= af;wt =7yt —71)g,,,(T)dr — bz (2.62)
b= k[ 7y )Gy 45 (T)AT — pU
W= [ 2t =1)g,,, (T)dT —qu
onde
. o,
bi - 1+mibi
2 _ 8
B = Trmbom
o - (1+m§b2)"2
(2.63)
T _ k
k - (1+m3b3)"3
¢ = (1+mib4)"4

fOoogm,lA;,ﬂ(T)dT = 1 (7’:172a374)

As condigoes iniciais sao dadas por: x(0) = v1(6), y(0) = p2(0), z(0) =
ew(f) = @5(0), 0 € (—00,0], onde ¢ = (1,2, ..., 5)" tal que p;(0) >
1,2,3,4,5).

Dada a natureza das variaveis, considerando condicoes iniciais nao negativas, a solucao
permanece nao negativa. Define-se

p3(0), v(0) = pa(0)
0, (0 € (—o0,0],1
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R ={(z,y,2,0,w) R’ : 2 >0,y >0,z > 0,v>0,w > 0} (2.64)

Por calculos simples, determina-se o ponto de equilibrio livre de doenca Ej : (3, 0,0,0, 0).
Os outros dois pontos de equilibrio com significado bioldgico sao:

— (e B _dp (o skB _ d
Es = (BE’ a8~ 30> app B’O>
(2.65)
_ sacp b Q bk Q
B, = (521 49 5 Q)
onde Q = afsck —aacpd—abfkq e D = aépd—+ Bbkq, sendo o primeiro, o ponto de equilibrio
de infecao por um unico virus e o segundo, o ponto de equilibrio de dupla-infecao. O niimero
de reproducao, Ry é definido por:
Bks
Ry =— 2.66
0 apd ( )
Como tal, E, existe se e somente se Ry > 1. O ponto de equilibrio de dupla-infecao
existe (com significado bioldgico) se e somente se (Q > 0. Define-se um segundo nimero de

reprodugao:
ésaf 1
R, = 1—— 2.67
‘ aﬂbq< RO) i

Verifica-se que @Q = afBbkq(Ry — 1), pelo que Ry > 1 < @ > 0. Assim, tem-se: E, =

ap sB 1 d
(2.2 (1- %) ,0,4(R - 1),0)
Para analisar a estabilidade local de um ponto de equilibrio no modelo (2.62) é necessério

AAAAA

A+d+ Bo 0 0 B3 0
—BOF(\) A +a+aw 0 —B2F () oy
det(M — J(E)) = det 0 —awFy(A)  A+b 0 —agF(\)| =0
0 —kF3()) 0 A+p 0
0 0 —eFy(N) 0 A g

onde

—_) = F,(\T), 1=1,2,3,4
n; + M;T;

Fi(\) = / gnhgi(T)e*’\TdT = (1—1—(31-)\)’”1‘ = (1 4
0
As rafzes da equacao det(A — J(E)) = 0 determinam a estabilidade local do ponto de

equilibrio F.
Para o ponto de equilibrio livre de doenca, ¥ = Ej, a equacao carateristica é dada por:

A+d)A+q)(A+b) (Az + (a+p)A+ap — %BFM, 1) F5 (), 73)> =0 (2.68)
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Para o caso 71 = 73 = 0, tem-se g, ; (u) = g, ;,(u) = d(u). Pelo que Fy(\, 1) = F3(\, 73) =
1. Assim, pela Regra dos Sinais de Descartes, as raizes da equacgao anterior tém todas parte
real negativa, se Ry < 1. Para o caso 7y > 0 e 73 > 0, estuda-se os zeros da equacao seguinte:

]2-_
H1(>\,’7_'1,7_'3) = )\2 + (G —i—p))\ +ap — %Fl()\,Tj)Fg()\,fg) (269)

A introducao de um atraso pode provocar alteracoes na estabilidade, se e somente se
para algum valor de 7, > 0 e 73 > 0, existe uma raiz puramente imaginaria da equagao
Hy(A 71,73) = 0.

Mostra-se que se Ry < 1 entdo Hy (A, 71, 73) = 0 ndo tem raizes puramente imaginarias. Pelo
que, se Ry < 1 entao o ponto de equilibrio livre de doenca Ej é localmente estavel.

De seguida, estuda-se a estabilidade global do ponto de equilibrio livre de doenga FEj.
Considerando [~ Gy, (T)dT =1(1 =1,2,3,4), tem-se:

dz™® < (d+ Pvs)r™ <s

ay™ < (a+ aw)y™® < Br>v™

bz < aw y™ (2.70)
pvoo < ]%yoo

quw> < ¢z™

Afirma-se que y*> = 0, caso contrario y* > 0, v>° > 0. Pelo que,

- k k3
pv> < ky™ < —B:UOOUOO < ﬁvoo (2.71)
a ad
Conclui-se que p < %, contradizendo a condigdo Ry < 1. Assim, y>*° = 0, o que implica

22 =0, v*® =0e w>*® = 0. Pelo que, conclui-se que y(t) — 0 quando ¢t — co. Da mesma
forma, z(t), v(t) e w(t) tendem para 0 quando t — oo. Finalmente, como v(t) — 0, a
primeira equagao (2.62) é dada por & = s —dw. Como tal, x(tf) — 3, quando ¢t — oco. Assim,
conclui-se que, quando Ry < 1, o ponto de equilibrio livre de doenca E, é globalmente
assintoticamente estavel, implicando que o virus nao pode invadir independentemente da
sua quantidade inicial. Quando Ry > 1, o ponto de equilibrio livre de doenca E, torna-se
instavel, o que implica que o virus pode persistir.

De seguida, estuda-se a estabilidade do ponto de equilibrio de infe¢ao por um tnico virus
Es. A equagao carateristica da matriz de linearizacao do sistema (2.62) no ponto E, é dada
por:

(A2 + (b+ @A + bg — cagFa(N, 72) Fs(A, 74)) (A3 + A2 (a + p + d + B9) + Aap — kBEF1 (A, 71) F3(A, 73))+
+(a +p)(d + B0) + (d + B0)(ap — kBLF1(A, T1)F3(A, 73)) + EBBZ0F (X, T1)F3(X, 73)) =0

Quando 7; = 0, F;(\,7;) = 1, (j = 1,2,3,4), todas as raizes da equagdo anterior tém
parte real negativa, se Ry € (1, 1+ fzg;). Quando 7; > 0 (j = 1,2,3,4), considera-se duas
equacoes:

)\2 + (b + (]))\ + bq — E@QFQ()\, 77'2)F4(7)\,77'4) =0

M+ X(a+p+d+ 0) + Map — kBEFi(N, 71) F5(X, 73)) + (a + p)(d + o)+
+(d + BTA))(CLP - kﬁiFl<)‘7 7_-1)F3()‘77_—3)) + kﬁﬁiﬁpl(/\77_—1>F3<)‘a 7_-3)) =
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Como anteriormente, conclui-se que se Ry > 1 e Ry < 1, isto é, Ry € (1, 1+ f%), entao a
equacao carateristica para o ponto de equilibrio F, nao tem raizes imaginarias puras. Como
tal, se Ry > 1 e Ry < 1, entao o ponto de equilibrio E, é localmente estavel.

A fim de estudar a estabilidade global do ponto de equilibrio E, constréi-se uma funcao de
Lyapunov e aplica-se o principio de invariancia de LaSalle. A funcao de Lyapunov é dada
por:

V = %((L: — ;p*lﬂl’) + %(yA_ y*lny) + fﬁ-z + %(’U — U*l?’LAU) —+ EbTiaEw + bl Z?:ll(Ez,I;l _ x*v*lnEij)l)
"’ﬂTép 2221 Fj,132 + a% Z?;(Gz,ég - y*lnGz,Bg,) + b;“%“ nm4=1 Mm,é4

Pelo principio de invariancia de LaSalle, conclui-se que E, é globalmente assintoticamente
estavel. Como tal, quando Ry > 1 e R; < 1, entao o ponto de equilibrio F, ¢ globalmente
assintoticamente estével.

Por outro lado, quando R4 > 1, o ponto de equilibrio E, é instavel e nao existe o ponto de
equilibrio Ey.

Dos resultados obtidos, conclui-se que, para controlar o HIV e as células infetadas por um
unico virus, uma estratégia deve ter como objetivo reduzir o valor do niimero de reproducao.
Note-se que p = W ~ (1 — nmb)p, logo é uma férmula explicita de obter o nimero de
reprodugao Ry. Como tal, para se diminuir Ry, aumenta-se o periodo de laténcia e/ou adia-
se o periodo de producao de células infetadas e particulas de virus livre, respetivamente,
isto é, aumenta-se 7, = nib; e 73 = n3bs. Da mesma forma, para um valor Ry > 1, a
fim de evitar a infecao dupla, deve-se reduzir o valor do ntimero de reproducao Ry < 1 e,
para tal, aumenta-se o periodo de laténcia e/ou adia-se o periodo de produgao das células
duplamente infetadas pelo virus geneticamente modificado, respetivamente, isto é, aumenta-
se To = Noby € T4 = Noby. Na férmula explicita do Ry, percebe-se que Ry é independente dos
parametros de z e w. Neste sentido, a introdugao do virus geneticamente modificado nao
ajuda a eliminar completamente o HIV. No entanto, o virus geneticamente modificado pode
aumentar a populacao de células saudaveis e reduzir a quantidade de virus.

2.17 Modelo de Roy e Wodarz (2012)

Roy e Wodarz [65] analisam um modelo onde assumem apenas uma populac¢ao tnica de
células auxiliares, como [60]. Denota-se por S as células alvo nao infetadas nao especificas,
por I as células alvo infetadas nao especificas, por x as células auxiliares nao infetadas
especificas, por y as células auxiliares infetadas especificas e por v a populacao de virus
livre. O modelo que descreve a infecao num periodo de tempo médio é dado por:
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dz __  razv(y+e)(y+n)

@ = TerraGan 4 By
% = pxv—ay

s _

dl
a BnsSV — ansl

Cé—lt’ = ky+ kpsl —uv
Denota-se por r a taxa de proliferacao das células T" auxiliares especificas do HIV em contacto
com o virus. Esta taxa de proliferacao é proporcional a quantidade de virus. A proliferacao
de células T a longo prazo satura com o crescimento do nimero total de células T especificas
(x + y). O grau de saturagao é dado pelos parametros € e 7. Eles também aparecem no
numerador da expressao, de tal modo que, os valores elevados de € e n nao reduzem o prazo
de proliferacao e exigem mudanca de escala de r. Em contacto com o virus, as células
auxiliares especificas sao infetadas a uma taxa [ e as células auxiliares infetadas morrem a
uma taxa a. As células alvo nao especificas sao produzidas a uma taxa A, morrem a uma
taxa d,, e tornam-se infetadas apds contacto com virus a uma taxa [(,s. As células alvo
infetadas nao especificas morrem a uma taxa a,s. O virus é produzido por células especificas
e nao especificas infetadas a uma taxa k e k,,, respetivamente. Por fim, o niimero de virus
livre decai a uma taxa u.

Define-se o nimero de reproducao do modelo por:

_ /\ﬁnskns

dns ansu

Ry

Se Ry > 1, entao o virus pode estabelecer uma infecao nas células alvo nao especificas. Se a
resposta das células T' nao se tornar estavel, o sistema converge para o seguinte equilibrio:

UGy [* - /\ankns - dnsansu * /\ankns - dnsansu

= = v T
ﬁns kns ’ 6nsknsans ’ ﬁnsansu 7

Por outro lado se a resposta das células T' for estavel, o sistema converge para um ponto de
equilibrio diferente em que todas as populagoes sao maiores do que zero.

E necessério ter em consideracao que o numero inicial de células auxiliares deve ser maior
do que zero, para que esta populacao se expanda, em resposta a estimulacao antigénica. A
resposta das células T especificas torna-se estavel se % — BusV* —d > 0, isto é, se a
taxa de proliferacao induzida por antigénio é maior do que a combinagao da taxa de morte
natural e a induzida por virus. Se a desigualdade nao for valida, a resposta da célula T
especifica auxiliar pode ou nao ser estavel dependendo das condigoes iniciais. Se o numero
de reproducao do virus das células nao especificas é inferior a um (Ry < 1), entao a infegao

das células nao especificas pode nao ser estével (dependendo das condigbes iniciais).

S*

Modelo com duas células auxiliares

Considera-se dois clones incorporados nas células auxiliares especificas em que o virus se
pode replicar. Denota-se o clone 1 pelo indice 1 e o clone 2 pelo indice 2. Supde-se que
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os dois clones diferem apenas nas suas taxas de proliferacao, r1 e r. Assim, o modelo é o
seguinte:

% = % —dx, — v

% = frw —ay

e % — dxy — Bayv

W2 = By — ay, (2.73)

B = XN —dpsS — BusSv

dI
dt = anSV - ans[

Z_’; = k(yl + y2) + knsl —uv

Assume-se que o numero de reproducao do virus nas células alvo nao especificas é apenas
maior do que um, assegurando estabilidade da infecdo no sistema. Além disso, assume-
se que cada clone da célula auxiliar pode-se estabilizar sem a dependéncia de tamanhos
populacionais iniciais (exceto o zero).

Por outro lado, uma menor taxa de infecao de células auxiliares e uma maior taxa de morte
de células infetadas promove a coexisténcia de ambas as respostas. Se estes dois parametros
sao influenciados por respostas efetoras imunes de qualquer tipo, isto pode ser interpretado
como significando que o virus mais forte leva a supressao da coexisténcia dos clones de
células auxiliares, enquanto que a supressao do virus menos eficiente conduz ao resultado de
exclusao. Se a taxa de proliferacao do clone mais fraco, ro, se encontra acima do limiar em
relacao ao valor de rq, a coexisténcia é observada, de outro modo a exclusao ocorre. Quanto
maior for o valor de r, maior tera de ser o valor de r, para assegurar a coexisténcia.

Modelo com competicao direta das células auxiliares

No modelo anterior, assumiu-se que cada clone é regulado separadamente, ou seja, que
nao competem diretamente sob qualquer forma. Tal facto teve como objetivo mostrar
que, mesmo na auséncia de competicao, se obtém resultados semelhantes aos observados.
Seguidamente inclui-se a concorréncia direta no modelo, obtendo-se:
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dey riziv(y+e) (v+n) _ _

dt T (z1tyit+zety2te)(v+n) dry — fayv

dyi

e Briv — ay

dry razav(y+e) (y+n) — day — Brov

dt (z14+y1+z2+y2+€)(v+n) 2 2

d _ 2.74
W2 = By — ay, (2.74)

% = A— dnsS - anSV

% = 5nsSl/ - &nsI
% = k<y1 + y2) + knsI —uv

No modelo, a saturacao é determinada pelo ntimero total de células auxiliares especificas

que pertencem a um clone (z; + y; + z3 + y2). Em contraste com o modelo anterior, esta

formulagao é caraterizada por um tnico resultado: a persisténcia de um clone especifico da

célula auxiliar e a extingao do outro. O clone com a maior taxa liquida de expansao é o que

persiste.

Modelo com CTL

Até ao momento, considerou-se a dinamica da infecdo do virus em células auxiliares es-
pecificas na auséencia de quaisquer respostas efetoras. Contudo, as respostas de células
auxiliares promovem o desenvolvimento das respostas efetoras que, por sua vez, pode su-
primir a populacao de virus. Como tal, denota-se a populacao de linfécitos T citotéxicos
(CTL) por C' e obtém-se o seguinte modelo:

dry  _ rmzmv(yte(y+n) _

dt1 T (@ityite)(v+n) da ﬂxly
W = Bayw —ay — pyC

des _ remav(y+e)(v+n)

d_tQ T (w2tyeteo(vtn) d$2 - 5932]/
e = Bayww — ays — pyC

(2.75)
48 = A— dnsS - ﬁnsSV

dt

% = ﬁnsSV - ans[ _pIO
% = k(yl + yg) + an[ — uv
dac (r1+z2) (y1+y2+1)

o — g9 ;Cj/_ll Y2 —bC

A taxa de expansao de C depende tanto da presenca de células nao infetadas auxiliares
especificas (7 + x2) como da presenga de células infetadas (y; + y2 + I). Ambos os clones
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de células auxiliares podem promover a expansao de C. A taxa de proliferacao de C é dada
pelo parametro g. Células T auxiliares sao pensadas para ativar C' indiretamente através
da ativagao de células de antigénios. Na auséncia de estimulacao, o C' morre a uma taxa b.
A populagao C' causa a lise das células infetadas a uma taxa p e inibe a taxa de producao
de virus por células infetadas a uma taxa q.

Aumentando os valores de p e de ¢, obtém-se uma reducao na quantidade de virus e do
numero de células infetadas. Se as taxas de atividade efetora se encontram abaixo do limiar,
entao a competicao aparente pode conduzir a exclusao do clone mais fraco da célula auxiliar.
Por outro lado, se a taxa de atividade efetora atravessar o limiar, os dois clones das células
auxiliares coexistem. Este resultado é andlogo ao resultado encontrado anteriormente, onde
uma reducao na cinética da replicacao viral e um aumento na taxa de morte de células
infetadas promoviam a coexisténcia. Finalmente, se a taxa de atividade efetora de C' for
muito aumentada, a carga de virus tornar-se-a demasiado baixa para estimular o clone mais
forte da célula auxiliar. As tendéncias sao semelhantes para os parametros que descrevem a
taxa de proliferacao de C, g, e da taxa de morte de C', b. Quanto maior o valor de g e menor
o valor de b, o grau de supressao do virus é mais forte e a carga do virus torna-se inferior.
O menor grau de supressao do virus leva a exclusao do clone mais fraco da célula auxiliar.
Aumentando o grau de supressao do virus, existe coexisténcia dos clones. Contudo, um
novo aumento da populacao de virus resulta na supressao dos niveis da carga do virus que
se tornam demasiado baixos para estimular o clone mais fraco da célula auxiliar, levando a
sua exclusao.

2.18 Modelo de Dalal, Greenhalgh, Mao (2007)

Dalal, Greenhalgh e Mao [18] aplicam a estocasticidade a um modelo de SIDA, através da
técnica de perturbacao de um parametro. Esta é a técnica padrao da modelagao estocastica
de populagoes. Considera-se um modelo com dois grupos para a populacao suscetivel e
infetada. Assume-se que os individuos pertencem a um de dois grupos distintos dentro
de cada populacao, tendo em conta o facto de serem ou nao sexualmente ativos. Esta
diferenciacao ¢é definida pelos niveis de risco a; e as. Estes parametros representam a
probabilidade de os individuos nao insistirem no uso do preservativo. Assume-se que 0 <
a; < as < 1, pelo que o primeiro grupo ¢ mais seguro do que o segundo. Por outro lado,
se um individuo do primeiro grupo tiver relagoes sexuais com um individuo do segundo
grupo, a probabilidade de usarem preservativo é 1 — ajas. As variaveis do modelo sao:
x1(t), nimero de individuos suscetiveis no tempo ¢ para o primeiro grupo, z»(t), nimero
de individuos infetados no tempo t para o primeiro grupo, z3(t), nimero de individuos
suscetiveis no tempo ¢ para o segundo grupo e x4(t), nimero de individuos infetados no
tempo ¢ para o segundo grupo. O modelo apresentado é o seguinte, discutido em [25]:
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dxc}t(t) = A —pxi(t) — Bi(t)z1(t) + Coras(t) — Chaza(t)

dxdgt(t) = Bi(t)x1(t) — (u+ 0+ Dy2)xa(t) + Dayay(t)
(2.76)
dxjt(t) = o — pws(t) — Ba(t)xs(t) + Crawi(t) — Corxs(t)
det(t) = By(t)ws(t) — (1 + 0 + Dar)xs(t) + Diowa(t)
onde B;(t) = fea; F(t) parai = 1,2 ¢ F(t) = —-cazalltasra(l) Os parametros do modelo

- etz () tes (b))’ o
sao: Ap, taxa de recrutamento de novos individuos suscetiveis para o primeiro grupo, Ao,

taxa de recrutamento de novos individuos suscetiveis para o segundo grupo, u, taxa de
individuos que deixam ambas as populagao por motivos nao relacionados com a doenca,
o, taxa de individuos infetados que desenvolvem SIDA, [, risco médio de ficar infetado
pelo parceiro, quando os fluidos corporais sao compartilhados, ¢, nimero médio de parceiros
por individuo por unidade de tempo. O parametro a; é a probabilidade do individuo do
primeiro grupo nao insistir no uso do preservativo, as ¢ a probabilidade do individuo do
segundo grupo nao insistir no uso do preservativo, C, é a taxa de migracao de individuos
suscetiveis do grupo seguro para o grupo de risco, Cs; é a taxa de migracao de suscetiveis
do grupo de risco para o grupo seguro, Dis é a taxa de migracao de individuos infetados do
grupo seguro para o grupo de risco, Dy é a taxa de migracao de individuos infetados do
grupo de risco para o grupo seguro. Assume-se que um individuo no primeiro grupo tem
cAt + o(At) parceiros em [t,t + At). A probabilidade de um contacto no tempo t com um
parceiro infetado que néo insiste no uso do preservativo é F'(t). O numero de infegoes do
primeiro grupo por individuo em [t,t + At) é Scay F(t)At + o(At). Da mesma forma, o
nimero de infe¢oes de individuos do segundo grupo em [t,t 4+ At) é BeasF(t) At + o(At).
Derivando a expressao de Ry, mostra-se que este modelo de dois grupos tem um ponto de
equilibrio livre de doenca que ¢é localmente assintoticamente estavel para Ry < 1 e instavel
para Ry > 1. Além disso, se Ry > 1, entao existe um tnico ponto de equilibrio endémico,
mas se 7y < 1, podem existir dois pontos de equilibrio endémicos.

Contudo, resultados mais completos sao obtidos para um caso particular deste modelo, dado
por:

dzét(t) = A\ — px(t)

220 = Dyag(t) — (1 + 0)2(t)

Wl =\, — Beadua(t) 5 — pas(t) (2.77)
dm;t(t) — ﬁco@m(zﬁ)% (i + 0+ Do)za(t)

onde T'(t) = x1(t) + z2(t) + x3(t) + x4(f). Analisa-se um caso especial do modelo, onde os
individuos da populacao do primeiro grupo sao completamente seguros nas suas relagoes
sexuais, logo a; = 0. Também os individuos infetados migram do grupo de risco para grupo
seguro, mas no sentido inverso nao ha migracao e, também, nao ha nenhuma migracao
de suscetiveis, pelo que Cjo = Cy = Dis = 0. Esta forma particular de migracao é
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especialmente importante para individuos infetados pelo HIV, que descobrem que estao
infetados através do teste de HIV positivo e consequentemente adotam praticas sexuais

seguras. Este modelo tem Ry, = % onde A = /\1’):)\2. A infecao por HIV néao
¢ uniformemente expressa em todos os individuos. Uma pequena proporcao de pessoas
infetadas com o virus da SIDA desenvolvem a doenca e morrem dentro de meses apds a
infecdo primaria, enquanto cerca de 5 por cento dos individuos infetados com HIV nao
apresentam sinais de progressao da doenca, mesmo apds 12 ou mais anos. Por outro lado,
fatores como a idade ou diferencas genéticas entre os individuos influenciam a quantidade
de virus no individuo, bem como as coinfecoes com outras doencas. Porém, na pratica,
geralmente estima-se um valor médio mais um termo de erro para o parametro o e assume-
se que o termo de erro segue uma distribuicao normal, de modo que, para um tnico individuo
infetado, a probabilidade de um evento em [t,t + At) é aproximadamente N(cAt, 0?At) +
o(At). Portanto, substitui-se o por o 4+ oy B(t), onde B(t) é ruido branco, ou seja, B(t) é
um movimento Browniano. Assim, o; > 0 é a intensidade do ruido. Esta é uma técnica
padrao na modelacao estocastica de populacoes e introduz estocasticidade no modelo. O
novo sistema é descrito pelo seguinte conjunto de equagoes diferenciais estocasticas:

) = N\ = (t)

d[L‘Q(t) = [D21174(t) — ([,L + O)Ig(t>]dt — UlfL‘Q(t)dB(t)

- “ (2.78)
= = Ay — Bca%m(t)%w — px3(t)

dxy(t) = [ﬁca%u(t)% — (1t + 0 + Day)z4(t)]dt — o124 (t)dB(t)

Para andlise do modelo, considera-se (€2, F, P) o espago de probabilidade completo com uma
filtracdo {Fi}i>0, que satisfaga o aumento e continuidade a direita, enquanto Fy contém
todos os conjuntos P-nulos. Seja B(t) um movimento browniano unidimensional definido
neste espaco de probabilidade. Considera-se Rf‘F+ ={z e R': z >0,1<1i <4}
R, ={reR:2,>02<i<4}, Ri={zeR:z>01<i<4}exlt)=
(w1 (), 2 (8), a5(), 2 (D)7 ¢ y(t) = (wa(t), a5 (t), 24(t)).

A seguinte desigualdade é valida:

u<2u+1-—1log(u)) — (4 —2log2), Vu>0 (2.79)

Pelo que, se o1, u, 0, Dy e [ sdo nimeros reais positivos e 0 < A, < 1, entao para
qualquer valor inicial xzy € Ri 4, existe uma tnica solucdo x(t) para as equacoes do modelo
com ¢t > 0 e a solugao permanece em R% . com probabilidade 1, ou seja, x(t) € Ri 4 para
todo t > 0 quase certamente.

Como as condigoes iniciais sao reais, podem ter alguma componente zero, pelo que é
importante considerar o que acontece se zo € R%. Assim sendo, se o1, p, 0, Doy e 3
sao numeros reais positivos e 0 < A\j, s < 1, entao para qualquer valor inicial o € Ri, a
solugao das equagoes do modelo permanecerd em R com probabilidade 1, ou seja, z(t) € R%
para todo t > 0, quase certamente.

Como o sistema de equacoes diferenciais é parcialmente estocastico e parcialmente de-
terministico, analisam-se as equacoes individualmente, para perceber o comportamento
assintotico das varidveis. Considera-se A(t) e U(t) dois processos continuos adaptados
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crescentes para t > 0 com A(0) = U(0) = 0 quase certamente. Seja M (t) uma varidvel
real continua local com M(0) = 0 quase certamente e £ ¢ uma variavel F; ndo-negativa,
aleatéria mensuravel tal que K¢ < oo. Como tal

X(t)=E+A{t)—-U@l)+ M), t>0 (2.80)

Se X(t) é nao-negativo, entao:

{limi— 0o A(t) < 00} C {limi—oo X (t) < 00} N {lim o U(t) < 0o} (2.81)

quase certamente, onde G C D quase certamente significa P(G N D) = 0. Em particular,
se limy_,oA(t) < 0o quase certamente, entao para quase todo w € €,

limy_oo X (t,w) < 00
limy—ooU(t,w) < 00 (2.82)
limy oo M (t,w)

existe e é finito.

. ~ _ Bea3(1-A)
O numero de reproducao é dado por Ry = —2———.

—. Se Ry < 1, entao o sistema de
pto+Dar++
equacoes diferenciais estocasticas é globalmente assintoticamente estavel no sentido em que,

para qualquer valor inicial o € Ri, a solucao tendera assintoticamente para o ponto de

equilibrio (%,0, %,0) com probabilidade 1. Como tal, as populagoes infetadas morrem
com o tempo e a populagao suscetivel estabiliza-se em % e ’\72 para o primeiro e o segundo
grupos, respetivamente.

Analisa-se as diferentes formas de estabilidade do ponto de equilibrio livre da doenca,
sendo elas a estabilidade exponencial quase certa e o momento de estabilidade exponencial.

Considera-se que uma equacao diferencial estocéstica é d-dimensional se é escrita na forma:

du(t) = f(z(t),t)dt + g(z(t), t)dB(t) (2.83)

para t > 0 com a condigao inicial 2(0) = xy. A solugao é denotada por x(t;z¢) e assume-se
que f(0,t) = 0 e g(0,t) = 0 para ¥Vt > to. A solugao trivial ou posigao de equilibrio é
denotada por z(ty) = 0. A solucao trivial da equagao anterior é exponencialmente estével
quase certamente, se

1
lim supt%ooglogm(t; zo)| < 0 quase certamente (2.84)

Por outro lado, a solucao trivial da equagao é exponencialmente estavel no momento p-ésimo
se ha um par de constantes positivas A e C tais que

BElz(t; 20)[P < ClaoPe™ (2.85)

com t > 0 e para todo o € R%. Quando p = 2, a solucao denomina-se por exponencialmente
estavel em raiz média quadrada.

Considera-se a populagao perto do ponto de equilibrio livre de doenga, ou seja, x4 (t) = % + 1,
x3(t) = 22 4+ 13 e 25(t), 24(t) pequenos. Comeca-se por estudar a estabilidade exponencial

I
quase certa e escreve-se:
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o (= (p+0o) Doy . i
di(t) ~ ( 0 Bead(1—A) — (i + 0 + D21)> T(t)dt — o2 (t)dB(t) (2.86)

onde Z(t) = (z2(t), 24(t))T. A solucao é dada por

Z(t) = exp KF - %aﬁ) t— allB(t)] To (2.87)

onde I é a matriz identidade e

_(—(p+o) Doy
t ( 0 Beaz(1—A) = (u+o+ Dgl)) (2.88)

Supoe-se que Ry < 1, pelo que os valores proprios de F' — —01[ sao reais e negativos e

1
exp {(F — 50%[) t} ‘ < Ce M (2.89)
para algumas constantes positivas C' e A\. Como tal,
. 1 -
lim supHoo;log|x(t)| < —2)\ quase certamente (2.90)

Por conseguinte, existe tg, para t > tg, tal que

1Z(t)] < |&(to)|e %) quase certamente (2.91)

Sem perda de generalidade, pode-se assumir que A < p e concluir que

A1 A1
1 (t) = =] < [|l22(0) = =l (2.92)
u Il
Seguidamente, assume-se que £ = x3 — =2, pelo que
d§ Lok
=g — oo —— (2.93)
Integrando a expressao (2.93) para t > t(, vem:
&(t) = £(tg)eMtt0) ¢ “tft Bcazm(s %) ehs s
(@) | < [ &(to) | e=1) + Beage ™ [ Irv | e treds (2.94)
< (| E(to) | +M) e Mt=t)  quase certamente

Por isso, para t > £,

A A
() - (f,o, 5,0) | < Creme (2.05)

para alguma constante C';. Portanto, o ponto de equilibrio livre de doenca é exponencial-
mente estavel localmente quase certamente. Se R; > 1 e Z(0) = (0,1)T entao

x4(t) = exp(—rt — 011 B(t)) (2.96)
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Um argumento similar mostra que liminfioo1loglza(t)] > —r > 0 quase certamente,
de modo que o ponto de equilibrio livre de doenca é quase certamente exponencialmente
instavel.

De seguida, estuda-se a estabilidade exponencial no momento p-ésimo. Designa-se:

an(t) = — (u to+ é) t— o B(t)
a12(t) = Dlgt (297)
az(t) = (Bead(1 = A) = (u+ o+ Do) = 5 ) t = 1 B(2)

Perto do ponto de equilibrio livre de doenca, tem-se:

24(t) = 14(0)e2® (2.98)
pelo que, £ = 3 — 22 logo
ag 2$3$4
dt _/“Lé- BCCY
£(t) = £(0)e™ pt_ o pt fo Be a2$3(T)($4)1(8)6usd8 (2.99)
Note-se que:
) t
/ Beas————e"ds < ﬂc%/ 24(0)e22() 13 (2.100)
0
entao:
€O < 160)[le " + Beadwa(0)e [ e tusds 5101
< 2maz (JeO)le ", feagra(0)e f{ emrtmsas) 10
E f4cil de mostrar que se A = (an a12> entao
0 agx
11 L(eall _ €a22)
6‘4 = 0 a11—a22 paz ) se  anp 7é a22
A ea11 a12ea,11 (2102)
et = ( 0 022 ) S€e a1 = ao2
A solucao no ponto de equilibrio livre de doenca é dada por:
1
7(0) = exp KF - 5031) t— allBt} 7(0) (2.103)

Sabe-se que:

(F - %a%[) t— o IBt = (“lb(t) Z;zgg) (2.104)

supoe-se que Bcaz(l — A) # Dy, entdo

a11(t) a12(t) a1 (t) _ pa22(t)
(t) = ( o OTEY (:22@) ) )> T(0) = re™ ") 4 s (2.105)
e
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onde r e s sao vetores constantes. Portanto,

12(0)|| < KgemartonBa(®) (2.106)
onde Ky = 2maz(||r|],||s]|). Além disso,

A A
1 (¢) — iH < Jl1(0) — iHe"“ (2.107)

Portanto, escreve-se Z(t) = (ml(t) - %, xo(t), x3(t) — %, m4(t)> e obtém-se

~ 2 2

IEOIF = (w10t = 22) +a30) + (ws(t) = 22) + 230
< 3maz (IF0)], o1 (8) = 211 llzs(t) - 22)) (2.108)
< 3mazx Klemax(Qau(t),2a22(t),72,ut)7K2€72Mt” f;ea22(5)+ﬂsd3||2>

onde K; = maz(KZ,4||£(0)|]?, [|z1(0) — ’\71||2) e ko = 4||Bcasz,(0)]|?. Para qualquer p > 0,
vemn:

Hjj(t)Hp < 3%mazx (Klgemax(pau(t),pazz(t),—put)’Kfe—putH fg eazz(s)+usdsup> (2.109)
Assim sendo,

2,2 o2 2,2
EH%(t)HP < 3%_;(1% (6—(u+0+§af)pt+p 7t 4 p(Bead(1-A)—(u+o+Dar)——gh)pt+ 51t | eput>

b0t
2

+ KqtPleput 4 K4tp71e(Bcag(1—A)—(M+U+D21)—7Ta%)pt+
+K5tp6—put
para algumas constantes K3, K, e K5. Para (u+ o) —maz(0, Bcad(1 — A) — Dy ) > %,
o ponto de equilibrio livre de doenca é exponencialmente estavel no p-ésimo momento. Por
)02 - .
outro lado, se % > p+oez(0) = (1,0)T, entao:

) = (enoor
lz@)|r = eren® (2.110)

(pfl)v%

E|lz@)|P < Eepan(t) — epl=——F—+—(uto)lt

Portanto, neste caso o ponto de equilibrio livre de doenca é exponencialmente instavel no
p-ésimo momento, para qualquer p > 0. Da mesma forma, se

(p— 1)o7
2

entao o ponto de equilibrio livre de doenca é exponencialmente instavel no p-ésimo momento,
para qualquer p > 0. Porém no caso em que Bca3(1 — A) = Doy, entao

#(t) = (6au(t) alz(t)eau(t)) 7(0) (2.112)

0 ea22(t)

> (40 + Doy) — Beaz(1 — A) (2.111)
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Com um argumento semelhante mostra-se que, se

(p —1)o?
2
entao o ponto de equilibrio livre de doenca é exponencialmente estavel no p-ésimo momento

para p > 1 e é exponencialmente instavel no p-ésimo momento para qualquer p > 0 se

(p—1)o7
2

E possivel mostrar que o ponto de equilibrio livre de doenca ¢ localmente exponencialmente
estavel no p-ésimo momento, se 0 < p < 1 e Ry < 1, mas como os espagos [P mais
importantes sao os espacos onde p ¢ um inteiro positivo, nao tem interesse prosseguir por
aqui. Pode-se também mostrar que o ponto de equilibrio livre de doenca é localmente
estocasticamente assintoticamente estavel, se R; < 1 e localmente estocasticamente instavel,
se Ry > 1.

Verifica-se que o termo do ruido tende a estabilizar o sistema pela estabilidade exponencial
quase certa e pela estabilidade em probabilidade, mas nao para a estabilidade exponencial
no p-ésimo momento, se p > 1. Também se observa que o ruido nao muda muito o sistema,
pois nao afeta o significado dos parametros biolégicos. No entanto, como o mundo real
nao € deterministico, é importante analisar a inclusao de efeitos estocdsticos em modelos
deterministicos e este estudo indica que a introducao de um ruido num modelo deterministico
pode ter um efeito estabilizador.

(1 + o) —maz(0, Beas(1 — A) — Do) > (2.113)

(1t + o) — maz(0, Beai(l — A) — Dyy) < (2.114)

2.19 Modelo de Chaharborj, Bakar, Alli e Malik (2009)

Chaharborj, Bakar, Alli e Malik [12] apresentam o modelo DI que explica a distribui¢ao
dos tempos de infe¢ao devido a SIDA, assumindo variagoes na duragao da infecao entre os
individuos, dividindo a populagao infetada em n grupos, como mostra a Figura 2.1.

O modelo ¢é dado pelas seguintes equacoes diferenciais ordinarias:

45— (SO~ 8) = AS

dt

A — pAS —(u—v)l;, i=1,....n (2.115)

A = Zn VZ'I,‘ —0A

dt j=1

Assume-se que A(t) = >0 Ni(t) e \i(t) = rﬁi%, onde N(t) = S(t)+>_7_, Li(t). Denota-se
por S os individuos suscetiveis, por I; o nimero de pessoas infetadas no grupo i e por A
o nimero de individuos infetados que nao transmitem mais a doenca. A constante S° é o
ponto de equilibrio da populacao S, quando nenhum virus estd presente na populagao. O
parametro u é a taxa de mortalidade natural na auséncia do HIV e a taxa das pessoas que
entram e saem da populacao suscetivel sexualmente ativa, por alteragao de comportamentos
ou migragao. A taxa de infegdo dos suscetiveis é dada por A(f), a taxa de aquisicao de
parceiros é dada por r e [3; é a probabilidade de transmissao de um individuo infetado
do grupo i. Apds a infecao, o individuo entra no subgrupo ¢ com probabilidade p;, onde

> r . pi = 1 e permanece no grupo até se tornar inativo para a transmissdo. Finalmente,
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Figura 2.1: Esquema para o modelo DI [12]

v; € a taxa de conversao de individuos infetados do grupo i para o grupo A e § é a taxa de
mortalidade das pessoas do grupo A. Assume-se que todos os individuos infetados passam
pelo grupo A, antes de morrerem devido a infecao.

A quantidade de virus durante a infecao do HIV varia em funcao do tempo, dentro do
organismo de um individuo. O modelo SP explica as mudangas temporais da infeciosidade
de um individuo por um processo de Markov com n fases infetadas progredindo a partir da
infecao inicial até a SIDA, como se pode visualizar na Figura 2.2

o E a8 roil v I
—_— l_\' 3 ]] i ] _Z-le’ Sl /a1 n~1' ] nnr

2 n

Z b R ]

Figura 2.2: Esquema para o modelo SP [12]

As equagoes para o modelo SP sao:

45— (80— S)— AS

dt

b — NS — (v + )]y
(2.116)

= Yicilicn — (Vi + 1), 2<1<n
- — Yol — 0A

Denota-se por I; o nimero de pessoas infetadas em cada grupo das diferentes fases da
infecao. Note-se que todos os individuos entram no grupo 1 da infe¢ao. O parametro ; é
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a taxa de conversao de individuos da fase i da infecdo para a fase i + 1. Os parametros S°,
i, 7, 0 tém o mesmo significado do modelo (2.115) e 8 é a probabilidade de transmissao do
parceiro a individuos infetados na fase i.

Supoe-se que no modelo DSSP, a populagao é homogénea, exceto na resposta a infecao do
HIV, como mostra a Figura 2.3.

Figura 2.3: Esquema para o modelo DSSP [12]

Na auséncia de infecao, a populagao de individuos suscetiveis S tem um ponto de equilibrio
SO constante, em que cada individuo permanece nesta populacdo, em média, u~! anos.
Pelo que, i é a taxa de remocao devido a morte natural na auséncia da infecao do HIV
e as alteracoes no comportamento sexual. O parametro A é a taxa de infecao pelo HIV.
A dinamica do modelo consiste em os suscetiveis S se dividirem em n grupos suscetiveis
S;. De seguida, os infetados de cada grupo S; integram o grupo [;, de tal forma que os
individuos de cada grupo tenham a mesma infeciosidade e individuos de grupo diferentes
tenham infeciosidades diferentes. Os individuos passam deste grupo para o grupo A, quando
deixam de ser de alto risco e nao transmitem a infecao. Assume-se que cada um dos grupos 4
da populagao infetada é subdividido em m subgrupos, I; 1, ..., I; ,, com diferentes niveis de
infecao, de tal modo que os individuos inicialmente pertencam ao subgrupo I, ; e progridam
gradualmente até I ,,,. O parametro v, ;, é a taxa média de progressao do subgrupo I, ;, para
o subgrupo I; y41, para k = 1,...,m — 1 e 7,;,, ¢ a taxa de conversao de um individuo
do subgrupo I, ,, para a populacao A. Assume-se que 6 > u, sendo que J tem o mesmo
significado do modelo (2.115). Também nao se considera a transmissao pelo grupo A, pois
em comparagao com a restante populagao infetada é insignificante. As equagoes do modelo
DSSP sao:
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ds
dt

ds;
dt

dli’l
dt

dl; ;
dt

dA
dt

8% — S — 37 S

i(S — Si) — A\iSi

NiSi — (i +via)Lig, i=1,...,nej=2,...,m (2.117)
Yig—1lij—1 = (b + i) Ly

E?:l Vl,m[z’,m - 514

onde =30 i, \i =1 Z;”zl B,-yjlj\'f—‘f, onde N; = S; —I—Z;nzl I ;. Portanto, a taxa de infegao
Ai depende da probabilidade de transmissao por contacto 3;;, da proporcao da populagao no
subgrupo IN—J e do numero de contactos de um individuo por unidade de tempo r. Assume-se
que oS contactos sdo distribuidos aleatoriamente ao longo de toda a populacao.

De seguida, deriva-se o niimero de reprodugao do sistema, ignorando a equagao da populacao
A, usando a equacao de A;. O modelo (2.117) tem um ponto de equilibrio livre de doenga,

dado por S; = S =

SO
9

Ii; =0,parai =1,...,nej=1,...,m. Calcula-se a matriz de

linearizacao do sistema (2.117) em torno do ponto de equilibrio livre de doenga. Vem:

—p= D iy B 0 o 0 0 ... 0 0
0 Aig+DBin A Avg Avg o0 Aier Aim
Jnm = 0 B2,1 B2,2 0 0 .. 0 0
0 0 Bsy, Bss 0 ... 0 0
i 0 0 0 0 0 ... Bnma Bmm_
Denota-se:
rB; 0 0
0 1By 0
A = : : 0
0 0 0 706,
paraj =1,...,n,
_01] 0 O
0 —02,5 0
Bj; = :
0 0 —On,;j
paraj=1,...,m, e
)\1 j—1 O 0
0 A1 0
Bjj1= !

0 0 .o Anjo
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para j = 2,...,m. Paratal, 0;1 = p;+v;1, parat =1,... ,neo;; = p+y;parai =1,...,n

. . ~ - dl; ;
e j = 2,...,m. Considera-se apenas as entradas de J,,, que sao equagoes infetadas —*.
Para tal, define-se as matrizes F' e V dadas por:

Al,l A1,2 A1,3 <. Al,m
0 0 o ... 0
F = )
0 0 0 0
B, 0 0o ... 0 0 ]
—Byy —Bay 0 ... 0 0
e
0 0 0 ... —Bmima O
i 0 0 0 cee _Bm,mfl _Bm,m_

Percebe-se que F' é uma matriz nao negativa e V' é uma matriz nao singular. Por isso, o
nimero de reprodugao Ry ¢é igual ao raio espectral de FV =1 p(FV~1). Conclui-se que:

_ m Bj i Z 1 75,k

RO - TZ] 1 ZZ 1 Oji k 1O-j,k
_ B1,i z 1 7M.k Bj.i 7, 1 Yk
B TZZ L opitm Il L pk+71,k Tr ZJ 221 L optji I L p+,k

Se Ry < 1, entao o equilibrio livre de doenca é assintoticamente estavel. Por outro lado, se
Ry > 1, entao o equilibrio livre de doenca ¢ instavel.

(2.118)

2.20 Modelo de Waiziri, Massawe e Makinde (2012)

Waizirir, Massawe e Makinde propdem, em [56], um modelo matemdtico nao linear para a
dindmica do HIV/SIDA considerando, o tratamento de individuos infetados e a transmissao
vertical, isto é, a transmissao que ocorre durante a gravidez, parto ou amamentacao da
mae infetada para o feto ou para o recém-nascido. No modelo, a populacao é dividida em
cinco grupos: suscetiveis S(t), infeciosos I(t), pacientes pré-SIDA P(t), tratados T'(t) e os
pacientes com SIDA A(t). A populacdo de tamanho N(t) tem fluxo constante de suscetiveis
a uma taxa wIN, onde 7w é a taxa de recrutamento da populacao suscetivel. A taxa de
mortalidade em todas as classes é dada por u. A fracao de criancas recém-nascidas que é
infetada durante o parto, é recrutada diretamente para a classe infeciosa a uma taxa (1—¢)6,
onde € é a fragao de recém-nascidos infetados com HIV, que morre imediatamente apds o
nascimento e # é a taxa de recém-nascidos infetados com HIV. Supoe-se que alguns dos
infeciosos, I(t), pertencem a classe pré-SIDA, P(t), a uma taxa 0,4, onde § é a taxa de
transferéncia da classe infeciosa e o7 é a fracao de § que pertence a classe pré-SIDA. Os
infeciosos prosseguem a uma taxa -y para a classe dos pacientes com SIDA, A(t). Por outro
lado, alguns infeciosos procedem para a classe dos tratados, T'(¢), a uma taxa g99, onde o9
¢é a fracao de 0 que sao tratados e podem progredir a uma taxa k para a classe dos pacientes
com SIDA. Por outro lado, os infeciosos podem passar da classe dos infeciosos diretamente
para a classe dos pacientes com SIDA a uma taxa (1 — oy —02)d. Apresenta-se o fluxograma
assumindo as consideracoes acima referidas.
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Figura 2.4: Fluxograma para o modelo com tratamento e transmissao vertical [56]

O modelo ¢ o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares:

% — 7N — clﬁj\}ls . CQB]%PS . 03,8]%TS o c;;ﬁ;\;[AS . ,US
% — cllj\lfls + CQBJ%PS + 03B];\‘}TS + C46]4\1[AS o (5+[L)I+ (1 —8)9(I+P+A)
& = 501 — (y+p)P (2.119)

L = o6 + myP +vA— (k+p)T

4 = (1—01—09)0l+ (1 —m)yP+kT — (v+a+p)A

onde (;, 1 = 1,2, 3,4 sao as taxas de contacto sexual, ¢ é o niimero médio de parceiros sexuais
por unidade de tempo, « ¢é a taxa de mortalidade induzida pela doenca em pacientes com
SIDA e v é a velocidade a que os pacientes com SIDA comecam com o tratamento. As
condigbes iniciais sao S(0) = Sy, 1(0) = Iy, P(0) = Py, T(0) = T e A(0) = Ay.

Para simplificar o modelo, supde-se que os pacientes com SIDA e em pré-SIDA sao isolados
e sexualmente inativos, ou seja, (1 —e)fP = (1 — ¢)#A = 0 e também nao contribuem
para a transmissao horizontal, pelo que (55 e 54 sao desprezaveis. Como tal, pelas hipdteses
anteriores, o novo sistema ¢é o seguinte:
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% — 7TN - Clﬂ]\l/vfs o 63,8]?[’115 o MS
A = aBlS 4 @BTS (54 )]+ (1 — )01
S (2.120)

L = 36 + myP +vA— (k+p)T

4 = (1-—01—09)0l+(1—m)yP+kT — (v+a+p)A

O total da populacdo é dado por N(t) = S(t) + I(t) + P(t) + T(t) + A(t), pelo que ¥ =
(m—p)N —aA+ (1 —¢)0l.

As varidveis podem ser normalizadas por s = %, 1= %, p= %, h = % ea= %. O sistema
normalizado é dado por:
% = w— 10118 — c3f3hs
& = Bris+csBshs+ (1 —e)bi — (m+ 0 — aa+ (1 —£)0i)i
L = 016i— (r+7—aa+ (1—e)fi)p (2.121)
B = gydi+myp+va— (T+k+aa+ (1—e)0i)h
d — (1—01—0)di+(1—m)yp+kh—(r+v+a+aat (l—¢)di)a

onde s+i+p+h+a=1es(t) >0,i(t) >0,p(t)>0,h(t) >0,a(t) >0, Vt>0.

Pelo que, se s(0) > 0, 4(0) > 0, p(0) > 0, h(0) > 0 e a(0) > 0, entdo as solugoes do sistema
normalizado sao positivas V¢ > 0.

O ponto de equilibrio livre de doenga para o modelo normalizado é dado por Ey = (s,0,0,0,0) =
(1,0,0,0,0). A fim de avaliar a estabilidade de Ej, calcula-se Ry, o nimero de reprodugao.
Este é definido como o maior valor préprio da equagao:

OF,(Eo)] [0Vi(Eo)] ™"
0X; 0X;
onde F; é a taxa de aparecimento de uma nova infecio no compartimento i e V;* ¢ a

transferéncia de individuos para fora do compartimento 7 por todos os outros meios. As
matrizes F' e V associadas ao ponto de equilibrio livre de doenga sao dadas por:

(2.122)

cafr 0 365 0

0O 0 0 O

F= 0O 0 0 O

0O 0 0 O
T+o—(1—¢)f 0 0 0
V= —01(5 ™4y 0 0
N 0 -my T+k —v

—(l=01—09)0 (1=m)y —k 7w4+v+a«
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Os valores préprios de FV~! sao (0,0,0,7), onde

B a1 f c303(0am? + oama + o2y + Oy + oymAT + oymya + v + vy + ovT)d
T+d—0+0e (m+d—0+60e)(m+v)(ar + 7k + 72 + ak + vr)

O ntumero de reproducao Ry para o sistema normalizado com tratamento e transmissao
vertical do HIV é dado por:

c151 0353(027r2 + 0Ty + 02V + OV + oymMYT + oymya + vw + vy + 0‘1V7T)5

RO:7T+5—9+9€ (m4+0 — 0+ 0e)(m +v)(ar + 7k + 72 + ak + vr)

O ponto de equilibrio livre de doenca do modelo normalizado é localmente assintoticamente

estavel se Ry < 1 e instavel se Ry > 1.

O ponto de equilibrio endémico do modelo normalizado é dado por E* = (s*(t),i*(t), p*(t), h*(t), a*(t)),
onde

g 1) —(r+d—aa’+(1-2)0i")i"
- gr:aa*—i—(l—s)@z’*
e o s
o (2.123)
o = ?fu_gl—02)&*¢¢+(1—m)awéi*zp%(@&i*¢+m7016i*)
P(wyp—kv)
com
o = (m+v—aa*+(1—¢e)bi*)
v = (m+k—ad+ (1—¢)bi")
w = (m+v+a—ad*+(1—e¢)bi*) (2.124)
ko= 098 + mryo,8i* + YA=01=02)0i vt (1-m)or1ditk(oadi 4 mo1dic)

wyp—kv

Note que s*, p*, h* e a* sao sempre positivos se e somente se By > 0. O modelo apresenta
uma bifurcacao transcritica em Ry = 1. Se Ry < 1, o ponto de equilibrio endémico, nao
existe biologicamente mas o ponto de equilibrio livre de doenca é um ponto atrator. Mas se
Ry > 1, o ponto de equilibrio endémico existe e é um ponto atrator, enquanto o ponto de
equilibrio livre de doenca é um ponto de sela.

Pelo que, se Ry > 1 entao o ponto de equilibrio endémico é globalmente assintoticamente
estavel. Como tal, define-se a seguinte fungao de Liapunov:

V(S*,i*,p*,h*,a*) —_ (S — g — S*ZOgé) + (Z —g* —i*log%) + <p_p* —p*log%) +
+ (h = h* = h*logh™) + (a — a* — a*log)

Seguidamente, calcula-se a derivada de V' que é dada por:

d_V_ s —s* @4_ 1 — 1% @—i- p—p* @+ h — h* @—i- a—a* @
dt s dt i dt P dt h dt a dt

A equacao anterior pode ser dada por:
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% =Z-Y (2.125)
onde
Z = [c1fii* + c3Bsh” + aa + 0i + g@z’] + 115 + 0 + ad] (i,i*)z_i_

+[aa+92 +€92} (o= p) +[aa+92 +592] By i r —1—[92 + ei] (=2t a) =
—1—91 + c3B3h* —|—0152 —|—025z W "+ myp* h R z/a —1—01(52—
+02517 + 5@*‘2 + vp*aa + mype- = 4 kR “a + 30it* + 50@ + 3502*2
+7 + c383h + 0161 + 0961 + myp + va + aa® + 3aa*? + i + 016"+
+0201" + yp + myp* + kh
Y = —[e1fii+ e3fs3h + 1+ aa* + Oichi*] M — [e1p18* + 0 + 7+ § + ad @

—[m+ 7+ aa” + 0 + 0] L — i+ k + aa* +92+592](hh)
— [T+ v+ a+0i+e0i] W — W% — 6363h— — 0151— — o900 — mvph—];
—VCL% — 359% — a? — 52’% — 0152'* — 0900 % — ’yp— — myp L kh%

—3ebii* — 3aaa™ — 01 — 307 — c;;ﬁgh — 0100 — 0252 — myp* — l/a — 0101
—0901 — 01" — yp* — myp — kh*
Pelo que, se Z < Y entao ‘fi—‘; < 0. Por outro lado, ¢ E =0seesdses = s" i=71i"
p =p", h = h* e a = a*. Portanto o maior conjunto compacto invariante é dado por
{(s*,i*,p*,h*,a*) € Q: % = 0}. Assim, pelo principio invariante LaSalle, E* é globalmente
assintoticamente estavel em 2 se Z < Y.
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Capitulo 3

Modelos Propostos

3.1 Modelo 1

O HIV/SIDA é um grande problema de satide global do nosso tempo. Tem havido alguns
avangos, algumas pequenas conquistas, mas milhoes de dolares sao gastos anualmente no
tratamento da doenca e nenhuma cura esta ainda disponivel. Aproximadamente, 25 milhoes
de pessoas infetadas pelo HIV vivem na Africa subsariana [10].

A progressao da doenga do HIV/SIDA é composta por trés fases: a fase aguda, caraterizada
por um crescimento extensivo da quantidade de virus inicial, a fase crénica ou assintomatica,
onde as quantidades de virus sao baixas e o paciente parece saudavel, e a fase da Sida,
onde hd um aumento acentuado da quantidade de virus e a destruicao das células T CD4™
auxiliares. O facto do virus HIV nao sé6 enfraquecer o sistema imunitario, mas também
as respostas especificas do HIV [49], e a sua capacidade de evoluir rapidamente, in vivo,
permite-lhe escapar as respostas imunitérias do paciente [24] e torna-o um dos virus mais
complexos para erradicar.

Muitos modelos mateméticos tém sido propostos para a dindmica da infegao do HIV [65,
49, 67, 53, 39, 50, 51, 57]. Em [66], os autores estudam a proliferagdo programada das
células CTL e sua influéncia na cinética do crescimento do virus. Os autores concluem que
as divisoes programadas melhoram a capacidade de resposta para remover a infecao, mas
reduzem a capacidade de resposta para controlar uma crescente populacao de virus e limitar
os sintomas agudos. Dividir as células 7 a 10 vezes, mostrou ser um numero adequado,
pois menos divisdes comprometem o controlo da infecao, e mais divisoes resultavam numa
patologia aguda. Em [60], mostra-se que a capacidade do virus HIV para infetar células T
CD4™ especificas influencia a dinamica da infecao do HIV. Nomeadamente, a propagagao da
infecao das células T CD4" aumenta a taxa de propagacao do virus, com cargas virais mais
elevadas, e proporciona uma protecao de células infetadas durante a terapia com drogas.
Além disso, essa habilidade pode também ter implicacoes na vacinagao. Se as células T
CD8" nao sao impulsionadas ao mesmo tempo, um maior nimero de células T CD4*
pode ser vantajoso para o virus e a vacinacao pode acelerar a progressao da doenca ao
invés de a prevenir [52]. Em [65], usa-se modelos matemadticos para investigar a dinamica
entre o HIV e as suas células especificas, assumindo a existéncia de dois clones das células
auxiliares, dirigidos contra epitopos do virus. O modelo nao inclui quaisquer respostas
efetoras auxiliares dependentes, nem competicao. Os resultados mostram que, neste caso,

o7
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um clone celular auxiliar mais forte pode excluir um mais fraco, porque os dois clones
sao infetados pelo mesmo agente patogénico. Este fenémeno é chamado de concorréncia
aparente. A facilitacao também é observada, isto €, se um dos clones das células auxiliares é
fraco demais para ser estabelecido em isolamento, a presenca de um mais forte proporciona
maior estimulagao antigénica, permitindo que o clone mais fraco persista.

Muitos modelos matematicos incluem atrasos. In wvivo, pode haver um tempo de laténcia
entre o instante em que as células alvo entram em contacto com as particulas de virus livre
e 0 tempo em que se tornam ativamente infetadas [29, 67]. Adicionalmente, também pode
existir um periodo de laténcia entre o momento em que o virus entra na célula e o momento
em que os novos virus sao liberados na corrente sanguinea [67]. Em [39], desenvolve-se um
modelo matematico para a dinamica do HIV-1, onde se inclui um atraso na iniciacao da
producao de virus. Observa-se que, quando a eficdcia da droga é menos do que 100%, a taxa
prevista de declinio na concentragao de virus no plasma depende de trés fatores: a taxa de
mortalidade das células produtoras de virus, a eficicia da terapia e o valor do periodo de
laténcia. Em [67], estuda-se um modelo matemético que inclui dois atrasos, uma para o
momento em que as células entram em contacto com o virus e se tornam infetadas e outro
para o periodo de producao de virus. Concluiu-se que o aumento dos periodos de laténcia
diminuiria o valor do nimero de reproducao. Tal sugere uma nova direcao para controlar
o virus HIV, no sentido de encontrar farmacos que prolonguem o periodo de laténcia e/ou
retardem o processo de producao. O mais comum dos atrasos na literatura sao atrasos
constantes ou continuamente distribuidos. Alguns autores dizem que os atrasos constantes
nao sdo biologicamente realistas, sendo os atrasos continuos os mais adequadas [40]. As
distribui¢oes gama sao frequentemente usadas para modelar atrasos continuos.

Descricao do modelo

O modelo I descreve a dinamica da transmissao do virus HIV/SIDA a partir das células T
CD4™" especificas, restritas a uma tnica populacao de células auxiliares. Este modelo é uma
versao modificada do modelo proposto por Roy e Wodarz em 2012, [65], no qual se inclui dois
tipos de atrasos. O primeiro atraso (delay) refere-se ao periodo de tempo que decorre desde
o momento em que as células sao expostas ao virus até a entrada do mesmo nas células.
O outro periodo de tempo é o que decorre desde a producao de novos virus produzidos
dentro das células infetadas e o momento de serem libertados. O modelo apresentado, foi
aceite na conferéncia 127 Conference on Dynamics Systems Theory and Applications [45]
e submetido a revista Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulatious em
Abril de 2013, [47].

Denota-se por x, as células auxiliares nao infetadas especificas, por y, as células auxiliares
infetadas especificas, por S, as células alvo nao infetadas nao especificas, por I, as células
alvo infetadas nao especificas e por v, as particulas de virus livre.

A progressao da doenca é conseguida por células que se deslocam de uma classe para outra.
As células auxiliares nao infetadas especificas, x, sao produzidas a um ritmo constante r
depois de estarem em contacto com o virus v. A proliferacao de células T é proporcional a
populagao total de virus. A saturacao da producgao de células T' pode ocorrer para valores
elevados de (x + y). Este regula a resposta imunitdria contra o virus. O grau de saturacao
é dado pelos parametros € e 1. As células auxiliares nao infetadas especificas, z, tornam-
se infetadas, apds o contacto com o virus, a uma taxa [ e morrem a uma taxa d. As
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células auxiliares infetadas especificas, y, morrem a uma taxa a, sao produzidas a um ritmo
[ e produzem virus a uma taxa k. As células alvo nao infetadas nao especificas, S, sao
produzidos a um ritmo «, sao infetadas, apds o contacto com o virus, a uma taxa [,
e morrem a uma taxa d,s. As células alvo infetadas nao especificas, I, morrem a uma
taxa a,s, sao produzidas a uma taxa (,, e produzem virus a uma taxa k,,. Finalmente, a
populacao livre de virus, v, morre a uma taxa u. O sistema de equacoes diferenciais com
atraso para o modelo proposto é dado por:

2(t) = ORI — d(t) — Ba(t)u(t)
y(t) = B[ a(t — 1ol — )gu s (e ™dr — ay(t)
0
S(t) = a—dnS(t) — BusS(t)u(t) (3.1)

I(t) = B ZOS(t — TVt = T)Gngy (T)e™27dT — apsI(t)

. oo o)
0(t) = K[yt = T)Gngps (T)e™7dT + Kps [ I(t = T) Gy s (T)e™7dT — uv(t)
0 0
O termo e ™" (i = 1,2,3,4) representa as células que estao infetadas no tempo ¢ mas

morrem antes de se tornarem produtivamente infetadas em 7 unidades de tempo mais tarde.
A funcao de distribuic@o gy, ,(7), (i = 1,2,3,4) é definida por:

et .
a0 = G e i3 (32)

Os parametros n; e b; definem o atraso médio, 7; = n;b;, a variancia é n;b? e o pico da
distribuigao ¢ (n; — 1)b;, (i = 1,2,3,4). Assim n;, (1 = 1,2,3,4) é um ntimero inteiro
positivo, n; > 1, (i = 1,2, 3,4). Substituindo b; = =, (1=1,2,3,4) obtém-se

ng, n;—1

gni7bi(7-) = (

e A ——C =1.2.3.4 3.3
ny— D TS (3:3)

com variancia 2—27 (1 =1,2,3,4). A largura da distribui¢ao é definida pelo parametro n; e
o atraso médio ﬁermite definir a localizacdo do atraso. A inclusao de um atraso continuo
implica a normalizacao do ntcleo, de modo a que fooo fi(r)e=™imdr = 1,(i = 1,2,3,4), para
que no modelo sem atraso permanecam os pontos de equilibrio do modelo com atraso. No
caso de uma distribuigdo gama, tem-se f;(7) = gn,»,(7), pelo que se reescala as equagoes do
modelo para obter [33]:
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2(t) = Gamym oty — de(t) = Beu)
y(t) = B3 :fox(t —T1)v(t — T)gnhél(T)dT — ay(t)
S() = a—duSEt) - BuSHu(t) (3.4)

I8) = Bos :fOS(t —)olt = T)g,, 5, ()T — an I (1)

o(t) = R J Y = T) Gy 5 (T)AT + Fons of I(t = 7)g,, 5, (T)dT — uv(?)
onde
3 — ﬂ 2 o an _ K
6 B (1 + mlbl)nl an a (1 —+ m2b2>n2 k= (1 ¥+ m3b3)(n3)
K N b 0o
s = .m0 ;= Y N dr — 1
) (14 myby)ms 1+ m;b; /0 Ini i (T)dr

As condigoes iniciais sao dadas por:
z(0) = ¢1(0), y(0) = p2(0), S(0) = ¢3(0), 1(0) = wa(0),

v(0) = ¢5(0), 0 € (—o0,0]

onde ¢ = (¢1,...,¢5)T tal que p;(0) >0, (0 € (—00,0],i =1,2,3,4,5).

Dada a natureza das variaveis, espera-se que, considerando condigoes iniciais nao negativas,
a solucao permaneca nao negativa. Em primeiro lugar, para a terceira equacao do modelo
(3.4), obtém-se:

t
S(t) _ 6—fg(dns+ﬁnsv(n))dn5(0) _|_/ 6—f;(dns+ﬁnsv(§))dfadn (35)
0

Pelo que, S(t) > 0 para t > 0, desde que S(0) > 0. De modo semelhante, pode-se estudar a
nao negatividade das outras quatro varidveis. Assim, define-se:

RS = {(z,y,5,I,v) €eR*: 2 >0,y > 0,5 > 0,1 >0,v >0} (3.6)

Numero de reproducao e estabilidade dos pontos de equilibrio

Para se calcular o niimero de reprodugao do modelo (3.4), determina-se os seus pontos de
equilibrio. Vem:
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iy ro(t) (1) _
2(t) =0 & 2(t) ((w(t)+y(;/)+e)(1(t7)]+n) —d- 5$(t>) =0

— ro)(y+e)(y+n)
& o) =0V naraeoem — ¢+ Azt)

(3.7)
St)=0 < S(t) = —dns+gnsv(t)
It)=0 & I(t)=2=5(t)u(t)
v(t) =0 & o(t) = Ey(t) + k=1 (1)
Considera-se o caso em que x(t) = 0, pelo que
y(t) = 0
o(t) = Faep(r)
S(t) - dnsu“!‘ﬂiszns[(t)
— an au
I(t) - a_ns dnsu“rﬁnsl_’v‘nsl(t)
& (dnsu Sy IE 5nsiz;mf(t>) I(t) =0
— — anlgnsa*dnsuans
s It)=0VvI(t) = Fnalpe e ne
Como tal, se I(t) = 0, entdo v(t) = 0 e S(t) = 7.
Por outro lado, se I(t) = W, entao
_ Igns an’;nsa_dnsuans _ ansEnsa_dnsuans
U(t) - U ansﬁnskns - ansﬁnsu
(3.8)
S(t) = dnsu_,’_anE?ija*dnsuans = B:ZE,ZS

ans

De seguida, calcula-se o nimero reproducao do modelo (3.4), Ry. Para tal, usa-se o método
descrito em [23]. O niimero de reprodugao é definido como o niimero de infe¢oes secundarias,
devido a uma tunica infecao numa populagao completamente suscetivel. O ponto de equilibrio
livre de doenga do modelo (3.4) é dado por:

PO = (:L‘O7y07507-[07v0) = <0707dim7070> (39)

Usando a notagao em [23] no sistema (3.4), as matrizes para os termos das novas infegoes,
F'| e os outros termos, V', sao dadas por:
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00 0 a 0 O
F=10 0 B.Sol; V=10 a, 0
0 0 —K —Kps U

O numero de reproducgao é dado por:

RTLSB’RS&

dns ansu

Ry=p(FV™) =

onde p indica o raio espectral de F'V~1. Pelo Teorema 2 [23], obtém-se o seguinte lema.

Lema 3.1.1 O ponto de equilibrio livre de doenca P° € localmente assintoticamente estdvel
se Ry < 1 e instdvel se Ry > 1.

Prova: Estuda-se a estabilidade do ponto de equilibrio livre de doenga P° no modelo (3.4).
Os valores préprios da matriz jacobiana do sistema (3.4), em torno do ponto de equilibrio
livre de doenca P, sao calculados através do determinante seguinte:

—d—X 0 0 0 0
0 —a—\ 0 0 0
M, = 0 0 —dps — A 0 —BnsSo
0 0 0 —ps — A BnsSoFa(N)
0 I%Fg()\) 0 RnsF4()\) —u— A

onde

FO) = [ g, (ne s (3.10)
0
Os valores proprios facilmente obtidos sao:

_d7 —a, _dns

Os restantes valores proprios sao as raizes da equacao carateristica de uma matriz 2 x 2,
calculada através do determinante abaixo:

—AQps — )\ anF2()\>SO

M, = FnsFa(N)  —u— A

O determinante é equivalente a:

(CLns + >‘) (u + )‘) - RnansSOF2()\>F4<)\) =0 (311)

e depois de algumas manipulacoes algébricas, obtém-se:

M+ G + Gy = GoRoFy (M) Fy(N) (3.12)

onde

Gl = Qps T Uu, GQ = QnpsU
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A equagao (3.12) é uma fungao continua nos atrasos 7 e 74. Para 7, = 74 = 0, tém-se
Fy(\) = Fy(\) = 1, e pela regra de sinais de Descarte, os dois valores préprios tém parte
real negativa, para Ry < 1. Assim, sabe-se que todos os valores préprios tém parte real
negativa. Considera-se agora o caso em que 7o > 0 e 74 > 0. A fim de mostrar que,
neste caso, os valores proprios tém parte real negativa, precisa-se de mostrar que a equacao
carateristica (3.11) ndo tem raizes imagindrias puras. Pois, tal facto conduz a que as partes
reais dos valores préprios nao mudem de sinal. Por contradi¢ao, assume-se que, para algum
w > 0, existe um A = 1w tal que:

—a}Q + Gliw -+ G2 = GQROFQ(?:(U)F;l(i(U) (313)

Considerando o quadrado do médulo, obtém-se:

w + GAw? + G} = GARY| By (iw) Fy(iw)|* < G3R? (3.14)

Portanto, se Ry < 1, a equacao carateristica nao tem raizes imagindrias puras. Consequen-
temente, os valores proprios sao todos negativos, logo obtém-se a estabilidade do ponto de
equilibrio livre de doenca P°.

De seguida, estuda-se a estabilidade do ponto de equilibrio endémico do modelo (3.4) dado
por:

Pl = (':Elv yla 5’17 Ila Ul) — <0’ 0 UAns aEnsRns_dnsansU’ Oé/énsf_ﬁns—dns(lnsu> (315)

’ ankns ’ BnsFnsans Bnstnsu

Lema 3.1.2 O ponto de equilibrio endémico P! € localmente assintoticamente estdvel, se
Ry > 1.

Prova: Estuda-se a estabilidade do ponto de equilibrio endémico P' no modelo (3.4). Os
valores préprios da matriz jacobiana do sistema (3.4), em torno do ponto de equilibrio
endémico P!, sdao calculados pelo determinante da seguinte matriz:

W —d—Bv; =X 0 0 0 0
6U1F1()\) —a— A 0 0 0
Ms = 0 0 —dps — Pnsts — A 0 — BnsS1
0 0 Brsv1 Fo(N) —lps — A BpsS1F(N)

Os valores proprios da matriz M3 facilmente calculados sao:

rui(y +€)(y +1)

—d — Py, —a
(o 1) -
Os restantes valores préprios sao obtidos através do determinante da matriz seguinte:
_dn_s - /anvl - )\ 0 _ _ﬁnssl
M4 = anvlFQ()\> —Aps — A ﬁnsSIFQ(/\)
0 Rn5F4()\) —UuU— A

Pelo que, obtém-se:
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/\3 + (dns + anvl + Qps + 1{))\2 + [(dns + 5nsvl)(ans_+ U) + Ulps — Rnansle2<)\>F4(>\)]/\
+(dns + ﬁns'vl)(uans - RnsﬁnsSIF2()‘)F4()\>> + ﬁnsﬂnsRnSSIUIFQ(A)F4()‘> - O

e depois de algumas manipulagoes algébricas, vem:

N4+ G+ G+ Gy = (GQA — %) Fy(\)Fy(\) (3.16)
onde

Glz%jtam%—u, Go = Ul

Gy =2 nefins | af 2eRns G4 = afpsFns

A equacao carateristica tem raizes positivas se e sO se tiver raizes imaginarias puras. Como
tal, assume-se que para algum w > 0, existe um \ = iw tal que:

G
—iwg — G1w2 + ng'w + G4 = <G2iw — R—4) FQ(ZW)F4(ZW) (317)
0
Como tal, é considerado o quadrado do médulo da equacgao anterior dado por:
G
| (G4 — G1w?) +i(Gaw — w?) |*=| —R—4 +iGow [} Fy(iw) Fy(iw) |? (3.18)
0
Vem:
G2
Wb+ GIut + (G2 - GR)w? + G5 < R—;* (3.19)
0
A expressao anterior é equivalente a:
S G GG,
ot B2 1< (3.20)
Gi  Gi Gi R

o que contradiz o facto de Ry > 1. Portanto, se Ry > 1, a equacao carateristica nao tem
raizes imaginarias puras. Consequentemente, obtém-se o resultado sobre a estabilidade do
ponto de equilibrio endémico P*.

Simulacoes numéricas

Nesta subsegao apresentam-se as simula¢oes numéricas do modelo (3.4). Os parametros
usados nas simulagdes estao na Tabela (3.1).
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’ Parametro \ Valor \ Referéncia

3 0.0l | [65)
d 0.5 | [65]
a 1 [65]
r 2 [65]
’ 10 [65]
. 10 [65]
g 1 [65]
K 1 [65]
u 1 [65]
Brs 0.2 [65]
o 0.12 | [65]
s 0.1 | [65]
s 0.2 [65]
Kns 1 [65]
M 0.01 | [33]
ma 0.01 | [33]
by 0.0625 | [33]
by 0.0825 | Estimado
ny 4 [36]
- 4 136]
ma 0.048 | [33]
- 013 | [33]
by 0.25 | [33]
by 0.35 Estimado
- 5 33]
N 6 33]

Tabela 3.1: Parametros usados nas simula¢oes numéricas do modelo (3.4).

Na Figura 3.1, observa-se a variagao do nimero de células alvo nao infetadas e infetadas
nao especificas, do nimero das células auxiliares nao infetadas e infetadas especificas e da
populacao de virus livre. Observa-se que, para os valores dos parametros e das condigoes
iniciais usados, o modelo aproxima-se do ponto de equilibrio estavel livre de doenca. Bi-
ologicamente, isto é explicado da seguinte forma. A baixa quantidade inicial de virus e o
nimero inicial reduzido de células auxiliares especificas, leva a extincao da resposta das
células auxiliares especificas e a erradicacao da doenca.
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Figura 3.1: Células alvo nao infetadas (linha) e infetadas nao especificas (tracejado), (em
cima, a esquerda), células auxiliares nao infetadas (linha) e infetadas especificas (tracejado),
(em cima, a direita) e as particulas de virus livre (em baixo). Os valores dos parametros
usados sao os da Tabela 3.1, com as seguintes condigbes iniciais z(0) = 12, y(0) = 0,
S(0) = 1.2, 1(0) = 0 e v(0) = 12, Ry = 0.9158.

Na Figura 3.2, representa-se a dinamica do nimero de células alvo nao infetadas e infetadas
nao especificas, o numero de células auxiliares nao infetadas e infetadas especificas e a
populagao de virus livre. O modelo aproxima-se do ponto de equilibrio endémico estavel,
para os parametros e condigoes iniciais indicados. Biologicamente, observa-se que uma quan-
tidade de virus inicial elevada e um elevado nimero inicial de células auxiliares especificas,
traduz-se na persisténcia da resposta das células auxiliares especificas.

Note-se que o valor de Ry usado nas simulacoes das Figs 3.1-3.2 é o mesmo, variou-se apenas
as condigoes iniciais. Como tal, isto sugere que o modelo proposto neste estudo apresenta o
fenémeno da bifurcacao subcritica. Esta afirmacao serda provada em trabalhos futuros.
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Figura 3.2: Células alvo nao infetadas (linha) e infetadas nao especificas (tracejado),
(em cima, a esquerda), células auxiliares nao infetadas (linha) e infetadas especificas
(tracejado),(em cima, a direita) e particulas de virus livre (em baixo). Os valores dos
parametros usados sdo os da Tabela 3.1, com as seguintes condigoes iniciais z(0) = 100,
y(0) = 0, S(0) = 1.2, 1(0) = 0 e v(0) = 100, Ry = 0.9158.

Variam-se agora os parametros 75 e 74. Estes parametros representam o periodo de laténcia
das células infetadas (72) e o periodo de produgao de particulas de virus livre (73). Os
mesmos aparecem na expressao do Ry. Note-se que Ry pode ser reduzido através do aumento
do periodo de laténcia de células infetadas (72) e/ou de adiar o periodo de producdo de
particulas de virus livre (73). A partir da Fig. 3.3, conclui-se que a diminui¢ao dos valores
de 7, e T4, comparativamente aos valores usados na Fig. 3.1, aumenta o valor de R, para
valores superiores a 1 e o sistema aproxima-se agora do ponto de equilibrio endémico. Assim,
uma boa estratégia para controlar o virus HIV /SIDA deve-se focar em drogas para prolongar
o periodo de laténcia e/ou diminuir a producao de virus [67, 33].
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Figura 3.3: Células alvo nao infetadas (linha) e infetadas nao especificas (tracejado), (em
cima, a esquerda), células auxiliares nao infetadas (linha) e infetadas especificas (tracejado),
(em cima, a direita) e as particulas de virus livre (em baixo). Os valores dos parametros sao
os da Tabela 3.1, exceto para by = 0.0125 (72 = 0.05) e by = 0.015 (74 = 0.09). As condigoes
inicias sao z(0) = 12, y(0) =0, S(0) = 1.2, I(0) =0 e v(0) = 12, Ry = 1.1855 > 1.

3.2 Modelo 11

Em 2009, 1.1 milhoes de pessoas nos Estados Unidos foram infetados com o virus HIV, dos
quais 18% nao sabia que estavam infetados. Em 2011, houve 1.962 casos diagnosticados
de infegao por HIV em Portugal [19]. O HIV/SIDA é um importante problema de satude
global. Pequenos passos vao sendo conseguidos no sentido da cura, mas a prevencao ainda é
a melhor estratégia. As medidas de prevencao mais comum sao o uso correto do preservativo
durante as relagoes sexuais, e o uso de agulhas e seringas descartaveis. Para prevenir o facto
do HIV ser transmitido de mae para filho, todas as mulheres gravidas devem consultar os
seus médicos o mais rapido possivel e fazer o teste de HIV. Uma mulher seropositiva tem
50% de hipéteses de infetar o bebé com HIV [10].

Descricao do modelo

O modelo proposto nesta tese para a dinamica da transmissao do virus HIV/SIDA, analisa
a dinamica das populacoes, considerando o tratamento e a transmissao vertical como em
[56] e 0 uso ou nao de preservativo como em [18]. Como tal, considera-se que as populagoes
suscetivel e infetada sao divididas em dois grupos, o grupo dos que usam preservativo e
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o grupo dos que nao usam. Assim, divide-se a populagao total em seis grupos: Si(t) a
populagao suscetivel que usa preservativo, [;(¢) a populagao infetada que usa preservativo,
Ss(t) a populagao suscetivel que nao usa preservativo, I5(t) a populacao infetada que néao
usa preservativo, T'(t) a populagao infetada em tratamento e A(t) a populagao com SIDA.
A populagao de tamanho N (¢) tem um fluxo constante de individuos suscetiveis S; a uma
taxa m N, onde 7 é a taxa de recrutamento da populacao suscetivel que usa preservativo
e um fluxo constante de individuos suscetiveis Ss a uma taxa m /N, onde 7 é a taxa de
recrutamento da populacao suscetivel que nao usa preservativo. A taxa de mortalidade
em todas as classes é p. Os individuos suscetiveis que usam preservativo sao infetados
a uma taxa 03}53 pelo contacto com individuos em tratamento. Os individuos suscetiveis
que nao usam preservativo sao infetados pelo contacto com individuos infetados da classe
I;(t) a uma taxa % e pelo contacto com individuos em tratamento a uma taxa %
Os parametros f;, 1 = 3,11,31 sao as taxas de contacto sexual e ¢;, 1+ = 3,11,31 sao o
numero médio de parceiros sexuais por unidade de tempo. As criancas recém-nascidas, que
sao infetadas durante o parto, sdo recrutadas diretamente para a classe de infetados I;(t),
i = 1,2 a uma taxa (1 — €)f, onde € é a fragdo de recém-nascidos infetados com HIV que
morre imediatamente apds o nascimento e # é a taxa de recém-nascidos infetados com HIV.
Por outro lado, os individuos infetados movem-se para a classe dos tratados, T'(t), a uma
taxa 090 e para a classe dos pacientes com SIDA a uma taxa (1 — 02)d, onde § é a taxa de
movimento dos individuos infetados e o5 é a fracao de d que sao tratados. Os individuos em
tratamento podem evoluir para a classe com SIDA, A(t), a uma taxa k. Os individuos com
SIDA sao tratados a uma taxa v, e morrem por causa da SIDA a uma taxa «. O modelo
proposto é o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares:

£ = m- b5 s,
dh = BS54 )+ (1 — €)0],
@S — N - wbubS  wbnTS _q

(3.21)
dr = 6115§¢1252 + 0316?\}T52 —(04+wly+ (1 —¢€)0l,
dar

pr = 025(]1+12>+UA_(1€+M>T

% = (1—02)5(]1+[2)+kT—(U+06+M)A
As condigoes iniciais sao S1(0) = Si,, 11(0) = I, S2(0) = Sa,, [2(0) = Iy, T(0) = Ty e
A(0) = Ay.

A populacao total N(t) = S1(t) + 11 (t) + So(t) + Ly (t) + T(t) + A(t), é dada por:

dN
E = (7r1 + 7Ty — ,U)N + (1 — 6)9(11 + ]2) —aA (3'22)
As variaveis podem ser normalizadas por: s; = %, 1= Iﬁl; Sg = %7 iy = Iﬁ, h = %, a= %'

O sistema normalizado é dado por:
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diy
dt

dh
dt

da
dt
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m — c3fshsy — (m + me + (1 — €)0(i1 +i2) — aa)s;

csPshsy + (1 —€)0iy — (my +ma+ 0+ (1 — €)0(iy + ia) — aa)iy

To — €11 5111282 — c31031hse — (M1 + 7o + (1 — €)8(i1 + i2) — aa)ss

C11511i282 -+ 031631h82 + (1 — E)eig — (7T1 + T + ) + (1 - 6)0(21 + 22) - Oéa)ig

Ugd(il + 22) +va — (7'1'1 + Ty + k + (1 — 6)9(21 + Z2> — Ck(l)h

(1 —02)0(i1 +i2) + kh — (m + T+ v+ a+ (1 —€)f(iy +1i2) — aa)a

(3.23)

Como tal, s14+i1+so+is+h+a=1es(t) >0,i1(t) >0, s9(t) >0,i(t) >0, h(t) >0e¢

a(t) > 0.

Numero de reproducao e estabilidade dos pontos de equilibrio

Para se calcular o nimero de reprodugdo, Ry, do modelo (3.23), determinam-se os seus
pontos de equilibrio:

&1 —
G =0
42 — ()
4z —
¢—0
da —

=
=

te ¢

t e

=
=

=
=

(71'1 + Ty + Cgﬁgh + (]_ — 6)9(@1 + ’LQ) — aa)31 = T
S1 =

st
7r1+W2+C3B3h+(1—6)9(i1+i2)—aa

(71'1 + T + 5 + (1 - 6)0(21 -+ iz - 1) — oza)z'l = Cgﬁgh&‘l
c3fB3hs
7'l'1+7'r2+(5+(13 635 (211—‘,-7,2—1)—040,

11:

(m1 4+ w2 + c11 P11t + C31ﬁ31h + (1 —€)0(iy + i2) — aa)sy = my
S9 =

7r1+7r2+c1151112+031531h+(1 €)0(i1+i2)—aa

(m +m —ci1frise + 0+ (1 — €)0(iy + iy — 1) — aa)ia = c31031hs2
P c31831hsg
2 m1+ma—c11B1152+0+(1—€)0(i1+i2—1)—aa

(7T1 + mo + k + (1 — 6)9(@1 + ig) — aa)h = 025(2‘1 + iQ) + va
025(i1+i2)+va
7r1+7r2+k:+(176)9(i1+i2)7aa

>

(7T1 +mo+v+a+ (1 — 6)9(21 + Zg) — aa)a = (1 — 0'2)5(’i1 + 22) + kh
(1—0’2)5(i1+i2)+kh
7r1+7r2+v+a+(1—e)9(i1+i2)—aa

Q

Calcula-se o ponto de equih’brio livre de doenca, assume-se que iy = is = h = a = 0, pelo

que s; =

T

1
+72

€ So =

- +7r . Assim o ponto de equilibrio livre de doenca, P° ¢ dado por:

PO = (59,0, 69,49 10 %) = (0 —"2 0,0,0 3.24
17919225 92

s Yy
7T1+7TQ 7T1+7T2
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De seguida, calcula-se o niimero reproducao do modelo (3.23), R,. Para tal, usa-se o método
descrito em [23]. Usando a notagao em [23] no sistema (3.23), as matrizes para os termos
das novas infecoes, F', e os outros termos, V', sao dadas por:

0 0 c3B3m
0 c1181172 C;rllﬁ—;?rz
F = T+ T+
0 0 0 0
0 0 0 0
(711 +m+ 0 — (1 —€)f 0 0 0
v o_ 0 m+m+d—(1—¢€)d 0 0
—090 —090 m+m+k —v
1—09)d —(1—=09)6 —k T+ T+ U+ o

—(
A 0 0 0
0 A 0 0
-B —-B C —wv
-D -D -k E

O numero de reproducao é dado por:

c11f1im2(kv — CE) — (Dv + BE)(c3183172 + ¢38371)
2(m1 + m2)A(kv — CE)

Ry = p(Fv=h=

+l (Dv —+ BE)2(C3B37T1 + 031631“'2)2 —+ 26115117@(161) — CE)(D'U =+ BE)(Cgﬁgﬂ'l — 63153171'2) + C%lﬁflﬁg(kv — CE)2
2 (7‘(1 +7T2)2A2(kU—CE)2

onde p indica o raio espectral de F'V 1. Pelo Teorema 2 [23], obtém-se o seguinte lema.

Lema 3.2.1 O ponto de equilibrio livre de doenca P° € localmente assintoticamente estdvel
se Ry < 1 e instdvel se Ry > 1.

Simulacoes numéricas

Nesta subsec¢ao apresentam-se as simulagoes numéricas do modelo (3.23). Os parametros
usados nas simulacoes estao descritos na Tabela 3.2.
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’ Parametro \ Valor \ Referéncia ‘

0 0.7 Estimado
€ 0.2 [56]
v 0.1 [56]
G 0.4 [56]
B3 0.05 [56]
B31 0.05 Estimado
09 0.01 [56]
k 0.08 [56]
C11 3 [56]
3 1 [56]
C31 1 Estimado
m 0.4 [56]
) 0.6 [56]
0.6 [56]

Tabela 3.2: Parametros usados nas simula¢oes numéricas do modelo (3.23).

[lustra-se, na Figura 3.4, que para diferentes valores das condicoes iniciais e valores de
parametros, a dinamica do modelo (3.23). Na Figura 3.4 (em cima), o sistema tende para
o ponto de equilibrio livre de doenga. Na Figura 3.4 (em baixo), o sistema converge para o
ponto de equilibrio endémico.
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Figura 3.4: Dinamica dos suscetiveis, s; e So, infetados, i1 e iy, tratados, h, e com SIDA, a,
para os parametros da Tabela 3.2 exceto os valores de w1, m e 6. Usam-se my = m =60 =0
(em cima) e m = m = 0.1 e # = 0.7 (em baixo), com as seguintes condigoes iniciais s1(0
$2(0) = 0.35, i1(0) = i2(0) = 0.1, A(0) = 0.07 e a(0) = 0.03 (em cima) e $1(0) = s55(0) =

i1(0) = i2(0) = 0.15,h(0) = 0.07 ¢ a(0) = 0.03 (em baixo).

)
0.3

Na Figura 3.5 mostra-se o impacto da variacao das taxas de recrutamento, m; e 7y, nos
individuos suscetiveis, em tratamento e nos pacientes com SIDA. Observa-se que, para o au-
mento dos valores de m; e my, a populacao suscetivel aumenta, inversamente ao que acontece
com a populacao dos tratados e a populacao dos pacientes com SIDA, que diminuem.
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Figura 3.5: Dinamica da populacao suscetivel, s; e s, em tratamento, h, e da classe com
SIDA, a, para diferentes valores de my. Os valores dos parametros sao os da Tabela 3.2,
com as seguintes condigoes iniciais s1(0) = $2(0) = 0.3, i1(0) = i2(0) = 0.15, h(0) = 0.07 e
a(0) = 0.02.

Na Figura 3.6 observa-se a variacao da proporcao da populagao infetada i1 e i5, da populagao
em tratameto e da populacao com SIDA, ao longo do tempo, para diferentes valores da taxa
de movimento dos individuos infetados, 9. O aumento do valor de § provoca a diminui¢ao
da proporc¢ao de infetados i, e 79, que por sua vez aumenta a proporc¢ao da populacao em
tratamento e dos pacientes com SIDA.
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Figura 3.6: Dinamica dos individuos infetados, 71 e 79, dos individuos em tratamento, h, e
dos pacientes com SIDA, a, para diferentes valores de §. Os valores dos parametros sao os
da Tabela 3.2, com as seguintes condigoes iniciais s1(0) = 0.34, s5(0) = 0.33, i1(0) = i2(0) =
0.15, h(0) = 0.02 e a(0) = 0.01.

Na Figura 3.7 observa-se variando o9, a fracao de infetados, §, que sao tratados, influencia a
proporcao de individuos em tratamento e dos pacientes com SIDA. O aumento de g5 conduz
ao aumento da propor¢ao da populacao em tratamento e a diminuicao da proporgao dos
pacientes com SIDA.
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Figura 3.7: Dinamica dos individuos em tratamento, h, e dos pacientes com SIDA, a, para
diferentes valores de g5. Os valores dos parametros sao os da Tabela 3.2, com as seguintes
condigbes iniciais s1(0) = 0.34, s9(0) = 0.33, i1(0) = i2(0) = 0.15, A(0) = 0.02 e a(0) = 0.01.

Na Figura 3.8 mostra-se a variagao da taxa de contacto, 311, de suscetiveis (s3) em relagdo
aos infetados (i3). O aumento da taxa de contacto (i1, leva a redugdo do nimero de
individuos suscetiveis sy e ao aumento dos individuos infetados 75, sugerindo o aumento do
tratamento.
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Figura 3.8: Dinamica dos individuos suscetiveis, sg, dos individuos infetados, iy, e dos
individuos em tratamento, h, para diferentes valores de (3;;. Os valores dos parametros sao
os da Tabela 3.2, com as seguintes condigdes iniciais s1(0) = 0.34, s5(0) = 0.33, i1(0) =
i5(0) = 0.15, h(0) = 0.02 e a(0) = 0.01.

Na Figura 3.9 mostra-se o impacto da variagao de c¢;;, o nimero médio de parceiros sexuais
)

por unidade de tempo, na populagao suscetivel, sy e infetada, i,. Com o aumento de ¢, a

populagao suscetivel, sy diminui, por sua vez a populacao infetada, i, aumenta.
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Figura 3.9: Dinamica dos individuos suscetivel, s; e dos individuos infetados, i, para
diferentes valores de c¢q1, nimero médio de parceiros sexuais por unidade de tempo. Os
valores dos parametros sao os da Tabela 3.2, com as seguintes condigoes iniciais s1(0) = 0.34,
$2(0) = 0.33, i1(0) = i2(0) = 0.15, h(0) = 0.02 e a(0) = 0.01

Na Figura 3.10 mostra-se a variagao das taxas de tratamento na populacao tratada e
da populacao com SIDA, respetivamente k£ e v. Observa-se que a medida que as taxas
de tratamento aumentam, os doentes com SIDA diminuem devido ao tratamento, logo
aumenta-se a populacao tratada.
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Figura 3.10: Variacao da proporcao da populagao com SIDA, a, e da populacao tratada,
h, para diferentes valores de k e v. Os valores dos parametros sao os da Tabela 3.2, com
as seguintes condigoes iniciais s1(0) = s2(0) = 0.3, i1(0) = i2(0) = 0.15, A(0) = 0.05 e
a(0) = 0.05.

Na Figura 3.11 mostra-se o efeito da taxa de mortalidade induzida pela SIDA, a. Pode-se
observar que a medida que o aumenta, a populagao de doentes com SIDA diminui.
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Figura 3.11: Variagao da proporcao da populacdo com SIDA, a, para diferentes valores de
a. Os valores dos parametros sao os da Tabela 3.2, com as seguintes condicoes iniciais
$1(0) = s2(0) = 0.2, 71(0) = i2(0) = 0.1, h(0) = 0.05 e a(0) = 0.25.

3.3 Modelo II1

A maldria e o HIV/SIDA sao dois dos grandes problemas de saide globais do nosso tempo.
A Organizagao Mundial de Satude (OMS) revelou que a maldria e HIV causam mais de 4
milhoes de mortes por ano [54]. Quase 3 bilhoes de pessoas (ou seja, metade da humanidade)
vive em regides endémicas da maldria, em mais de 100 paises [11, 28], e aproximadamente
25 milhdes de pessoas infetadas pelo HIV vivem na Africa subsariana [10].

Nas ultimas décadas, foram feitos grandes esforcos na investigacao para obter uma vacina
eficaz para travar a progressao e a transmissao da maldria. A vacinacao destina-se a reduzir a
suscetibilidade & infe¢ao dos humanos e a gravidade da doenga [35], assim como a transmissao
dos parasitas aos mosquitos. Até este momento, os esfor¢os para encontrar uma vacina eficaz
contra a maldria tém sido infrutiferos. Em [42], os autores tentaram desenvolver uma vacina
sintética. O Center for Healthcare Research Manhica realiza pesquisas para combater as
doencas negligenciadas, que afetam principalmente os pobres e os paises em desenvolvimento
[3]. H& um certo otimismo em rela¢do a vacina contra a malaria [5, 8]. No entanto, hoje
em dia, o controlo da doenca depende em grande parte em protecao pessoal e quimioterapia
(14, 15, 16]

A melhor medida, até agora, é a erradicacao do mosquito Anopheles, que transmite o
parasita Plasmodium, que causa a doenca. O uso de potentes inseticidas téxicos, proibidos
no ocidente, tem aumentado, uma vez que as consequéncias da maldria sao muito mais
prejudiciais do que as dos inseticidas. Por outro lado, o uso de redes de mosquitos sao
mais eficazes na protecao durante o sono, dado que a vasta maioria das infegoes ocorre
nesse periodo. Os cremes repelentes de insetos sao eficazes, porém mais caros do que as
redes. Deve-se usar roupa que cubra a pele nua tanto quanto possivel, durante o dia. O
mosquito nao é tao propenso a morder o rosto ou as maos, onde os vasos sanguineos sao
menos acessiveis. A drenagem das zonas himidas é também uma medida eficaz [27, 38].

A maldria e o HIV/SIDA estao intimamente relacionadas. A infe¢ao do HIV/SIDA aumenta
o risco de parasitemia da maldria [7, 26]. Um quarto a um ter¢o dos casos de malaria em
adultos, no leste e no sul de Africa, onde a prevaléncia do HIV é de cerca de 30%, sao
explicados pelo HIV/SIDA [55]. Por outro lado, o tratamento de pacientes com maldria
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inverte o aumento da carga viral, o qual pode diminuir a transmissao do HIV/SIDA e
retardar a progressao da doenca [30, 55].

Vérios modelos matematicos para a dindmica da maldria, do HIV/SIDA e da coinfegao
da malaria e do HIV/SIDA tém sido propostos na literatura. Em [13], apresenta-se um
modelo com equacoes diferenciais ordinarias para a propagacao da malaria em populagoes
humanas e mosquitos. Calcula-se o ponto de equilibrio livre de doenca, que é estavel para
um numero de reproducao, Ry, inferior a um. Para Ry > 1, existe estabilidade para o ponto
de equilibrio endémico. As simulacGes do modelo mostram que, para valores maiores da taxa
de mortalidade induzida pela doenga, existe uma bifurcagao subcritica, para Ry = 1. Em
[14, 15, 16], formularam-se modelos para a maldria, numa populagdo humana parcialmente
imune, com atrasos discretos. Em [14], a andlise do modelo revelou que o aumento do
periodo em que a imunidade parcial se perdeu, traduz-se num aumento da disseminacao da
doenca. Assim, tratando-se parcialmente seres humanos imunes poderia reduzir a gravidade
da doenca. Além disso, as vacinas, usadas para bloquear a transmissao seriam eficazes
numa populagao parcialmente imune. Em [2], comparam-se dois modelos matematicos para
a transmissao da malaria por duas espécies de Plasmodium. Os resultados mostram que a
combinacao da terapia base com novos farmacos eliminam ambas as espécies. Uma revisao
de alguns modelos matematicos para a transmissao da maldria pode ser encontrada em [34].
Em [1], conclui-se que aumentos transitérios e repetitivos da carga viral do HIV, resultantes
da recorrente coinfecao com a malaria, pode ser um fator importante na promocao da
propagacao do HIV na Africa subsariana. Um modelo deterministico para a coinfecao do
HIV/SIDA e malédria numa comunidade é analisado em [37]. As simulagdes numéricas do
modelo revelaram que a coexisténcia das duas doencas, se observa para valores do niimero
de reprodugao superiores a 1. Diminuindo a atividade sexual dos individuos sintomaticos
da maléria, reduz-se o nimero de novos casos de HIV e de coinfecao de HIV e maldria, mas
aumenta-se o nimero de novos casos de maldaria. A suscetibilidade a infecao por malaria
causada pelo HIV aumenta a infecao pelas duas doencas HIV e malaria, sendo insignificante
nos casos de infecao isolada por malaria e por HIV.

Descricao do modelo

Nesta tese propoe-se um modelo para a coinfe¢ao de malaria e de SIDA. As equacoes relativas
ao modelo de maldria sdo uma versao simplificada do modelo apresentado em [15]. O modelo
apresentado aqui foi submetido a Applied Mathematics and Computation [46].

A populacao total de individuos humanos é dada por Ny(t), que é dividida nas seguintes
classes: Sp(t), Vi(t), En(t), In(t), Ya(t), Lmniv(t), Ihiw(t), Aniv(t) € Ampi(t). A classe Sy(t)
corresponde ao numero de seres humanos suscetiveis, V,(t) aos seres humanos vacinados
contra a maléria, Ej(t) aos seres humanos expostos, I (t) aos seres humanos infetados com
a maldria, Y3 (t) aos seres humanos infetados vacinados contra a malédria. I,z (t) é o nimero
de individuos duplamente infetados, mas sem sintomas de SIDA, I},;,(t) é o nimero de seres
humanos infetados com HIV/SIDA, Ap;,(t) é o nimero de seres humanos infetados pelo HIV
e que apresentam sintomas de SIDA e A, i, (t) é 0 nimero de individuos que exibem sintomas
de malaria e SIDA. O numero total de elementos da populagdo de mosquitos é dada por
Np(t) = Sy (t)+ En(t) + 1n(t), onde S, () corresponde ao ntiimero de mosquitos suscetiveis,
E,,(t) de mosquitos expostos e I,,(t) de mosquitos infetados. O diagrama esquemético do
modelo é dado na Figura 3.12.
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Figura 3.12: Fluxograma do modelo da coinfe¢ao (3.28).

A progressao da doenca é obtida pela deslocacao dos seres humanos e mosquitos de uma
classe para outra. Os novos individuos nao infetados entram na populagao humana a uma
taxa Ay, pela migracao ou por nascimento. Todos os seres humanos estao sujeitos a morte
natural, ocorrendo a uma taxa pu,. A proporcao de individuos vacinados com sucesso €
p € [0,1), pelo que pA;, é a proporgao de individuos que entram na classe Vj(t) e (1 —p)Ay
é a propor¢ao de individuos que entram na classe S,(t). Os seres humanos suscetiveis sao
infetados pelo parasita da malédria a uma taxa f,(t) e entram na classe Ej,. A taxa de infegao
de seres humanos suscetiveis é dada por:

I(1)
Ni(t)

onde [, é a probabilidade de uma picada de um mosquito infetado levar a infecao de um
ser humano suscetivel e ¢ é a taxa de picadas de mosquitos fémeas.

A protegao individual é modelada pelo fator (1 — bz), onde 0 < z < 1 representa a eficdcia
das estratégias adotadas para a protecao individual e 0 < b < 1 é a proporcao de pessoas da
comunidade que utilizam esta estratégia de protegao. Os individuos na classe V},(¢) podem
ser apenas parcialmente protegidos, e, portanto, podem desenvolver a doenca, a uma taxa
de infecao fi,(t)(1 — ). O parametro 0 < v < 1 d& a eficicia da vacina pré-eritrocitica. A
imunidade induzida pela vacina diminui, conduzindo a que os individuos vacinados possam
tornar-se suscetiveis a uma taxa o. Os seres humanos expostos tornam-se infetados apods
um tempo 7. Os seres humanos suscetiveis e vacinados entram, respetivamente, nas classes

(3.25)

Jn(t) = Bre(l — bz)
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infetadas Ij,(t) e Y,,(t). Os seres humanos suscetiveis adquirem a infe¢ao do virus HIV/SIDA
a uma taxa [, (t), dada por:

Brin(t) = B (Thiv(t) + UHMfmhw(t)]\J[;Z,;(Ahw(t) + N Amnin(t)) (3.26)

onde 3, é a taxa de contacto efetivo para a infecao do HIV e 14 > 1 modela o facto de
os individuos infetados pelo HIV com sintomas de SIDA serem mais infeciosos do que os
individuos infetados pelo HIV sem sintomas de SIDA. O parametro gy, > 1 determina o
contagio de malaria por individuos infetados com malaria e HIV sem sintomas de SIDA,
comparativamente aos infetados apenas com HIV e sem sintomas de SIDA. Os seres humanos
infetados vacinados, Yy entram na classe S,(t) a uma taxa oyr, ou morrem pela doenga
a uma taxa (1 — o9)ay,. Os parametros o3 > 1 e 0 < 03 < 1 modelam o efeito da vacina
pré-eritrocitica no aumento da recuperacao e na reducao de mortalidade devido a doenca,
respetivamente. Nao ha recuperacao de individuos na classe V},. Os individuos infetados
com maléria, I,(t), recuperam a uma taxa r, e deslocam-se para a classe de suscetiveis,
ou podem morrer de infecdo a uma taxa ap;. Os seres humanos [j,(t) sao infetados com o
virus da SIDA/HIV e entram na classe I,,;;, a uma taxa €, (t), onde €5 < 1 modela a
diminuicao da atividade sexual devido a malaria.

Os seres humanos duplamente infetados, que nao exibem os sintomas de SIDA, I,,niv,
recuperam da maldria a uma taxa ¢ e entram na classe [Ip;, ou comecam a exibir sintomas
de SIDA a uma taxa £ays e deslocam-se para a classe A,,pip. Estes individuos podem morrer
da infecao por malaria a uma taxa 7oy, onde 7 representa o aumento da mortalidade por
malaria nos individuos duplamente infetados com HIV, ou passam a ter sintomas de SIDA a
uma taxa g, onde ¢ determina o aumento da mortalidade relacionada com o HIV, devido
a dupla infegdo com a maldria. Os seres humanos infetados sé com HIV /SIDA, I;;,, sdo os
individuos duplamente infetados com HIV/SIDA e maléria que recuperam da infegao por
malaria a uma taxa ¢o, e os individuos suscetiveis que sao infetados com o virus HIV a uma
taxa fpiy(t). Os individuos desta classe adquirem a infe¢ao por malaria e deslocam-se para
a classe Ipi, a uma taxa vy f,(t), onde v; > 1 representa o aumento da suscetibilidade,
destes individuos, a infegdo por maldria como resultado da infe¢ao do virus HIV/SIDA. Os
individuos da classe Ij;,(t) também podem apresentar sintomas de SIDA a uma taxa ass
ou morrem por infe¢cao do virus HIV a uma taxa dg, e por morte natural a uma taxa uy.
Os individuos infetados com HIV exibindo sintomas de SIDA, A,;,, sao aqueles infetados
com HIV, Ip;,(t), que evoluem para a SIDA, a uma taxa aps e aqueles duplamente infetados
com maléria e HIV/SIDA, A,,niv, que recuperam da malédria a uma taxa ¢3. Os individuos
desta classe morrem por SIDA a uma taxa dy e por morte natural a uma taxa p,. Os
individuos que apresentam sintomas de SIDA, Ap;,(t), adquirem maldria e deslocam-se para
a classe A,pi(t) a uma taxa v, fy(t), onde vy define o aumento da suscetibilidade a malaria
dos individuos da classe Ap;,(t). Os individuos duplamente infetados que exibem sintomas
de SIDA, A,pniv(t), sdo aqueles individuos da classe I,n;,(t) que evoluem para SIDA a uma
taxa Eapg, onde £ > 1 modela o facto de os individuos duplamente infetados com HIV e a
malaria progredirem para a infegdo com SIDA a um ritmo mais rapido do que os infetados
s6 com HIV. Os individuos da classe A, (t) recuperam da maldria a uma taxa ¢z, morrem
da maldria a uma taxa 7Tay;, apresentam sintomas de SIDA a uma taxa ¥dy e morrem
naturalmente a uma taxa u,. O tratamento da malaria nao é considerado neste modelo.
No que diz respeito a populacao dos mosquitos, presume-se que os mosquitos suscetiveis sao
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recrutados, a uma taxa constante A,,. Todos os mosquitos sao submetidos a uma morte
natural, o que ocorre a uma taxa de p,,. Os mosquitos suscetiveis, S,,, sao infetados pelo
parasita Anopheles a uma taxa f,,(t) dada por:

Ih(t) + Imhiv(t) + (1 - E)Yh(t) + Amhw(t)
Ni(t)

onde 3,, é a probabilidade de uma picada de mosquito num ser humano suscetivel, tendo
gametdfitos infeciosos, levar a infe¢do do mosquito. O parametro € € [0, 1] modela a eficicia
da vacina em bloquear a transmissao da doenca, ou seja, a reducao da transmissao de
humanos vacinados aos mosquitos suscetiveis. A eficacia da droga para reduzir a infecao da
maldria nos seres humanos tratados é modelada pelo parametro n4 € [0,1]. Os mosquitos
suscetiveis infetados movem-se para a classe exposta. Apds um tempo 7,,, esses mosquitos
expostos tornam-se infetados. A taxa de mortalidade devido a presenca do parasita no corpo
é dada por a,,. Os mosquitos nao recuperam antes de morrer [15].

O sistema de equagoes diferenciais com atraso para o modelo proposto é o seguinte:

fm(t) = Bme(1l — bz) (3.27)

Nu(t) = Ay —am(In(t) + (1= 02)Yi(t)) — T Lunin (t)
‘ —(Tan + ¥6m) Amniv(t) — 5 Aniv — pnNa(2)
Spt) = (L =p)An — fu()Sh(t) — Briw(t)Su(t) + ra(In(t) + 61 Yn(2))+
) —HTVh(t) - /,LhSh(t)
Vi(t) = pAp— fu(t)(L = )Vi(t) — (o + pn)Va(?)
In(t) = fu(t — 7)SK(t — m)e ™ — €98 () 11 () — (14 + any + pn) In(t)
Lnhiv(t) = vifu(t — Tn) Inio(t — Th)e ™2™ 4 €2 830 (t) In(t) — (Eang + ¢2 + Tap+
] +Hh)lmhiv (t)
[hgv(t) = Briv(t)Sh(t) + P2Lmnin(t) — v1fu(t) Inin(t) — (anz + pn) Iniv (1) (3.28)
Y (t) = folt =) (1 = PVi(t — 1) #0m — (017 + (1 — Oo)ap
+4n) Yi(t)

AmfILiv(t) = fOéhQImhiv (t) + Vth(t — Th>Ahiv (t _ Th)e—uhm_
, —(pn + b3 + Tan + Vo) Amnio (1)
Ah@fu(t) = apolpiv(t) + O3 Amnin(t) — va fn(£) Apiw () — (pn + ) Apin ()

Nu(t) = Ap— amln(l) — pmNp(t)
Sm(t) = Ap— fm(t)sm(t) - :umsm(t)
I, (1) = fou(t = 7o) S (t — Tn) e Hm™m — (i + ) L (1)

Numero de reproducao e estabilidade do ponto de equilibrio livre
de doenca

Nesta subsegao, calcula-se o nimero de reprodugao do modelo (3.28), R,pip- O ntimero de
reproducao ¢ definido como o nimero de infe¢oes secundarias devido a uma tunica infegao
numa populagao completamente suscetivel.

Comega-se por considerar dois submodelos do modelo (3.28). O modelo (3.29) surge a partir
do modelo (3.28), definindo as varidveis relativas a dinamica da maléria (Vi,, In, Inpiv, Ya,
S € I,) como zero, e o modelo (3.32) surge do modelo (3.28), definindo as varidveis relativas
ao virus HIV/SIDA (Ini, Ahiv, Imhiv € Ampiv) cOmo zero.
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Comega-se por calcular o nimero de reprodugao do sistema (3.29), Ry;,. Para tal, usa-se o
método descrito em [23].

Na(t) = An— pnNi(t) — Opr Ani(t)
S(t) = (1= p)An = Bhiv(t)S(t) — 1 Sh(t) (3.29)
Inin(t) = Briv(t)Sh(t) — (an2 + ptn) Inio(t) .

Apiv(t) = an2lniv(t) — (pn + 0m) Anio(t)

onde

B (Tniv(t) + naAnin(t))

wlt) = 3.30
O ponto de equilibrio livre de doenga do modelo (3.29) é dado por:
—p)A
PY = (N, Sk Ty Aby) = (22,5522, 0,0) (3.31)

Usando a notacao de [23] no sistema (3.29), obtém-se as matrizes para os termos das novas
infecoes, I, e para os outros termos, V', dadas por:

F = 51{(1_]9) BHUA<1_p> . V= Qh2 + [n 0
0 0 ’ —Qpy  pn+ 0

O numero de reproducao do modelo (3.29) é:

Bu(pn + 0m + naanz)(1 — p)
(an2 + pn) (pn + 0mr)
onde p indica o raio espectral de F'V 1. Pelo Teorema 2 [23], obtém-se o seguinte lema.

Rhiv - P(FV_I) -

Lema 3.3.1 O ponto de equilibrio livre de doenca PY € localmente assintoticamente estdvel
se Ry <1 e instavel se Ry, > 1.

Prossegue-se com o célculo do nimero de reprodugao de modelo (3.32), R,,.

Na(t) = A= an(Lu(t) + (1= 02)Yn(t)) — s N (t)

Sp(t) = (1=p)An — fu(®)Sh(t) + rn(Lh(t) + 01Y5(1)+
) —f-O’Vh(t) - ,uhSh(t)
Vi(t) = pAn— fru)(L = 7)Va(t) — (o + p) Vi (t)
() = fult = 1)kt — )™ — (rp + oy + pn) In(t) (3.32)
Vi) = fult = 7)1 = 7)Vil(t — m)e ™ — (O1rp + (1 — O2)aum
+11n) Yn(t)

No(t) = Mg = Ly (t) = i N (2)
Ln(t) = fult = T) St — T)e™ ™ — (pm + i) L ()
O ponto de equilibrio livre de doenga, Py, do modelo (3.32) é dado por:

%

g

=
I

PY = (N2, S, V2 I2, Y2 N2, 82, 12) =

m? m?Tm

(3.33)

— (h (1=p)Ap(o+pp)+opAy  pAy 0.0.Am Am 0)

Ky wp(otnp) Yotup T e pm
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Calcula-se o numero de reproducao deste modelo, R,,. No que se segue considera-se a
seguinte notacao: NV e V representam seres humanos nao vacinados e vacinados, respeti-
vamente. Mostra-se que o niimero esperado de seres humanos nao vacinados que se tornam
infetados, por causa de uma picada de mosquito, ao longo do seu periodo infecioso, é dado
por:

Rmh(NV) e /th(l J— bz) h e —HhTh fooo e_(“m+ant)tdt —

Bre(l— bZ)(0+uh(1—p))6‘“hTh
(Hm +am)(0+ﬂh)

(3.34)

onde e~ (#mtem)t & o probabilidade do mosquito sobreviver no seu periodo infecioso. O mos-
quito infeta os seres humanos, no instante ¢, com uma taxa fpc(1 — bz) . A probabilidade

dos seres humanos se tornarem infetados no tempo ¢t > 75, é dada por e “”h
O numero esperado de seres humanos vacinados que se tornam infetados, apés serem picados
por um unico mosquito infetado, durante todo o seu periodo de contagio, é:

Runvy = Bre(l —bz)(1 - )]‘\//_he i (% e=(umtamty —
0

Bhe(1—bz) (1—y)uppe—"n™h
(m-+am) (0-+117)

(3.35)

t

onde e~ (mtam)t & 5 probabilidade do mosquito sobreviver ao seu perfodo infecioso. O

0
mosquito infeta os seres humanos no tempo ¢, a uma taxa [Src(l — bz)(1 — 7)% A

h
probabilidade dos seres humanos se tornarem infetados no tempo t > 75, é dada por e #+™,
O numero esperado de mosquitos que se tornam infetados devido aos seres humanos infeta-

dos, durante o seu periodo infecioso é dado por:

Rhm(Nv) = Bmc(l — bz)fv_%e—umrm fOOO e~ (rntanitun)t gy —

Bmc(1=bz) Ay ppe Hm™m
Bm (Th+an1+pn)An

(3.36)

onde e~ (mtontin)t & o probabilidade de sobrevivéncia humana, no seu perfodo infecioso.
. . . 50

Os seres humanos infetam os mosquitos, no instante ¢, com uma taxa B,,c(1 — bz)3m. A
h

probabilidade de os mosquitos se tornarem infetados, no tempo t > 75, é e #r7m,
O numero esperado de mosquitos que se tornam infetados apds picarem seres humanos
vacinados é dado por:

Rpmevy = Bme(l —b2)(1 — e)i—%e‘“mm o7 e Ot =b2)on i)t gy —

Brmc(1—-bz)(1—€) A pupe PmTm
o (017 +(1=02)an1 +un) Ap

(3.37)

onde e~ (Orrnt=02)an+m)t & 5 probabilidade de um ser humano vacinado sobreviver no seu
periodo infecioso. Os seres humanos vacinados infetam os mosquitos, no instante ¢, a uma
taxa SBc(l —bz)(1 — e) . A probabilidade de se tornarem mosquitos infetados, no tempo
t >y & e HmTm,

O ndmero de reprodugao do modelo (3.32), R,,, é dado por:

R, = Ryv+ Ry =

= Rpnvv)Brmvvy + Ry Bamvy = (3.38)

— Ww(etml-p) | (A=9(-9up
Thtpr+any O1rp+(1—602)ap1+pn)
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_ UnBrBmAme HhThe”FmTm c2(1—pz)?
onde =
w (am+pm)m A (0+pn)

Pelo Teorema 2 [23], obtém-se o seguinte lema.

Lema 3.3.2 O ponto de equilibrio livre de doenca Py € localmente assintoticamente estdvel
se R, <1 e instdavel se R,, > 1.

Prova: Realiza-se o estudo da estabilidade do ponto de equilibrio livre de doenca Py do
submodelo de maldria (3.32). A matriz da lineariza¢ao em torno do ponto de equilibrio livre
de doenga P¢, associada ao modelo (3.32), é dada por:
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onde

_ Sy o+l —p) W Pt SO A,

— = g = —o = ——, ag = —2% =
N (o ) TN T o) TN

Os valores proprios da matriz My que sao facilmente calculados sao os seguintes:

a

—pp, (multiplicidade 2), —(o + pn), — [t (multiplicidade 2)

Os restantes valores préprios sao os valores préprios da seguinte matriz:

—(rp + ap + pn) 0 Bre(l — bz)a e mAtrn)
0 —(Orrn + (1= 0)any + ) Bue(l = b2)(1 — y)age™ Ot

Bme(1 = bz)agemOHim) - e(1 = bz)(1 — e)age M rm) —(m + )
A matriz anterior é equivalente a:
A 0 B

Mg=1 0 C D
G H —(um+ am)

Os valores proprios da matriz Mg sao as raizes da seguinte equagao carateristica:

N+ N2 (i + i — A= C)+ M= (u+ ) (A+C)+ AC — GB — HD)+
+(p+ am)AC + GBC + ADH =0

onde
A= —(rp+ap + 1n)

B = Bue(l — bz)aje O rn)
C= —(917“}1 + (1 — 02)05]11 + ,Uh)

D = Bre(1 = b2)(1 — 7)age™ O+ (3.39)
G = 5mc(1 - bz)age_Tm(Aﬂtm)
H = Be(l — bz)(1 — €)age O Fem)
Depois de algumas manipulagoes algébricas, obtém-se:
N FIN?2 4+ oA+ Fy = (FyA 4 FyR,,)e Nmwtmm) (3.40)

onde

Fi = i+ am+ry+ap +2up + 01, + (1 — 02) g
Fy = (o + ) (rn + ana + 2 + 01y + (1 — Og) o)+
+(7h + o1 + pn) (01 + (1 — O2)any + pn) (3.41)
Fs = (i + o) ((rn + ant + pin) Rovvy + (Orr + (1 — 02) o + pn) Revy)
F4 = (Nm + Oém)(Th —+ ap1 + Mh)(elTh + (1 — «92)Oéh1 + ,uh>

A equagao (3.40) pode ser escrita na seguinte forma:

F3A+FyRpme Mntmm)
)\3+F1)\2+F2)\+F4 - 1 (342>

Se T, + T > 0 e R(A) > 0, obtém-se:
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F3A+FyRppe MTntmm)
/\3+F1)\2+F2)\+F4 S Rm (343)

Conclui-se que se R,, < 1, entao para todos os valores proprios com parte real maior ou
igual a zero, $(A\) > 0, o valor absoluto do lado esquerdo da equagao (3.42), no ponto de
equilibrio livre de doenca, deixa de ser maior do que a unidade. Assim, nao pode haver
raizes da equacao (3.40), com R(A) > 0. Como tal, conclui-se que o ponto de equilibrio livre
de doenga PJ é localmente assintoticamente estavel, se R,, < 1.

Prossegue-se com o célculo do niimero de reprodugao do modelo completo (3.28), Rpiw- O
ponto de equilibrio livre de doenga PY do modelo (3.28) é dado por:

0 _ 0 ¢0 /0 70 30 70 0 0 0 0 Q0 70\ _
P - (thshaviu[h7Yh7[mhz‘v7[hz‘mAmhz‘vahiwNm7Sm7Im) - (3 44)
(G, EopnCin)borhn 238 0,0,0,0,0,0,4m Am g '
kp’ pp(otppy) Yot T e
O numero de reproducao do modelo (3.28) é dado por:
Ronhiv = maz (R, Ruiv) (3.45)

Pelo Teorema 2 [23], obtém-se o seguinte resultado.

Lema 3.3.3 O ponto de equilibrio livre de doenga, P° do sistema (3.28) ¢ localmente
assintoticamente estdavel se Ry, < 1 e instavel se Rypiv > 1.

Prova: Em seguida, realiza-se o estudo da estabilidade do ponto de equilibrio livre de
doenga P° do modelo (3.28). A matriz da linearizacao em torno do ponto de equilibrio livre
de doenga P° do sistema (3.28) é dada por:
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0 0
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0 0
0 0
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Os valores proprios da matriz M7, que sao facilmente calculados sao os seguintes:

— i, (multiplicidade 2), —(o + pn), —(Eaupg + Go + T + pin),
—(pn + b3 + Tap +Poy), — i (multiplicidade 2)

Os restantes valores préprios sao os valores proprios da seguinte matriz:

—(rn + o1 + pin) 0 0 0 Buc(1 — bz)age~mO+un)
0 Brar — (ang + pin) 0 Brnaa 0
Mg = 0 0 —(Oyrn + (1= O2)aps + pn) 0 Bre(l = b2)(1 — 7)age ™A Frn)
0 Qpo 0 —(pn + 6m) 0
Bmc(l — bz)age T FHm) 0 Bmec(l = b2)(1 — €)ageTmOF#m) 0 — (o + Qi)

A matriz anterior é equivalente a seguinte matriz:

A 0 0 0 B
0 C 0 D O
My = 0O 0 £ 0 F
0 ape 0 G O
H 0 I 0 J

Os valores proprios da matriz My sao as raizes da seguinte equacao carateristica:

N—(A4+C+E4+G+ NN+ (J(A+C+E+G)+ EG—IF +(A+C)(E+ G)+
+AC — apeD — BH)XN + (~EG(A+C+ J)+ IF(A+ C+G)— (A+C)(E+G)J—
—AC(E+G+J)+apDA+E+J)+ BH(C+ E+ G)N+ (ECJ(A+C)+
+ACJ(E + G) + ACEG — apaD(AJ + AE + JE) — [F(AG + GC + AC — a2 D) —
—BH(EG + CE + CG — apsD)\ — AEJ(CG — apyD) + IF(ACG — apy AD)+
+BH(CEG — ajsDE) =0

onde:

A=—(rp+ap + 1)

B = Buc(1 — bz)a;e”nOHrn)

C = Buar — (an2 + 1)

D = Bunaa;

E = —(0yrp + (1 —0z)an + )

F = Bue(1 — b2)(1 — y)age ™ OFun)
G = —(pn +0rr)

H = Bpc(l — bz)age™ ™A Hrm)

I = Bme(l = bz)(1 — €)age A FHm)
J = —(ttm + o)

Depois de algumas manipulagoes algébricas, obtém-se:

(3.46)

N+ B+ B0 4+ B\ + Fgh + Fy = (303 + F5A\2 4+ Fyod + FyR,y, ) e Amtmm) - (3.47)

onde:
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Fi = Orp+ (1 —02)ap + 0 +rn+ apy + ang + 4y + fon + Qo — Brag

Fy = (ptm + o) (rn + ot + 4p, + 617y + (1 — O2) o + ane + 0y — Brar)+
(o + 0m) (Orrn + (1 = O2)any + pin) + (74 + a1 + g + 20, — PBray)

(01 + (1 = Oz)ant + 6 4 2pn) + (rn + ant + pn) (ne + pn — Brar) — aneBanaa

By = (i + o) ((rn + am + pr) Bovvy + (01rn + (1 — O2)am + pn) Rvy)

Fy = (0irn+ (1 —02)ant + pn) (i + 0m) (rh + ant + g + 2000 — Brar + fln + o)+
+(rn + ant + ang + 2up — Bray)(Grry + (1 — 02) o + 0 + 2pn) (fm + Qi)+
+(rh + a1 + pn) (ane + i — Brrar)(Orrn 4+ (1 = O2)any + 65 + 2pn + i + Qi) —
—apafnaar(ry + apy + 6rn + (1 — 03)aps + 200 + o + )

Fy = (pm + o) (R (01rn + (1 — O2)ans + pn) (rn + oy + ang + 0 + 3 — Bray)+
+Rnvy(rh + ot + pn) (O + (1 — 02) o + 0 + g + 3pup, — Bray))

Fs = (01rn+ (1 —02)ant + ) (tm + o) (on2 + ptn — Brar)(ra + o + a4+ 2, — Brar)+
+(rn + a1 + pin) (@n2 + pn — Brar) (pim + i) (Orrn + (1 — O2)any + 2pn + 0m)+
+(rn + an + pn)(ang + pn — Brar) (O + (1 — O2)ant + pn) (pn + 0m) —
—ahgﬁHnAal((rh + ap1 + ,Uh)<,um -+ Oém) + (Th + ap + /Lh)((gﬂ’h + (1 — 92)Oéh1 -+ ,Uh>+
+(fm + ) (01, + (1 — O2)ans + pn))

Fro= (i + o) (B (Oirn + (1= O2)ans + pun) ((rn + any + pn) (6 + g + 200 — Brar)+
+(ang + pn — Brar)(pn + 6m) — anefanaar) + Ry (T + any + pin)

(01 + (1 = O2)ans + pn)(one + 05 + 2 — Brar) + (ana + pn — Brar) (pn + 6m)—
—an2Brnaar))
Fg = (Th(+ ap1 +)ﬂh)((917"h -+ (1 — (92>Oéh1 -+ ,uh)(/Lm + am)(ah2 -+ /Lh)(,uh + 5H)(1 — Rhiv)
= Fy(1 — R

A equagao (3.47) pode ser escrita na seguinte forma:

FuX + Fs\ 4 o Fo(1— i) Rime 0 m) (3.48)
)\5+F1)\4+F2/\3+F4/\4+F6)\+F9(1—Rhiv) :

Se T, + Ty > 0 € R(A) > 0, obtém-se:

F3\34Fs A2+ Fy A+ Fo(1—Rpip ) Rme A(Tht7m)
3 5-i- 5 4+ 7 ;— 9( - hiv) Rme < Rmhiv (349)
AN+ FI A+ Fod3+F4 )\ +F6/\+F9(1*Rhiv)

Conclui-se que se R,,ni» < 1, entao para todos os valores proprios com parte real maior ou
igual a zero, R(A) > 0, o valor absoluto do lado esquerdo da equagao (3.48), no ponto de
equilibrio de livre de doencga, deixa de ser maior do que a unidade. Portanto, nao pode
haver raizes da equacao (3.47) com a parte real maior ou igual a zero. Assim, o ponto de
equilibrio livre de doenca P° é localmente assintoticamente estével, se Rynin < 1.

Simulacoes numéricas

Nesta subsecdo, apresentam-se as simulacoes numéricas do modelo (3.28). Os valores dos
)
parametros utilizados nas simulacoes podem ser encontrados na Tabela 3.3.
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’ Parametro \ Valor \ Referéncia ‘
Ay, 0.05 Estimado
P 0.4 [15]

o 0.009 [15]

1578 0.04 Estimado

c 0.5 [21]

b 0.3 Estimado
0.9 Estimado

Th 0.005 [15]

Qp1 0.0004 Estimado

Qpo 0.0004 Estimado

[h 0.0000391 | [§]

v 0.64 [15]

€ 0.86 [15]

T 14 [15]

0, 4.1 [15]

0y 0.06 [15]

2 1.002 [37]

Vo 1.5 [37]

na 14 [37]

A, 6.0 [15]

Bm 0.83 [13]

L 0.04 [15]

T 12 [20]

o, 0.01 [15]

o)) 0.002 [37]

€9 0.8 Estimado

T 1.001 [37]

£ 1.002 [37]

03 0.0005 [37]

Op, 0.000913 [37]

P 1.002 [37]

53 0.001 [37]

NHM 1.5030 Estimado

Tabela 3.3: Parametros usados nas simulagdes numéricas do modelo (3.28).
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Na Figura 3.13, observa-se o niimero de seres humanos infetados com maléria, I;(t), de seres
humanos duplamente infetadas com maléria e HIV, [,,4:,(t), de seres humanos infetados
sé com HIV, Ij;,(t) e de mosquitos infetados, I,,(t), para diferentes condi¢oes iniciais e

Roniv < 1. Mostra-se que o sistema converge para o ponto de equilibrio livre de doenca.
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Figura 3.13: Numero de seres humanos infetados com maldria I, (¢) (em cima, a esquerda),
de seres humanos duplamente infetados com malaria e HIV, sem sintomas de SIDA, 1,4, ()
(em cima, a direita), de seres humanos infetados s6 com HIV, I;;,(t) (em baixo, a esquerda)
e de mosquitos infetados, I,,(t) (em baixo, a direita) para diferentes condigbes iniciais e
Roniv < 1. Os parametros usado nas simulagoes sao os valores da Tabela 3.3, com Sy =
0.0002 e B, = 0.0002 (R,, = 0.7361, Rp;, = 0.4340 e Rypi = 0.7361.)

Na Figura 3.14, observa-se o ntiimero de seres humanos infetados com maléria, Ij,(t), de seres
humanos duplamente infetados com malédria e HIV, [,,4:,(t), de seres humanos infetados
sé com HIV, Ip;,(t) e de mosquitos infetados, I,,(t), para diferentes condi¢oes iniciais e
R > 1. Mostra-se que o sistema converge para o ponto de equilibrio endémico.
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Figura 3.14: Numero de seres humanos infetados com maldria I (¢) (em cima, a esquerda),
de seres humanos infetados s6 com HIV I;,(t) (em cima, a direita), de seres humanos
duplamente infetados com maldria e HIV, sem sintomas de SIDA I,,4:,(t) (em baixo, a
esquerda) e de mosquitos infetados I,,(t) (em baixo, a direita), para diferentes condigoes
iniciais e R,,pip > 1. Os parametros usados na simulagao sao os valores da Tabela 3.3, com
B = 0.001 e 5, = 0.009 (R,, = 33.1265, Ry, = 2.1701 € Rypip = 33.1265.)

Na Figura 3.15, observa-se o ntiimero de seres humanos infetados com HIV, I};,(t), de seres
humanos infetados com malaria, I}, () e de seres humanos duplamente infetados com malaria
e HIV, sem sintomas de SIDA, I, (), para valores distintos da taxa de suscetibilidade a
maldria dos individuos da classe Ap;,(t), v2. Um aumento do valor deste parametro traduz-
se numa diminui¢ao do nimero de individuos da classe Ij;,(t) e um aumento do niimero de
casos de malaria e dos duplamente infetados com malaria e HIV. Este resultado é esperado,
uma vez que o aumento da suscetibilidade a malaria, conduz ao aumento do ntimero de

novos casos de malaria, isolada ou agrupada com HIV. Tem um comportamento semelhante
ao observado em [37].
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Figura 3.15: Numero de seres humanos infetados com HIV, I5;,(t) (em cima, a esquerda),
de seres humanos infetados com maldria, I,(t) (em cima, a direita) e de seres humanos
duplamente infetados com maldria e HIV, sem sintomas de SIDA, I,,4:,(t) (em baixo), para
vo = 1.5 (linha solida), v, = 10 (pontos) e v, = 100 (tracejado). Os parametros usados na
simulacao sao os valores da Tabela 3.3, com Sy = 0.001 e 3, = 0.01.

Na Figura 3.16, observa-se o niimero de seres humanos infetados s6 com HIV, Ij,;,(t), de seres
humanos infetados com maldria, I5,(t), de seres humanos duplamente infetados com malaria
e HIV, sem sintomas de SIDA, I,,n:(t), para diferentes valores de €;. Uma diminuigao da
atividade sexual devido a maléria, €5, conduz a uma diminuicao dos seres humanos infetados
s6 com HIV e dos seres humanos duplamente infetados com malaria e HIV, sem sintomas
de SIDA e um aumento dos seres humanos infetados com malaria [37].
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cima, & esquerda),

de seres humanos infetados com maldaria, I,(t) (em cima, a direita), de seres humanos
duplamente infetados com maldria e HIV, sem sintomas de SIDA, I,,4:,(t) (em baixo), para
€2 = 0 (linha), e; = 0.5 (pontos), e €3 = 1 (tracejado). Os parametros usados na simulagao
sao os valores da Tabela 3.3, com Sy = 0.001 e £, = 0.05.

Na Figura 3.17, observa-se o nimero de seres humanos infetados com malaria, I,(t), de
seres humanos infetados s6 com HIV, I;,(t), de seres humanos duplamente infetados com
maldria e HIV e sem sintomas de SIDA, 1,5, (), para diferentes valores de ¢). Um aumento
da mortalidade relacionada com o HIV, ¢, devido a dupla infecao com a maléria, conduz
a diminuicao do nimero de individuos infetados com HIV e dos duplamente infetados com
malaria e HIV e sem sintomas de SIDA. Porém, aumenta o niumero de seres humanos

infetados com maléria [37].
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Figura 3.17: Numero de seres humanos infetados com maléria, [,(¢) (em cima, a esquerda),
de seres humanos infetados com HIV, Ij;,(t) (em cima, a direita), de seres humanos
duplamente infetados com maldria e HIV, sem sintomas de SIDA, I,,p;,(t) (em baixo), para
1 =1.002 (linha), ¢ = 2 (pontos) e ¢ = 3 (tracejado). Os parametros usados na simulacao
sao os valores da Tabela 3.3, com By = 0.001 e 5, = 0.05.



Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho estudam-se modelos matematicos para a transmissao do virus HIV/SIDA.
Comeca-se por rever a literatura sobre este assunto. De seguida propoem-se trés modelos
(Modelos I, IT e III) para a transmissao do virus HIV/SIDA.

4.1 Principais resultados

O Modelo I descreve a dinamica da transmissao do virus HIV/SIDA a partir das células T
CD4™" especificas, restritas a uma tnica populacao de células auxiliares. Consideram-se dois
tipos de atrasos, um para o periodo de tempo que decorre desde o momento em que as células
sao expostas ao virus até a entrada do virus nas células, e outro para o periodo de tempo que
decorre desde a producgao de novos virus produzidos dentro das células e o momento destes
serem libertados da célula infetada. O comportamento dinamico do modelo, para valores
do niimero de reproducao, Ry, inferiores a 1, sugere a existéncia do fenémeno de bifurcacao
subcritica. Observa-se que, uma baixa quantidade inicial de virus e um ntmero inicial
reduzido de células auxiliares especificas, leva a extincao da resposta das células auxiliares
especificas e a erradicacao da doenca. Por outro lado, observa-se que uma quantidade inicial
de virus elevada e um elevado nimero inicial de células auxiliares especificas, traduz-se na
persisténcia da resposta das células auxiliares especificas. Os resultados da variacao do
periodo de laténcia das células infetadas e o periodo de producao de particulas de virus
livre sugere que uma boa estratégia para controlar a propagacgao do virus HIV/SIDA seja
o uso de drogas que prolonguem o periodo de laténcia e/ou diminuam a producao de virus
(67, 33].

O Modelo II para a dindmica da transmissao do virus HIV/SIDA modela o comportamento
das populacoes quando sujeitas a infecao do virus, considerando o tratamento, a transmissao
vertical e o uso ou nao de preservativo. Observa-se que, para um aumento das taxas
de recrutamento, a populagao suscetivel aumenta, inversamente ao que acontece com a
populacao em tratamento e a populagao dos pacientes com SIDA, que diminuem. O aumento
da taxa dos individuos infetados traduz-se na diminuicao das proporgoes de infetados,
que usam ou nao preservativos, e num aumento dos individuos tratados e dos pacientes
com SIDA. O aumento da fracao de 0 que sao tratados conduz ao aumento da proporc¢ao
da populacao em tratamento e a diminuicao da proporcao dos pacientes com SIDA. Um
aumento da taxa de contacto de suscetiveis que nao usam preservativo, em relagao aos
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infetados que nao usam preservativo, conduz ao aumento do nimero destes infetados e do
numero de tratados. O mesmo comportamento é observado quando se aumenta o nimero
médio de parceiros sexuais nas populacoes suscetiveis e infetadas. Observa-se que, a medida
que as taxas de tratamento dos individuos tratados e da populagao com SIDA aumentam,
os pacientes com SIDA diminuem devido ao tratamento, logo aumenta-se a populagao em
tratamento. Por fim, observa-se que a medida que a taxa de mortalidade induzida pela
SIDA aumenta, a populagao com SIDA diminui.

O Modelo IIT estuda a coinfe¢do da malaria e da SIDA. Estuda-se o comportamento do
modelo para diferentes condigoes iniciais, nimero de reproducao e valores de parametros.
Um aumento do valor da taxa de suscetibilidade a malaria dos individuos com sintomas
de SIDA, traduz-se numa diminuicao do nimero de individuos infetados com HIV e sem
sintomas de SIDA e um aumento do niimero de casos de malaria, e dos duplamente infetados
com malaria e HIV. Este resultado é esperado, uma vez que o aumento da suscetibilidade
a maldaria, conduz ao aumento do nimero de novos casos de maldria, isolada ou agrupada
com HIV. Tem um comportamento semelhante ao observado em [37]. Uma diminui¢ao da
atividade sexual devido a malaria traduz-se numa diminuicao dos seres humanos infetados
apenas com HIV e dos duplamente infetados com maléria e HIV, sem sintomas de SIDA, e
dos infetados s6 com malaria. O aumento da mortalidade relacionada com o HIV conduz a
uma diminuicao dos individuos infetados apenas com HIV e dos duplamente infetados com
malaria e HIV, sem sintomas de SIDA, e num aumento dos infetados com maléria.

Os resultados obtidos nos trés modelos propostos sugerem que os modelos sao epidemiolo-
gicamente validos.

4.2 Contribuicoes

Os modelos propostos nesta tese pretendem melhorar a compreensao da dinamica real da
transmissao do virus HIV/SIDA. O modelo I é uma melhoria do modelo apresentado em [65],
onde se incluem os periodos de laténcia. O modelo II divide a populagao em dois grupos,
0S (ue usam e 0s que nao usam preservativos, atualizando o modelo desenvolvido em [56].
O modelo IIT é um modelo para a coinfecao da malédria e da SIDA, onde o submodelo da
maldria é uma versao simplificada do modelo apresentado em [15].

4.3 Limitacoes

A limitacao maior a estudos deste tipo é a falta de dados reais para comparar com o0s
resultados dos modelos tedricos. Por este motivo, partiu-se de modelos ja conhecidos e
aceites na literatura para a transmissao do virus HIV/SIDA e introduziram-se alteragoes
que se pensam ser relevantes.

4.4 Trabalho futuro

Pretende-se continuar a desenvolver modelos de transmissao do virus HIV/SIDA e, se
possivel, comparar os resultados das simulagoes numéricas destes modelos com dados reais da
transmissao da SIDA. Também se podera, aprofundar a andlise dos modelos propostos. Por
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exemplo, no modelo I pode provar-se a existéncia de bifurcagao subcritica e a estabilidade
global dos pontos de equilibrio livre de doenca e endémico. O estudo de modelos de coinfe¢ao
do HIV/SIDA com doengas como a maldria e a tuberculose é um tema interessante e
util, dadas as interagoes. Ha ja um paper submetido a revista ”Bulletin of Mathematical
Biology “, sobre ”Dynamics of co-infection of HIV/AIDS and tuberculosis with exogeneous
reinfection “[9].
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