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Séries Temporais

Nuno Fidalgo

Introducao

» Metodologia classica popular para a previsao
a curto prazo.

» Previsao dos futuros valores da série
temporal com base nos valores passados da
propria variavel e dos seus erros.

» A metodologia adotada em TPRE também se
designa por Box-Jenkings (modelos ARIMA)

» ARIMA -
Auto-regressivos (AR),
integrados () e
média movel (MA)
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Requisitos basicos

Muitos modelos requerem estacionaridade.
Série estacionaria - média e variancia
constantes

Se existir uma tendéncia (“trend”) pode
ajustar-se o desvio por uma curva, subtraindo
o valor da curva a série (métodos de
decomposicao).

Se a variancia ndo for constante extrair o
logaritmos ou uma poténcia da série

Diferenciar a série pode levar a uma série
estacionaria
ver métodos integrativos ARIMA(O,d,0).

Série diferenciada:
x'(t) = x(t) - x(t-1)

Série original:

x(t)

Y1)

125,000

100,000 —

75,000 —

MWH

50,000

I T I T T T
4 24 B 64 84 104

Period (7)

In¥(t)

11.76
11.64 —
11.52 —
11.40 —
11.28 —
11.16/—
11.04 —

Log(MWH)

10.92

3 22 41 60 79 98 117

Z(1)

125
.100
075
.050 —
.025
.000 —
-.025 —
—.050

x(t) - X(t-1)

-.075

T T
16 34 52 70 88 106

Diferenciacao

Série original:

x(t)

Série diferenciada:
x'(t) = x(t) - x(t-1)

diferenciacao

Aumento

de escala




Diferenciacao — conceito e notacao

» Diferenciacao de primeira ordem para uma primeira diferenca
X =@1-B)X, =X, =X,

» Diferenciacao de primeira ordem para uma segunda diferenca
Xy =@- BZ)Xt =X~ X

» Diferenciacao de segunda ordem

Xlt =@1- B)2 Xt = (Xt - Xt—l)_ (Xt—l - Xt—z)

Modelos

» Modelos auto-regressivos (AR) ou ARIMA(p,0,0)

O valor presente X, € uma funcao linear dos valores passados X,

A ordem da auto-regressao depende do valor mais antigo p, que
corresponde ao numero de variaveis da regressao.

@, sao os coeficientes de regressao, constantes e reais. para encontrar
estes valores podem ser usadas técnicas de minimos quadrados.

Xt = 5+¢1Xt—1+¢2xt—2 tee +¢pxt—p T

s+a =[-gB-@B?----¢B®)X,




Modelos

» Modelos de média moéovel (MA) ou ARIMA(0,0,q)

O valor presente X, € uma funcao linear dos valores presente e passados
dos residuos (erros ou ruidos) a, 4

Diferente dos modelos AR que dependem dos valores passados da série X,

A ordem do modelo depende do valor mais antigo do erro q, que € o
numero de variaveis do modelo.

0,, sdo os coeficientes de regressao. O sinal negativo € apenas uma
questao de convencao.

Xt =ag —0181-1 6285~ ~0ga;q

Xy = (1—618—9282 —---—quq)at

Modelos

» Modelos mistos ARMA ou ARIMA(p,0,q)

O valor presente X, € uma funcao linear dos valores passados da série X ;
.. X p € dos valores passados dos erros ag; .. agq

A ordem do modelo depende do valor mais antigo dos elementos da série
X, p € do erro a,  ou seja, depende de p e de g

@, e 0, sao os coeficientes de regressao

Xt =9 +¢1Xt—1 +¢2Xt—2 teee Tt ¢pxt—p + at _glat—l _H2at—2 o _gqat—q

L-gB-@B?- -@B")X,=0+(1-6B-6,B2--.--6,Ba,




Modelos

» Modelos mistos ARIMA ou ARIMA(p,d,q)
Quando a série nao € estacionaria recorre-se a diferenciacao de ordem

d.

A ordem da auto-regressao depende do valor mais antigo dos elementos
da série p e do erro g e da ordem de diferenciacao d

@X(l—qu -@B* - -gB"Jl-0.B")X, =6+ (1-6B-6,8°- -6,B"1-0,8")a
1(d) autoregresiva AR(p) sasonalAR médiamovel MA(Q) sasonalMA
9

Modelos — exemplos

ARIMA(1,0,1)

(1-@B)X; =3 +(1-6,B)a N Xt =0+¢yXiq+ta —0 a4

ARIMA(1,1,1)

l-@B)A-B)X;=d+(@1-6B)ay, & X =0+{+@u)Xia-@uXio+a-6a,

/

AR(1)

/

MA(1)

Diferenciagao
de 12 ordem

10




Calculo dos parametros do modelo

Como determinar os parametros da expressao

Xt =0+ (1+ ¢1)Xt—1 - ¢1Xt—2 ta, - Hlat—l

Organizar variaveis na folha de calculo
Atengao aos atrasos Xi.i, Xi.o,.-- Qt-1y Qt-2s -

Inicializar parametros (variaveis do Solver): 3, @, 6,
Calcular X, (estimado)

Considerar a, = 0

\3
Qg@
—\
&°

Pode ignorar-se ao
estimar os parametros

Calcular erro quadratico e soma dos erros quadraticos

Grandeza a minimizar: soma dos erros quadraticos

11

Calculo dos parametros do modelo

Parametros de
regressao (variaveis a
alterar no Solver)

| Determinado com

base na formula
(ignorando at)

Grandeza a minimizar
(Solver)

Exemplo X :5+(1+¢1)Xt—1_¢1xt—2 ta —6a,
[o) ol 01
0.5040 -0.0445 1.6528
xt xt )
. xt-1 Xt-2 at at-1 .
medido estimado at
100
90 ~ 100
87.02 90| 100
85.94 87.02 90| -1.72 0 87.66 2.95
86.26 85.94 87.02| -3.08| -1.72 89.33 9.46
94.93 86.26 85.94| 3.10| -3.08 91.83 9.62
95.43 96.74 97.62| -0.83| 0.62 96.26 0.69
97.64 95.43 96.74| 0.28| -0.83 97.36 0.08
soma (@) 47.23]
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Identificacao dos modelos ARIMA

Os slides anteriores mostram como ajustar os parametros da regressao dos
modelos ARIMA

Apenas falta saber como identificar os modelos, isto €, como estabelecer a
equacao de base, identificando p, d e q de ARIMA(p,d,q)

Residual Plot for units
ARIMA(2,1,0) with constant

37
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Identificacao dos modelos
— conceitos base

» Covariancia

Até que ponto é que a variacao de Y esta associada a
variacao de Z?

N
Cov(Y,2) = i Z (Yg - V)(Z K~ Z) Y, Z - Valores médios de Y e de Z
N k=1
» Correlacao p Cov(Y,Z2)

JWVY)V(2)

p = normalizacdo da covariancia para [-1; 1],

dividindo pela média geométrica das variancias de | p=0.59
YeZ

14




Identificacao dos modelos
— conceitos base

» Auto-correlacao (ACF)

3 ACF
0,8 1
0,6 1
Cov(X ¢, X 1) 04 |
X, Xi_p)= = |
P(Xt, Xi-k) =Pk V(X O’Z,
-0,2

-0,4

Correlacao — € uma medida da dependéncia linear entre 2 variaveis.

Se for relativa a propria variavel com atraso k, X, ,, diz-se auto-correlacao de
ordem k.

15

Identificacao dos modelos
— conceitos base

Auto-correlacao Parcial (PACF)

» Apenas com ACF ¢ dificil discriminar entre modelos AR(p). Por
exemplo, entre AR(2) e AR(3) ou entre AR(3) e AR(4)

» Analisemos o seguinte caso, AR(1): X, =0X,_; + a,

Dado que X, ; tem toda a informacao para determinar X, ; entao X, ,, X, 3, ... nao
interessam. Uma regressao linear de X, em X, ;, converge para ¢. Uma regressao
linear de X, em X, ,, converge para ¢*. Contudo, se a regressao linear for de X, em
X1 € X5, 0 coeficiente de X, , converge para zero, dado que X, ; faz “todo o
trabalho” na previsado de X,. Ou seja, € como se a correlacao entre X, e X, , fosse
Zero.

» PACEF ultrapassa esta dependéncia em cadeia, eliminando o efeito dos
elementos intermédios (dentro do time lag)

A PACF de atraso k corresponde a autocorrelacao entre X, e X, , que nao €
explicada pelos atrasos de 1 a k.

16




Identificacao dos modelos

Autoregressivas (AR) e média movel (MA)

» Que diferencas?
O modelo AR inclui termos de atraso na propria série

O modelo MA inclui termos de atraso no ruido ou residuos

» Como decidir qual usar?

'

ACF e PACF

17

Séries temporais

» Para identificar tipo e determinar p e q

MA(Qq) AR(p) ARMA(p,q)
. Decat
ACE Despr,ezavel Decar eE:a
aposq apos g
PACE Decal Desprezave Decl:aP
aposp apos p

0 Decaimento acentuado tipo exponencial ou sinusoide atenuada

Séries ndao-estacionarias: ACF permanece elevado para 6 ou mais
lags = diferenciar a série e reanalisar;

18




MA(q) AR(p)
Exemplos acp | Desprezével | p
apos g
. Desprezavel
PACF Decai .
apos p
Modelos autoregressivos de 12 ordem: AR(1) ou ARIMA(1,0,0)
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MA(q) AR(p)
Exemplos acp | Desprezével | o
apos g
PACF Decai* Despr’ezavel
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Modelos média mdvel de 12 ordem: MA(1) ou ARIMA(0,0,1)
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MA(g) AR(p)
EXCIIlplOS acp | Desprezavel | py o
apos ¢q
PACF Decai* Despr’ezavel
apos p
Modelos autoregressivos de 22 ordem: AR(2) ou ARIMA(2,0,0)
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MA(g) AR(p)
Exemplos acp | Desprezavel |y e
apos ¢q
PACF Decai* DeSpr’ezavel
apos p

Modelos autoregressivos de 23 ordem: AR(2) ou ARIMA(2,0,0)
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Exemplos

MA(g)

AR(p)

ACF

Desprezavel
apos g

Decai*

(c)
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AR(2) ou ARIMA(2,0,0)

ACF
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Exemplos

MA(q)

AR(p)

ACF

Desprezavel
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MA(2) ou ARIMA(O,0,2)
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MA(g) AR(p) ARMA(p.q)
Desprezavel : Decai*
Exemplos Acp | Desr Decai ,
apos q apos q
. Desprezavel Decai*
PACF Decai* P . ,
Exemplos ARMA(1,1) ou ARIMA(1,0,1) aposp apos p
ACF PACF
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Desprezavel i Decai*
Exemplos Ack | Desr Decai ,
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) Desprezavel Decai®
PACF Decait* P , .
apos p apos p

ARMA(2,2) ou ARIMA(2,0,2)
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Sazonalidade

Sazonalidade
Time Series Plot of Sales
1100
1000
900
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™ 700
2
& 600
500
400
300
200
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Month Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan
Year 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972
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Sazonalidade
ACF
Autocorrelation Function for Sales
(with 5% significance limits for the autocorrelations)
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Sazonalidade

ACF e PACF para exemplos ARIMA(p,d,q)* sazonal

ACFs ARIMA (0,1,0)* Seasonal random walk or trend PACFs
@ M0 1.00 —
¢ 75 - 75 -
.50 + .50 +
a 25 l 25
ARIMA(O,].,O) p, 00 Pk 00
=98 -.25 -
-.50 - -.50+
=75+ -754
-1.00 rrrrrrrrrrrrrrrrrroTrT -1.00 rrrrrrrrrrrrrrrrrTrord
1 4 8 12 16 20 1 4 8 12 16 20
Lag(k) Lag(k)
(1,0,0) d>4 =.75
1.00 1.00
B4 15 75
50 I 50
4 25 4 I I 25
ARIMA(1,0,0)* , | b, 0
=25 -.25
-.50 - -.50
=75 =75
-1.00 rrrrrrrrrrrrrrrrTrrorT ~1.00 rTrrrrrrrrrrrrrrrrrorT
| 4 8 12 16 20 | 4 8 12 16 20
Nem sempre é facil identificar os modelos... Nos integrativos, o
decaimento é normalmente “lento e linear”.
29
Exemplos ARIMA(p,d,q)* sazonal
ACF PACF
4 —1 .50
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1.00 1.00
(e) .73—< 75
.50 - .50 -
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=75 -.75 -
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30

4 8 12




Identificacao de modelos

» Para identificar tipo e determinar p e q

MA(q) AR(p) | ARMA(p,q)
ACFE Despr,ezavel Decal Decl:aP
aposq apos q
PACE Decal Desprezave De(,:ai]
aposp apos p

O Decaimento acentuado tipo exponencial ou sinusoide atenuada

Séries nao-estacionarias: ACF permanece elevado para 6 ou mais
lags = diferenciar a série e reanalisar;

31

Identificacao de modelos

» Para identificar tipo e determinar p e q (cont.)

Séries nao-estacionarias: ACF permanece elevado para 6 ou mais lags

32

= diferenciar a série e re-analisar;

Processos sazonais: picos em lags periodicos;

Nos modelos ARMA(p,q) contar os lags mais elevados que um dado

limite

O SPSS atribui esse limite

No final (apos especificacao do modelo), analisar sempre o ACF e PACF
do residuo para verificar se contém informacao;

Podem ocorrer picos ocasionais (isolados) para grandes lags: a partida
deverao ser ignorados.




Identificacao de modelos

Mais exemplos...

Obs: Os exemplos seguintes sao puros (teéricos). ACF e PACF de
dados reais raramente sao tao “limpos” como estes.

ARIMA(0,0,1), 650
ACF PACF ARIMA(0,0,1)
ou
———] —
— MA(1)
—
—/1
—1
=
1
=1

33

Identificacao de modelos

ARIMA(0,0,1), 6<0
ACF PACF
| ———
— ARIMA(0,0,1)
— ou
— MA(1)
—
—
-
ARIMA(0,02), 616770
ACF PACF
— ARIMA(O0,0,2)
— ——] ou
—] MA(2)
—
—
-
=
34 1 L j DD ]




Identificacao de modelos

ARIMA(1,0,0), ¢>0
ACF PACF
— —
—
— ARIMA(1,0,0)
— ou
— AR(1)
—
)
|
ARIMA(1,0,0), <0
ACF PACF
— —1 ARIMA(1,0,0
— ou
—] AR(1)
—
—
]
—
35 | | |
Identificacao de modelos
ARIMA(1,0,1), ¢<0, >0
ACF PACF
——— ——
— —
— m— ARIMA(1,0,1)
— — Nem sempre é trivial...
— -
] (—
— =
- (]

1

ARIMA(2,0.0), 91920
PACF

ARIMA(2,0,0)
ou
AR(2)




Lag

Caso real

Série real: inscrigoes da universidade de Oregon 1962-2004

Residual ACF Residual PACF

24 — 1]
23 — 1 1]
22 — —3 —
21 — — il
20 — [ 1
12 — ———1 —
13 — | E— O
17 — =1 1}
18 — | S— -
s — =) 2
19 — — 0 —
1> 3 O =
12 — o C o
11— O O =
10 — — — | L
o — o 0

s — O —

7 [ [

s — — —l

5 — — 1

< — —1 =1

3 — —

2 — — O

1 — | ————————————1

-10 -0.5 oo os 1.0 -10 -0s oo os 1.0

Talvez ARIMA (I, 1, 0):

* 0o PACF tem um pico no lag | (e, a partir dai, decai rapidamente) = AR(I);
* o ACF permanece elevado apos bastantes lags = integrativo.
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Sintese

» Construcao de um modelo ARIMA

Observar graficos (linhas); identificar estacionaridade; identificar
sazonalidade

Tornar a série estacionaria:

Subtrair média e dividir por desvio padrao ou

Aplicar transformacodes logaritmicas ou poténcias ou

Aplicar diferenciacao para garantir estacionaridade e/ou para extrair sazonalidade
Observar ACF e PACF para identificar o tipo de modelo ARMA
Determinar os parametros do modelo ARMA

Construir o modelo completo; fazer a previsao; validar o modelo; avaliar
o desempenho do modelo

Obs: A identificacao de modelos baseada na andlise de ACF e PACF ndo é infalivel mas,
normalmente, permite obter informacdes sobre modelos adequados. Nas séries reais ou
com muito ruido, as conclusées poderdo ser menos claras.

Outras medida para identificagdo de modelos: Akaike’s information criterion (AIC),
Bayesian Information Criterion (BIC), Hannan-Quinn Criteria (HQIC),...
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Sintese

» Construcao de um modelo ARIMA

Fazer grafico da
série temporal

39

v

Nao

A 4

« Eliminar tendéncia ou

EstaC|onarla> « aplicar log... ou

7 <
Sim l

R Identificar

'| possivel modelo

Diagndstico
OK?

« diferenciar série

Sim
Previsoes

Exemplo

56

Log Quarterly Australian CPI

35 1 1 1 1
Q172 Q374 @177 Q379

Q1-82 Q3-84 01-87 Q3-89

Série ndao estacionaria com tendéncia crescente
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Exemplo

» ACF e PACF

Sample Autocorrelation Function

= ; — T ; !
2 g5l B o X T N R O decaimento linear
g T do ACF sugere
= ~
= O : : processo n&o
- I N N estacionario
~0 2 4 5 8 10 12 14 16 18 20

Lag
e Sample Partial Autocorrelation Function
g 1 T T T
L0 T L U SO W .
< ' ; g : : : : 3 :
3 . L. ! ¢ ;P FTHT |
& P L JE N Ml T S
5'0‘50 > 4 5 8 0 2 14 16 18

Lag

Exemplo

» Diferenciar série

Differenced Log Quarterly Australian CPI
0.06 v T T T T T

0.05F E

0.04 F

A diferenciacao tornou a
série (mais) estacionaria

0.03F

0.02F

0.01F

0.0

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Q272 Q474 Q277 Q479 Q282 Q484 Q287 Q489
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Exemplo

» ACF e PACF (para a série diferenciada)

Sample Autocorrelation Function

; : : : : ; : : : O ACF decai agora mais
0k i A — S o — ....... . rapidamente.

S T e e R O PACF é desprezavel apos o

S B A R A B B R lag 2, comportamento tipico do

o 2 4 8 8 10 12 14 1B 18 20 modelo autoregressivo de 23
iy ordem AR(2)

Sample Partial Autocorrelation Function '

Sample Autocorrelation

2

g 1 ] v . T ! ] v 4 T

= : : : : : : : 2 s

@ :

S : : s : : : : : :

8 05F---- PR R SEETEER Seeenenns ........ Siois wruivrorns ....... -

S D S S A S A R B ARIMA (2,1,0)

2 9 I 11 H T .. &3 * = °

; T I

= : : : : : : : : :

-E-_Us i 1 1 i L i 1 1 i

> 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Lag
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