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u
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F
igura A

.1 – P
ontos (x,y) descrevendo um

a evolução não linear 
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C
ritério dos M

ínim
os Q

uadrados 
O

 erro e com
etido na aproxim

ação em
 cada ponto 

i é dado pela diferença  

 
i

i
i

y
)

x(
f

e
−
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(A
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O
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E
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C
ritério

: os parâm
etros 

a, b e c são determ
inados de m

odo a m
inim

izar E
qt .  

...tam
bém

 pode ser aplicado com
 outras funções f(x)

 (com
o sinusoidais, logarítm

icas,  
exponenciais, etc) desde que sejam

 deriváveis.  
 E

 com
o determ

inar a, b e c de m
odo a m

inim
izar Eqt ?

 U
sando a eq. A

.1 em
 A

.3 resulta:  
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P
ara m

inim
izar A

.4 vam
os calcular a 1ª derivada de 

E
qt  relativam

ente aos parâm
etros

 a, b e 
c e igualar a zero. D

esta operação resulta:  

brought to you by 
C

O
R

E
V

iew
 m

etadata, citation and sim
ilar papers at core.ac.uk

provided by R
epositório A

berto da U
niversidade do P

orto

https://core.ac.uk/display/143387698?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


 IA
L –

 A
T

 - D
e

te
rm

ina
çã

o da
 consta

nte
 de

 e
la

sticida
de

 de
 

um
a

 m
ola

        
3 

 

(
)

(
)

(
)

        

=
−

+
+

=
∂ ∂

=
−

+
+

=
∂ ∂

=
−

+
+

=
∂ ∂

∑ ∑ ∑= = =n1
i

i
i

2i
qt

n1
i

i
i

2i
i

qt

n1
i

i
i

2i
2i

qt

0
y

c
x

b
x

a
2

c E

0
y

c
x

b
x

a
x

2
b E

0
y

c
x

b
x

a
x

2
a E

 
(A

.5) 

E
xp

an
d

in
d

o
 as eq

 A
.5

 resu
lta 

 

        

=
+

+

=
+

+

=
+

+

∑
∑

∑
∑

∑
∑

∑
∑

∑
∑

∑
∑

=
=

=
=

=
=

=
=

=
=

=
=

n1
i

n1
i

i
n1

i

n1
i

i
2i

n1
i

n1
i

i
i

n1
i

i

n1
i

2i
3i

n1
i

n1
i

i
2i

n1
i

2i

n1
i

3i
4i

y
1

c
x

b
x

a

y
x

x
c

x
b

x
a

y
x

x
c

x
b

x
a

 
(A

.6) 

 IA
L –

 A
T

 - D
e

te
rm

ina
çã

o da
 consta

nte
 de

 e
la

sticida
de

 de
 

um
a

 m
ola

        
4 

... b
astan

d
o

 ag
o

ra reso
lver o

 sistem
a (A

.6
) e d

eterm
in

a
n

d
o

 o
s p

arâm
etro

s 
a, b e c. 

 A
 d

im
en

são
 d

o
 sistem

a a reso
lver d

ep
en

d
e d

o
 n

º d
e in

có
g

n
itas. S

e o
 p

o
lin

ó
m

io
 fo

r, p
o

r 
exem

p
lo

, d
e 3

º g
rau

 terem
o

s u
m
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a d

e 4
 eq

u
açõ

es e 
4

 in
có

g
n

itas. 
  S
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u
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rm
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u
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o
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r u
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o
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S
ugestão 2: Im

ag
in
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o

ra q
u

e p
reten

d
e d

eterm
in

ar a cu
rva  
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x
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+
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elh

o
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n
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u

n
d

o
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rio
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o
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ín

im
o
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u

ad
rad

o
s.  
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a d
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u

açõ
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A
N

E
X

O
 B

 – U
sando o E

X
C

E
L para regressão não-linear 

E
xem

p
lo

:  A
 T

ab
ela B

.1
 rep

resen
ta m

ed
id

as exp
erim

en
ta

is d
a d

istân
cia (S

) p
erco

rrid
a 

p
o

r u
m

 m
ó

vel em
 fu

n
ção

 d
o

 tem
p

o
 (t). P

reten
d

e-se d
et

erm
in

ar a eq
u

ação
 S

=
f(t) q

u
e 

m
elh

o
r 1 ap

ro
xim

a o
 co

n
ju

n
to

 d
e p

o
n

to
s. N

este exem
p

lo
, vam

o
s c

o
n

sid
erar q

u
e a 

fu
n

ção
 f é d

o
 tip

o
 p

o
lin

o
m

ial d
e 2

º g
rau

, isto
 é, d

o
 tip

o
 

 
S

 =
 a

 t 2+
 b

 t +
 c 

(B
.1) 

o
n

d
e a, b e c rep

resen
tam

 o
s p

arâm
etro

s (co
eficien

tes) q
u

e se p
reten

d
e d

eterm
in

ar. 
 

T
abela B

.1 – E
spaço versus tem

po 

t (s)  
1.0

3.0
5.0

7.0
9.0

11.0
13.0

15.0
17.0

19.0
21.0

S
 (m

) 
17.6

25.8
36.7

50.6
66.5

92.0
112.5

141.4
176.5

220.8
254.6

 A
 F

ig
. B

.1
 (p

ág
in

a seg
u

in
te) m

o
stra q

u
e a relação

 en
t

re S
 e t é claram

en
te n

ão
-lin

ear. 
Isto

 sig
n

ifica q
u

e n
ão

 é p
o

ssível ap
ro

xim
ar estes p

o
n

to
s p

o
r u

m
a recta sem

 co
m

eter 
erro

s g
ro

sseiro
s. 

                              
1 “M

e
lho

r” d
e

p
e

nd
e

 o
b

via
m

e
nte

 d
o

 crité
rio

 a
d

o
p

tad
o

. 
N

e
ste

 caso
, va

i se
r usad

o
 o

 C
ritério

 d
o

s M
ínim

o
s Q

u
ad

rad
o

s q
ue se b

a
seia na m

inim
ização

 d
o

 q
uad

rad
o

 d
o

s d
esvio

s 
(d

ife
re

nça
 e

ntre
 o

s va
lo

re
s a

 a
p

ro
xim

a
r e

 o
s valo

re
s co

rre
sp

o
nd

ente
s na função

 d
e

 a
p

ro
xim

ação
). 
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F
igura B

.1 – E
spaço versus tem

po 
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ara d
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in
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u
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eve 
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dd trendline...”. A
p
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u
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 n

o
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m
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esm
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esig

n
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ro
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 2
 su

b
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en
u
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T
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O
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b

. N
o

 su
b

-m
en

u
 Type, seleccio

n
e a o

p
ção

 
P

olynom
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u
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c. N
o

 su
b

-m
en

u
 Options to

rn
e activa a o

p
ção

 “
D

isplay equation on chart”. E
sta 

o
p

ção
 faz co

m
 q

u
e a eq

u
ação

 d
a cu

rva d
e ap

ro
xim

ação
 seja tam

b
ém

 visu
alizad

a n
o

 
p

ró
p

rio
 g

ráfico
; 

d
. P

rim
a O

K
. 

E
m

 resu
ltad

o
 d

esta o
p

eração
, é ad

icio
n

ad
a ao

 g
ráfico

 
a cu

rva d
o

 tip
o

 (B
.1

) q
u

e m
elh

o
r 

ap
ro

xim
a o

s p
o

n
to

s em
 q

u
estão

, b
em

 co
m

o
 a resp

ectiva eq
u

ação
. A

 F
ig

. B
.2

 ilu
stra o

 
resu

ltad
o

 o
b

tid
o

.  

F
igura B

.2 – C
urva (polinóm

io de 2º grau) que m
elhor aproxim

a os pont
os dados 

 

y = 0.4287x
2 + 2.4569x + 13.41
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