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Resumo

A Analise Classificatoria é uma area da Analise de Dados Multivariados cujo
objectivo é agrupar um conjunto de objectos a classificar num ntimero pequeno de
classes, que reflitam as relagoes de semelhanga e/ou oposigao entre esses objectos.
Um método de Classificagao produz, sobre estes objectos, um conjunto de classes
organizado segundo uma determinada estrutura. Duas metodologias de Classifi-
cagao serao analisadas: a Classificagao Hierarquica e a Classificagao Piramidal.

A aplicagao de um método de Classificagao Piramidal produz estruturas mais
complexas do que a aplicacao de um método de Classificacao Hierarquica. Assim,
inicialmente serd introduzido um vasto conjunto de defini¢oes e propriedades, ap-
resentados os principais algoritmos de Classificacao Piramidal Ascendente, serao

referidas as suas caracteristicas e limitagoes.

A motivagao para desenvolver algoritmos de geracao de estruturas classifi-
catorias tem-se intensificado entre a comunidade cientifica, tendo dado origem a
diversos estudos. Neste trabalho propoe-se um método de geragao aleatoria de es-
truturas piramidais. Sendo o modelo de Classificagao Piramidal uma generalizagao
do modelo de Classificacao Hierarquica, o método aqui proposto podera ser visto
como uma extensao de trabalhos anteriores de geracao aleatéria de dendrogramas.

Tendo por objectivo avaliar o desempenho do método proposto, em particular,
verificar se o método gera piramides aleatéria e uniformemente, foi previamente
realizado um estudo topologico de piramides. Para um nimero fixo de nos terminais
identificam-se os diferentes tipos topologicos de piramides, assim como o respectivo
ntmero de pirdmides nao isomorficas. Em virtude da elevada complexidade desta
analise, este objectivo foi apenas conseguido para um nimero reduzido de noés
terminais.
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Abstract

The Cluster Analysis is an area of the Multivariate Data Analysis whose the
main goal is to group a set of elements in a small number of classes, that they
reflect the relationships of similarity and/or opposition among those elements. A
method of Classification produces, on these elements, a group of classes organized
second a certain structure. Two methodologies of Classification will be analyzed:
the Hierarchical Classification and the Pyramidal Classification.

The application of a Pyramidal Classification method produces more complex
structures than the application of a Hierarchical Classification method. First, it
will be introduced a vast group of definitions and properties and presented the

main sort algorithms of Ascendant Pyramidal Classification.

The motivation to develop generation algorithms of classification structures
have been intensifying among the scientific community, having created several stu-
dies. In this work a random generation method of pyramidal structures is proposed.
Being the model of Pyramidal Classification a generalization of the model of Hi-
erarchical Classification, the method proposed appears as an extension of previous

works in random generation of dendrograms.

With the purpose to evaluate the performance of the proposed method, in
particular, to verify if the method generates random and uniform pyramids, it was
previously accomplished a topologic study of the pyramids. For a fixed number
of terminal nodes the different topologic types of pyramids were identified, as well
as the respective number of non isomorphic pyramids. On account of the high
complexity of this analysis, this purpose was just gotten for a reduced number of

terminal nodes.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacoes e Objectivos

O trabalho desenvolvido nesta dissertacao insere-se na Analise Classificatoria,
uma area da Anélise de Dados Multivariados.

A aplicacao de um método de classificacao a um conjunto de dados multi-
variados produz, sobre os elementos a classificar, um conjunto de classes organi-
zado segundo uma estrutura (uma parti¢ao, uma hierarquia, uma cobertura, uma
piramide, etc.). Esta estrutura depende, ndo s6 do conjunto de dados, mas também
da natureza intrinseca do método de classificagao usado (ver Gordon [21]). Neste
trabalho duas dessas metodologias de Classificacao serao estudadas: a Classificagao
Hierarquica e a Classificacao Piramidal. Como sera visto, a Classificacao Piramidal

produz estruturas mais complexas que a Classificagao Hierdrquica.

Os métodos de Classificagao Hierarquica e de Classificagao Piramidal impoem
a escolha de duas fungoes de comparagao: fungao de comparagao entre elementos
e funcao de comparacao entre partes do conjunto de elementos a classificar. O
resultado obtido da aplicacao de um destes métodos classificatorios depende fre-
quentemente desta dupla escolha, levantando naturalmente a questao da escolha
indicada em cada caso. Da estrutura obtida por um método classificatério torna-se
importante averiguar o grau de responsabilidade exclusiva do critério usado. Estas
e outras questoes tém sido abordadas em varios trabalhos no ambito da Validacao
em Classificacao. A geracao aleatoria de estruturas de classificagao surgiu como

uma ferramenta importante nessa area do conhecimento.

Vérios métodos ja foram propostos para a geragao aleatéria de dendrogra-
mas, dos quais se salientam os trabalhos de Lapointe e Legendre [25], Sousa [37]

e Podani [32]. A sua extensdo a estruturas mais complexas parece relevante.
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Assim, o objectivo deste trabalhalho é o de propor métodos de geracao aleatoria
de piramides.

A complexidade das estruturas piramidais, relativamente as estruturas hierar-
quicas, leva a necessidade de introduzir um conjunto vasto de defini¢oes e pro-
priedades, para uma melhor compreensao dos algoritmos de Classificacao Pirami-
dal Ascendente mais relevantes. Nesta area serao referidos, principalmente, os

trabalhos desenvolvidos por Diday [13], Bertrand [4] e Mfoumoune [27].

Nesta dissertacao propoe-se, implementa-se e discute-se um algoritmo — Random
Generation Algorithm of Pyramids (RAP) — que gera aleatoriamente piramides

fixado um ntmero qualquer de nés terminais.

No que respeita a aspectos computacionais foram desenvolvidos programas em
linguagem Matlab para os diferentes métodos de geracao aleatéria de dendrogra-
mas, para o método RAP de geragao aleatoria de uma piramide e alguns algoritmos
para a identificacao topologica das estruturas geradas. Por opg¢ao, uma listagem
dos programas desenvolvidos encontra-se em anexo (Anexos 1 a 8).

Pareceu natural, por comparagao com a geragao de dendrogramas, verificar se
o método RAP gerava piramides de forma uniforme no sentido de Furnas [19], o
que levou a necessidade de identificar os diferentes tipos topoldgicos das piramides.
Devido a complexidade das estruturas piramidais esta identificacao foi apenas con-
seguida para um pequeno numero de noés terminais. Concluiu-se que, de facto, o
método nao gera piramides uniformemente, embora nao se afaste significativamente
desta distribuicao. Esta caracteristica era ja esperada atendendo a um conjunto de
limitagoes que o método apresenta e que sao referidas ao longo do trabalho.

1.2 Estrutura do Trabalho

Esta dissertacao esta organizada em sete capitulos.

Este Capitulo 1 é dedicado a uma pequena introducao, na qual se referem as

motivacoes e objectivos do trabalho e a sua estrutura.

No Capitulo 2, intitulado “Classifica¢ao”, sao introduzidas algumas nogoes de
base, importantes para a compreensao do trabalho aqui desenvolvido. Assim,
apresentam-se duas metodologias de Classificacao: Classificagao Hierarquica e Clas-
sificacdo Piramidal. E ainda apresentado um exemplo para ilustrar as diferencas
de actuagao dos dois procedimentos.

O Capitulo 3 é dedicado a Geragao Aleatoria de Dendrogramas. Sao apresen-

tadas algumas defini¢coes sobre arvores em geral e sobre arvores de classificagao
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(ou dendrogramas) em particular. Sao referidos e discutidos os métodos propostos
na literatura para gerar aleatoriamente dendrogramas, com especial énfase para os
métodos que geram aleatéria e uniformemente dendrogramas no sentido de Fur-
nas [19]. Como ja foi referido, o objectivo deste trabalho é a proposta de métodos
de geracao aleatoria de piramides, no que podera ser visto como uma extensao dos
métodos de geracao aleatoéria de dendrogramas estudados neste capitulo.

Assim, no Capitulo 4 apresentam-se os principais algoritmos, propostos ao
longo das tltimas décadas, de Classificacao Piramidal Ascendente. Inicialmente
introduz-se um conjunto vasto de nogoes necessarias a apresentacao desses algorit-
mos. Na Secgao 4.3 introduzem-se os algoritmos de Diday [12] e [13], Bertrand [4]
e Mfoumoune [27]. O resto do capitulo ¢ dedicado a alguns comentérios sobre as

propriedades e/ou limitagoes desses métodos.

No Capitulo 5 é proposto um método de geracao aleatoria de piramides, de-
nominado Random Generation Algorithm of Pyramids (RAP) cuja filosofia base é
anéaloga ao algoritmo de Classificagao Piramidal Ascendente proposto por Bertrand
[4]. A apresentacgao do algoritmo proposto é complementada por um exemplo de
aplicacao. Conclui-se o capitulo tecendo algumas consideragoes a este método e
referindo o possivel desenvolvimento de um método alternativo com algumas van-

tagens relativamente ao aqui proposto.

A analise do desempenho do método de geracao de piramides é o objectivo do
Capitulo 6. Por analogia com o estudo dos métodos de geragao aleatéria de den-
drogramas, a questao da geracao uniforme de piramides parece pertinente. Neste
sentido, torna-se necessario identificar os diferentes tipos topoloégicos de piramides,
para um numero fixo de nés terminais, bem como o respectivo ntimero de piramides
nao isomorficas. Dada a complexidade do estudo, este objectivo s6 foi conseguido
para 3 e 4 noés terminais. Um estudo de simulagao permitiu analisar o desempenho
do algoritmo RAP no que respeita a geragao ser uniforme.

Conclui-se esta dissertacao com um capitulo dedicado a algumas consideragoes

finais e propostas de desenvolvimento de trabalho futuro.






Capitulo 2

Classificacao

2.1 Introducao

A Anélise Classificatoria é um area da Anéalise de Dados Multivariados que tem
como objectivo a formagao de grupos de elementos que se assemelhem entre si.
A aplicacao de um método de classificacao a um conjunto de dados multivariados
produz, sobre os elementos a classificar, um conjunto de classes organizado segundo
uma determinada estrutura. Este capitulo ird centrar-se no estudo e comparacao de
dois desses tipos de métodos de classificagao: a Classificacao Hierdrquica e a Clas-
sificagao Piramidal, originando as estruturas classificativas hierarquias e piramides,
respectivamente.

Assim, comegar-se-a4 por apresentar algumas defini¢oes e propriedades associ-
adas a Classificacao Hierarquica para, de seguida, generalizad-las a Classificacao
Piramidal. Sera visto que as relacoes existentes entre classes na Classificacao Pi-
ramidal sdo mais complexas. Por fim, a aplicagao pratica de um exemplo académico
permitira ilustrar os diferentes modos de actuacao dos algoritmos de classificacao.

2.2 Classificacao Hierarquica

De um modo geral, a Classificacao Hierarquica tem como objectivo produzir,
sobre o cunjunto de elementos a classificar, particoes ou hierarquias de parti¢oes.

Os métodos classificatorios actuam fundamentalmente sobre dois tipos de da-
dos: um quadro de dados ou um quadro de proximidades. Em geral, admite-se que
o quadro de dados é do tipo individuos-variaveis. Usualmente é representado por
uma matriz X = (x;), de dimensdes n X p, onde x;; representa o valor da variavel

de ordem k observada no individuo 2. Numa primeira fase de um método classifi-
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catorio, em geral, calcula-se uma matriz de proximidades que pode ser calculada
para os n individuos, originando uma matriz n x n, onde o elemento (i, j) repre-
senta a proximidade entre os individuos 7 e j, ou para as p variaveis, dando entao
origem a uma matriz p X p, em que o elemento (k, [) representa a proximidade entre
as variaveis k e [. Estas matrizes de proximidades sao simétricas e podem traduzir
semelhancas ou dissemelhancas de acordo com o tipo de fungao de comparacgao que
lhe da origem.

Os diferentes métodos de Classificacao Hierdarquica podem ser agrupados em
dois tipos: os ascendente ou aglomerativos, sem divida os mais adoptados, e os des-
cendentes ou divisiveis. Seja F o conjunto dos elementos a classificar, um método
aglomerativo parte das classes singulares correspondentes aos elementos singulares
do conjunto E e, em cada passo do algoritmo, retine as duas classes mais semel-
hantes. Este procedimento designa-se por Classificacao Hierdrquica Ascendente
(C.H.A.). Um processo divisivel consiste em dicotomias sucessivas do conjunto
total E até a obtencao dos elementos isolados que o constituem. Este método
designa-se por Classificagao Hierarquica Descendente (C.H.D.) e é menos utilizado
devido a sua complexidade algoritmica.

Para a aplicacao de um método de Classificacao é fundamental definir a priori
dois tipos de funcoes: a funcao de comparacao entre elementos e a funcao de
comparagao entre classes.

2.2.1 Funcoes de Comparacao
Funcao de Comparacao entre Elementos

Seja E o conjunto de elementos a classificar, que podem ser os individuos ou as
varidveis. Por abuso de linguagem, considere-se o conjunto de elementos a classi-
ficar de cardinal n assim definido £ = {ey,...,e,}. De salientar que nao se refere

necessariamente aos individuos.

Define-se funcao de comparacao entre elementos de E como uma aplicagao
v: E x E— RJ. Esta fungio pode ser de dois tipos:

e dissemelhancga - para dois elementos quaiquer ¢; e e; de E, um pequeno
valor de v (e;, e;) = d;; significa que e; e e; sao elementos bastante analogos;

e semelhanca - para dois elementos quaiquer ¢; e e; de E/, um pequeno valor

de 7 (e;,ej) = s;; indica que e; e e; s@o elementos com bastantes diferengas.
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A fungao de comparagao entre elementos permite transformar o quadro de da-
dos na matriz de proximidades. Se a matriz de proximidades ¢é calculada sobre
os individuos a fungao de comparagao usada €, em geral, do tipo dissemelhanga.

Quando esta matriz é obtida para as variaveis a funcao de comparacao utilizada é

do tipo semelhanca.

Seja d : E x E — R§ uma aplicacio e considerem-se as seguintes condigoes:
(i) d(e;e;) =0 , Ve €F
(i) d(e;,ej) =d(ej,e;) , Ve,e €F
(ili) d(ej,e)) =0=¢,=¢; , Ve,e €L
(iv) d(ei ex) < d(ei,e;) +d(ejer) , Veejep€FE

Se d satisfaz (i) e (ii) diz-se um indice de dissemelhanga.
Se d é um indice de dissemelhanca e satisfaz (iii) diz-se um indice de distdancia.

Se d ¢ um indice de distancia e satisfaz (iv) diz-se uma distancia.
Se d é uma distancia e satisfaz a seguinte propriedade
d(e;,er) < max{d(ei, e;),d(e;,ex) } , Veee€F (2.1)

entao a funcao d diz-se uma distdncia ultramétrica.

Esta propriedade, chamada de propriedade ultramétrica, é mais restritiva que
a desigualdade triangular e tem uma grande aplicabilidade em Classificacao Hi-

erarquica.

Obtém-se uma caracterizagao analoga usando fung¢oes do tipo semelhanca:

(i) s(e, €)= Smaz , Ve €EFE
(i) s(e,e;) =s(eje) , Ve,e €E
(i) s(e;,€j) = Smaz = €i=¢; , Ve, e;€F

(iV) Spmax + 5 (€5, €1) > s(ei,€) +s(ej,ex) , Vee e, €E

Se s satisfaz (i) e (ii) diz-se um indice de semelhanga.
Se s ¢ um indice de semelhanca e satisfaz (iii) diz-se um indice de proximidade.
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Se s ¢ um indice de proximidade e satisfaz (iv) diz-se uma prozimidade.

Se s ¢ uma proximidade e satisfaz a seguinte propriedade
s (e, er) > min{s (e, ¢;),s(ejex) } . Ve ej,e,€E (2.2)

entao a funcao s diz-se uma proximidade ultramétrica.

A escolha da funcao de comparacao entre elementos é um passo importante e
dela pode depender bastante o resultado final. Algumas das medidas de dissemel-
hanca e semelhanca mais usadas sao apresentadas de seguida. Para mais detalhes

ver Bacelar-Nicolau [1], Gordon [21] e referéncias ai citadas.

Considere-se a matriz de dados iniciais X = (z;), de dimensées n X p. Seja
w; € E,com i =1,...,n,oindividuo i observado nas p variaveis, (x;1, T2, . .., Tip)-
Assim, para comparar os pares de individuos, isto é, os pares de elementos de F,

algumas das distancias mais utilizadas sao:

e distancia Euclidiana

d (wi,w) = | Y (wie — 8)° (2.3)

e distancia de Minkowsky

d (wi, wy) = (Z i — l“jk|p> p (2.4)

k=1

Se p = 1 obtém-se a distancia city block;
Se p = 2 obtém-se a distancia Euclidiana, ja referida;

Se p — 00 obtém-se a distancia do maximo.

Quando se pretende comparar variaveis deve-se usar semelhancas. Na matriz de

dados iniciais considere-se vy, com k = 1,...,p, a k-ésima variavel observada nos
n individuos, (z1g, Tak, - - ., Tnk). Duas medidas de correlagao sao apresentadas em

baixo. Ambas medem o cosseno do dngulo entre dois vectores, com os vectores a

serem medidos, respectivamente, a partir da origem e a partir da média dos dados.

e separacao angular

e,
j=1 TjkLjl

\/<Z?:1 x?k) (Z?:1 x?l)

s (vg,vy) = (2.5)
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e coeficiente de correlacao de Pearson
> iy (k= k) (v — 1)
(S =502 (S (o - )

em que v e v; sao, respectivamente, os valores das médias observadas para

s (vg,vy) = (2.6)

as variaveis vy e vj.

A escolha do tipo de funcao de comparacao depende essencialmente da natureza
das variaveis envolvidas e do tipo de elementos a classificar. Desta escolha depende
bastante o resultado final.

Funcao de Comparagao entre Classes

Seja F o conjunto de elementos a classificar de cardinal n, que como ja foi
referido nao sao necessariamente os individuos.

Uma fungao de comparacao v entre os elementos de F da origem a uma ma-
triz de semelhangas ou dissemelhancas, a ja referida matriz de proximidades, com
(g) = @ elementos relevantes'. O objectivo da Classificacao é formar classes
de elementos o mais semelhantes entre si. E, por isso, natural que se comece por
agregar o par de elementos de F onde a func¢ao de comparagao é minima (maxima),
quando esta é do tipo dissemelhanga (semelhanga). Precisa-se de introduzir uma
funcao que permita comparar entre si classes de elementos de E, podendo uma
classe ser constituida por um tnico elemento.

Seja & (E) o conjunto das partes de E e considere-se a fun¢ao de comparagao
entre as classes dada por

I':2(E)x 2 (E) — R{.

Também para a comparacao entre as classes existe um namero vasto de opgoes,
pelo que neste trabalho se fara referéncia apenas a algumas dessas func¢oes. Sejam
A e B elementos de & (E). Para v do tipo dissemelhanga, sao referidas algumas
das fungoes mais conhecidas:

e Ligagao Minima (S.L. - Single Linkage)

['(A,B)=min{y(a,b) :a € A be B} (2.7)

LA matriz de proximidades é quadrada, simétrica e a informacao dos elementos da diagonal
desprezivel.
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Este método agrega classes pelos elementos mais proximos. As classes exi-
bem um fenémeno conhecido por cadeia, isto é, & medida que as classes sao
agregadas ha tendéncia para a formacao de classes numerosas e alongadas.

O S.L. priveligia o isolamento das classes.

e Ligagao Maxima (C.L. - Complete Linkage)

I' (A, B) = maz{y(a,b) :a € A b€ B} (2.8)

Neste critério a distancia entre duas classes é dada pela distancia dos dois
elementos mais afastados. As classes formadas por esta metedologia sao mais

compactas e coesas internamente.

e Ligagao Média (A.L. - Average Linkage)

rap =Y 1 (“T’Lb), (2.9)

n
a€AbeB
onde n4 e np sao os cardinais das classes A e B, respectivamente.

Este método tem um desempenho intermédio entre o S.L.. e o C.L. quanto ao
tipo de classes formadas. A distancia entre duas classes é a distancia média

para todos os pares (a,b) € A x B.

e Método de Ward (M.W.)

Este método é aplicado a casos em que a funcao v é a distancia euclidiana.
Os n elementos de F sao considerados como uma nuvem de pontos num
espago R? e a agregacao faz-se no sentido de minimizar a variacao da inércia
intraclasse. Assim, em cada etapa reunem-se as classes que conduzem a uma

perda de inércia interclasses minima, sendo esta dada por
I'(A4,B) = nad®(ga,9) +npd*(9,98) — (na+ng) d* (gaus, 9)

nang

_ e 2.10
LA (g,,95) (2.10)

onde g, ga, g € gaup sao os centros de gravidade global e das classes A,
B e AU B, respectivamente, e nyq e ng os cardinais das classes A e B,
respectivamente.

Os algoritmos dos critérios de agregacao referidos, assim como outros, para

coeficientes de dissemelhanca, podem ser descritos por uma féormula de recorréncia,
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proposta por Lance & Williams [24]| e generalizada por Jambu & Lebeaux [23].
Estas formulas permitem o célculo da dissemelhanca entre uma classe e uma outra

formada pela reuniao de duas classes.

2.2.2 Hierarquia: definicoes e representagoes

Como ja foi referido, uma Classificagao Hierdrquica tem como objectivo pro-

duzir parti¢oes e hierarquias de partigoes sobre os elementos a classificar.

Nas defini¢oes que se seguem continua-se a considerar que E é o conjunto dos

elementos a classificar e que este tem cardinal n.

Definicao 2.1 Uma Particao de £ é um conjunto de partes nao vazias de FE,
mutuamente disjuntas (E;NE; =0, Vi, j=1,2,....k, i # j), cuja reunido ¢ E

(Us 5 - ).

Vamos designar o conjunto das parti¢oes de E por Part (E).

Definicao 2.2 Seja H uma familia de partes nao vazias de E. Diz-se que H é uma
Hierarquia sobre £ se:

(i) E€e H
(ii) {a} € H, VYa€FE

(iii) VA, i € H, hnK € {0,h 1}

Uma herarquia ¢ um conjunto de partigoes encaixadas.

Defini¢ao 2.3 (Sucessor e Predecessor) Seja H uma hierarquia. Diz-se que
h € H é um sucessor de h' € H se:

e hCH
e B eH: hCHh CH
Diz-se que A’ é um predecessor de h.

Na Figura 2.1 definida na pagina 13, hs ¢ um predecessor de h; e um sucessor

de h4.
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Proposicao 2.1 Seja H uma hierarquia. Cada classe h € H tem, no mdzimo, um
predecessor.

Demonstracao: A justificacao deste resultado é trivial. Supondo que h € H
admite dois predecessores, hy e hg, é facil notar que hy N hy = h & {0, hy, ho}, isto
é, nao ¢ satisfeita a condigao (iii) da Defini¢ao 2.2 de hierarquia.

A cada classe da hierarquia pode associar-se um nimero real positivo que indica
o grau de agregacao dos elementos dessa classe, dando origem a uma hierarquia
indiciada. Considerando que a funcao de comparacao entre os elementos de E é do
tipo dissemelhanca, apresenta-se a seguinte definigao.

Defini¢ao 2.4 Uma hierarqia indiciada em E é um par (H, f) onde H ¢ uma
hierarquia e f : H — R{ & tal que:
(i) f(h)=0 <= da € E:h={a}

Vv
h contém um unico elemento

(il) VAW € H, hCh = f(h) < f(H).

Os valores de f sao designados por indices de nivel de agregacdo e os valo-
res ordinais correspondentes por niveis de agrega¢ao. Quando estes sao usados a
hierarquia indiciada dara origem a uma hierarquia habitualmente designada por
hierarquia estratificada ou de niveis.

Definicao 2.5 Uma hierarquia estratificada ou de niveis é uma hierarquia
indiciada (H, f) onde f é uma aplicagao da hierarquia H num intervalo de inteiros

[0..m]. O inteiro m = f (E) é chamado o nivel de agregagao maximo.

Se a aplicacao f € injectiva entao o nivel de agregacao m da hierarqiua estrati-
ficada sera igual a n — 1, isto é, em todos os niveis da hierarquia ha a juncao de
apenas duas classes.

Seja (H, f) uma hierarquia indiciada. Um indice de dissemelhanga induzido por
H, dg, ¢ uma aplicacdo de E x E em R{ definida por:

dy (z,y) =min{f (h): h€ H, x,y € h}. (2.11)

dy ¢ dado pelo valor da funcao de comparacao entre duas classes, cuja reuniao
contém pela primeira vez os elementos x e y. dy é uma distancia ultramétrica

sobre E. Uma Classificacao Hierdrquica produz uma hierarquia indiciada cuja
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representacao grafica mais comum é um dendrograma. A altura do trago horizontal
dos vértices do dendrograma, que representam as classes, é proporcional ao valor
positivo f (k). No exemplo que se segue sao utilizados os niveis de agregacao. Na
Figura 2.1 podem observar-se as particoes para os varios niveis de agregacao e o
respectivo dendrograma.

Suces_sz”io de Niveis de Deadrguma
Parti¢Oes Agregacio -
P ={n}={E} * S
hy
P 3 = {hl ® ‘;% } 3
h 3
P ={alh.hy} S W ST T—

P'={la}{d}teph)
P ={la}. b}t ld}iel}

]
I

Figura 2.1: Representacao de uma hierarquia.

A hierarquia obtida para este exemplo é

H= U P = {{a} . {b},{c},{d} . {e} hy, hy, hs, E}. (2.12)
com hy; = {b,c}, hy = {d,e} e hg = {a,b, c}.

Dado E = {ey,...,e,} de cardinal n, a representa¢ao de uma hierarquia pode
ainda ser feita através de uma matriz, designada por matriz ultramétrica. Notando

por U = (u;,) _ny €ssa matriz, o elemento u;; ¢ o valor dy (e;,¢€;), com

i,j€{1,.

ei,e; € E, ou entao o valor ordinal correspondente. U é uma matriz quadrada, de

n(n—1)
2

dimensao n, simétrica e sao suficientes valores para a definir. Apresenta-se

a seguir a matriz ultramétrica associada ao dendrograma da Figura 2.1.

a b ¢ d e
af0 3 3 4 4
b 0 1 4 4
c 0 4 4 (2.13)
d 0 2
e 0
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Na obtengao de uma hierarquia é produzida uma ordem sobre os elementos de
E, designada por ordem induzida. A definicao de ordem sera relembrada mais a
frente, na Subseccao 4.2.2, mas podera ser entendida como a posicao fisica que
os elementos do conjunto E ocupam, como nés terminais, no dendrograma. Na
Figura 2.1 a ordem sobre os elementos ¢ (a,b,c,d,e). A ordem induzida sobre os
elementos de E pela hierarquia ndo é tnica. E possivel permutar os elementos de
todas as classes da hierarquia e obter uma ordem diferente. Pode-se, por exemplo,
verificar que se tem a mesma hierarquia com a ordem (a,c,b,d,e), que consiste
numa inversao dos elementos da classe hy, ou ainda com a ordem (e, d, ¢, b, a), que
consiste em varias inversoes. Bertrand [4] mostra que, numa hierarquia, existem
2"=1 ordens possiveis sendo n o cardinal de E.

Teorema 2.1 (Johnson - Benzécri) Eziste uma bijec¢io entre o conjunto das
hierarquias indiciadas e o conjunto das distancias ultramétricas.

A demonstracao deste resultado consiste em verificar que a cada hierarquia
indiciada (H, f) esta associado um indice de dissemelhanga induzido dy, que é uma
distancia ultramétrica, e que esta aplicacao é bijectiva. Para uma demonstracao
ver, por exemplo, Diday et al. (1982) [14].

2.2.3 Classificagao Hierarquica Ascendente (C.H.A.)

Existem alguns algoritmos que permitem construir uma hierarquia indiciada a
partir de uma funcao v de comparacao entre os elementos definida a priori sobre E.
O mais utilizado ¢ o da Classificacao Hierarquica Ascendente (algoritmo C.H.A.).
Definida a func¢ao I' de comparagao entre classes de & (F), ou seja, o critério de

agregacao, o algoritmo de C.H.A. pode ser enunciado da seguinte forma:

Algoritmo de C.H.A.

Uma condicao prévia a aplicacao de um algoritmo de C.H.A. é a defini¢ao
das duas fungoes de comparacao, v e I', e consequente determinacao do conjunto

v (@,y) 2,y € B}

Passo 1 (Inicializagao)
Definir a partigao inicial constituida pelas classes singulares de F.

Passo 2 (Agregacgao)
Determinar o par de classes mais proximas que verificam o critério de agre-
gacao associado a I', reunir essas classes numa s6 e actualizar os valores de I'

entre esta nova classe e todas as restantes.



2.3 Classificacao Piramidal

15

Passo 3 (Critério de Paragem)
Se a classe formada nao ¢é igual a E repete-se o Passo 2, caso contréario o

algoritmo termina.

A agregacao de um ntmero de classes superior a dois num dado nivel tem facil
resolucao. Porém, para simplificar a escrita, considera-se que em cada passo ape-
nas um par de classes se agrega. Num algoritmo de C.H.A. podem ser introduzidos
critérios de paragem que nao impliquem a actuacao do algoritmo até a formacao
da classe E. Por exemplo, pode-se imp6ér um ntmero minimo fixo de classes para

a ultima particao ou limitar o valor da fungao de comparagao entre as classes.

2.3 Classificacao Piramidal

A Classificagdo Piramidal, introduzida por Diday (1984) [12] e Bertrand (1986)
[4], € uma generalizacao da Classifica¢ao Hierarquica. Tal como a hierarquia, uma
piramide é uma coleccao de classes de um conjunto de elementos E a classificar.
No entanto, a Classificagao Piramidal d4 normalmente origem a relagoes mais com-
plexas entre as classes. Em particular e contrariamente ao modelo hierarquico, duas
classes cuja interseccao nao é vazia, nao sao necessariamente sobrepostas, isto é,
uma nao tem necessariamente que conter a outra. Para além disso, outra pro-
priedade interessante das representacoes piramidais ¢ a capacidade de produzir um
numero pequeno de ordens, sobre o conjunto dos elementos a classificar, respeitando

as condicoes de proximidade entre esses elementos.

2.3.1 Piramide: definicoes, propriedades e representacoes

Considere-se novamente, nas defini¢oes que se seguem, o conjunto de elementos
a classificar F, de cardinal n.

Definigao 2.6 Diz-se que p é uma Parte Conexa de E de acordo com a ordem
0 se p é um intervalo dessa ordem.

Mais precisamente,

{a € p} <= {a esté entre o menor e o maior elemento de p de acordo com 6}

<= {p ¢ conexo}

Diz-se ainda que a ordem # é compativel com P se todo p € P é conexo de
acordo com 6.
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Definicao 2.7 Uma Cobertura do conjunto ' é um conjunto de partes nao vazias
de E cuja reuniao é E.

Vamos designar o conjunto das coberturas de £ por Cob (FE).

Definicao 2.8 Seja P uma familia de partes nao vazias de E. Diz-se que P é uma
Piramide sobre F se:

(i) E€eP

(ii) {a} € P, Ya€cFE

(iii) Vp,p' € P, pNp'=0 ou pnp'e€P
)

(iv) existe uma ordem 6 compativel com P tal que Vp € P, p é um intervalo dessa

ordem

Uma piramide é um sucessao de coberturas encaixadas.

Considere-se E = {a,b,c} e P = {{a},{b},{c},{a,b},{b,c}, E } uma piramide.
Verifica-se facilmente que P’ = P U {a, ¢} ndo é uma piramide uma vez que nao é
satisfeita a quarta condicao da definicao, isto é, nao é possivel construir uma ordem
0 compativel com P’.

Notando que uma particao ¢ um caso particular de uma cobertura é quase
imediata a propriedade que se segue.

Proposicao 2.2 O conjunto das hierarquias estd incluido no conjunto das pirdmides.

Demonstracao: Pretende verificar-se que toda a hierarquia H é ainda uma piramide,
isto ¢, dada uma qualquer hierarquia H entao ela sastifaz as quatro condi¢oes da
Definigao 2.8. (i) e (ii) coincidem nas Defini¢oes 2.2 e 2.8. Se H & uma hierarquia
entdo V h,h' € H, hnh' € {0, h,h'} o que implica que hNA' =0 ou hNh € H.
Portanto, a terceira condicao da Definicao 2.8 é satisfeita. Verifica-se que existe
também uma ordem 6 sobre E compativel com H (ver, por exemplo, Diday [13]).

Portanto, H é uma piramide.

Definigao 2.9 (Sucessor e Predecessor) Seja P uma piramide. Diz-se que p € P
¢ um sucessor de p’ € P se:

e pCp'
OEp"EP: pgp//gp/

Diz-se que p’ é um predecessor de p.
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As nogoes de sucessor e predecessor sao equivalentes as dadas em hierarquias.
Na Figura 2.2, que sera definida nesta subseccao, ps e ps sao predecessores de ps.
Uma propriedade importante e que diferencia as piramides das hierarquias é a

que se enuncia a seguir.

Proposicao 2.3 Seja P uma piramide. Cada classe p € P tem, no mdximo, dois
predecessores.
Demonstragao: Vai-se provar por redugao ao absurdo. Suponha-se que p € P

admite, pelo menos, trés predecessores distintos, pi, po € ps.
Como as classes p; (i = 1,2, 3) sdo predecessores da mesma classe p, tem-se que

p=piNpy=piNps=psNps. (2.14)

Seja 6 a ordem compativel com P. As classes de P sao intervalos relativamente
a ordem 6. Entao as classes p; podem ser escritas sob a forma

pi = lai, bi]  (1=1,2,3)

onde a; e b; sao elementos de E.
Sem perda de generalidade, podemos supor que os elementos a; estao “ordena-
dos” da seguinte maneira

ay < az < as.

A segunda igualdade de (2.14) pode ser escrita da forma
[CLQ, min (bl, bz)] = [&3, man (bl, bg)] .

Consequentemente as = ag, pelo que existe uma relacao de inclusao entre py e

p3, 0 que é contraditorio. Logo, a classe p admite, no maximo, dois predecessores.

Em Classificacao Hierarquica dois conceitos importantes sao o de hierarquia e
hierarquia indiciada. Da mesma forma, em Classificacao Piramidal as defini¢oes de
piramide e piramide indiciada sao fundamentais. Assim, a cada classe da piramide

serd associado um valor que mede o grau de agregacao dos elementos nesse patamar.

Defini¢ao 2.10 Uma piramide indiciada sobre F é um par (P, f) onde P é uma
piramide e f : P — R{ ¢ tal que:

(i) f(p)=0 <= FJacE:p={a}

g

pcontém um unico elemento

(ii)) Vp,p'e P, pCp' = f(p) < f(p))
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Uma piramide ¢ indiciada em sentido lato se:

pCp’ e f(p)=/f(p)) = p tem dois predecessores?
N——
estritamente

Uma piramide ¢ dita indiciada em sentido estrito se:

pCp’ = fp)<f®)

estritamente

Analogamente ao que foi dito para hierarquias, os valores de f serao designados
indices de nivel de agregacao e os valores ordinais correspondentes por niveis de
agregag¢ao. Assim, uma piramide estratificada ou de niveis é uma piramide
indiciada (P, f) onde f é uma aplicacdo da pirdmide P num intervalo de inteiros
[0..m].

A Figura 2.2 ilustra o resultado de uma classificagao piramidal sobre o conjunto
de elementos E = {a,b,c,d, e}. E apresentada a sucessdo de coberturas para os

varios niveis de agregacao e a representacao piramidal.

Sucessdo de Niveis de Representacao
Coberturas Agregaciio Piramidal
C* ={p}={E} 6
C* ={p..ps) s
c'= {P: :Ps } 4
CSZ{Plrpzrps} 3

(58]

c’={a}.p.p,}
c' ={lalid} el p}
C’ = {{a}.{}.{c} {a). fe}}

—

(=4

Figura 2.2: Representacao de uma piramide.

A piramide obtida para este exemplo é:
6
P = U CZ = {{&} ) {b} ) {C} ) {d} ) {6} » P1, P2, P3, P4, Ps, E} : (215)
i=0
onde b1 = {b7 C}a b2 = {da 6}7 Ps = {CI,, C}7 Ps = {CL, ba C} € Ps = {aa ¢, da 6}‘

As ordens compativeis com a classificacao piramidal obtida sao:

2 dpup€P, p1#p e pa#p: p=piNps.
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e 01 = (b,c,a,d, e), arepresentada na figura;

003

)
e 0y = (b,c,a,e, d), que resulta da inversao da classe po;
e,d,a,c,b), que resulta da inversao da classe pg;
)

= (
= (

° 0, d,e,a,c,b), que resulta da inversao da classe p, e pg.

Definicao 2.11 (Matriz de Robinson) Uma matriz ¢ de Robinson se e so se
os termos das linhas e das colunas nunca diminuem quando nos afastamos da
diagonal principal, em qualquer das direcgoes.

A matriz de Robinson serd denotada por R = (i), iciy -

n(n—1)
2

valores para a definir. Podem considerar-se apenas os elementos da matriz trian-

R é uma matriz quadrada, de dimensao n, simétrica e sao suficientes

gular superior, acima da diagonal principal, pois contém toda a informagao. Numa
matriz de Robinson, para todo i < j, tem-se que (75;) < (r;;41) € (rij) < (ric1;)-

De seguida apresenta-se a matriz de Robinson associada & representacao piramidal
da Figura 2.2.

o o
S = O
S W k= 2

(2.16)

o Q2 o <o
O Ot Ot Oy QL
S NN Ot Ot O D

Considere-se (P, f) uma hierarquia indiciada. Um indice de dissemelhanga in-
duzido por P, dp, ¢ uma aplicagao de £ x E em R{ definida por:

dp (z,y) =min{f (p): p€ P, z,y € p}. (2.17)
dp é um indice piramidal sobre E que se define, formalmente, a seguir.

Definigao 2.12 (Indice Piramidal) Um indice de dissemelhanca d ¢ dito pi-

ramidal se:
(i) d(z,y) =0 <= z=y
(ii) existir uma ordem 6 tal que:

Vae,y,z € E, 0 <gy <g z = d(x,2) > mazx{d(z,y),d(y,z)} (2.18)
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Proposigao 2.4 O conjunto das distancias ultramétricas estd incluido no conjunto

dos indices piramidais.

Demonstragao: Seja d uma qualquer distancia ultramétrica. A condigao (i) da
Definicao 2.12 ¢é trivialmente satisfeita. Por outro lado, a d pode-se associar uma
ordem 6 tal que M (d, )3 é uma matriz ultramétrica e, por conseguinte, uma matriz

de Robinson, o que verifica (ii).

Proposicao 2.5 Se d é um indice piramidal entdo as condi¢oes sequintes sao

equivalentes:
(i) 0 é compativel com d
(ii) M (d,0) é uma matriz de Robinson

(iii) para todo o par de elementos x ey incluidos (em sentido lato), de acordo com

a ordem 6, entre dois elementos a e b verifica-se que:

d(a,b) > d(z,y)

Teorema 2.2 (extensao do Teorema de Johnson - Benzécri) Existe uma bi-
jec¢ao entre o congunto das piramides indiciadas (em sentido lato) 11 e o conjunto
dos indices piramidais D.

E dada uma demonstracao do teorema em Diday [13], que consiste em verificar
que existe uma aplicagao ® : II — D e uma aplicacao ¥ : D — II tal que ® e

U sao a inversa uma da outra.

2.3.2 Classificagao Piramidal Ascendente (C.P.A.)

Tal como no método de C.H.A., na aplicacao de um método de C.P.A. a um
conjunto F, de cardinal n, estao implicitas duas escolhas: a fungao de comparagao
entre os elementos de E |, v, e a funcao de comparagao entre as classes, I'. A fungao
de comparacao entre elementos produz uma matriz de proximidades que permite
relacionar entre si, em termos de semelhanca, qualquer par de elementos de F,
enquanto que a segunda permite relacionar pares de partes de E. No método de
C.P.A. as fungoes de comparacao entre as classes sofrem algumas modificagoes em
relacao ao método de C.H.A., uma vez que em cada nivel tem-se uma cobertura.

3Considera-se que M (d, ) é a matriz induzida pelo indice d associada & ordem 6.
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A filosofia de construcao de uma C.P.A é, em tudo, analoga & de uma C.H.A..
O principio fundamental da C.P.A. pode ser formulado da seguinte forma:

“Sao agregadas sucessivamente as classes mais proximas, de acordo com as
fungoes de comparacao definidas a priori, entre as classes que ainda nao foram
agregadas duas vezes e que nao estao contidas estritamente em alguma classe jd
formada.”

Assim definido, este principio representa um algorimo informal para a cons-
trugao de uma piramide. Serao vistas no Capitulo 4 as dificuldades inerentes a
este principio do algoritmo, nomeadamente a actualizacao dos pares de classes
agregaveis e a construcao de uma ordem sobre os elementos compativel com a
piramide. Nesse capitulo serao também apresentados alguns algoritmos de C.P.A.
propostos.

Existem na literatura varias funcoes para definir indices de agregacao I'. Bertrand
[4] propos as seguintes generalizagoes das fungoes de comparagao entre as classes
utilizadas na C.H.A..

Sejam A, B € & (F). Assim,

e Ligagao Minima (S.L. - Single Linkage)

I'(A,B) =min{y(a,b):a € A—B,be B— A} (2.19)

e Ligacao Méaxima (C.L. - Complete Linkage)

['(A, B) = maz{v(a,b) : a € A,b € B} (2.20)

e Ligagao Média (A.L. - Average Linkage)

7 (a,b)

_ (2.21)
nanp — NANB

T(AB)= Y

a€AbEB

onde na, ng e nanp sao os cardinais das classes A, B e ANB, respectivamente.
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e Método de Ward (M.W.) Utiliza-se a relagao seguinte sobre as inércias:

nang

I (AUB) = 1,(A) + 1, (B) + d* (94, 95) (2.22)

na+ng
O indice de agregagao I" representa o aumento da inércia resultante da reuniao
de A e B, que é igual a:

— Se AN B =, entao

(A, B) = AB

=27 d?(ga, 2.23
i d (94,9m) (2.23)

— Se AN B # (), entao

I'(A, B) =nad® (ga, g) +npd®(g,98) —

—nauB-anBd® (gauB—anB; 9) — nand* (ganB, 9) (2.24)

2.4 Exemplo Ilustrativo

Nesta seccao serao aplicados algoritmos de C.H.A. e C.P.A. a um mesmo con-
junto de dados com o objectivo de ilustrar os seus modos de actuacao e, portanto,
ajudar a uma melhor compreensao.

Seja £ = {a,b,c,d, e} o conjunto a classificar. Considere-se a matriz de proxi-
midades (2.25) obtida apos a definigdo de um indice de dissemelhanga =, isto é, a
matriz que nos permite visualizar a distancia entre todos os pares de elementos de

E (y(i,j), Vi,j € E com i # j).

a0 06 04 08 08
b 0 11
c 0 0.7 07 (2.25)
d 0 0.3
e 0

Usando o critério da Ligagado Méaxima (Complete Linkage) tanto na C.H.A. como
na C.P.A., definidos respectivamente por (2.8) e (2.20), vai-se obter o dendrograma
e piramide associados.
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2.4.1 Algoritmo de C.H.A

Iteragao 1 O menor valor de 7y na matriz de dissemelhangas é v (b, ¢) = 0.2. Uma
nova classe chamada 1 = {b} U {c} = {b,c} ¢é criada. Na matriz actulizada,
sao retiradas as classes {b} e {c} e é acrescentada esta nova classe. A ac-
tualizagao dos valores na matriz é feita usando o critério referido, ou seja,
['(A,B)=mazx{vy(i,j):i€ A, j € B}.

Assim, I' ({a}, 1) = max {v(a,b),v(a,c)} = 0.6. Analogamente, I" (1,{d}) =1
e I'(1,{e}) = 1. Na Figura 2.3 pode visulizar-se a construcao do respectivo

dendrograma, bem como a matriz actualizada.

1 d e
a0 06 08 0.8
1 0 1 1
7 S d 0

Figura 2.3: Dendrograma e matriz actualizada (formagao da classe 1).

Iteragao 2 O menor valor de dissemelhanga na matriz actualizada é v (d, e) = 0.3.
Sao portanto agregados os ojectos d e e formando uma classe nova: a classe
2 = {d, e}. Sao agora retiradas da matriz as classes {d} e {e} e acrescentada
a nova classe 2. Tem-se que I' ({a},2) = 0.8 ¢
['(1,2) = max{y(b,d),v(b,e),v(c,d),v(c,e)} = 1, usando a informagcao
inicial, ou I'(1,2) = max{y(1,d),v(1,e) =1, usando a informacdo da
matriz actualizada. A actualizagdo do dendrograma e da matriz vem na
Figura 2.4.

S
o 9
o
0o

° B
HJ;
:]
[
S

S =

Figura 2.4: Dendrograma e matriz actualizada (formagao da classe 2).
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Iteragao 3 O menor valor de dissemelhanga na matriz actualizada ¢ I" ({a}, 1) = 0.6.
As classes {a} e 1 sao agregadas formando a classe 3 = {a,b,c}. Restam
agora duas classes para agregar: a classe 2 e a classe 3. Podemos visualizar
na Figura 2.5 o dendrograma e a matriz que indica apenas a distancia entre
estas duas classes, de acordo com o critério adoptado.

06—

2 3

3;;“:::: ::ﬁ;l - z (0 )

a b c d e

Figura 2.5: Dendrograma e matriz actualizada (formagao da classe 3).

Iteracao 4 Por fim, tem-se I'(2,3) = 1, isto é, sdo agregadas as classes 2 e 3
formando a classe 4 = {a, b, c,d, e} = E. Na Figura 2.6 tem-se o dendrograma
final.

06]---

ij._:::ﬁﬁ """" rﬂ

a b 7 d €

Figura 2.6: Dendrograma final (formagao da classe 4).

2.4.2 Algoritmo de C.P.A

Na aplicagao de uma C.P.A. & mesma matriz de disemelhanca (2.25) e usando o
mesmo critério de comparagao entre classes — Ligagdo Maxima (2.20) — obter-se-a a
representacao piramidal do conjunto E. Fixa-se, a partida, uma ordem compativel

inicial, por exemplo 0 = (a,b, ¢, d, e).



2.4 Exemplo Ilustrativo

25

Iteragao 1 O menor valor da matriz é v (b,c) = 0.2. Uma nova classe ¢ for-
mada, 1 = {b, ¢}, e acrescentada a matriz de dissemelhanga, usando o critério
adoptado. Na matriz actualizada, os pares de classes ({b},{c}), ({b},1) e
({c} , 1) sao agora invalidos e, por isso, assinalados com x. A ordem com-
pativel actualizada mantém-se. Assim, a representacao piramidal obtida e a

respectiva matriz actualizada encontram-se na Figura 2.7.

a b c d e 1

a {0 06 04 0.8 0.8 0.6

b 0 X 1 1 X

‘”{ """""""" /—’1—\ c 0 07 07 x
e b c i : d 0 1

e 0 1

1 0

Figura 2.7: Piramide e matriz actualizada (formagao da classe 1).

Iteracao 2 O menor valor da matriz é v (d, e) = 0.3. As classes {d} e {e} sao agre-
gadas dando origem a classe 2 = {d, e}. Analogamente, os pares de classes
({d},{e}), ({d}.2) e ({e},2) sdo agora invalidos. A ordem compativel
mantém-se e obtemos, na Figura 2.8, a representacao piramidal e a matriz

actualizada.

a b c d e 1 2
0 06 0.8 0.8 06 08

a
b 0 X 1 1 X 1

E;'::i::::: """"""""""""" EER c 0 07 07 x 07
pok d 0 X 1 X

a b c d € e 0 1 X

1 0 1

2 0

Figura 2.8: Piramide e matriz actualizada (formagao da classe 2).



26 2. Classificacao

Iteragao 3 O menor valor da matriz ¢ v (a,c) = 0.4. A classe {c} é novamente
agregada, agora com a classe {a}, formando a classe 3 = {a,c}. A ordem
compativel actualizada passa a ser § = {a,c,b,d,e}. Uma vez que o ele-
mento ¢ se agregou duas vezes é afastado da matriz. Na Figura 2.9 podemos

visualizar a construcao da piramide e a matriz actualizada.

a b d e 1 2
a0 x 08 08 x 0.8 X
b 0 1 1 x 1 X
d x 1 x 0.8
e 0 1 x 0.8
1 0 1
2 0 08
3 0

Figura 2.9: Piramide e matriz actualizada (formagao da classe 3).

Iteragao 4 O menor valor da matriz é I'(1,3) = 0.6. E formada uma nova classe:
4=1U3={a,c,b}. A ordem compativel mantém-se. A representagao pi-

ramidal e a matriz actualizada podem ser vistas na Figura 2.10.

a b d e 1 2 3 4
a (0 x 08 08 x 08 x X
b 0 1 1 x 1 X X
d 0 X 1 x 0.8 1
e 0 1 x 08 1
1 0 1 X X
2 0 1
3 0 X
4 0

Figura 2.10: Piramide e matriz actualizada (formagao da classe 4).

Iteracao 5 O menor valor é I'(2,3) = 0.8. Entao, sdo agregadas as classe 2 e
3, formando uma nova classe que designamos por 5. A ordem compativel é
actulizada para 0 = {b,c,a,d,e}. Na Figura 2.11 podemos ver a represen-
tagao piramidal e a matriz actualizada com apenas duas classes ja que mais
nenhuma agregacao ¢ possivel.
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4 5
4(0 [1]
5 0

Figura 2.11: Piramide e matriz actualizada (formagao da classe 5).

Iteracao 6 Por fim, tem-se I' (4,5) = 1. Sao agregadas as classes 4 e 5 formando
a classe 6 = {a,b,c,d,e} = E. O processo iterativo termina e a piramide

obtida pode ser vista na Figura 2.12.

Figura 2.12: Piramide final (formacao da classe 6).

2.5 Consideracoes Finais

Vérios autores tém vindo a apresentar outros tipos de estruturas classificatorias,
para além das estudadas neste capitulo. De entre estas referem-se de seguida as

que parecem mais relevantes neste contexto.

2.5.1 Meétodos Alternativos de Classificacao

Fichet em 1984 [17] introduziu a nogao de Pseudo-Hierarquia, mostrando que

¢ uma estrutura equivalente a uma piramide.

Bandelt e Dress em 1989 [3| introduziram as Hierarquias Fracas, também de-
senvolvidas por Diatta e Fichet em 1994 [11].
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A intersecgao de trés classes pertencentes a uma Hierarquia Fraca é sempre a
intersecgao entre duas delas.
Formalmente, F é uma Hierarquia Fraca se:

(i) E€F
(ii) {a} € F, Vaek
(iii) F é estavel para intersecgdes nao vazias, isto ¢,

VA BeF, AnB=0 ou ANBeF

(iv) VA, B,C € F tem-se ANBNC e {ANB,ANC,BNC}

As Quase-Hierarquias surgem como uma normalizacao das Hierarquias Fracas.

A Classificagao Hierarquica Ascendente 2-3 (C.H.A. 2-3), introduzida gracas
aos trabalhos de Bertrand (2002) [6] e [10], generaliza a Classificagdo Hierarquica
Ascendente. Sob certas condi¢oes, permite que cada classe possa ser agregada duas
vezes, como no caso das piramides.

Diz-se que duas classes A e B se intersectam propriamente se

AnB¢{0, A B}.

Caso contrario, diz-se que o par de classes { A, B} é hierarquico.

Formalmente, H, 3 ¢ uma Hierarquia 2-3 se:
(i) E € Hog
(ii) {a} € Ho.s, VaeFl

(iii) F é estavel para intersecgdes nao vazias, isto é,
VA B € Hys, ANB=0 ou ANB € Hys

(iv) Cada classe de Hy s intersecta propriamente no maximo uma outra classe de

Ho.s.

Do ponto (iv) resulta que Hg 3 é uma Hierarquia 2-3 se e s6 se qualquer que
seja o tripleto de classes consideradas, 2 no minimo de 3 pares de classes possiveis

sao hierarquicas, o que justifica o termo Hierarquia 2-3.
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2.5.2 Resumo

Este capitulo centrou-se na comparacao de dois tipos de estruturas classifi-
catorias: as hierarquias e as piramides. Verificou-se que a Classificacao Piramidal,
generalizagao da Classificacao Hierarquica, origina relagoes entre as classes mais
complexas. Assim, um elemento do conjunto a classificar, num mesmo patamar,
pode pertencer a mais do que uma classe. Para além disso, uma piramide produz
um pequeno numero de ordens, quando comparado com as hierarquias, sobre o
conjunto de elementos a classificar.

Algumas defini¢oes, propriedades e representagoes foram apresentadas para am-
bos os tipos de classificagoes. O exemplo ilustrativo da Seccao 2.4 permite acom-
panhar os diferentes modos de actuagao dos algoritmos de C.H.A. e C.P.A. quando
aplicados a um mesmo conjunto de elementos, usando as mesmas fungoes de com-

paracao entre elementos e entre classes.






Capitulo 3

Geracao Aleatéria de Dendrogramas

3.1 Introducao

A geragao aleatéria de uma estrutura classificatoria tem diversas aplicagoes
em Classificacao. Numa Classificacao Hierarquica Ascendente é preciso definir, &
partida, as fungoes de comparacao entre elementos e entre classes a utilizar. Assim,
diferentes escolhas de fungoes de comparacao conduzem frequentemente a diferentes
hierarquias. Torna-se necesséario escolher que fungoes de comparacgao utilizar e
avaliar as que melhor se adequam aos dados. Obtida uma classificacao, tentar
conhecer a sua qualidade, fiabilidade e robustez. E também necessario decidir
qual a particao a reter da hierarquia de particoes, isto ¢, qual o ntimero de classes
associado ao conjunto de elementos a classificar. Estes e outros problemas, de
dificil resposta, dizem respeito a uma area da Classificacao: a Validagao em
Classificagao. E neste contexto que a geracao aleatoéria de dendrogramas surge
como uma ferramenta tutil para contribuir na resolucao de varios problemas de
validagao (ver Sousa [37]).

A abordagem da geragao aleatoria de dendrogramas e a discussao dos varios
métodos disponiveis na literatura é fundamental para uma melhor compreensao
dos capitulos que se seguem, isto é, da extensao destes métodos de geracao ao caso
de uma estrutura piramidal.

Neste capitulo, seré feita uma descrigao de alguns aspectos importantes para o
desenvolvimento do tema. Apds uma breve referéncia as arvores de classificacao,
serd definido um dendrograma, que sera visto como uma representacao grafica de
uma hierarquia. Para um ntmero pequeno de objectos, as férmulas para a obtengao
do ntmero de dendrogramas e do ntimero de tipos topologicos distintos serao apre-
sentadas, assim como a identificacao e respectivas proporgoes dos diferentes tipos

topologicos.

31
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3. Geragao Aleatéria de Dendrogramas

Serao descritos diferentes métodos de geracao aleatoria de dendrogramas. Come-
gar-se-a por analisar a Geracao Aleatoria e Uniforme de dendrogramas no sentido
de Furnas [19], descrevendo trés métodos distintos mas que produzem resultados
idénticos. Um método de geracao aleatoria nao uniforme sera também referido, o
da geragao de dendrogramas com Pardmetro de Forma, que permite a obtencao de
arvores de classificacao tendencialmente de um certo tipo prefixado.

3.2 Definicoes associadas aos varios tipos de ar-

vores

3.2.1 Arvores de Classificacao

Existem, sobre um conjunto de elementos, varias representacoes de arvores de
classificacao. No entanto, um grafo é a que melhor ilustra as relacoes existentes.
A estrutura de arvore é aplicada em diversas areas cientificas pelo que é possivel
encontrar diferentes terminologias e defini¢oes na literatura sobre este tema.

Todos os tipos de arvores estao cobertos pela seguinte definicao: uma drvore é
um grafo conexo sem ciclos. Isto é, para dois elementos quaisquer de um conjunto
de objectos héa exactamente um caminho que os liga.

Numa arvore os vértices designam-se por nds (ou vértices) e as aresta por ramos.
O grau de um n6 da arvore é o nimero de ramos ligados a ele. Um nd terminal ou
folha tem sempre grau um. Um noé interior tem sempre grau superior a um.

Uma arvore tem raiz quando um dos seus nos é classificado de raiz de maneira
a introduzir direc¢ao nos ramos da arvore.

Uma arvore diz-se bindria se nenhum noé interior tem grau superior a trés. Se
todos os noés interiores tém exactamente grau trés, entao a arvore diz-se completa-
mente bindria’.

Quando aos nos de uma arvore se associam etiquetas esta diz-se etiquetada.
Nas arvores C-etiquetadas, ou completamente etiquetadas, a todos os seus nos sao
atribuidas etiquetas. Se apenas os nés terminais sao etiquetados a arvore diz-se
T-etiquetada, ou terminalmente etiquetada. A arvore denomina-se N-etiquetada,
ou nao etiquetada, se nenhum tipo de no é etiquetado.

Quando sao atribuidos valores aos varios ramos de uma arvore permitindo as-
sociar uma fungao definida sobre o conjunto dos pares de nos diz-se que a arvore ¢é

ponderada. Um exemplo de arvores ponderadas sao as arvores aditivas ou arvores

'Em geral, ao referir-se o termo arvore binaria admite-se que ela é completamente binaria.
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com comprimento de caminho, nas quais se associa a qualquer par de nés o compri-
mento do caminho que os une, dado pela soma dos pesos dos ramos que constituem

esse caminho.

Neste capitulo considera-se um tipo particular de arvores — os dendrogramas
— que tem bastante interesse pois um dendrograma é a representacao grafica mais

frequente de uma Classificagao Hierarquica, como se viu na Secgao 2.2.

3.2.2 Dendrogramas

Um dendrograma ¢ uma arvore ponderada com raiz, T-etiquetada, em que to-
dos os caminhos dos noés terminais a raiz tém o mesmo comprimento. Ao longo
do trabalho consideram-se dendrogramas completamente binarios, que por simpli-
ficacao designar-se-ao por dendrogramas bindrios, isto é, todos os indices de nivel
ou niveis de agregacao sao distintos.

Os indices de nivel sao, muitas vezes, substituidos pelos niveis de agregagao ou
fusao, que sao os valores ordinais dos indices de nivel. Da-se assim mais importancia

a posicao relativa dos nos, em detrimento dos valores reais das distancias entre eles.

Define-se um par de dendrogramas como isomorfo se os dendrogramas diferem
apenas na ordem dos bragos dos seus nés. A representacao de um dendrograma
tem um elevado grau de indeterminacao, uma vez que a ordenacao esquerda-direita
dos bracos de cada n6 pode mudar. Na Seccao 2.2 tinha-se visto que existem 27!

maneiras diferentes de representar um mesmo dendrograma binario de n objectos.

Um dendrograma pode ser completamente descrito por trés propriedades for-

mais:

e topologia — tem em conta apenas a forma, ou seja, ignora as etiquetas e os
pesos atribuidos aos diferentes ramos. Desta forma, dois dendrogramas sao
distintos se possuirem sistemas de bifurcacao diferentes.

O nuamero de topologias de um dendrograma é funcao do nimero n de nos
terminais. O numero de tipos topologicos ¢ igual ao ntimero de dendrogra-
mas binérios nao etiquetados e nao ponderados (Harding [22|, Murtagh [29]).
Existem t,, topologias distintas para dendrogramas binarios de ordem n, com

t, obtido pela seguinte recorréncia
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( _F 1)
Ztktn k —|— 2 , semn par

M\:

2
E tptn_r se n impar

\ k=1

e tl = t2 =1.
Na Tabela (3.1) pode observar-se o nimero de tipos topologicos distintos para

alguns valores de n.

etiquetas das folhas — fixada uma topologia, diferentes fomas de etique-

tar os nos terminais conduzem a dendrogramas distintos. Naturalmente que

topologias distintas originam dendrogramas distintos, independentemente das

etiquetas atribuidas.

O numero de combinagoes, topologias e etiquetagem, distintas para dendro-

gramas binarios de ordem n é dado pela fungao a,, (Harding [22], Murtagh [29]),

em que:

(2n — 3)!
T TR (3.2)

Na Tabela (3.1) pode observar-se também alguns valores de a,,.

Ay =

niveis de agregacao ou indices de nivel — dois dendrogramas com a
mesma topologia e etiquetagem podem diferir nos niveis de agregacao ou
indices de nivel.

O nimero d,, de dendogramas binérios distinguiveis, isto é, com todos os
niveis de fusao distintos, com n nés terminais é dado por (Saporta [35], Po-

dani [32]): nl(n — 1)1

2n—1
Esta formula é obtida pela recorréncia:

d, = (3.3)

d =1
dn = (Z)dn—la n =2 ’

logo
dn = (5)(";) (") () G) (3.4)
n(n2 1) « n71)2(n72) « (n72)2(n73) NP, % % 22_1
_ nl(n—1)!
on—1

Na tabela (3.1) pode observar-se o nimero de dendrogramas distintos d,, com

n noés terminais, para alguns valores de n.
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[ an dn |
1 1 1 1
2 1 1 1
3 1 3 3
4 2 15 18
5 3 105 180
6 6 945 2700
7 11 10395 56 700
8 23 135135 1587 600
9 46 2027025 57 153 600
10 98 34459425 | 2571912000
15 4850 2.13 x 10 | 5.14 x 10'®
20 293547 | 8.21 x 10?' | 1.53 x 10%*
30 || 1.41 x 107 | 4.95 x 10%® | 4.58 x 10°2
40 || 8.10 x 102 | 1.01 x 10°7 | 4.83 x 10™®
50 | 5.15 x 106 | 2.75 x 1076 > 10100

Tabela 3.1: Ntmero de arvores distintas segundo diferentes critérios.

Estas caracteristicas sao usadas numa classificacao de dendrogramas muito refe-
renciada na literatura (Sibson [36] e Podani [32]). De acordo com esta classificagao,
ha trés categorias de dendrogramas:

e dendrograma parcialmente ordenado ou invariante de ordem local
(LOI — Local Order Invariant): nao se atribuem pesos aos nos interiores do
dendrograma, ou seja, tem-se em conta apenas a topologia e a etiquetagem.
O factor ordem nos nos interiores s6 se coloca dentro do mesmo ramo, isto
é, nao se comparam nos pertencentes a ramos diferentes. A informacao nivel

de fusao é local.

e dendrograma completamente ordenado ou invariante de ordem global
(GOI - Global Order Invariant): a cada no esta associado o nivel de agregagao
correspondente. Assim, para além da topologia e etiquetagem, todos os nos
interiores estao ordenados, podendo comparar-se nés internos pertencentes
a ramos distintos. Portanto, tem-se em conta a topologia, etiquetagem e os
niveis de agregacao.

e dendrograma ponderado: ¢ um dendrograma GOI em que a cada né inte-
rior estd associado um indice de nivel que é uma variavel aleatéria continua
cuja escala depende do critério de classificacao e do coeficiente de comparagao

entre elementos do conjunto a classificar.
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Um dendrograma ponderado torna-se num dendrograma completamente orde-
nado quando os indices de nivel sao substituidos pelas suas ordens. Este, por sua
vez, torna-se num dendrograma parcialmente ordenado quando a posicao relativa
dos niveis em diferentes ramos é irrelevante. Neste trabalho considera-se geracao
de dendrogramas completamente ordenados. A extensao para dendrogramas pon-
derados é simples mas necessita da definicao da distribuicao da variavel aleatoria
indice de nivel. Esta definicao é contudo delicada porque esta distribuicao depende
das fungoes de comparagao usadas na construcao dos respectivos dendrogramas. A
opcao de considerar apenas as ordens dos indices de nivel nao deve ser vista como
uma restrigdo, mas sim como uma atitude de robustez. Em Tendeiro [38] foram
feitos estudos de geracao aleatoria de dendrogramas ponderados para diferentes

escolhas de distribuicao da variavel aleatoria indice de nivel.

3.2.3 Topologia dos Dendrogramas

O ntmero de dendrogramas distintos cresce exponencialmente a medida que
aumenta o nimero de nos terminais, como pode ser visto na Tabela 3.1. Assim,
para 7 objectos tem-se ja 56700 dendrogramas distinguiveis e 11 tipos topologicos.
Portanto, para uma melhor compreensao e visualizagao nao se consideram valores

de n (ntmero de noés terminais) superiores a 6.

Podemos identificar os tipos topologicos para valores de n pequenos e deter-
minar a percentagem de cada tipo topologico no conjunto total de dendrogramas
distinguiveis. Para n = 3, o ntiimero de dendrogramas distintos ¢ 3 e a topologia é
tnica. Quer isto dizer que quando se tém 3 nos terminais a decomposi¢ao é tinica,

apenas varia a etiquetagem.

O ntmero de topologias distintas que é possivel definir nos dendrogramas de 4
objectos, assim como a proporc¢ao de cada tipo topologico, pode ser melhor enten-
dido através da representacao esquematica da Figura 3.1. Neste esquema e nos que
se seguirao adopta-se uma metodologia aglomerativa, isto ¢, parte-se das classes
singulares até a classe composta por todos os elementos através de fusoes sucessivas.

Os quatro uns, [ 1111 |, representam as quatro classes singulares iniciais. Para a

. . ~ 4 ..
primeira agregacao tem-se (2) = 6 formas distintas de agregar duas classes, o que
dara origem a uma classe com 2 elementos e duas classes singulares, representadas

por . Na fusao seguinte existem duas agregacoes possiveis:



3.2 Definicoes associadas aos varios tipos de arvores

37

@

31 |——| 4

®

1111 | —— | 211

@

22 |—— | 4

e
S

Figura 3.1: Representacao esquematica dos dendrogramas para n = 4.

pode-se agregar a classe com dois elementos com uma das duas com um
elemento, originando uma classe com trés elementos e uma classe singular.

Existem dois modos diferentes de fazer esta fusao;

podem-se também agregar as duas classes com um sé elemento, formando
duas classes com dois elementos cada. Esta agregacao é feita de forma tnica.

Note-se que ¢é neste passo que ficam determinados os tipos topolégicos, bem
como a sua proporc¢ao. Por fim, obtém-se na tltima agregagao quatro objectos
numa s6 classe, representada no esquema por |4 | .

A contagem do nuimero de dendrogramas é agora feito em sentido inverso. As-
sim, o namero de dendrogramas em cada passo, que se encontra dentro de uma
circunferéncia, é dado pelo somatério do produto entre o nimero de agregacoes
possiveis e o nimero de dendrogramas existentes no passo imediatamente antes
(este também representado dentro de uma circunferéncia). Como se mostra no
esquema, resulta que @ =2xD+1xD e B=6x D).

Portanto, para n = 4, o nimero de dendrogramas distinguiveis ¢ 18 e os tipos
topologicos sao dois. Pelo esquema anterior, vé-se que a probabilidade de um den-
drograma com 4 nos terminais ter a topologia I é o dobro da probabilidade de ter
a topologia II. Na Tabela 3.2 pode observar-se a decomposicao topologica, onde 4
representa a classe com quatro objectos e 31 e 22 a decomposicao possivel desta
classes. Isto é, na decomposicao 31 podem ser atribuidos 3 elementos a uma classe

e 1 a outra; na decomposicao 22 sao atribuidos 2 elementos a cada uma das classes.
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H Topologias ‘ Decomposigao H
I 4 — 31
II 4 — 22

Tabela 3.2: Decomposic¢ao topologica para n = 4.

Analisa-se de seguida a forma como podem ser deduzidas as proporc¢oes dos
vérios tipos topologicos de dendrogramas gerados. Assim, num né com k objec-
tos, (k> 3)% seja i o ntmero de objectos atribuidos ao ramo da direita e, por
conseguinte, £ — ¢ ao ramo da esquerda. Notando que a situacao de serem atribui-
dos k — i objectos ao ramo da direita e ¢ ao ramo da esquerda, quando i # %,
gera dendrogramas topologicamente semelhantes, a probabilidade pf, de se ter a

decomposicao (k — 7,17), depende de k ser par ou impar. Assim,

e se k par, tem-se:

2 k
= — =1,...,——1
pl k—l’ Z Y 72
¢ 1
ko
S By
e se k impar, tem-se:
2 1 E—1
pl_k’—l’ 1= ) ’ 2

Nos dendrogramas de 4 objectos, a identificacao do tipo topoldgico fica logo de-
terminada na decomposicao da raiz. Entao a decomposicao seréa efectuada apenas
no né com 4 elementos, k = 4. A proporcao de dendrogramas do tipo I é dada
pela probabilidade de ter a decomposigio (3,1), isto é, p] = % A propor¢ao de

dendrogramas do tipo II é dada pela probabilidade de ter a decomposigao (2,2)

1

fooA
que é p; = 3.

Na Figura 3.2 pode ser visualizada a representacao destas duas topologias.

2Para valores de k menores ou iguais a trés o tipo de divisao ¢ tinico
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| 11

Figura 3.2: Tipos de dendrogramas para n = 4.

Para n = 5 tem-se, na Figura 3.3, a representacao esquematica da obtenc¢ao dos
diferentes dendrogramas.

H(C)

1
® 20>
311 @

3 \ .
1/ 2% 41 |——| 5
11111$m @

1

X@/Q,BQ—>5

221
S

41 | —| 5

Figura 3.3: Representacao esquematica dos dendrogramas para n = 5.

Analogamente, pode observar-se, neste esquema, as diferentes formas de agre-
gacao para dendrogramas de 5 nds terminais. As cinco classes singulares podem
ser agregadas de (g) = 10 formas distintas. A agregacao seguinte pode ser feita
de duas formas: a classe composta com dois elementos ser agregada com uma das
classes singulares, dando origem a formacao de uma classe com trés elementos, ou
entao a agregagao, novamente, de duas classes singulares, que originam a formagao
de duas classes compostas por dois elementos e uma singular. Ambas podem ser
realizadas de 3 formas distintas. Até a formacgao da classe com cinco elementos
pode seguir-se o esquema, que é de facil compreensao e analogo ao apresentado

anteriormente.

Para n = 5 o ntimero de dendrogramas distintos ¢ 180 e os tipos topoldgicos

sao trés. Na tabela 3.3 pode-se observar a respectiva decomposicao topologica.
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H Topologias | Decomposigao H
I 5 —41 — 311
1I 5— 32

I11 5 —41 — 221

Tabela 3.3: Decomposicao topologica para n = 5.

Numa arvore com 5 elementos a determinacao das proporcoes dos diferentes
tipos topologicos é ainda simples e permite perceber melhor como se deve proceder
na obtencao das probabilidades dos tipos topologicos para arvores com um nimero
de elementos superior. Entao, a decomposicao da raiz podera ser feita de duas
formas — (4,1) e (3,2) — com p} = pJ = 2 =0,5. A identificacao da topologia II
fica desde logo determinada com a decomposigao (3,2) e, portanto, a probabilidade
de uma arvore ser do tipo II é p; = 0,5. Quando se obtém a decomposigao (4, 1),
¢é necessario proceder a uma nova partigao do né com 4 elementos. Como ja se
viu, tem-se p‘f = % e p% = % Uma arvore gerada aleatoéria e uniformemente tem
topologia I quando se obtém as decomposigoes (4,1) na raiz e (3,1) no n6 com 4
elementos. Portanto, a proporgao de arvores com topologia I ¢ dada por p? - p] =

1
3
Analogamente se verifica que a probabilidade da arvore ter topologia III é dada

por p; - p3 = .

Na Figura 3.4 tem-se a representacao destas trés topologias.

| I1 111

mlilln

Figura 3.4: Tipos de dendrogramas para n = 5.

Para n = 6 tem-se, na Figura 3.5, a representacao esquemaética da obtengao
dos diferentes dendrogramas.
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Figura 3.5: Representacao esquematica dos dendrogramas para n = 6.
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Como nos casos anteriores, inicialmente tem-se seis classes singulares, represen-

tadas pelos 6 uns. Estas podem ser agregadas de (6) = 15 maneiras distintas. A

2
fusao seguinte pode ser realizada de duas formas diferentes: a nova classe com dois

elementos ser agregada a uma das restantes quatro classes singulares e, por con-
seguinte, de quatro maneiras; ou a agregacao de duas classes singulares, podendo

esta ser feita de (4) = 6 formas distintas. A contagem do ntumero de dendrogramas

2
distintos segue como nos esquemas apresentados, para n = 4, 5.
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Assim, para n = 6 o nimero de dendrogramas distintos é ja de 2700 e os tipos
topologicos sao seis. Na tabela 3.4 pode observar-se a respectiva decomposigao

topologica.
H Topologias Decomposicao H

I 6 — 5l — 411 — 3111
11 6 — bl — 411 — 2211

111 6 — 5l — 321

v 6 — 42 — 312

\% 6 — 42 — 222

VI 6 — 33

Tabela 3.4: Decomposicao topologica para n = 6.

Para dendrogramas com seis elementos serao também apresentadas as respecti-
vas proporc¢oes dos diferentes tipos topoldgicos. A decomposicao da raiz podera ser
feita de trés formas distintas — (5,1), (4,2) e (3,3) — com p§ =p§ =2 =0,4 ¢
S = % =0, 2. As proporgoes dos diferentes tipos topologicos sao dadas por:

TopologiaI—p?-pi’-pi‘zg-z-z:%:O,li’)SB;

5°4°3

Topologia IT — pf - pf - pj =2-2 - £ = = = 0,00607;
Topologia ITII — p% - p5 = % . % = % =0,2;
Topologia IV — pf-p} = 2. 2 = - = 0,206067;
Topologia V. — p§-py =24 =2 =0,1333;

Topologia VI — p§ =1 =0,2;

Na Figura 3.6 pode ver-se a representagao destas seis topologias.

| I1 111 IV \ VI

]

Figura 3.6: Tipos de dendrogramas para n = 6.
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3.3 Meétodos de Geracao Aleatoéria de Dendrogra-

mas

Existem varios métodos de geragao de arvores. Nesta subsecgao serao analisados
apenas métodos de geracao aleatoria de dendrogramas. Portanto, os trés aspectos
que caracterizam um dendrograma sao gerados aleatoriamente, isto é, as arvores
geradas sao aleatorias quanto a topologia, a etiquetagem terminal e os niveis de
agregagao (ou indices de nivel).

Alguns métodos para a geracao deste tipo de estruturas foram desenvolvidos:
o método de Permutagao Dupla, proposto por Lapointe e Legendre (1991) [25], o
método de Geragao Uniforme, apresentado por Sousa (2000) [37], e o método RA
(Random Aglomeration), desenvolvido por Podani (2000) [32]. Estes trés métodos
geram dendrogramas aleatoria e uniformemente no sentido de Furnas [19]. Quer
isto dizer que cada um dos dendrogramas possiveis é gerado equiprovavelmente, isto

. - -1 . . L
¢, com probabilidade -, onde d,, = ";Z_l) ¢ o numero de dendrogramas distintos
n

com n nos terminais.

O método de Permutacao Dupla consiste em gerar aleatoriamente a matriz
ultramétrica associada a um dendrograma. O processo de Geragao Uniforme, assim
como o método RA, actuam directamente na construgao do dendrograma. No
primeiro, o Uniforme, os dendrogramas sao gerados partindo da raiz até aos nos
terminais, ou seja, adopta-se um procedimento top-down. No segundo, o RA, é
gerada uma Classificacao Hierarquica Ascendente com uma tnica fusao aleatoria
em cada passo, ou seja, os dendrogramas sao gerados partindo dos nés terminais
até a raiz. Para detalhes, estudos comparativos e referéncias sobre estes métodos
ver Sousa |37]| e Tendeiro [38].

Sousa [37] propds também o método de geragao aleatoria de dendrogramas com
Parametro de Forma que permite a obtencao de arvores de classificacao predo-
minantemente de um certo tipo prefixado. Neste método escolhe-se um valor de
5 €]0;0,5], denominado pardametro de forma, que permite, de forma controlada,

variar as probabilidades de ocorréncia dos diferentes tipos topologicos.

3.3.1 Meétodo de Permutacgao Dupla

Este método foi proposto por Lapointe e Legendre (1991) [25].

Como ja vimos a um dendrograma esta sempre associada uma matriz ultra-
métrica. Assim, o problema da geracao aleatéria de dendogramas é equivalente a

geracao aleatoria de matrizes ultramétricas.
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Dendrogramas nao etiquetados podem ser definidos por um vector de niveis de
fusao associado aos seus nos interiores. n — 1 valores sao necessarios e suficientes
para definir este vector. Usando a propriedade ultramétrica (2.1) pode-se construir
a matriz ultramétrica correspondente ao vector dos niveis de fusao. Toda a ordem
de permutacao deste vector de niveis de fusao corresponde a uma topologia. Todas
as topologias sao a imagem de pelo menos uma ordem de permutacao, mas mais do
que uma ordem pode representar a mesma topologia. Pode-se, entao, gerar todas
as topologias aleatoriamente por uma permutacao uniforme do vector de niveis de
fusao. A geracao uniforme de dendrogramas é completada quando as topologias
sao etiquetadas aleatoriamente.

Uma matriz ultramétrica aleatéria, obtida desta forma, representa um dendro-
grama aleatorio completamente ordenado que é uma arvore com niveis de fusao
aleatorios, topologia aleatéria e posigao das etiquetas aleatorias. Para uma melhor
compreensao do método, a sua exposicao sera ilustrada com um exemplo. O algo-
ritmo foi elaborado em Matlab. Fixado o ntiimero de objectos n, para gerar estas

matrizes procede-se em trés passos:

(1) Gerar um vector aleatério dos niveis de fusao® de dimensdo n — 1,
denominado por vyses. Para tal é usada uma funcao geradora uniforme de
nimeros pseudo-aleatérios? para gerar os n — 1 primeiros inteiros e permu-
ta-los. E esta permutacao que determina aleatoriamente a topologia do den-

drograma.

(2) Preencher a matriz ultramétrica. Usando apenas os niveis de fusao do
vector aleatério pode-se construir uma matriz ultramétrica. Entao, numa
matriz quadrada de ordem n, o vector obtido no passo anterior é colocado na
subdiagonal acima da diagonal principal®.

A partir desta subdiagonal, as restantes entradas sao calculadas fazendo uso

da propriedade (2.1), dando origem & matriz preenchida que se denomina por
Mgy

(3) Etiquetar a matriz ultramétrica (ou, equivalentemente, o dendrograma).
Sao etiquetadas aleatoriamente as folhas da matriz. Esta operacao consiste

3Poderia, por sua vez, ser gerado um vector aleatério dos indices de nivel, mas como foi ja
referido existem alguns problemas relacionados com a distribui¢ao dos indices de nivel a consi-
derar.

4No algoritmo desenvolvido em Matlab é usada a funcao randperm.

SE suficiente trabalhar com a matriz triangular superior acima da diagonal principal uma vez
que contém toda a informacao relevante.
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em permutar o objecto etiquetado aleatoriamente. Para isso, gera-se aleatori-
amente um vector, v,.s, de inteiros de 1 até n, das posigoes das etiquetas. As
entradas deste vector correspondem as novas posicoes dos objectos na matriz.
Trata-se, portanto, da segunda permutacao implicita no titulo do método.

O que o algoritmo faz ¢ construir uma nova matriz Me,, matriz permutada,
que resulta da aplicagdo Mperm = Man (Vpos). Esta matriz continua a manter

a propriedade ultramétrica como pode ser visto em Tendeiro [38].

Para uma melhor compreensao do método, a sua exposi¢ao sera acompanhada

de um exemplo com 5 objectos.

Exemplo 3.1 No primeiro passo ¢ gerado aleatoriamente o vector vy.eis dos niveis
de fusdo, de cardinal 4. Obteve-se 0 vector vnneis = (2,4, 3, 1).

No segundo passo, este vector ¢ colocado na subdiagonal acima da diagonal

principal,
a b c d e
a0 2
b 0 4
c 0 3 (3.5)
d 0 1
e 0

O preenchimento da matriz é agora feito satisfazendo a propriedade ultramétrica
(2.1).

b ¢ d e c e
a0 2 4 a0 2 4 4
b 0 4 b 0 4
Mg = ¢ 0 3 - c 0 3 -
d 0 1 d 0 1
e 0 e 0
a b c b ¢ d
af0 2 4 4 4 af0 2 4 4 4
b 0 4 b 0 4 4
- cC 0 3 - cC 0 3 —
d 0 1 d 0 1
e 0 e 0
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a b c d a b c d e
a0 2 4 4 4 a0 2 4 4 4
b 0 4 4 4 b 0 4 4 4
- c 0 3 - c 0 3 3 (3.6)
d 0 1 d 0 1
e 0 e 0

Por razoes algoritmicas é feita a simetrizacao da matriz. Por fim, falta eti-
quetar aleatoriamente os nés terminais do dendrograma. E gerado aleatoriamente
e permutado um vector de inteiros de 1 até 5 das posicoes das etiquetas®, seja
Upos = (4,3,2,5,1).

Entao, a matriz permutada, Mperm = Man (vpos), ¢ dada por

a b c d e
af0 3 4 1 4
b 0 4 3 4
Myem = ¢ 0 4 2 (3.7)
d 0 4
e 0

cujo respectivo dendrograma pode ser visto na figura 3.7.

([ ]
a d b c e

Figura 3.7: Método Permutagao Dupla — Dendrograma gerado.

Note-se que o procedimento que foi realizado é equivalente a manter a ma-
triz preenchida, Mz;, permutando apenas os objectos segundo o vector vpes =
(4,3,2,5,1) obtido. Entao, o objecto a ocuparia a quarta posi¢ao, o objecto b a
terceira, c¢ a segunda, d a quinta e e a primeira. A matriz Mpem € equivalente a

6E novamente usada a funcao randperm do MatLab.
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matriz Mg com esta nova ordenacao dos objectos,

o O
S N O
S = e

Mﬁll =

QL Q@ T O o
O W ok D
S = W ok e QL

O método da Permutagao Dupla é uniforme no sentido de Furnas, uma vez

que para uma ordem n fixa gera cada um dos dendrogramas possiveis de forma
1
dn
uma prova sucinta deste resultado, em Tendeiro [38] pode ser vista uma demonstra-

equiprovavel, isto é, com probabilidade Lapointe e Legendre [25] apresentam

¢ao mais completa.

3.3.2 Meétodo de Geracao Uniforme

Este método foi proposto por Sousa em 2000 [37].

O método actua partindo da raiz para os nés terminais. Adopta-se, portanto,
um procedimento top-down. Numa arvore binaria com n nés terminais tem-se n—1
niveis de fusao. Inicialmente tem-se um conjunto de objectos de cardinal n e outro
conjunto de niveis de fusdo (ou indices de nivel) de cardinal n — 1. Sobre cada no6
da &arvore, tendo inicio na raiz, sera feita uma divisao aleatéria do conjunto dos
objectos e dos niveis de fusao.

Neste método, a informacao de cada n6é é decomposta em dois ramos. Assim,
é gerado aleatoria e uniformemente, em cada no, o nimero de objectos que serao
atribuidos ao ramo da esquerda e, consequentemente, ao ramo da direita. O sub-
conjunto dos objectos e o subconjunto dos niveis atribuidos ao ramo da esquerda
(e, por conseguinte, ao da direita) sdo obtidos aleatoriamente. Na metodologia
proposta por Sousa [37| esta decomposi¢ao actua sucessivamente nos ramos da es-
querda, passando depois para os da direita e procedendo de forma anédloga. O
processo termina quando o ramo mais a direita estd decomposto.

No algoritmo proposto a decomposicao efectuada em cada né é igual ao método
exposto, apenas nao actua sucessivamente nos ramos da esquerda. Se o algoritmo
esta a actuar num noé cujo nivel de agregacao ¢ m, entao no passo seguinte ira
actuar no né cujo nivel de agregagao ¢ m — 1.

A Figura 3.8 é um esquema do modo de actuagao do método em cada no.
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k objectos —  {01,04,...,0}
k—1niveis — {Ny,Na,...,Ny_1}

k1 objectos —  {01,0s,...,0} } ko = k — ki objectos — {OY,03,...,0; }
k1 —1niveis — {N{, Ny,...,N; 1} ko — 1 niveis — {N{,Ny,..., Ny}

Figura 3.8: Filosofia-base para o método da geragao Uniforme

Num determinado no, seja {O1,0s,...,0} o conjunto dos objectos que o
constituem, de cardinal k (k >2). E gerado um inteiro k; uniforme entre 1 e

k — 1, sendo feita uma decomposicao aleatoria dos k objectos em duas classes: a

do ramo da esquerda com k; objectos, {O", O,.....0; }; e a do ramo da direita
) 1) ~2 y k1 I
com ky = k — k; objectos, {O7,05,...,0; }. Dos k — 1 niveis, o maior valor &

atribuido ao n6 onde esta a ser efectuada a decomposicao. Dos restantes k& — 2,
serao atribuidos aleatoriamente k; — 1 niveis ao ramo da esquerda e ky — 1 ao ramo

da direita, como mostra a Figura 3.8.

Analise-se novamente um pequeno exemplo com 5 noés terminais para uma

melhor compreensao do modo de actuacao do algoritmo.

Exemplo 3.2 Considere-se O = {a,b,c,d,e} o conjunto dos cinco objectos e
N ={1,2,3,4} o conjunto dos niveis de agregacao. Como ja foi referido o maior
valor do nivel de fusao, 4, fica associado a raiz. De seguida, é realizada a divisao
aleatoria e uniforme dos objectos, sendo atribuidos 3 objectos ao ramo da esquerda.
As partigoes obtidas foram as seguintes: O; = {b, ¢, e} para o ramo da esquerda e
O, = {a,d} para o ramo da direita. Dos 3 niveis restantes dois foram atribuidos
ao ramo da esquerda, N; = {1,3}, e um ao ramo da direita, Ny = {2}. O que
o algoritmo faz é actuar de forma analoga no n6é com nivel de agregacao maior.
Assim, no ramo da esquerda fica desde logo associado ao n6 o nivel 3, sendo de-
pois a decomposicao feita de forma tnica atribuindo-se apenas aleatoriamente as
etiquetas. Os objectos b e e do conjunto O1; = {b, e} agregam-se no nivel 1. No
nivel 2 ¢é realizada a agregagao dos objectos a e d.

O dendrograma obtido, assim como as decomposicoes dos objectos e niveis po-

dem ser vizulizados na Figura 3.9.
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O ={a,b,c,d, e}
N ={1,2,3,4}
Ol = {b,C, 6} 4
Ny ={1,3} Oy = {a,d}
> Ny = {2}
3
011 = {b7e}
Ny = {1} 5
1
® ® ®
b e c a d

Figura 3.9: Método Geracao Uniforme — Dendrograma gerado.

3.3.3 Método RA

O método RA — Random Agglomeration Method — foi proposto por Podani
(2000) [32].

Mais simples e de facil compreensao, o método produz resultados idénticos aos
métodos apresentados anteriormente. O algoritmo simula uma classificacao hi-
erarquica com uma tnica fusdo aleatoria em cada passo. E, portanto, um método
aleatorio de agregacao que produz dendrogramas binérios completamente ordena-
dos. Ao contrario do método de Geragao Uniforme este actua dos nos terminais
até a raiz.

Para gerar um dendrograma de n objectos, no primeiro passo é feita a escolha

aleatoria do par de objectos entre os (g) possiveis. No segundo passo, completa-
n—1
2

n — 2 objectos isolados e da classe ja formada no passo anterior. O processo con-

mente independente do anterior, tem-se ( ) de pares possiveis, que resulta dos
tinua de forma analoga até serem agregados todos os objectos numa s6 classe. Toda
a informagao deste procedimento é guardada numa matriz (n — 1) X 2, que sera
designada por T
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Como se esta a gerar dendrogramas completamente ordenados sao realizados
n — 1 passos. Cada passo ¢ independente dos outros, pelo que a probabilidade do

método RA gerar um dendrograma é dada por
1 1 1 1 1 1

G 00 )

O Ot OO &

onde o namero de dendrogramas distintos d,, ¢ dado pela Formula (3.3), da pagina 34.

O algoritmo desenvolvido por Podani pode ser visualizado em [32] na Tabela
1. No Anexo 4 encontra-se o mesmo algoritmo s6 que desenvolvido em linguagem
Matlab.

Segue-se um exemplo com 5 noés terminais que permitira compreender melhor

o modo de actuacao do algoritmo.

Exemplo 3.3 Seja E = {a,b,c,d, e} o conjunto dos elementos a classificar. Deno-
minam-se estes elementos pelos naturais 1,2,...,5 e define-se v = (1,2,3,4,5)
como o vector dos elementos a classificar. Existem entao 4 fases de agregacao que

se encontram detalhadas nos passos que se seguem.

Passo 1: sao escolhidos aleatoriamente dois objectos a agregar. j e k, com j # k,
sao gerados aleatoriamente do conjunto {1,2,3,4,5}. Estes nimeros per-
mitem obter as posi¢oes dos dois primeiros objectos a agregar. Assim, su-
ponha-se 7 = 4 e k = 2. Os objectos a agregar sao v(4) =4 e v (2) = 2,
ou seja, d e b. Na matriz T, de dimensoes 4 x 2, sao colocados os valores
de v (4) e v(2) por ordem crescente na primeira linha. No vector v a nova
classe formada é representada pelo menor valor de v (4) e v (2), neste caso 2,
sendo o outro colocado na tltima posicao do vector v. Este vector é agora
da seguinte forma: v = (1,2, 3,5,4).

Passo 2: do conjunto {1,2,3,4} s@o gerados aleatoriamente os dois nimeros j e
k, suponha-se j = 3 e k = 1. Sao portanto agregados os objectos v (3) =3 e
v (1) =1, isto &, ¢ e a. Na matriz T vem agora T'(2,1) =1e T (2,2) =3. O

vector v é actualizado, vindo v = (1,2,5,3,4).

Passo 3: sao gerados do conjunto {1,2,3} dois nimeros. Seja j =1 e k= 2. Sao
entao agregadas as classes representadas por v (1) =1 e v (2) = 2, isto é, as
classes formadas nos dois passos anteriores. Na terceira linha da matriz T
sao colocados os valores de v (1) e v (2) por ordem crescente. O vector v é

agora dado por v = (1,5,2,3,4).
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Passo 4: restam apenas duas classes a agregar: a classe composta por quatro
elementos representada por 1 e a classe singular 5. E entao formada a classe

composta por todos os elementos.

2 4

. , 3

A matriz T é dada por T = L 9
15

Na Figura 3.10 pode observar-se o dendrograma gerado pelo método RA.

[
N |

[ ] [ ] o

b d a c e
Figura 3.10: Método RA — Dendrograma gerado.

No Anexo 4 pode ser visto também um algoritmo desenvolvido que permite, a

partir da matriz T', obter a respectiva matriz ultramétrica do dendrograma gerado.

3.3.4 Meétodo de Geragao com Parametro de Forma

A Geragao de Dendrogramas com Pardmetro de Forma foi, como ja referido,
proposta por Sousa [37] e a sua metodologia de actuagao é semelhante a do método
de Geragao Uniforme exposto anteriormente. A diferenga nestes dois processos
de geragao de dendrogramas estéd na forma como ¢é feita a divisao do ntimero de
objectos que sao atribuidos ao ramo da esquerda e, por conseguinte, ao ramo da
direita. Neste método é introduzido um coeficiente p, com p €]0;0, 5], denominado
parametro de forma, que permite a geracao de arvores de um determinado tipo
desejado. Assim, em cada né, cada elemento tem probabilidade p de ir para o

ramo da esquerda e 1 — p de ir para o ramo da direita.
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Este processo de geracao tem bastante interesse ja que permite a geracao de
dendrogramas de um determinado tipo prefixado. A tendéncia para gerar dendro-
gramas do tipo cadeia aumenta a medida que o parametro p diminui. Para valores
de p préximos de 0.5 os dendrogramas gerados sao predominantemente “arredonda-
dos” ou “equilibrados”, isto ¢, o niimero de objectos que em cada né ¢ atribuido
ao ramo da esquerda é sensivelmente o mesmo que é atribuido ao ramo da direita.
Assim, num dado n6 com k objectos, o nimero de objectos que ird para o ramo
da esquerda seguird uma distribuicao proxima de uma variavel aleatéria binomial
de parametros k e p. Diz-se proxima uma vez que as realizacoes 0 e k£ nao sao
possiveis, por imposi¢ao do algoritmo que nao permite a atribui¢ao de nenhum ou

k objectos a um dos ramos.

3.4 Consideracoes Finais

3.4.1 Comparacao do Desempenho dos Métodos

Os trés métodos de geracao uniforme no sentido de Furnas, isto é, o da Permu-
tacao Dupla, o da Geragao Uniforme e o RA tém comportamentos semelhantes e
produzem resultados idénticos.

Sousa [37] fez um estudo analitico de dois destes métodos de geragao aleatoria de
dendrogramas, o da Permutagao Dupla e o da Gera¢ao Uniforme. Numa primeira
fase, calculou as probabilidades tedéricas que cada método tem para gerar um den-
drograma de cada um dos tipos topoldgicos possiveis de ordem n. Nos quatro
casos analisados, n = 4,5,6,7, comprovou-se que o comportamento probabilistico
dos métodos da Permutacao Dupla e Uniforme é exactamente o mesmo. Para o
método RA este comportamento é bastante semelhante. Quer isto dizer que ambos
os métodos geram um dendrograma com um determinado tipo topolégico com igual
probabilidade, o que seria de esperar pois como ja se tinha visto estes trés métodos
sao uniformes no sentido de Furnas.

Sousa recorreu a simulagao para fazer uma analise comparativa dos métodos
da Geragao Uniforme e da Permutacao Dupla e concluiu que tém desempenhos
bastante analogos. Se por um lado a simplicidade e naturalidade associadas ao
método de Geragao Uniforme o tornam mais atraente, por outro lado a complexi-
dade algoritmica do método da Permutacao Dupla ¢ mais reduzida.

Tendeiro [38] fez um estudo da complexidade computacional dos trés métodos

de geracao uniforme. A complexidade computacional pretende aferir a dificuldade
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de execucao dum algoritmo. Mostrou que a complexidade algoritmica associada
ao método da Permutagao Dupla é O(n?). Concluiu que o método da Geragao
Uniforme tem um tempo de execugao de complexidade O(n?). A complexidade
associada ao método RA ¢ de O(n?). Este método produz uma matriz T, de
dimensoes (n — 1) x 2, que contém toda a informagao necessaria para representar o
dendrograma correspondente. Torna-se 1til converter a informacao contida em T’
para a matriz ultramétrica. Para esta passagem Tendeiro apresentou dois processos

possiveis, o primeiro com tempo de complexidade O(n?) e o segundo O(n?).

Este estudo permitiu concluir que, dos trés métodos, o mais eficiente sob o

ponto de vista computacional é o método da Permutacao Dupla.

O método de geragao com parametro de forma tem a vantagem, em relagao
aos restantes métodos, de permitir controlar a forma final do dendrograma gerado.
Neste sentido este método nao é completamente aleatorio, sendo no entanto de
grande utilidade pratica em variados contextos.

3.4.2 Mistura de Dendrogramas

Um aspecto que podera ter bastante interesse de estudo ¢ a mistura de den-
drogramas gerados aleatoriamente por métodos diferentes ou entao gerados pelo
mesmo método, mas que produza dendrogramas topologicamente distintos. Isto
é, gerar, por exemplo, dendrogramas pelo método de Geracao com Parametro de
Forma atribuindo coeficientes de p distintos aos dendrogramas gerados independen-
temente. Este método permitira obter dendrogramas com topologias prefixadas.

O estudo deste assunto nao foi aprofundado ficando apenas a sugestao do que
podera ser desenvolvido e a visualizagao do tipo de dendrogramas que é possivel
obter. Foi elaborado um algoritmo (Anexo 6) que permite gerar dois dendrogramas
pelo método de Geracao com Parametro de Forma com valores de p distintos e
numero de objectos em cada dendrograma também diferenciado. Para visualizar os
dendrogramas que é possivel gerar observe-se a Figura 3.11 que foi obtida atribuindo
oito objectos na geragao de cada dendrograma com coeficientes de p diferentes: 0,05
no ramo da esquerda e 0,5 no ramo da direita.

Da analise da Figura 3.11 verifica-se facilmente que este processo de geracao
de dendrogramas permite obter dendrogramas com ramificagoes bastante diferenci-
adas. Assim, é possivel obter com frequéncia dendrogramas em que um dos ramos

¢é do tipo cadeia e outro do tipo “arredondado”.
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Figura 3.11: Mistura de dendrogramas.

3.4.3 Implementacao dos Algoritmos

Os diferentes métodos apresentados foram desenvolvidos em linguagem Matlab,

bem como outros algoritmos que permitem o estudo de algumas propriedades dos

dendrogramas. Assim,

no Anexo 1 sao apresentados algoritmos que permitem a identificagao topolo-
gica de dendrogramas com 4, 5 e 6 nés terminais. Esta identificacao ¢ feita
partindo da matriz ultramétrica que é transformada num vector denominado

vector ultramétrico;

no Anexo 2 tem-se o algoritmo do método da Permutacao Dupla;

no Anexo 3 é apresentado o algoritmo do método da Geragao Uniforme;
no Anexo 4 pode visualizar-se o algoritmo do método RA;

no Anexo 5 é apresentado o algoritmo de Geragao com Pardmetro de Forma.
Este algoritmo é descrito parcialmente porque é muito semelhante ao método
de Geragao Uniforme. Difere apenas na fungao que gera os objectos e niveis
a atribuir a cada ramo;

no Anexo 6 é apresentado o algoritmo que permite a mistura de dois den-
drogramas gerados de forma independente pelo método de Geragao com

Paradmetro de Forma.
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3.4.4 Resumo

Neste capitulo foram apresentados algoritmos de geracao aleatéria de dendro-
gramas com o objectivo de alargar estes métodos para a geracao aleatéria de
piramides.

Introduziram-se algumas nogoes associadas as arvores de classificacao, em par-
ticular aos dendrogramas. Seguiu-se um estudo topolégico de dendrogramas com
4,5 e 6 no6s terminais. Foram descritos trés algoritmos de geracao aleatéria e uni-
forme no sentido de Furnas: o da Permutacao Dupla, o da Geracao Uniforme e o
RA. Estes métodos foram acompanhados de pequenos exemplos que auxiliaram a
compreensao dos mesmos. Os resultados produzidos pelos diferentes métodos de
geracao sao bastante semelhantes. Foi também referenciado o método de geragao
com Parametro de Forma que permite a geracao de dendrogramas de um determi-
nado tipo prefixado.






Capitulo 4

Algoritmos de Classificagao
Piramidal Ascendente

4.1 Introducao

Este capitulo é dedicado ao estudo e evolucao de alguns algoritmos de Classifi-
cagao Piramidal Ascendente, sem davida os mais usados, encontrados na literatura.
Serao descritos os algoritmos propostos por Diday (1984) [12] e [13]|, Bertrand
(1986) [4] e Mfoumoune (1998) |27]. No final, sera feita ainda referéncia aos algo-
ritmos propostos por Brito (1991) [9] e Durand (1989) [16].

Inicialmente serao apresentadas algumas nogoes e propriedades necessarias a im-
plementagao e compreensao dos algoritmos. Estas irao complementar as definigoes
apresentadas no Capitulo 2 sobre a Classificagao Piramidal. Os trés algoritmos des-
critos apresentam melhoramentos e sao uma base, juntamente com os algoritmos
de geragao aleatoria de dendrogramas, para a construcao do algoritmo de geracao
aleatéria de uma piramide proposto no Capitulo 5.

4.2 Principais Nocoes

Nesta subsec¢ao segue-se de perto a nomenclatura usada em Bertrand [4] e
Mfoumoune [27|. Para ilustrar estas nogoes, considere-se a Figura 4.1.

Seja E/ o conjunto de elementos a classificar, neste caso de cardinal 13, com
E ={a,b,c,d,e, f,g,h,i,7,k,1l,m}. Designa-se por P a piramide incompleta, uma
vez que E ¢ P. Considere-se também # uma ordem compativel com P, que neste
exemplo é 0 = (e, g, f,l,m,i,k,a,h,b,c,jd).

o7
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Figura 4.1: Piramide incompleta para ilustracao de nocoes.

Seja p € P. Designa-se por min (p) o menor elemento da classe p e max (p)
o maior elemento da classe p, segundo a ordem compativel 6. Na Figura 4.1, para
a classe pi9, tem-se que min (p12) =1 e mazx (p12) = a.

4.2.1 Sucessores e Predecessores

As nogoes de sucessor e predecessor ja foram apresentadas no Capitulo 2.

Uma classe que nao possua nenhum predecessor sera chamada de classe maxi-
mal e uma classe que nao tenha nenhum sucessor é designada por classe singular
ou terminal. Uma classe nao singular p € P possui sempre dois sucessores e, no
maximo, dois predecessores, como vimos na proposicao 2.3, da pagina 17.

Na Figura 4.1:
e As classes pg e pg sao sucessores de pig e, por conseguinte, pio é predecessor
de pg € po;

e A classe pg tem dois predecessores: pis € pio;
e As classes pis5, P12, P10 € p13 sao classes maximais;

o As classes {a},...,{m} sdo classes singulares.

Predecessor a esquerda

Diz-se que uma classe p é um predecessor a esquerda duma classe g se e s6 se p

é um predecessor de g e maz (p) = maz (q).
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Na Figura 4.1, p15 é um predecessor a esquerda de pg.
Diz-se igualmente que pg ¢ um sucessor a direita de pys.
Predecessor a direita
Diz-se que uma classe p é um predecessor a direita duma classe ¢ se e s6 se p é

um predecessor de g e min (p) = min (q).

Na Figura 4.1, p1o é um predecessor a direita de pg.
Diz-se igualmente que pg é um sucessor a esquerda de pio.
Descendentes e Ascendentes

Considere-se uma piramide (incompleta) P, diz-se que uma classe p é um des-
cendente da classe g se e s6 se p C ¢ (p estd incluido em ¢). Na Figura 4.1, o

conjunto dos descendentes de pis ¢ D (p12) = {p6,p9, {i} ,{k},{a} }

Diz-se que uma classe p é um ascendente da classe ¢ se e s6 se p D ¢ (p contém
q). Na Figura 4.1, o conjunto dos ascendentes da classe ps € A (ps) = {p11, P14, P15 }-

Em Mfoumoune [27| sdo apresentados algoritmos que permitem determinar o
conjunto dos descendentes e ascendentes de uma dada classe, assim como as suas
complexidades algoritmicas.

4.2.2 Ordem Piramidal

Recorde-se a nocao de ordem. Uma relagao bindria R definida sobre um

conjunto nao vazio FE é uma ordem se e so se ela é
(i) reflexiva: Vo € E, xRux;
(i) transitiva: Vx,y,z € E, (zRyAyRz) = xRz;
(iii) antisimétrica: Y,y € E, (xRy AyRzr) = = =1y.
Se esta ordem verifica ainda a propriedade seguinte:

(iv) Vo,y € B, v #y, (vRyVyRz),

entao a relagao R é uma ordem total sobre E.



60

4. Algoritmos de Classificagao Piramidal Ascendente

Relembre-se igualmente a nocao de ordem compativel. Dado um conjunto
finito de elementos F e d um indice de dissemelhanga sobre E, diz-se que uma ordem

0 sobre E é compativel com o indice de dissemelhanca d, dito indice piramidal
(2.18), se:

Vao,yze€E, x<qy<gz — d(x,z)zmaaz{d(x,y),d(y,z)}.

Seja P uma piramide sobre F e 6 a ordem total sobre E induzida por P. Diz-se

que uma parte X de E é um intervalo de 6 se:

Ve,ye X, VzeFlE, r<pz<py — z€X.

Toda a classe pertencente a P é um intervalo de € por definicao de piramide.

Definem-se a seguir algumas relagoes de ordem sobre P.

4.2.3 Relagoes de Ordem

Sejam p e g duas classes de uma piramide (incompleta) P.

Relacoes “antes de” e “depois de”
Diz-se que p esta antes de q se
(min (p) < min (q) e maz (p) <g maz (¢q)) ou p=q.

Se p esta antes de q, diz-se também que ¢ esté depois de p (Bertrand [4]).

Relacoes “a esquerda de” e “a direita de”
p esta a esquerda de q se
min (p) <o min (q) e max (p) <o max (q).

p esta a direita de g se q esta a esquerda de p.

p esta estritamente a esquerda de q se
min (p) <¢ min (q) e maz (p) = maz (q).
p esta estritamente a direita de g se

min (p) = min (q) e max (p) <g mazx (q).
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Relacao “no interior de”
Diz-se que p é interior a q se
min (q) <g min (p) e max (p) <g mazx (q) .

Por exemplo, a classe ps é interior a py4 (Figura 4.1).

Ordem de uma classe singular

Seja (P,0) uma piramide sobre E e 6 uma ordem sobre as classes singulares
de P. A ordem duma classe singular p, designada por Ord(p), é o namero de
ocorréncias (incluindo p) sobre a ordem 6, partindo da esquerda para a direita.

Na Figura 4.1, Ord({i}) = 6.

4.2.4 Componentes Conexas

Antes de definir componente conexa é importante perceber a nocao de caminho
entre duas classes.

Diz-se que uma sequéncia {p; : ¢ = 1,..., k} de classes ¢ um caminho (Bertrand [4])
se:

e Vi < k, p; estda antes de p;;1, no sentido da ordem compativel;

e Vi < k, max(p;) é superior ou igual a min (p;11), no sentido da ordem

compativel.
Por exemplo, na Figura 4.1, { {e},p1, p11, P14, P8, {M} } ¢ um caminho que liga

{ey a{m},

Seja C' uma parte de uma piramide incompleta P. Diz-se que C' é uma compo-
nente conexa de P se:
(i) quaisquer que sejam p e ¢ pertencentes a C, existe um caminho que une p a
q;
(ii) C é a maior parte de P, no sentido de inclusao, a verificar a propriedade (i).

Por exemplo, na Figura 4.1, Cle g 11.m.ikahb) € Clejdy 520 as duas componentes

conexas da piramide incompleta P.
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Designa-se por C' (p) a componente conexa da classe p. Na Figura 4.1, C' (p12) é
a primeira componente conexa, isto ¢, Cieg .1.m.ikanb} € C (P7) = Clcj.ap @ segunda.

Viu-se que uma classe p € P é maximal se nao tem predecessores. Nota-se por
M(C (p)) o conjunto das classes maximais da componente conexa da classe p. Isto
eJ

M(C(p)) ={S;:j=1,... .k},
onde S;, com j =1,...,k, sao classes maximais e S; estd antes de Sj .
Por exemplo, M(C (pﬁ)) = {p15, P12, P10} (Figura 4.1).

4.2.5 Classes Extremas

Seja C'(p) a componente conexa da classe p e § a ordem sobre os elementos. A

classe p é extrema se e s6 se
min (p) = min(C (p)) ou maz (p) = maz(C (p))

Por exemplo, {6} » P1, P11, P14, P15, P10, P4, {b} ) {C} » P2, P13, D74 {d} sao as classes
extremas na piramide incompleta P da Figura 4.1.

4.2.6 Classes Hierarquicas e Classes Maximais Hierarquicas

Em Bertrand [4] investiga-se as classes que se comportam, do ponto de vista
duma ordem compativel com P, como uma classe duma hierarquia. Para isso,

define-se:

Classes Hierarquicas

Diz-se que p € P é uma classe hierdrquica se:
VeeP, x#p, pnazei{dpuz}

Designa-se por H o conjunto das classes hierarquicas de P.

A seguir sao apresentados alguns resultados importantes.
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e Se P é uma hierarquia entdao H (conjunto das classes hierarquicas) é igual a
P

A hierarquia trivial T', constituida pelas classes singulares e por F, esta sem-
pre incluida no conjunto das classes hierarquicas de uma piramide.

Se uma classe tem dois predecessores, nenhum desses predecessores é hi-

erarquico.

O conjunto H é uma hierarquia sobre E, mas nao é, em geral, a hierarquia
de maior cardinal incluida em P, como mostra a Figura 4.2.

E

! P4 P = TU{p17p27p37P4}
f D3 H = Tu{p}
P2
Hy, = TU{p1,ps,ps}

"\

a b c d e

Figura 4.2: Classes Hierarquicas.

H; é uma hierarquia incluida em P que tem cardinal superior ao de H.

O numero de ordens compativeis com uma piramide esta relacionado com o

namero de classes hierarquicas. Assim,

Proposicao 4.1 Seja P wma pirdmide bindria sobre E, que nao € incompleta

(E € P). O nimero de ordens sobre E compativeis com P sao:

2nu’mem de classes hierdrquicas de cardinal superior a 1 (4 1)

A demonstrac@o pode ser vista em Bertrand [4] (cap 3, prop 3.2).

De referir ainda que, numa piramide P, se H = T entao exitem 2 ordens com-
pativeis com P. Na Figua 2.2 do Capitulo 2, tem-se que H = T'U {p,}. Viu-se
que existiam 4 = 22 ordens compativeis, que resultam de existirem duas classes

hierarquicas de cardinal superior a 1: py e pg = E.
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Classes Maximais Hierarquicas

Diz-se que p € P é uma classe mazimal hierdrquica' se:
e p é uma classe hierarquica;
e p nao admite predecessor hierarquico.

Designa-se por S o conjunto das classes maximais hierarquicas de P.

Por exemplo, na Figura 4.1, p; e p14 sao classes hierarquicas, sendo py4 uma

classe maximal hierarquica.

4.2.7 Fronteira de uma Piramide Incompleta e Classes Livres

A fronteira de uma piramide incompleta é o conjunto das classes periféricas da

piramide, no sentido literal do termo. Esta nogao foi introduzida por Bertrand [4].

Seja P uma piramide incompleta. A fronteira F' (P) é igual a:

F(P) = {pe€ P: p émaximal para a relacao “no interior de” e

p admite, no maximo, um predecessor}

Por exemplo, na Figura 4.1, a fronteira da piramide P é:

F (P) = { {6} » P15 P11, P14 P155 P12, P95 P35 P10, P45 {b} ) {C} y P2, P13, P75 {d} }

Para classe livre, Bertrand [4] propos a defini¢ao seguinte:

“h é uma classe livre se: h € hierdrquico e s (h) € F (P), onde s(h) € a classe

mazximal hierdrquica de h (no sentido de inclusio).”

Bertrand [4] enunciou também o seguinte resultado:
Proposicao 4.2 Seja h uma classe de P, tem-se que
(i) s(h) e F(P) <= s(h) € uma classe extrema;

(ii) h € uma classe extrema — h € F(P).

Lsommet hierarchique, em francés.
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Na Figura 4.1, as classes {g}, {m} e ps sdo classes livres. Deve-se referir que
a classe {g} ¢ hierdrquica e s({g}) = p1a € F(P), bem como {m} ¢ classe hi-
erarquica e s( {m}) = p1s € F(P). No entanto, ps nao é uma classe hierarquica
uma vez que ps Nps =1 ¢ {0, ps, ps}. Pela defini¢ao proposta por Bertrand [4], pg
nao seria classe livre. No entanto, se {m} é livre, ao inverter a ordem dos elementos
da classe p14, a classe pg serda também extrema. Deve-se portanto considerar uma
definicao de classe livre que contemple estas classes.

Vai-se entao considerar como classe livre a definigdo dada por Mfoumoune [27]:
“Diz-se que uma classe € livre se e so se:

(i) p tem um sé predecessor;
(ii) todas as classes ascendentes de p tém, no mdximo, um sé predecessor;

(iii) todas as classes descendentes cujo menor ou maior elemento coincide com o
da classe p tém um so predecessor;

(iv) seja s, o mais pequeno ascendente extremo de p (no sentido de inclusao).
Todos os descendentes de s, com o mesmo elemento minimo ou mdzimo tém
um so predecessor.”

Verifica-se que pg é realmente uma classe livre pois:

(1) tem um s6 predecessor pi4;

(2) todos os ascendentes de ps, A (ps) = {p14, P15}, tém cada um, no méaximo,
um s6 predecessor (pj5 nem tem);

(3) o tnico descendente cujo elemento méaximo coincide com o de ps é {m}, que
tem um s6 predecessor. O mesmo nao se verifica para o tinico descendente
cujo elemento minimo coincide com o de pg, {I}, que tem dois predecessores.

Mas, para satisfazer a condicao (iii) é suficiente que seja satisfeito apenas um;
(4) sps = p1a , isto é, piy ¢ o menor ascendente extremo de ps. Todos
os descendentes de pyj4 com o mesmo elemento minimo ou maximo, seja

{ {e},p1,p11,p8, {Mm} }, tém um s6 predecessor.

Por exemplo, na Figura 4.1, as classes {l}, {i} e {f} nado sao classes livres. Com
efeito:

e a classe {l} nao ¢ livre pois tem dois predecessores;
e a classe {i} ndo ¢ livre pois a classe ascendente pg tem dois predecessores;

e a classe {f} nao ¢ livre pois s¢sy = p11 e {{}, que ¢ um descendente de p;y,
tem dois predecessores.
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A existéncia de classes livres leva a considerar estas ultimas como fazendo parte
da fronteira, pelo que se passa a considerar a fronteira F’ (P) da piramide incom-

pleta P da seguinte forma:
F'(P) = F (P) U {classes livres}

Assim, na Figura 4.1, uma vez que as classes {g}, {m} e ps s@o livres tem-se a
fronteira:

F/ (P) = { {6} ,P1,P11, P14, P15, P12, P9, P3,P105 P4, {b} ) {C} ,P2,P13,P7, {d} ) {g} ) {m} 7p8}

4.2.8 Vale

Seja B (p) o conjunto das classes com o mesmo elemento minimo ou (exclusi-

vamente) maximo que p e que nao tenham ascendente possuindo dois predecessores.

Designa-se vale de duas classes p e ¢ o conjunto B (p)UB (q) tal que Va € B (p)
e Yy € B(q) se tem que z Ny = pN¢q. Nenhum ascendente de p N ¢ possui mais

do que um predecessor. V' (p, q) representa o vale das classes p e g.

Na identificacao do vale de duas classes p e ¢ dois casos distintos podem ocorrer:
e se as classes p e ¢ nao pertencem a mesma componente conexa tem-se que,
por exemplo (Figura 4.1), V(p4, {c}) = { {b},{c} ,pQ,p4,p10,p13};
e se as classes p e ¢ pertencem a mesma componente conexa tem-se, no mesmo
exemplo (Figura 4.1), V' (ps, po) = {p3, D9, P10, P12}
Como se vé esta nogao de vale entre duas classes pode ser estendida a classes
extremas que pertencam a componentes conexas distintas. No entanto, sera nor-

malmente referida a classes de uma mesma componente conexa situadas entre duas

classes maximais consecutivas, no sentido da ordem 6.

4.2.9 Fecho de uma Classe

Diz-se que uma classe p é um fecho de uma classe ¢ se é a maior classe, no
sentido de inclusao, onde o menor elemento ou o maior elemento de p coincide com

o da classe gq.

E o mesmo que dizer:

Vp' <(min(p’):mm(q)) ou (max(p')zmax(q))) = p'Cp
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Um fecho p de uma classe q é dito fecho a direita ou fecho pelo elemento inferior

se min (p) = min (q).

Um fecho p de uma classe ¢ é dito fecho a esquerda ou fecho pelo elemento
superior se maz (p) = maz (q).

Por exemplo, na Figura 4.1, o conjunto dos fechos de {l} é {p11,ps}, sendo pi;
o fecho a esquerda e pg o fecho a direita.

Em Mfoumoune [27] sd@o enunciadas e demonstradas duas propriedades impor-
tantes:

e Toda a classe tem, no maximo, dois fechos;

e Todos os fechos tém, no maximo, um predecessor.

4.3 Algoritmos de C.P.A.

4.3.1 Diday (1984)

Diday [12]| e [13] introduziu as piramides e propos um principio fundamental
para a sua construgao. Analogamente ao algoritmo de C.H.A., Diday propos um

algoritmo de C.P.A. com as etapas seguintes:
(a) Cada elemento de E é chamado de grupo;

(b) Séao agregados os dois grupos mais proximos entre os grupos que ainda nao
foram agregados duas vezes;

(c) Comega-se novamente em (b) até o grupo que contém E ser formado;

Para evitar cruzamentos é necessario acrescentar as seguintes condigoes:

(d) Cada vez que um grupo é formado, deve-se associar uma ordem sobre esses

grupos que sao reunidos;
(e) Dois grupos nao podem ser agregados se a sua uniao nao é conexa;

(f) Sejam i e j elementos extremos de uma parte conexa de F associada a uma
classe h. Nenhum grupo pode ser ligado a um grupo incluido em h que nao

contenha nem ¢ nem j.
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Este algoritmo contréi uma piramide (Diday [13]). Como se vé, as etapas (e) e
(f) do algoritmo mais a restrigao segundo a qual as classes ndo podem ser agregadas
duas vezes constituem as condigoes de agregacao das classes. Estas, definidas aqui

sumariamente, sao formalizadas por Bertrand [4].

Algoritmo dos ‘“vizinhos reciprocos”

Também proposto por Bertrand [4], substitui no algoritmo anterior a etapa (b)
pela etapa (b’) seguinte:

(b’) Sao agregados os grupos que sado vizinhos reciprocos entre os grupos que nao
foram agregados duas vezes.

Dois grupos sao vizinhos reciprocos quando sao reciprocamente mais proximos
um do outro no sentido da dissemelhanca. Formalmente, duas classes p e ¢ sao

vizinhos reciprocos se (Bertrand [4])

['(p,q) = min{l (p,z): x é agregavel com p}

= min{l (¢, ) : = é agregavel com ¢}

Comentario

O algoritmo de Diday serve de ponto de partida a todos os outros algoritmos
do tipo ascendente aplicados a Classificagao Piramidal. No entanto, nota-se que
o conjunto das classes agregaveis nao é claramente definido, confundindo-se com o
conjunto das classes ja formadas. O procedimento de procura de pares de classes a
agregar explora todas as classes da piramide e testa aquelas que ainda nao foram
agregadas duas vezes verificando as condigoes (e) e (f). A complexidade algoritmica
é pesada pelo numero de classes criadas e investigadas. Para atenuar este peso,
Bertrand [4] propds o algoritmo dos wvizinhos reciprocos, que permite acelerar a
contrucao da piramide uma vez que tem em conta a posicao fisica das classes.

A seguir é apresentado o algoritmo proposto por Bertrand para a C.P.A..

4.3.2 Bertrand (1986)

Bertrand [4] propos um método de classificagao piramidal que trata as matrizes
de dissemelhanca. Propos também a extensao da férmula de Lance-William-Jambu
ao caso das piramides para os indices de agregacao usualmente utilizados. Esta
formula permite o calculo da dissemelhanca entre uma classe e uma outra, formada

numa etapa anterior pela reuniao de duas classes.
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Bertrand formaliza as condigoes de agregacao das classes. Estas condig¢oes
apoiam-se nas posicoes fisicas dos elementos das classes. O conjunto de classes
agregaveis é a fronteira da piramide em formagao, notado F'(P). O algoritmo

segue o principio fundamental da C.P.A..

Algoritmo

Passo 1 (Inicializagao)
classes: classes singulares de F.
classes agregaveis: todas as classes sao agregéaveis.
componentes conexas: cada componente conexa reduz-se a uma classe
singular.
ordem compativel: fixa-se uma ordem compativel 6, que é, por exemplo,
a ordem implicita sobre E.

Passo 2 (Condigcoes de Agregagao)

2

Agrega-se um par de classes (p,q)* se a dissemelhanga que separa p e q é

minima entre o conjunto de pares de classes que verificam:
e Se p e ¢ pertencem a mesma componente conexa, notando S; a classe
maximal que contem p, tem-se:

— p esta a direita de S e estritamente a esquerda de S; N .S;4;.

— g esta & esquerda de Sj;; e estritamente a direita de S; N .S;4.
e Se p e ¢ nao pertencem & mesma componente conexa, entao:

— p esta a direita de Sy ou a esquerda de S;.

— ¢ esta a direita de S] ou a esquerda de Sj.?

— S esta antes de S7.

Passo 3 (Actualizagdo da Ordem)
Se duas classes p e ¢ que venham a ser agregadas nao pertencem a mesma

componente conexa entao colocam-se os elementos de C' (q) consecutivamente
depois dos da C' (p). Mais,

e se min (p) = min(C (p) ), inverte-se a ordem dos elementos de C (p).

e se max (q) = maz(C (g) ), inverte-se a ordem dos elementos de C (g).

2p a esquerda de q.
38! com i = 1,...,l representa as classes maximais da componente conexa da classe q.
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Passo 4 (Teste de Paragem)
Se a classe formada p U ¢ nao ¢é igual a E recomeca-se no Passo 2, caso

contrario termina-se o algoritmo.

Comentario

A diferenca entre o algoritmo proposto por Diday e este de Bertrand situa-se a
dois niveis. Primeiro, Bertrand restringe a procura do par de classes a agregar as
classes da fronteira F'(P). Esta restri¢ao contribui para melhorar a complexidade
do procedimento de procura do par de classes a agregar, isto é, nao se explora mais
todos os pares de classes da piramide em construcao, mas todos os pares de um
conjunto mais reduzido. Segundo, ele formaliza matematicamente as condi¢oes de
agregacao de classes, “esquecidas” por Diday, utilizando o aspecto topologico das
classes, que é o mesmo que dizer a posicao fisica das classes umas relativamente as
outras.

No entanto, Bertrand nao tem em conta as classes livres na construcao de uma
piramide. Assim a ordem 6 é obtida de forma arbitraria. No algoritmo que se
segue, Mfoumoune [27]| ja contempla como fazendo parte da fronteira, F’ (P), as

classes livres.

4.3.3 Mfoumoune (1998) — Algoritmo QuikCAP

Mfoumoune [27] propos uma nova implementagao do algoritmo de C.P.A. que
integra dados numeéricos e simbolicos (Brito [9]) e utiliza uma metodologia ligeira-
mente diferente, fundada sobre a Seleccao — Agregacao — Eliminacao. Mostra que
desta maneira consegue-se, por um lado, diminuir a complexidade algoritmica e,

por outro lado, obter resultados mais satisfatorios.

A ideia fundamental do algoritmo esté assente no Postulado:

“Em cada agregacao de classes, alguns pares nao sao agregaveis devido as suas
posicoes fisicas e devem ser eleminados da lista de pares de classes potencialmente

agregdvels para iteragoes futuras.”

Este Postulado pressupoe que sejam conhecidos todos os pares de classes agrega-
veis, no sentido das condicoes de agregacao em cada etapa da construcao da

piramide. Neste sentido, Mfoumoune propoe:

e a identificagao integral de todos os pares de classes agregaveis, uma vez
que sendo possivel identificar topologicamente os pares de classes agregaveis

torna-se desnecessario verificar as condi¢oes de agregacao;



4.3 Algoritmos de C.P.A. 71

e a gestao eficaz e rigorosa dos pares de classes agregaveis que visa acelerar
o procedimento de procura do par de classes a agregar em cada etapa da
construcao ascendente da piramide. H& assim necessidade de eliminar todos
os pares de classes que se tornam nao agregaveis & medida que se formam
novas classes e ainda deduzir as classes agregéaveis com a nova classe formada.

Identificacao dos pares de classes agregaveis

A identificacao formal de todos os pares de classes agregaveis conduziu a definicao
da nocao de acessibilidade mitua entre classes. Esta nogao permite, por um lado,
identificar os pares de classes agregaveis e, por outro, limitar a procura do par de

classes de dissemelhanca minima aos pares mutuamente acessiveis.

Seja P uma piramide incompleta com duas componentes conexas e p, g e x trés
classes de P. O exemplo da Figura 4.3 permitiréd ilustrar esta defini¢ao e ajudar
na compreensao das regras de identificagao das acessibilidades de uma classe.

A AT e
/lv%vlvlvl\ y VL\/\/lﬂ

Figura 4.3: Tlustracao de classes mutuamente acessiveis.

As acessibilidades de p sao todas as classes marcadas por Bl e (), enquanto que

as acessibilidades de ¢ sao apenas as classes marcadas por H.

Para a identificacao das acessibilidades, Mfoumoune considerou as regras seguintes:

(i) a classe ¢é interior a um vale: as suas acessibilidades sao todas as classes do

flanco oposto, como se pode visualizar pela classe ¢ da Figura 4.3;

(ii) a classe é maximal nao extrema: as suas acessibilidades sao as classes dos

flancos opostos dos seus dois vales. Observe-se a classe x da Figura 4.3;

(i) a classe é livre ou extrema: as suas acessibilidades sao as classes do flanco
oposto, se ele existe, mais as classes extremas ou livres de outras componentes

conexas. A classe p da Figura 4.3 permite ilustrar esta situacao.
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Mfoumoune mostrou que existe uma bijeccao entre o conjunto dos pares de
classes mutuamente acessiveis e o conjunto das classes que verificam as condig¢oes

de agregacao.

Eliminacao das classes nao agregaveis

Depois da agregacao de um par de classes, certos pares tornam-se nao agregaveis
para iteracoes futuras e devem, consequentemente, ser eliminados a fim de iniciar

uma nova iteragao.

Na inicializacao, todos os pares de classes ((x,y), x # y), neste caso singu-
lares, sao mutuamente acessiveis.

Suponha-se agora a inicializar uma iteragao qualquer. Seja (p, q) o par de classes
a agregar na iteragao em curso. Depois da agregacao de p e ¢, os pares que se tor-
nam mutuamente nao acessiveis, isto é, nao agregaveis no sentido das condigoes
de agregacao, para as proximas iteracoes, sao:
1° Caso: p e g pertencem a mesma componente conexa.

Eliminam-se todos os pares de classes (z,y) de flancos opostos de V' (p, q), vale

das classes p e ¢, antes da agregacao.

Na Figura 4.4 pode visualizar-se a agregacao de duas classes pertencentes a

mesma componente conexa, pig = p3 U pg.

/mv%xﬁ A

Figura 4.4: Agregacao de classes na mesma componente conexa.

v

A formagao da classe pjp leva a eliminagao dos pares de classes (p4, p3), (P4, Ps),
(ps: p3) e (ps: ps)-
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2° Caso: p e ¢ nao pertencem & mesma componente conexa.

Sejam C' (p), C' (¢q) e C' (p U q) as componentes conexas de p, g e pUgq, respectiva-
mente. Suponha-se que p esté antes de g na C' (p U q) e considere-se a Figura 4.5 que

ilustra a agregacao de duas classes de componentes conexas distintas, p;op = p3Ups.
°
{ P1o
{ Ds \ Dg \
b e J c f h

Figura 4.5: Agregacao de classes de componentes conexas distintas.

p7lpépg
B

a

Nos pares de classes a eliminar vai-se distinguir dois casos:

(i) apds a agregacao, os pares de classes (x,y) a eliminar pertencem & mesma

componente conexra.

Eliminam-se os pares de classes (z,y) tais que x é uma classe extrema ou
livre de C' (p), antes da agregacao, e y é uma classe extrema ou livre C' (¢q),

antes da agregacao.

Por exemplo, na Figura 4.5, eliminam-se os pares de classes seguintes: ({b},{c}),
({b} ,P3), ({b} 7p8)7 ({b}’p5), ({b} ) {h})a (pl,{C})v (p1,p3), (p1,18), (P1,P5), (pl,{h})7
(ps, {c})s (6:p3), (P6,ps), (P6,p5)s (P6, {h}), (pa,{c}), (Pa,p3), (P1,p8); (Pa:p5), (pa; {h}),

({]} ) {C} )7 ({]} >p3)> ({.7} 7]98)7 ({]} >p5) € ({.7} ) {h})7 porque estao agora Ia
mesma Componente conexa, C (pm) =C (p3 U pG)

(ii) apds a agregagao, os pares de classes (x,y) a eliminar pertencem a compo-
nentes conexas distintas.

(a) Se p ndo é uma classe mazimal ou se min(p) # min(C (pUq)) ,
entao seja S, a classe mazximal de p antes da agregacao. Agora, se
min (S,) = min(C (pUq)) entdo faz-se r = S, , sendo r = ().

Eliminam-se todos os pares de classes (z,y) tais que x é uma classe
extrema ou livre de C' (p) para o maior elemento antes da agregagao e
x # 1, ey é uma classe extrema ou livre de toda a componente conexa
distinta de C' (p U q).
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Na Figura 4.5, p = pg € maximal e min (pg) = b = min (p1o), pelo que
nao é satisfeita a condi¢ao (iia). Nao ha portanto lugar a eliminagao
de pares de classes. Ao mesmo tempo, as classes {j} e py s@o livres e
mantém-se agregaveis com as classes {a}, pr7, po € {i} que sdo classes
extremas da outra componente conexa. Notar que é possivel inverter os

elementos da classe pg tornando as classes {j} e py extremas.

(b) Se ¢ nao ¢ uma classe maximal ou se max (q) # maz(C (pUq)) ,
entao seja S, a classe maximal de ¢ antes da agregacao. Agora, se
maz (S;) = maz(C (pUq) ) entdo faz-se r = S, , sendo r = (.

Eliminam-se todos os pares de classes (z,y) tais que x é uma classe
extrema ou livre de C'(¢q) para o menor elemento antes da agregagao e
x # 1, ey é uma classe extrema ou livre de toda a componente conexa
distinta de C' (p U q).

No exemplo da Figura 4.5, ¢ = ps satisfaz a condigao (iib), donde se

eliminam os pares de classes seguintes: ({c},{a}), ({c}.p7), ({c}.po).

({c}.{i}). (ps,{a}), (p3,p7), (P3,p9) € (p3,{i}), pois {c} e p3 ndo se tornam
em classes extremas, nem livres. Aqui, » = pg é uma classe ainda ex-
trema, pelo que nao se eliminam os pares de classes que ela forma com

as suas acessibilidades de outras componentes conexas.

Deducao das acessibilidades da nova classe formada

Depois da agregacao, as acessibilidades da nova classe pU q devem ser inseridas
numa estrutura que contém todos os pares de classes potencialmente agregaveis

nas iteracoes seguintes.

As acessibilidades da nova classe p U ¢ sao:
(i) todas as classes de flancos opostos dos seus vales, que sao no mdximo dois;

(ii) quando p U q € extrema e C' (pUq) nao é a unica componente conexa, todas
as classes extremas ou livres de outras componentes coneras.

Por exemplo, na Figura 4.5, a classe pjp tem como acessibilidades o conjunto

{p87 {(l} » P7,P9, {Z} }
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O ntmero de acessibilidades de uma classe varia segundo as diferentes fases de
construcao de uma piramide. Na fase de construcao da ordem onde ha mais com-
ponentes conexas, fase que Mfoumoune designou de seriac¢ao, as classes extremas
tém um nimero consideravel de acessibilidades. Quando se tem apenas uma com-
ponente conexa, na fase dita de classificacao, esta quantidade é reduzida para as
classes de flancos opostos de um mesmo vale.

Mfoumoune criou um modelo bilinear para estruturar a lista de pares de classes
agregaveis. O interesse desta estrutura é, por um lado, acelerar as operacoes de
eliminagao dos pares de classes; e, por outro, acelerar a procura do par de classes
de dissemelhanca minima. O par de classes com menor dissemelhanga esta no topo
desta lista.

Algoritmo QuikCAP

O algoritmo segue o principio fundamental da C.P.A..

Cada elemento de F forma uma classe, a qual é associado um nimero inteiro
de 1 a n.

Cada elemento de E forma uma componente conexa.

e Mp ¢ a matriz de dissemelhangas sobre £ x F.

M é uma lista contendo todos os @

Se M +# () fazer

pares agregaveis de Mp.

— Seleccionar o par de classes que esta no topo de M¢, seja (p1, p2).
— Agregar as classes, seja p = p; U ps.
— Eliminar de M¢ o par (p1, p2) e todos os pares que nao sao mais agregaveis.

— Se as classes agregadas pertencem a componentes conexas diferentes,
entao reunir as suas componentes conexas, ordenando-as de maneira a

respeitar a estrutura piramidal.

— Deduzir as novas classes agregaveis com p.

Fim
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Comentario

O algoritmo proposto por Mfoumoune contempla ja as classes livres como
fazendo parte da fronteira e, por conseguinte, estas nao sao excluidas na construgao
de uma piramide. Desta forma, o algoritmo tem em conta nao s6 a inversao total,
mas também a inversao parcial de uma componente conexa. Este assunto sera
abordado na Secgao 4.4.

Para além disso, o algoritmo permite uma gestao mais eficaz dos pares de classes
agregaveis, acelerando o processo de procura do par de classes a agregar em cada

iteracao. A complexidade algoritmica do QuikC'AP é mais reduzida.

4.4 Inversao de Componentes Conexas

A construcao de uma piramide implica a resolu¢ao de numerosos problemas al-
gorftmicos, em particular, os algoritmos de inversao parcial ou total de componentes
conexas. Estas inversoes estao associadas a fase, dita de seria¢ao (Mfoumoune),
onde as agregacoes entre classes pertencentes a componentes conexas distintas per-
mitem estabelecer a ordem compativel sobre os elementos.

Com efeito, a agregacao de duas classes ainda nao agregadas atribui uma ordem
arbitraria entre os elementos. Esta ordem pode ser revista entao numa segunda
agregacao de uma das classes ou de um “parente”, ascendente ou descendente, desta.
A revisao desta ordem consiste em inverter parcial ou globalmente uma ou outra

ou as duas componentes conexas de uma piramide em construgao.

Na Figura 4.6 pode visualizar-se uma piramide incompleta formada por duas
componentes conexas, onde estao assinaladas com () as classes a agregar, {a} e py.

o A
AV e

?

Figura 4.6: Piramide incompleta formada por duas componentes conexas.
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A agregagao das classes {a} e ps da origem a formagao da classe py;. Para tal é
necessario inverter a ordem dos elementos de C ( {a}) = Cla,d,g,i} © colocd-los antes
de C (ps) = Clpe,je.f,ny- E ainda preciso inverter a ordem dos elementos da classe
hierarquica pg para permitir que a classe p4 seja extrema. As componentes conexas
sao unificadas e a sua representacao encontra-se na Figura 4.7.

P11 i o
v e
[

Figura 4.7: Agregacao das classes {a} e ps e fusdo das componentes conexas da

1
Figura 4.6.

Mfoumoune propds o seguinte algoritmo informal para a inversao parcial de

uma componente conexas

“De uma maneira geral, a inversao de uma componente conexa relativamente
a uma classe livre consiste em inverter a classe associada ao mais pequeno ascen-
dente (no sentido de inclusio) extremo dessa classe, de forma a que o elemento

mintmo ou mdximo dessa classe livre coincida com o da componente conexa.”

4.5 Consideracoes Finais

4.5.1 Algoritmos alternativos
Brito (1991)

O algoritmo proposto por Brito |9] representa uma aproximagao simbolica da
C.P.A.. As piramides simboélicas sao uma estrutura herdada do conjunto de objec-
tos simbolicos, introduzidos por Diday. De uma forma geral, define-se um objecto
simbolico como uma descri¢cao que se exprime sob a forma de uma conjuncao de
acontecimentos sobre os valores do dominio das variaveis. No fundo, a aproximacao

simbolica extende a probleméatica da analise de dados a objectos com propriedades
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mais complexas, dificeis de exprimir nas tabelas de dados cléassicas. Essa exten-
sao situa-se a trés niveis: ao nivel dos dados, cada objecto é representado por
uma descri¢cao; ao nivel da caracterizagao das classes, cada classe é munida de
uma intensdo (a sua fungao caracteristica) e de uma eztensao (os objectos que a
compoem); e ao nivel do critério de agregagao ou de divisao.

Brito generaliza as condi¢oes de agregacao “esquecidas” por Diday e posterior-
mente formalizadas por Bertrand. Numa primeira fase, considera que o objectivo
é a construcao de uma piramide binaria, para depois admitir a formagcao de classes
tendo mais de dois sucessores, donde resultam as piramides nao-binarias. Em cada
iteragao nao se procuram n-pletos de classes, antes reagrupam-se numa mesma
classe as classes que pertencam a extensao de uma mesma descri¢ao, de maneira
a ser possivel conservar a esrutura piramidal. O algoritmo nao é aqui apresentado
uma vez que exigia a definicao de algumas nocoes e, para além disso, este trabalho
centra-se no estudo de dados numeéricos.

As condicoes de agregacao que Brito generaliza, adaptadas da aproximacao
numérica, nao integram totalmente as restri¢oes aplicadas a classes pertencentes a
mesma componenete conexa. Com efeito, enquanto que duas classes pertencentes
a mesma componente conexa para serem agregadas deveriam ser de flancos opostos
de um mesmo vale, na aproximagcao simbolica tal ja nao se verifica. Considere-se a
Figura 4.8 para ilustrar a agregacao na aproximagcao simbdlica.

i%L xi\'
Aa'a

Figura 4.8: ITlusragao da agregacao de duas classes na aproximagao simbdlica.

Os pares de classes (p, z) e (¢, x) s@o agregaveis segundo a aproximagcao numeérica.
O par (p,q) nao é, contudo é potencialmente agregavel na aproximagao simbolica
pois p U ¢ forma um intervalo. Neste caso, liga-se fisicamente x a p U q.

Durand (1989)

Duand [15] trabalhou sobre o melhoramento da Classificagao Piramidal numéri-

ca. Interessou-se pela obtencao da maior dissemelhanca de Robinson entre todas
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aquelas que sao menores que a dissemelhanga inicial.

Existe uma bijeccao entre uma pseudo-hierarquia (ou piramide) e a disse-
melhanca de Robinson. E equivalente, portanto, procurar uma pseudo-hierarquia
indiciada 6ptima ou uma dissemelhanca de Robinson 6ptima ou entao uma ordem
compativel 6ptima. O critério de optimizacao apresentado por Durand baseia-se na
determinacao da maior dissemelhanca de Robinson inferior a dissemelhanca inicial.

4.5.2 Resumo

Este capitulo centrou-se no aprofundamento do estudo da Classificacao Pirami-
dal. Foram introduzidas algumas nogoes fundamentais & compreensao e implemen-
tagao dos algoritmos de C.P.A. e essenciais para a posterior extensao aos algoritmos
de geracao aleatéria de piramides.

Foram apresentados e analisados os algoritmos de C.P.A. propostos por Di-
day [12], Bertrand [4] e Mfoumoune[27]. No final foi ainda referida a aproximagao
simbodlica de Brito [9] na C.P.A.. Os algoritmos de Diday, Bertrand e Brito seguem
uma metodologia baseada na Selecgao — Agregagao — Actualizagao da ordem. Esta
concepcao da C.P.A. tras alguns problemas de complexidade algoritmica. Outra
restricao destes algoritmos é o facto de nao considerarem as classes livres na fron-
teira da piramide incompleta. Mfoumoune propoe um método, QuikCAP, que
assenta na Seleccao — Agregacao — Eliminacao, conseguindo desta forma diminuir
a complexidade algoritmica. Para além disso, o algoritmo QuikCAP contempla ja

as classes livres na fronteira da piramide em construcao.






Capitulo 5

(Geracao Aleatoéria de Piramides

5.1 Introducao

As piramides sao uma estrutura classificatoria ainda pouco desenvolvida na
literatura. Dependendo da escolha da funcao de comparagao entre elementos e do
critério de agregacgao entre classes, diferentes piramides podem ser obtidas. Tam-
bém diferentes algoritmos de Classificacao Piramidal Ascendente podem conduzir
a piramides distintas. A geracao aleatéria de pirdmides surge entdao como uma
ferramenta importante no estudo das estruturas piramidais, podendo permitir um
estudo comparativo do desempenho dos diferentes algoritmos de C.P.A..

Outro aspecto importante na qual a geracao aleatoria de piramides podera dar
um grande contributo é o facto de nao existir nenhuma férmula que permita de-
terminar o ntimero de piramides binarias distintas com n nés terminais, nem os
tipos topologicos associados. Sera apresentado um método de geragao aleatoria
de pirdmides com n nés terminais, com n fixo mas sem limitagao superior. Con-
tudo, convém referir que outros métodos podem ser desenvolvidos e, no final deste
capitulo, sera feita uma abordagem a um deles.

O método proposto — Random Generation Algorithm of Pyramids (RAP) —
actua de modo muito semelhante ao algoritmo de C.P.A. proposto por Bertrand [4],
em que o par de classes a agregar é gerado aleatoriamente. E, no fundo, uma
extensao, para as piramides, do método RA proposto por Podani [32] e referido no
Capitulo 3. O algoritmo foi implementado em linguagem Matlab e encontra-se no
Anexo 7.

Neste capitulo serda apresentada a filosofia base do método e algumas pro-
priedades necesséarias a implementagao do mesmo. O algoritmo seré depois apre-
sentado de forma sucinta e acompanhado de uma aplicacao pratica para uma melhor

compreensao.

81
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5.2 Filosofia Base do Método

Seja E o conjunto dos elementos a classificar que serao identificados no algoritmo
pelos inteiros de 1 até n.

As classes singulares sdo as classes activas (Proposi¢ao 5.1) para a primeira
agregacao, isto é, as classes que se encontram disponiveis para agregar. Inicialmente
existem (Z) pares possiveis de classes a agregar. O método, que é um método
iterativo, termina quando nao existirem mais classes activas, ou seja, quando é

formada a classe F.

No seu processo iterativo o método actua em trés fases:

(1) Geragao aleatoria do par de classes a agregar. Para a obtencao deste par é
inicialmente gerada uma classe do conjunto das classes activas. Segue-se a
definicao do conjunto das classes agregaveis com esta, satisfazendo as condi¢oes
de agregagao (Proposi¢ao 5.2). Por fim, deste conjunto de classes agregéaveis
¢ gerada aleatoriamente a segunda classe a agregar.

(2) Agregagao das classes geradas. Nesta fase sdo actualizadas a ordem sobre os

objectos, a piramide em construgao e a matriz de Robinson.

(3) Definigao do conjunto das classes activas para a proxima iteragao.

Na seccao que se segue serao detalhadas e explicadas algumas propriedades im-
portantes para a implementacao do método proposto.

5.3 Propriedades Necessarias a Implementacao do

Algoritmo

A explicagao de algumas propriedades serao acompanhadas de um exemplo.
Seja P uma piramide incompleta e considere-se a Figura 5.1.

i, A

Figura 5.1: Piramide incompleta para ilustracao de propriedades.
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Na primeira iteracao do algoritmo todas as classes singulares sao classes acti-
vas. Para as iteragoes seguintes serao consideradas classes activas as classes que

satisfazem as proriedades que se seguem.

Proposicao 5.1 (Classes Activas) Uma classe p de P é denominada activa se

as trés condicoes sequintes sao satisfeitas:
e a classe p foi agregada no mdximo uma vez;
e nao existe p’ € P tal que p seja classe interior de p';

e cxiste outra classe p” de P tal que p € agregavel com p”.

Na Figura 5.1 sao classes activas todas as classes extremas, {b}, pg, ps, p2, {d},
{h}, ps, ps e {f}, as classes maximais nao extremas, p;, e as classes interiores a
um vale, p; e ps. Refira-se que a classe {c} nao é activa pois o algoritmo proposto
nao contempla as classes livres. Esta classe seria extrema invertendo parcialmente
a componente conexa Cy ¢ 3, Ou seja, os elementos da classe ps. Note-se ainda que
a classe {g} nao é livre.

Do conjunto das classes activas ¢ gerada aleatoriamente uma classe, seja p. E
necessario definir agora o conjunto das classes agregaveis com p, satisfazendo as
condicoes de agregacao.

Proposicao 5.2 (Condigoes de Agregacao) Sejam p e q duas classes de P,
com p a esquerda de q.

e Se p e g nao pertencem a mesma componente conexa, p € agregavel com ¢
se p € extrema e q é extrema.

e Sep e q pertencem a mesma componente conexa, notando S; a classe maxi-
mal que contém p, entdo p e q sao agregdveis se satisfazem as sequintes
condicoes:

— p C i, min(p) < min(Si41) e maz (p) = max (S;);

— q C Siy1, min(q) = min (Si41) e maz (q) > mazx (S;).

Na pratica, gerada uma classe p, esta é agregével com ¢ se:

e p é interior a um vale, ¢ terd de ser uma classe do flanco oposto desse vale.

Na Figura 5.1 as classes agregaveis com p; sao as classes ps e pg.



84 5. Geracao Aleatéria de Piramides

e p é uma classe maximal nao extrema, ¢ terd de ser uma classe dos flancos
opostos dos seus dois vales.

Na Figura 5.1 as classes agregéveis com p7 sao as classes pg, p5 € pg.

e p ¢é extrema maximal, ¢ terd de ser uma classe do flanco oposto do seu vale
ou uma classe extrema de outra componente conexa.

Na Figura 5.1 as classes agregaveis com pg sao as classes p1, pr, {h}, ps, ps €
{/}

e p ¢ extrema nao maximal, ¢ terd de ser uma classe extrema de outra compo-
nente conexa.
Na Figura 5.1 as classes agregéaveis com p4 sao as classes {b}, po, ps, p2 € {d}.

Sejam C (p) e C'(q) as componentes conexas das classes p e ¢, respectivamente.
Se as duas classes p e ¢ a agregar pertencem & mesma componente conexa a ordem
sobre os elementos mantém-se.

Se as duas classes p e ¢ a agregar nao pertencem a mesma componente conexa
é necessario proceder a actualiza¢ao da ordem compativel 6. Os elementos de C' (p)
estao antes dos de C'(¢). Assim,

e se min (p) = min(C (p) ), inverte-se a ordem dos elementos de C (p);
e se maz (q) = maz(C (q) ), inverte-se a ordem dos elementos de C (¢);
e se min (p) = min(C (p)) e max (q) = maz(C (g) ), colocam-se os elementos

de C'(¢) imediatamente antes dos de C' (p).

No exemplo considerado da Figura 5.1, seja p = pg a primeira classe gerada.
Do conjunto das classes agregéaveis {pl,p7, {h},ps,ps, {f} }, seja ¢ = p, a segunda
classe gerada. Para a agregacao do par (pg, ps) € necessario proceder a actualiza-
¢ao da ordem 6, isto é, inverte-se a ordem dos elementos de C' (p). Na Figura 5.2

pode visualizar-se a formacao da classe p1g, que é a reuniao do par de classes gerado.

é e
b N;@, A /XML\ h

Figura 5.2: Plramlde 1ncomp1eta para 1lustragao de proprledades: P10 = Pe U p4.
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Agregadas as duas classes procede-se a actualizagao da piramide incompleta P
e ao preenchimento da matriz de Robinson. E agora necessario definir novamente
quais as classes activas para a proxima iteragao.

Note-se que no exemplo analisado existe agora apenas uma componente conexa
pelo que o ntmero de classes activas diminui, assim como o nimero de pares de
classes agregaveis. Na Figura 5.2 estao assinaladas com () as classes activas para
a iteracao seguinte. Neste momento, as classes extremas nao maximais ja nao sao
mais agregaveis. Restam entao as classes maximais desta componente, pg, p7, p1o
e pg, € as classes interiores a vales, p1, ps € pg.

O algoritmo termina quando é formada a classe constituida por todos os ele-

mentos, isto €, quando o conjunto das classes activas é vazio.

5.4 Algoritmo RAP

O algoritmo Random Generation Algorithm of Pyramids (RAP) seré apre-
sentado de forma sucinta. Comegar-se-a por introduzir alguma notacao utilizada

na descri¢ao do algoritmo e no final referem-se algumas limita¢oes do método.

5.4.1 Notacao Usada

0

hd cact

— vector de classes com os n nos terminais numerados de 1 até n;

e (' . — vector de classes activas na iteracao i;

i
act
. cé. (j = 1,2) — j-ésima classe gerada na iteracao i;
i

® C

2 : 7.
wgr — vector de classes agregaveis com cf;

e O — n-uplo associado & ordem compativel sobre os elementos!;
e ('C — matriz associada as componentes conexas;

e P — matriz associada a piramide. Formada uma classe k, com k > n + 1,
é acrescentada uma nova linha & matriz P. P, representard a linha k de P,
onde o primeiro elemento indica o nivel de agregacao e os restantes elementos,

nao nulos, indicam a composicao da classe k;

e M — matriz n X n, inicialmente com todas as entradas nulas, que vai sendo
preenchida passo a passo e, no final, quando associada a ordem 6, sera uma
matriz de Robinson, MR = M (0).

Lpor abuso de linguagem estamos a usar a mesma letra para a ordem e para o n-uplo associado.
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5.4.2 Algoritmo — Sintese

Iteracao 0: ¢ introduzido o nimero de nés terminais, n, e sao inicializadas as
variaveis ¢ ,, CC, 0, P e M.

act’

Iteracao i: para i de 1 até & paragem do algoritmo?.

e geracao aleatoria e uniforme do par (¢!, c}) de classes a agregar:

i—1

> Classe

— geragao aleatoéria e uniforme de um elemento do vector ¢
i
ci;

i . & construido um vec-

— formagao do vector de classes agregaveis, c;,.:

tor com as classes que sao agregéveis com ¢!, verificando as condigdes
de agregagao da Proposicao 5.2;

)

agr classe

— geracao aleatoria e uniforme de um elemento do vector ¢
i
62.
e actualizacoes da ordem 6, da matriz C'C', da matriz associada & piramide

P, da matriz M e do vector das classes activas c,,.

Dados de saida: ordem 6, matriz P associada a piramide e matriz de Robinson
MR = M (0).

5.4.3 Comentario

O algoritmo desenvolvido gera aleatoriamente uma pirdmide com um nimero
qualquer de nés terminais. Mas, por analogia com a geracao de dendrogramas, sera
que o algoritmo proposto gera piramides uniformemente? Esta questao conduz a
duas outras questoes: qual o numero de pirdmides nao isomorficas com n nos
terminais e qual o respectivo nimero de topologias associadas? A resposta a estas
questoes ¢ complexa e nao se encontra disponivel na literatura. No Capitulo 6 sera
inicialmente determinado o nimero de pirdmides nao isomoérficas e o niimero de
tipos topologicos das piramides para um ntumero reduzido de nés terminais, n = 3
en=4.

Algumas limitagdes do algoritmo podem ser identificadas. Por um lado, as
classes livres sao eliminadas das classes activas por serem nos interiores. Por outro,
a geracao do par de classes nao é obtida de forma aleatéria e uniforme do conjunto
de todos os pares de classes agregaveis.

Existem diferentes algoritmos de Classificacao Piramidal Ascendente, pelo que o

método aqui apresentado é apenas um método de geragao possivel. Alguns aspectos

2a paragem do algoritmo da-se com a formacao da classe que contém todos os elementos.
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podem ser melhorados, essencialmente contemplar as classes livres na fronteira da
piramide, isto é, mantendo-se activas para futuras agregacoes. Na Subsecgao 5.6.1
serd apresentado um método alternativo — QuikRAP — que, apesar de nao ter sido
desenvolvido e implementado, actua de forma semelhante ao algoritmo QuikCAP
proposto por Mfoumoune [27].

5.5 Aplicacao do Método RAP

Segue-se um pequeno exemplo, para 5 nos terminais, da aplicacao do algoritmo
RAP.

Iteracao 0 Introduzido o ntimero de nés terminais, n = 5, sao definidas as variaveis

intervenientes ao longo do algoritmo:
e o vector de classes singulares, 0, = (1 2 3 4 5);

e a ordem compativel § — fixa-se, por exemplo, a ordem implicita das
classes, 0 = (1,2,3,4,5);

e a matriz das componentes conexas C'C' — cada componente conexa re-

duz-se a uma classe singular;
e a matriz associada a piramide P;

e a matriz M, que permitird obter a matriz de Robinson final.

Na figura 5.3 é possivel visualizar inicializagao das matrizes CC, P e M.

100 00 00 10000 000O0O0
20000 00 20000 000O0O0
CC=1 30000 P=1 0 30000 M=]1 00 0 0 O
4 000 0 00 4 0000 000O0O0
5 0 000 00 50000 000O0O0

Figura 5.3: Matrizes CC, P e M.

Iteragao 1 Do vector ¥, é gerada aleatéria e uniformemente uma classe, ¢} = 4.
As classes agregaveis com a classe 4 definem o vector ¢}, = <1 2 3 5).

Destas ¢ gerada aleatéria e uniformemente uma nova classe, c; = 2. As



5. Geracao Aleatéria de Piramides

classes 2 e 4 sao agregadas formando uma nova classe que se denomina de 6
(ver Figura 5.4). Procede-se, de seguida, as actualiza¢oes. Na ordem sobre
os elementos vem 0 = (1,2,4,3,5). O ntmero de componentes conexas re-
duz-se para quatro, tendo a segunda componente dois elementos, 2 e 4. Na
piramide é acrescentada uma nova linha, k& = 6, correspondente a nova classe
gerada: Py — (1| 2 40 0 o). Na matriz M vem M (2,4) = 1, isto é,
aos elementos das classes 2 e 4 é associado o nivel de agregacao 1. Procede-se
a actualizacao das classes activas. Atendendo a que numa pirdmide cada
classe admite dois predecessores, as classes 2 e 4 mantém-se activas e a nova

classe 6 ¢ acrescentada. As classes activas sao ¢!, = <1 2 3 45 6).
_._
[\
[ ] [ ] [ ]
2 4

3 >

Figura 5.4: Algoritmo RAP — Iteragao 1.

Iteragao 2 Seja ¢ = 4 a classe gerada de c!,. As classes agregaveis com 4
sao CZQT = (1 3 5), obtendo-se ¢3 = 5. O par de classes a agregar ¢

(4,5) formando a classe 7 (ver Figura 5.5). As actualizagoes procedem-
-se de forma andloga as da iteragao 1: 6 = (1,2,4,5,3); as componentes
conexas ficam agora reduzidas a trés; P; = <2| 4 5 00 0); € na ma-
triz M vem M (4,5) = 2. A classe 4 nao pode mais ser agregada, uma

vez que ja tem dois predecessores, pelo que o vector de classes activas é

cfwt:(l 2 35 6 7).

—

[TV
1 2 4 ) 3

Figura 5.5: Algoritmo RAP — Iteragao 2.

Iteragao 3 A primeia classe gerada do vector ¢2, ¢ ¢; = 1. Todas as restantes
classes sao agregaveis com 1, logo CZg'r =12 3 5 6 7). A segunda classe

gerada ¢ ¢3 = 6. E formada a classe 8 que contém o elemento 1 e os elemen-

tos 2 e 4 da classe 6, como se vé na Figura 5.6. A ordem sobre os elementos
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mantém-se e as componentes conexas reduzem-se a duas: a primeira con-
tendo os elementos 1,2,4 e 5 e a segunda o elemento 3. Na matriz P vem
Py = <3| 1 240 O> e M (1,6) = 3. A classe 2, apesar de ter sido
agregada apenas uma vez, sera retirada das classes activas uma vez que é
um noé interior. De salientar que, neste caso, a classe 2 nao é livre. Assim,

cgct=(1 356 7 8).

—é—L—;—
[V

1 2 4

3

Figura 5.6: Algoritmo RAP — Iteracao 3.

Iteragao 4 Tem-se ¢ = 3. As classes agregdveis com 3 sdo as classes extremas
da primeira componente conexa, isto ¢, ¢, = (1 5 7 8). Tem-se c¢3 = 7,
pelo que a classe 9 é a agregacao do par (3,7). Neste momento existe apenas
uma componente conexa e a ordem 0 = (1,2, 4,5, 3) esta fixa (ver Figura 5.7).
Py = <4| 4 5 30 O) e M (3,7) = 4. Das classes activas sao retiradas
as classes 1 e 3, pois havendo apenas uma componente conexa as classes
extremas nao maximais sao excluidas. A classe 5 é também retirada ja que é

um né interior, donde c¢? (6 78 9).

act —

—é—L79
[V

Figura 5.7: Algoritmo RAP — Iteragao 4.

Iteragao 5 A primeira classe obtida ¢ ¢} = 6. As classes agregaveis com 6 sao

cggr = (7 9). Destas obtém-se ¢ = 9. Na Figura 5.8 pode ver-se a formacao

da classe 10. Py = <5| 2 4 5 3 0] e M (6,9) = 5. Neste momento

existem s6 duas classes activas, ¢2_, = (8 10).
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10

S 9

AN

Figura 5.8: Algoritmo RAP — Iteracao 5.

Iteracao 6 Por fim, a geracao do par de classes ja nao é aleatéria uma vez que
a solucao é tnica. Sao agregadas as classes 8 e 10 dando origem a classe 11
(ver Figura 5.9). Pj; = <6|1 2 45 3> e M (8,10) = 6. Sendo formada a

classe que contém todos os elementos o algoritmo para.

I

Figura 5.9: Algoritmo RAP — Iteragao 6.

3

Dados de saida: como resultado do algoritmo RA P, que simula uma Classificacao
Piramidal Ascendente, obtém-se:

e a ordem sobre os elementos, § = (1,2,4,5,3), que se encontra fixa desde
0 momento que se tem apenas uma componente conexa;

e a matriz P
0010000

020000
0030000
0040000
050000
P=1] 124000
2(45000
3112400
445300
5124530
612453
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que origina a piramide
{1}, {2}, {3}, {4},{5}.{2,4},{4,5},{1,2,4},{4,5,3},{2,4,5,3},{1,2,4,5,3}}

e ¢ a matriz de Robinson

MR = M (0) =

S O W w O
ot Ot = O W
_ NN O =W
_ O N Ot O
S = &= Ot O

5.6 Consideracoes Finais

5.6.1 Meétodo QuikRAP

Sera apresentado de forma suméria um algoritmo de geragao aleatéria de uma
piramide que surge como uma adaptacao do algoritmo RAP aqui proposto e que
segue de perto a metodologia do algoritmo QuikCAP de Mfoumoune [27]. Apesar
de nao ter sido implementado computacionalmente, parece pertinente referir alguns
melhoramentos que ele pode introduzir.

Por um lado, é necessario criar uma subrotina que permita identificar as classes
livres em cada iteracao de maneira a considera-las potencialmente agregaveis como
classes extremas. Por outro lado, este algoritmo permitira a geracao aleatéria e
uniforme do par de classes a agregar de um conjunto de pares possiveis.

A metodologia do método sera em tudo semelhante & do algoritmo QuikCAP.
Inicialmente é introduzido o ntimero de noés terminais, n. Todas as classes singu-
lares, representadas pelos inteiros de 1 até n, sdo mutuamente acessiveis. E definida
uma estrutura com todos os pares de classes agregaveis. No seu processo iterativo,
o algoritmo segue as seguintes fases:

e geracao aleatéria e uniforme do par de classes a agregar;
e agregacao do par de classes gerado e actualizagao das variaveis intervenientes;
e climinacao das classes nao agregaveis na estrutura definida;

e deducao das acessibilidades da nova classe formada.
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O algoritmo termina quando é formada a classe constituida por todos os ele-

mentos, isto é, quando nao existem mais pares de classes agregaveis.

Algoritmo QuikRAP

Segue-se de perto a notacao introduzida no algoritmo RAP. Define-se a ma-

triz M;;, de dimensdes (m; x 2)3, com todos os pares de classes potencialmente

agregaveis na iteracao 7. Durante o algoritmo as dimensoes da matriz vao-se al-

terando pois, em cada iteracao, é necessario proceder a eliminacao de pares de

classes que passam a nao ser agregaveis e acrescentar os novos pares de classes

agregaveis com a classe formada.

Iteracao 0: é introduzido o nimero de noés terminais, n, e sao inicializadas as

variaveis intervenientes: CC, @, P e M. E definida também a matriz MI}.

Iteragao i: para i de 1 até a paragem do algoritmo, isto é, até M;, = 0.

geracao aleatoria e uniforme do par de classes a agregar de M;, seja
(i, ¢3)-
Agregacao do par de classes gerado, seja ¢ = ¢ U ¢b.*

Eliminagao em M do par (¢}, ¢}) e de todos os pares que no sao mais
agregaveis.

actualizagoes da ordem 6, respeitando a estrutura piramidal, e das ma-
trizes CC, P e M.

Deducao das novas classes agregéveis com ¢' e actualizacao da matriz

M,

: i+1
py seja M

Dados de saida: ordem 6, matriz P associada a piramide e matriz de Robinson

MR = M (6).

3

m; é o numero de pares de classes agregaveis na iteragao i

4Notar que ¢’ & representado pelo inteiro n+i uma vez que o algoritmo gera piramides binarias.
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5.6.2 Resumo

Foi implementado um método de geracao aleatéria de uma piramide, denomi-
nado de algoritmo RAP.

Algumas limitagoes do algoritmo foram identificadas como a eliminacao das
classes livres da fronteira da piramide em construgao e a forma como é gerado o
par de classes a agregar. No Capitulo 6 sera discutido o desempenho do método,
depois de feito um estudo topolégico das piramides para um ntmero reduzido de
nos terminais. Este estudo terd como propoésito avaliar se o método gera piramides
uniformemente, ou pelo menos com distribui¢ao aproximadamente uniforme.

Como alternativa foi pensado e descrito, apesar de nao implementado, outro
algoritmo de geracao aleatéria de uma piramide que segue de perto o algoritmo de

C.P.A proposto por Mfoumoune.






Capitulo 6

Discussao do Método Proposto

6.1 Introducao

Para uma analise do método proposto é importante conhecer o niimero de
piramides nao isomorficas, bem como a distribuicao deste niimero pelos diferentes
tipos topologicos. Para um ntmero fixo de nés terminais pretende-se determinar o
numero de piramides binarias distintas que é possivel definir, o nimero de topolo-
gias que lhes estao associadas e o numero de piramides distintas para cada tipo
topologico. No caso particular dos dendrogramas foi apresentado no Capitulo 3,
para um valor de n fixo, o nimero de dendrogramas, o niimero de tipos topologicos
e o niamero de dendrogramas associado a cada tipo topologico. Para as estru-
turas piramidais este estudo é bastante mais complexo, nao ha féormulas para obter
esses valores, pelo que se procurou concretiza-lo apenas para pequenos valores de n.

Assim, serao deduzidas as proporcoes de cada tipo topolégico, fixado n, desig-
nadas aqui por frequéncias tedricas. Recorrendo ao algoritmo do método RAP,
apresentado no Capitulo 5, geram-se “muitas” piramides de n nds terminais e
calculam-se as frequéncias observadas por tipo topolégico. A comparacao entre
as frequéncias teodricas e observadas permitira avaliar se o método proposto gera
piramides aleatoria e uniformemente, isto é, se cada uma das piramides possiveis é

gerada equiprovavelmente.

95
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6.2 Estudo Topologico das Piramides

No Capitulo 3, para n = 4,5,6 , foram apresentados esquemas de contagem
que permitem obter o niimero de dendrogramas e tipos topologicos distintos. Nas
estruturas piramidais, serao analisados esquemas anélogos, mas apenas para as
piramides com 3 e 4 nés terminais. O caso das piramides com 3 nods terminais,
apesar de trivial, serd apresentado pelo seu caracter pedagogico e porque permitira
compreender melhor a extensao, bem como o incremento de complexidade, ao caso

das piramides com 4 nés terminais.

6.2.1 Analise para 3 noés terminais

Dendrogramas com 3 noés terminais tém uma decomposicao tnica, variando
apenas a sua etiquetagem. O caso das piramides, apesar de simples, é ligeiramente
diferente. Apresenta-se na Figura 6.1 um esquema de contagem do ntmero de
piramides distintas que é possivel obter com 3 nés terminais.

@3@/3(0)

111 ——| 21 @
\
2 22 1. 31 (b)

Figura 6.1: Representacao esquematica das piramides para n = 3.

Inicialmente tém-se trés classes singulares, representadas por . A primeira
agregacao pode ser feita de 3 formas distintas, dando origem a uma classe com dois
elementos e uma classe singular, representada por . Na fusao seguinte existem

quatro classes livres e duas agregacoes possiveis:

pode-se agregar a nova classe formada com a outra classe singular de forma

tnica, formando uma classe com trés elementos (Figura 6.1 caminho (a));

pode-se agregar uma das duas classes singulares da primeira fusao com a classe
ainda nao agregada, dando origem a duas classes com dois elementos. Esta
agregacao pode ser feita de 2 maneiras distintas. De salientar que um dos
elementos pertence as duas classes. Estas duas classes sao, por fim, agregadas

de forma tnica, formando uma classe com trés elementos, representada por

(Figura 6.1 caminho (b)).
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A contagem do ntimero de piramides é agora feito em sentido inverso. Assim,
@=142xD e O =3x@. Paran = 3 tém-se nove piramides nao isomorficas
e dois tipos topologicos distintos. Lembra-se que para este valor de n h& apenas
trés dendrogramas distintos e um tipo topoldgico, correspondente ao caminho (a)
da Figura 6.1.

Na Figura 6.2 sao apresentados os dois tipos topologicos identificados. Pode
ainda ser observada a decomposicao utilizada em cada tipo, os niveis de agregacao,
a representacao piramidal e o niumero de piramides associado a cada topologia.

. . . Representacao Numero de
Topologia Decomposi¢ao Niveis
Piramidal Piramides

(I) 33— 21 2 [\ \ 3

A
1) 3 —22 3 / \/ \ 6

Figura 6.2: Anélise topolégica das piramides de 3 nos terminais.

A identificacao topologica obtém-se através das diferentes decomposicoes que
é possivel efectuar. Assim, para piramides binarias com 3 nos terminais, existem
apenas duas decomposigoes possiveis: 21, uma classe com dois elementos e uma
classe com um elemento; ou 22, duas classes com dois elementos cada.

Para a topologia I existem 3 piramides binérias distintas e 2 niveis de agregacao.
Para a topologia II existem 6 piramides binarias diferentes e 3 niveis de fusao.

6.2.2 Analise para 4 nés terminais

Para piramides com 4 nds terminais este estudo torna-se bastante mais com-
plexo, pelo que a sua extensao para valores de n superiores implica ja uma analise
mais cuidada e morosa. Como tem vindo a ser feito, na Figura 6.3, apresenta-se
um esquema de contagem do ntmero de piramides distintas que é possivel ter com
4 noés terminais.
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Figura 6.3: Representacao esquematica das piramides para n
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Inicialmente tém-se as quatro classes singulares, representadas por . A
primeira agregacao pode ser feita de (g) = 6 formas distintas, dando origem a
uma nova classe com dois elementos. Usar-se-a4 a notagao para indicar que
existe agora uma classe com dois elementos e duas classes singulares ainda nao
agregadas. Nesta fase, ha cinco classes livres: as quatro classes singulares e a nova
classe formada. Na agregacao seguinte existem trés possibilidades de fusao:

podem ser agregadas as duas classes singulares ainda nao agregadas, dando
origem a uma nova classe com dois elementos. Esta agregacao é feita de forma
tnica. Tém-se entao seis classes livres: as quatro singulares, que foram agre-

gadas uma tinica vez, e as duas classes formadas, com dois elementos cadal.

A

podem ser unidas uma das duas classes singulares ainda nao agregadas com
uma das duas classes singulares ja agregadas no passo anterior. Esta fusao
pode ser feita de 4 formas distintas. Um dos elementos ja foi agregado duas
vezes, assinalado na imagem com X, pelo que nao pode mais ser agregado.
Existem agora cinco classes livres: trés singulares, das quais os elementos de

duas ja foram agregados uma vez, e duas classes com dois elementos cada?.

A"AR

podem ser agregadas uma das duas classes singulares ainda nao agregadas
com a nova classe formada, composta por dois elementos. Esta agregacao
pode ser efectuada de 2 maneiras diferentes, originando seis classes livres: as
quatro classes singulares e as duas novas classes formadas?. De salientar que
a classe assinalada com uma circunferéncia mantém-se livre, uma vez que é

possivel fazer a inversao da classe composta por dois elementos.

Ta notacdo | 22 | resulta de se ter estas duas classes com dois elementos.

2

a notagao | 221 | resulta de se ter estas duas classes com dois elementos e uma classe singular
ainda nao agregada.
3a notacdo resulta de se ter uma classe com trés elementos e uma classe singular ainda

nao agregada.
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Mo\

Todas as possiveis agregacoes que se seguem podem ser acompanhadas no es-

quema da Figura 6.3 da pagina 98. As diferentes piramides binarias que sao pos-
siveis obter estao identificadas neste esquema por uma letra.

A explicacao de cada um destes caminhos tornava-se magadora, pelo que sera
apenas exemplificado para um dos caminhos. Considere-se o caminho (f) que se

encontra esquematizado na Figura 6.4.

®  ©® o 0

m|— 211 |——| 221 |——| 32 |— | 4

Figura 6.4: Esquema de contagem do nimero de piramides para o caminho (f) da
Figura 6.3.

Como ja foi visto, na primeira agregacao, de para , existem 6
maneiras distintas de o fazer e na segunda fusao, de para , ha 4 formas
diferentes. De para existem 2 agregacoes possiveis, uma das duas classes
com dois elementos com a classe singular ainda nao agregada. Por fim, de para
, & agregacao ¢ feita de forma tnica. O nimero de pirdmides binarias distintas
para este caminho é agora dado pelo produto 1 x 2 x 4 x 6 = 48. Na figura 6.8 da
pagina 102 pode ser observada a representagao piramidal associada ao caminho (f).

Esta analise foi feita para cada um dos caminhos e apresenta-se sintetizada nas
Figuras 6.8 e 6.9. Assim, podem ser observados, para cada caminho, os niveis de
agregacao, a representacao piramidal e o nimero de piramides nao isomoérficas as-

sociadas.

No esquema da Figura 6.3 existem dois caminhos com a letra (o), (o) e (0”).
Tal facto deve-se a diferenciacao que deve ser feita, no patamar , as respectivas
classes singulares dos elementos que constituem a classe com trés objectos. Isto é,
deve distinguir-se a situacao das duas classes singulares activas que deram origem
a primeira classe formada, constituida por dois elementos, da situacao da classe

singular que deu origem & formacao da classe com trés elementos.
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Na Figura 6.5 pode observar-se o esquema de contagem associado a letra (o),
que contempla os caminhos (0') e (0”) da Figura 6.3.

e e o
mi|— 211 |——| 31 | —| 32 |—| 4

Figura 6.5: Esquema de contagem do ntimero de piramides para os caminhos (0')
e (0") da Figura 6.3.

A bifurcagao dos caminhos, na Figura 6.3 da pagina 98, surge na passagem de
para , isto é, quando se agrega uma das trés classes singulares ja agregadas
uma vez com a classe singular ainda nao agregada. Neste passo, podem ocorrer

uma das duas situagoes seguintes:

e ser agregada uma das duas classes singulares, que deram origem a primeira
classe formada (de dois elementos) com a classe singular ainda nao agregada.
Na Figura 6.6 pode visualizar-se a representacao piramidal correspondente a

este caminho. De referir que este caminho origina 24 piramides distintas.

Figura 6.6: Representagao piramidal para o caminho (o) da Figura 6.3.

e ser agregada a classe singular, que deu origem & formagao da classe com
trés elementos, com a classe singular ainda nao agregada. Na Figura 6.7,
que é a mesma utilizada na Figura 6.9, caminho (0”), pode observar-se esta
representacao piramidal. De referir que este caminho origina 12 piramides
diferentes.

Figura 6.7: Representacao piramidal para o caminho (0”) da Figura 6.3.
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) ) oo Numero de
Caminho Niveis Representagao Piramidal
Piramides

/i iL\ 6

(b) 4-32-22-211 4 \/L\ 24

(a) 4—22—211

w

() 4—32—-222—-22-—211 D 48

(d) 4-33-32-222-22-211 6 48

(e) 4—31—221—211 4 / L\ 24

(f) 4—32—221—211 4 ﬁ\ 48

(g) 4—32—222—221—211 5 F[\/T\/L\ 96
v

(h) 4—32—31—221—211 5 48

Figura 6.8: Contagem do niimero de piramides para n = 4.
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) ) o Nimero de
Caminho Niveis Representagao Piramidal
Piramides

A4
e

[
(k) 4-33-32-222-221-211 6 rL\/i\/A—\ 96

ot

(i) 4—33—31-—221—211

(j) 4—-33—-32—221-211

ot

() 4-—33—-32—-31-—221-211 6 48

(m) 4—31-211 3 /—L\ 12
/
(n) 4-33—31—211 4 12
A\
(0) 4—32—31—211 4 36
(p) 4 —33—-32—-31-—211 5 L\ 24

Figura 6.9: Contagem do numero de piramides para n = 4 (continuagao).



104 6. Discussao do Método Proposto

Para a obtencao do niimero de piramides binarias distintas com 4 nés terminais

procede-se de forma analoga ao que tem sido feito. Assim,

@) =1+4xD+4x@ ,
:2><@+2><@~|—1><@ ,
O =1+1xD+2xD+1xD.

Agora,

@ = 1x@)+4xA9+2xD .
Por fim, :6><@.

Portanto, o niimero de piramides binarias distintas com 4 nés terminais ¢ 666.
Este nimero pode também ser facilmente obtido somando todos os valores da
coluna numero de piramides das Figuras 6.8 e 6.9, ou seja, adicionando todas as

piramides distintas obtidas para cada caminho da Figura 6.3.

Lembra-se que para este valor de n existem apenas 18 dendrogramas distintos
e dois tipos topologicos, correspondentes aos caminhos (a) e (m) da Figura 6.3. E
possivel verificar que a complexidade, no caso das piramides, aumenta “exponen-
cialmente” relativamente aos dendrogramas. Far-se-a a seguir um estudo topologico

para piramides com 4 nés terminais.

Para a identificacao dos tipos topoldgicos utiliza-se uma metodologia descendente,
isto é, parte-se da raiz composta por 4 elementos e efectuam-se as decomposicoes

possiveis. Assim, a raiz pode ser decomposta de quatro formas distintas:
e 22 — sao atribuidos 2 elementos a cada uma das classes;
e 31 — sao atribuidos 3 elementos a uma das classes e 1 elemento a outra;
e 32 — sao atribuidos 3 elementos a uma das classes e 2 elementos a outra;

e 33 — sao atribuidos 3 elementos a cada uma das classes.
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As classes com 3 elementos podem ser decompostas de duas formas distintas:
e 21 — sao atribuidos 2 elementos a uma das classes e 1 elemento a outra;
e 22 — sao atribuidos 2 elementos a cada uma das classes.

Uma classe com 2 elementos tem decomposi¢ao tnica, isto é, origina uma par-

ticao de duas classes singulares.

Usando estas decomposicoes identificaram-se 8 tipos topologicos distintos para
as piramides binarias com 4 nés terminais. Na Figura 6.10 estao representadas estas
oito topologias. Para cada uma delas pode ser observada a decomposicao efectu-
ada, os niveis de agregacao, a representacao piramidal e o ntmero de piramides

que lhe esta associado.

Existem topologias que englobam mais do que um caminho da Figura 6.3. Neste
caso, a representacao piramidal utilizada é aquela cuja letra se encontra a negrito.

De salientar ainda que na tltima fase da decomposi¢ao existem niimeros cen-
trais com um ponto em cima. Isto porque a classe representada por este ntimero,
com um ponto, resulta da decomposicao do ramo direito de uma classe e do
ramo da esquerda da outra. Por exemplo, na topologia V tem-se a decomposigao
4 — 33 — 121. Quer isto dizer que inicialmente a raiz é decomposta em duas
classes com 3 elementos cada. Estas classes sao, por sua vez, decompostas na forma
21, ou seja, 2 elementos para uma classe e 1 elemento para outra. A classe 2 ¢ a

classe com 2 elementos comum a decomposicao de ambas as classes com 3 elementos.
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Figura 6.10: Analise topologica das piramides com 4 nés terminais.
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6.3 Discussao do Método Proposto

Recorrendo a ferramentas de célculo combinatério contabilizou-se o niimero de
piramides com 3 e 4 nés terminais para cada tipo topolégico. Um objectivo deste
estudo foi o de averiguar se o algoritmo RAP pode ser entendido como um método
de geracao aleatéria e uniforme no sentido de Furnas, isto é, se cada uma das
piramides possiveis é gerada com igual probabilidade.

Para as piramides com 3 nos terminais verificou-se que o método RAP gera
estas piramides de forma uniforme, ou seja, gera piramides do tipo topologico I
com probabilidade % e do tipo topologico IT com probabilidade %

Para as piramides com 4 noés terminais contabilizaram-se 666 piramides binérias
distintas e o respectivo niimero por cada um dos oito tipos topologicos identifica-
dos. Estes valores, assim como a distribuicao do conjunto das piramides nao distin-
guiveis pelos diferentes tipos topologicos (Freq. Teodricas), podem ser observados
na Tabela 6.1.

Tipos Topologicos I II II1 I\Y A% VI VII VIII
Nimero de Piramides 6 12 24 108 12 192 120 192
Freq. Tedricas 0.009 | 0.018 | 0.036 | 0.162 | 0.018 | 0.288 | 0.181 | 0.288

Tabela 6.1: Numero de piramides e frequéncias tedricas, por tipo topoldgico, para

4 nds terminais.

Com base no método proposto, RAP, foram geradas 100000 piramides, identifi-
cados os respectivos tipos topologicos e calculadas as frequéncias observadas (Freq.
Observadas). Os valores obtidos encontram-se na Tabela 6.2.

Tipos Topolégicos I I 111 v \Y% VI VII VIII
Freq. Observadas 0.011 | 0.076 | 0.024 | 0.245 | 0.077 | 0.195 | 0.175 | 0.197

Tabela 6.2: Frequéncias observadas, por tipo topologico, para piramides com 4 nos

terminais obtidas pelo algoritmo RAP.

A comparacao dos valores das frequéncias, tedricas e observadas, leva-nos a
pensar que o método proposto nao gera piramides uniformemente. Numa breve
analise dos valores das frequéncias observadas, quando comparados com as teoricas,
referem-se as diferencas nos tipos Il e IV, por excesso, e nos tipos VI e VIII, por
defeito. Contudo, pelos valores obtidos pode afirmar-se que a distribui¢ao obtida

tende a nao se afastar muito da uniforme.
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Podem ainda ser comparados os valores das frequéncias, tedricas e observadas,
por nivel de agregacao, isto é, avaliar se o método gera piramides de 4 elementos
para cada nivel de agregacao (de 3 a 6) de forma uniforme. Os respectivos valores

podem ser consultados na Tabela 6.3.

H Nivel de agregacao ‘ Freq. Tedrica | Freq. Observad H

3 0.027 0.087
4 0.216 0.346
5 0.469 0.37
6 0.288 0.197

Tabela 6.3: Frequéncias teodricas e observadas, por nivel de agregacao, para

pirdmides com 4 noés terminais.

Observa-se que o método proposto tem tendéncia para gerar pirdamides com

nivel de agregacgao inferior. Aumentando o ntmero de nds terminais é provavel

n(n—1)
2

niveis de agregacao possiveis. Este facto deve-se sobretudo ao aspecto ja referido

que nao sejam geradas piramides binarias saturadas, isto ¢, com todos os

da exclusao das classes livres da fronteira da piramide em construgao.

6.4 Consideracoes Finais

A analise topologica das piramides com mais de 4 nds terminais é inquestiona-
velmente necessaria para a avaliagao do comportamento do algoritmo RAP. Tentar
encontrar relacoes de combinatoéria que permitam obter o niimero de piramides nao
isomorficas fixado n e o nimero de diferentes tipos topoldgicos associados, é um
tema pertinente de estudo, se bem que, em nosso entender, de dificil concretizacao.

Na sequéncia desta dificuldade procurou-se fazer o estudo enumerativo, analogo
ao que havia sido feito para n = 4, para piramides com 5 nos terminais. Contudo
a complexidade desta anélise levou a que esse trabalho nao fosse concluido. O
problema encontrado na identificagdo dos caminhos assinalados com a letra (o)
na Figura 6.3, acentua-se bastante quando se consideram as piramides com 5 nos
terminais.

Outro trabalho a realizar num futuro préoximo ¢é a implementagao do algoritmo
associado ao método QuikRAP, permitindo eliminar algumas limitacgoes referidas
que existem no algoritmo RAP. A concretizacao deste dois ultimos objectivos referi-

dos: a determinacao das frequéncias teodricas por tipo topologico para n = 5 e a
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implementacao do algoritmo QuikRAP, podera permitir um desenvolvimento con-
sideravel nesta area do conhecimento. Se, como esperamos, a geracao aleatoria de
piramides, no algoritmo QuikRAP, tender a aproximar-se da distribuigao uniforme,
entao dai pode resultar um grande contributo para a contabilizacao do ntimero de
piramides nao isomorficas e identificacao dos tipos topologicos, para valores de n

superiores.

6.4.1 Resumo

Neste capitulo procurou-se avaliar se o método RAP gera piramides aleatoria e
uniformemente.

Para a analise do método proposto foi importante conhecer o ntimero de pira-
mides nao isomorficas, bem como a distribuicao deste nimero pelos diferentes
tipos topologicos. Dada a complexidade deste estudo, este objectivo foi apenas
conseguido para pirdmides com 3 e 4 noés terminais. Assim, para n = 3 tém-
-se 9 piramides nao isomorficas e dois tipos topolégicos diferentes. No caso de
n = 4 foram contabilizadas 666 piramides nao isomorficas e identificados oito tipos
topologicos distintos.

Do estudo de simulacao realizado verificou-se que o método RAP nao gera
piramides uniformemente, como era esperado pelas limitagoes identificadas no al-
goritmo. Contudo, pode afirmar-se que esta geracao nao se afasta muito da uni-

forme.






Capitulo 7

Consideracoes Finais e
Desenvolvimentos Futuros

O objectivo deste trabalho foi o de propor um método de geragao aleatoéria de
estruturas piramidais. Fixado o ntimero de nos terminais pretendido, este método
gera uma piramide tendo em conta os trés aspectos que a caracterizam completa-
mente: a sua topologia, os niveis de agregacao e a identificagao dos nés terminais.

Comecou-se por analisar e comparar duas metodologias de Classificacao: a
Classificacao Hierarquica e a Classificagao Piramidal. A Classificacao Piramidal é
uma generalizagao da Classificagao Hierarquica, pelo que origina estruturas mais
complexas: num mesmo patamar, um elemento pode pertencer a mais do que uma
classe e é produzido um ntmero reduzido de ordens compativeis sobre o conjunto
de elementos a classificar.

O método RAP aqui apresentado surge como uma extensao de trabalhos an-
teriores de geragao de dendrogramas. Alguns destes métodos foram analisados,
com especial énfase para os algoritmos de geracao aleatéria e uniforme no sentido
de Furnas [19]: Permutagao Dupla, Geragao Uniforme e RA. Foi também feito
um estudo topoldgico dos dendrogramas para uma melhor compreensao do estudo
posteriormente realizado para as piramides. Verificou-se que a complexidade au-
menta exponencialmente quando passamos de um dendrograma para uma estrutura
piramidal.

A metodologia Classificacao Piramidal foi apresentada com detalhe, introduzindo-
se varias nogoes e propriedades necessérias para a compreensao e implementacao
de algoritmos de Classificagao Piramidal Ascendente. Foram apresentados os al-
goritmos de Diday [12], Bertrand [4] e Mfoumoune|27| e analisada a evolugao dos

mesmos. Este estudo foi fundamental para a posterior proposta dos algoritmos de
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geracao aleatoria de piramides.

No algoritmo RAP foram identificadas algumas limitagoes, como a eliminagao
das classes livres da fronteira da pirdmide em construgao e a forma como é gerado
o par de classes a agregar, que nao ¢ obtido de forma uniforme de um conjunto que
contenha todos os pares de classes agregaveis numa determinada iteragao. Tendo
por objectivo conhecer o desempenho deste algoritmo, para um ntmero reduzido
de noés terminais, procedeu-se a identificacao dos diferentes tipos topologicos, bem
como a determinacao do respectivo niimero de pirdmides nao isomorficas. Este

estudo teve como propoésito avaliar se o método gera piramides uniformemente.

Existem 9 piramides nao isomoérficas com 3 noés terminais e dois tipos topoldgi-
cos distintos. Para as piramides de 4 nos terminais contabilizaram-se 666 piramides
nao isomorficas distribuidas por oito tipos topoldgicos diferentes. Dada a complexi-
dade deste estudo, este objectivo foi concretizado apenas para piramides com 3 e
4 nos terminais. Como ja era esperado, em virtude das limitagoes que o algoritmo
RAP apresenta, o estudo de simulacao realizado permitiu verificar que o método
nao gera piramides uniformemente, contudo esta geragao nao se afasta muito da

uniforme.

Algumas das perspectivas de desenvolvimento futuro foram jé referidas ou suge-
ridas ao longo do trabalho. Ha ainda muito trabalho a fazer neste dominio, quer a

nivel tedrico quer a nivel experimental ou de simulagao.

A analise topoldgica das piramides com mais de 4 nds terminais parece ser
um estudo de combinatéria bastante interessante. Permitird avaliar se o método

proposto tem tendéncia para se afastar da geracao uniforme.

Procurou-se fazer este estudo para piramides com 5 noés terminais. Contudo,
a complexidade desta anélise levou a que este trabalho nao fosse concretizado. O
problema encontrado na identificacdo dos caminhos assinalados com a letra (o)
na Figura 6.3 multiplica-se agora nas piramides com 5 nés terminais. Serd um as-
pecto importante encontrar relacoes de combinatoria que permitam obter o niimero
de piramides nao isomoérficas fixado n e o niimero de diferentes tipos topologicos
associados.

Alternativamente aos métodos de geragao aleatoria de estruturas de classificagao
anteriormente apresentados, Flajolet et al. [18] e Van Cutsem [39] desenvolveram
técnicas de calculo para estruturas combinatorias e um método para a sua geragao

aleatoria. Van Cutsem [39] mostrou que as estruturas de classificagao sao casos par-
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ticulares de estruturas combinatoérias, o que permite usar o método desenvolvido
para gerar estruturas classificatorias. Um estudo mais aprofundado destes tra-
balhos e a sua adaptacao as estruturas piramidais poderd ajudar na resolugao de

alguns problemas encontrados.

A eliminacao das limitagoes apresentadas pelo algoritmo RAP podera ser con-
seguida com a implementacao do método QuikRAP. Este poderd permitir avaliar se
sao geradas aleatoria e uniformemente piramides de 4 nés terminais. Desta analise,
pode resultar um grande contributo deste método para a contagem do ntmero
de piramides nao isomoérficas e identificagao dos diferentes tipos topologicos, para
valores de n superiores. Pode também ser importante depois na comparacao do de-
sempenho dos diferentes métodos de Classificacao Piramidal Ascendente propostos
na literatura.

Como trabalho futuro refere-se entao o estudo mais geral sobre a identificacao
topologica das estruturas piramidais e o desenvolvimento de outros algoritmos de
geracao aleatoria de piramides. Procurou-se desenvolver outro método de geragao
apesar de este nao ser referido ao longo do trabalho. Parece natural a extensao
do método de Permutacao Dupla, de geragao aleatoria de dendrogramas, para um
método semelhante que permita a geracao aleatoéria de piramides. Isto é, assim
como no método de Permutacao Dupla o problema da geracao aleatéoria de um
dendrograma ¢é equivalente a geracao de uma matriz ultramétrica, o problema da
geracao aleatoéria de uma piramide pode reduzir-se a geracao da respectiva matriz
de Robinson. Apesar de alguns esforgos tentados este objectivo nao foi conseguido.

A identificacao de alguns desenvolvimentos futuros ilustra a importancia do
tema abordado neste trabalho. E uma area com problemas de dificil solucdo, com

novas questoes a serem levantadas e para as quais se impoem contribui¢oes futuras.
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Anexo 1— Identificacao Topolégica de Dendrogramas

Construcao do vector ultramétrico e do vector ultramétrico ordenado

function [vector_ultrmetrico,vector_ultrmetrico_ord] = vector_ult(matriz_ultrametrica);
[n,d] = size(matriz_ultrametrica);
vector_ultrmetrico = zeros(1,(n~2-n)/2);
k =1;
for i = 1:n-1;
for j = i+l:n;
vector_ultrmetrico(l,k) = matriz_ultrametrica(i,j);
k = k+1;
end;
end;
vector_ultrmetrico_ord = sort(vector_ultrmetrico);

return;

Identificagcao da proporgao das topologias para 4 nds terminais

function [prob_top_1,prob_top_2] = topologias_4_...(m,display);
% m - numero de dendrogramas a gerar
top_1 = 0;
top_2 = 0;
for i = 1:m;
[Matriz_ultrametrica,T] = ;
[vector_ultrmetrico,vector_ultrmetrico_ord] = vector_ult(Matriz_ultrametrica);
if vector_ultrmetrico_ord(3) = = 2;
top_1 = top_1+1;
else;
top_2 = top_2+1;
end;
end;
prob_top_1 = top_1/m;
prob_top_2 = top_2/m;
disp(sprintf (’A probabilidde do dendrogama ter topologia I =
= %g e topologia II = Jg’,prob_top_1,prob_top_2));

return;

Identificacao da proporcao das topologias para 5 nds terminais

function [prob_top_1,prob_top_2,prob_top_3] = topologias_5_...(m,display);
% m - numero de dendrogramas a gerar

top_1 = 0;

top_2 = 0;

top_3 = 0;

for I = 1:m;
[Matriz_ultrametrica,T] = (5,display);
[vector_ultrmetrico,vector_ultrmetrico_ord] = vector_ult(Matriz_ultrametrica);
if vector_ultrmetrico_ord(5) = = 4;

top_2 = top_2+1;

else;
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if vector_ultrmetrico_ord(3) = = 2;
top_1 = top_1+1;
else;
top_3 = top_3+1;
end;
end;
end;
prob_top_1 = top_1/m;
prob_top_2 = top_2/m;
prob_top_3 = top_3/m;
disp(sprintf(’A probabilidde do dendrogama ter topologia I = %g, topologia II =
= %g e topologia III = %g’,prob_top_1,prob_top_2,prob_top_3));
return;

Identificagcao da proporgao das topologias para 6 nds terminais

function [prob_top_1,prob_top_2,prob_top_3,prob_top_4,prob_top_5,prob_top_6] =
= topologias_6_...(m,display);
% m - numero de dendrogramas a gerar

top_1 = 0;
top_2 = 0;
top_3 = 0;
top_4 = 0;
top_5 = 0;
top_6 = 0;
for i = 1:m;
[Matriz_ultrametrica,T] = (6,display);
[vector_ultrmetrico,vector_ultrmetrico_ord] = vector_ult(Matriz_ultrametrica);
if vector_ultrmetrico_ord(7) = = 5;
top_6 = top_6+1;
elseif vector_ultrmetrico_ord(8) = = 5;
if (vector_ultrmetrico_ord(4) = = 4) |
| (vector_ultrmetrico_ord(3) = = vector_ultrmetrico_ord(6));
top_5 = top_b5+1;
else;
top_4 = top_4+1;
end;
else;
if vector_ultrmetrico_ord(5) = = 4;
top_3 = top_3+1;
elseif vector_ultrmetrico_ord(3) = = 3;
top_2 = top_2+1;
else;
top_1 = top_1+1;
end;

end;
end;
prob_top_1 = top_1/m;
prob_top_2 = top_2/m;
prob_top_3 = top_3/m;
prob_top_4 = top_4/m;
prob_top_5 = top_5/m;
prob_top_6 = top_6/m;
disp(sprintf(’A probabilidde do dendrogama ter topologia:’));
disp(sprintf(°I = %g’,prob_top_1));
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disp(sprintf (°II = %g’,prob_top_2));
disp(sprintf (°III = %g’,prob_top_3));
disp(sprintf IV = %g’,prob_top_4));
disp(sprintf (°V = %g’,prob_top_5));

disp(sprintf (°VI = %g’,prob_top_6));

return;
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Anexo 2— Algoritmo do Método de Permutacao Dupla

function [matriz_fill,vector_perm,matriz_perm] = permutacao_dupla(n);

%vector aleatorio
vector_alea = randperm(n-1);
Ymatriz ultrametrica
matriz_fill = zeros(n);
for i = 1:n-1;
matriz_fill(i,i+1) = vector_alea(i);
matriz_fill(i+1,i) = vector_alea(i);
end;
for i = 1:n-2;
for j = i+2:n;
if matriz_£il1(i,j-1) > matriz_£ill(j-1,j);
matriz_£ill(i,j) = matriz_£ill(i,j-1);
else;
matriz_£ill(i,j) = matriz_£ill(j-1,j);
end;
matriz_£ill(j,i) = matriz_fill(i,j);
end;
end;
%permutagao dos objectos
vector_perm = randperm(n);
matriz_perm = matriz_fill(Vector_perm,Vector_perm);

return;
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Anexo 3— Algoritmo de Geracao Uniforme

function [Matriz_ultrametrica,T] = geracao_uniforme(n_objectos,display);
%Gera aleatoria e uniformemente uma arvore binaria de n objectos;
for i = 1:n_objectos-1;
vector_objectos(i) = i;
vector_niveis(i) = i;
end;
vector_objectos(n_objectos) = n_objectos;
T = zeros(n_objectos-1,3);
Matriz_ultrametrica = zeros(n_objectos);

matriz_objectos = zeros(n_objectos);
matriz_niveis = zeros(n_objectos-1);
nivel_aux = zeros(l,n_objectos);
nivel_maximo = max(vector_niveis);
nivel_auxiliar = 0;
k=1,
while nivel_maximo > O;
n_niveis = length(vector_niveis);
if n_niveis = = 1;
if nivel_maximo ~= vector_niveis(1);
disp(’Problema!’);
end;
Matriz_ultrametrica(vector_objectos(1l),vector_objectos(2)) = nivel_maximo;

Matriz_ultrametrica(vector_objectos(2),vector_objectos(1)) = nivel_maximo;
if vector_objectos(1l) < vector_objectos(2);
T(nivel_maximo,1) = vector_objectos(1);
T(nivel_maximo,2) = vector_objectos(2);
T(nivel_maximo,3) = nivel_maximo;
else;
T(nivel_maximo,1) = vector_objectos(2);
T(nivel_maximo,2) = vector_objectos(1l);
T(nivel_maximo,3) = nivel_maximo;
end;
if vector_niveis(1l) ~= 1;
nivel_auxiliar = max(nivel_aux);
nivel_maximo = nivel_auxiliar;
[vector_objectos,vector_niveis,nivel_aux] =
= find_vectores(nivel_maximo,matriz_objectos,matriz_niveis,nivel_aux,k);
else
nivel_maximo = nivel_maximo-1;
end
else
vector_niveis_aux = zeros(l,n_niveis-1);
for i = 1:n_niveis-1
vector_niveis_aux(i) = vector_niveis(i);
end;
[n_objectos_esquerda,n_objectos_direita,objectos_esquerda,
objectos_direita,niveis_esquerda,niveis_direita] =
= parte_objectos_niveis(vector_objectos,vector_niveis_aux);
if niveis_esquerda = = 0;
objectos_direita = sort(objectos_direita);
Matriz_ultrametrica(objectos_esquerda,objectos_direita) = nivel_maximo;

Matriz_ultrametrica(objectos_direita,objectos_esquerda) = nivel_maximo;
if objectos_esquerda(l) < objectos_direita(1)

T(nivel_maximo,1) = objectos_esquerda(l);
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T(nivel_maximo,2) = objectos_direita(l);
T(nivel_maximo,3) = nivel_maximo;
else;
T(nivel_maximo,1) = objectos_direita(1);
T(nivel_maximo,2) = objectos_esquerda(l);
T(nivel_maximo,3) = nivel_maximo;
end;
elseif niveis_direita = = 0;
objectos_esquerda = sort(objectos_esquerda);
Matriz_ultrametrica(objectos_esquerda,objectos_direita) = nivel_maximo;
Matriz_ultrametrica(objectos_direita,objectos_esquerda) = nivel_maximo;
if objectos_esquerda(l) < objectos_direita(l);
T(nivel_maximo,1) = objectos_esquerda(l);
T(nivel_maximo,2) = objectos_direita(l);
T(nivel_maximo,3) = nivel_maximo;
else;
T(nivel_maximo,1) = objectos_direita(l);
T(nivel_maximo,2) = objectos_esquerda(l);
T(nivel_maximo,3) = nivel_maximo;
end;
else;
objectos_esquerda = sort(objectos_esquerda);
objectos_direita = sort(objectos_direita);
Matriz_ultrametrica(objectos_esquerda,objectos_direita) = nivel_maximo;
Matriz_ultrametrica(objectos_direita,objectos_esquerda) = nivel_maximo;
if objectos_esquerda(l) < objectos_direita(l);
T(nivel_maximo,1) = objectos_esquerda(l);
T(nivel_maximo,2) = objectos_direita(l);
T(nivel_maximo,3) = nivel_maximo;
else;
T(nivel_maximo,1) = objectos_direita(l);
T(nivel_maximo,2) = objectos_esquerda(l);
T(nivel_maximo,3) = nivel_maximo;
end;
end;
nivel_maximo_esquerda = max(niveis_esquerda);
nivel_maximo_direita = max(niveis_direita);
if nivel_auxiliar > max(nivel_maximo_esquerda,nivel_maximo_direita);
[vector_objectos,vector_niveis,nivel_aux] =
= find_vectores(nivel_auxiliar,matriz_objectos,matriz_niveis,nivel_aux,k);
nivel_maximo = max(vector_niveis);
if niveis_esquerda "= 0;
nivel_aux(k) = nivel_maximo_esquerda;
matriz_objectos(k,1:n_objectos_esquerda) = objectos_esquerda;
matriz_niveis(k,1:n_objectos_esquerda-1) = sort(niveis_esquerda);
k = k+1;
end
if niveis_direita "= 0;
nivel_aux(k) = nivel_maximo_direita;

matriz_objectos(k,1l:n_objectos_direita) = objectos_direita;

matriz_niveis(k,1l:n_objectos_direita-1) = sort(niveis_direita);
k = k+1;
end
else;
if nivel_maximo_esquerda > nivel_maximo_direita;
vector_objectos = objectos_esquerda;

vector_niveis = sort(niveis_esquerda);
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nivel_maximo = nivel_maximo_esquerda;
if niveis_direita "= 0;

nivel_aux(k) = nivel_maximo_direita;

matriz_objectos(k,1l:n_objectos_direita) = objectos_direita;
matriz_niveis(k,1:n_objectos_direita-1) = sort(niveis_direita);
k = k+1;

end;

else;

vector_objectos = objectos_direita;

vector_niveis = sort(niveis_direita);

nivel_maximo = nivel_maximo_direita;

if niveis_esquerda "= 0;
nivel_aux(k) = nivel_maximo_esquerda;
matriz_objectos(k,1:n_objectos_esquerda) = objectos_esquerda;

matriz_niveis(k,1l:n_objectos_esquerda-1) = sort(niveis_esquerda);
k = k+1;
end;
end;
end;
end;
nivel_auxiliar = max(nivel_aux);
end;
if display
figure, [h,t,PERM] = dendrogram(T);
hold on
end

return;

function [n_objectos_esquerda,n_objectos_direita,objectos_esquerda,objectos_direita,
niveis_esquerda, niveis_direita] = parte_objectos_niveis(vector_objectos,vector_niveis);
n_objectos = length(vector_objectos);
n_niveis = length(vector_niveis);
if n_objectos "= n_niveis+2;
disp(’Problema!’);
end;
n_objectos_esquerda = 0;
while (n_objectos_esquerda = = 0) | (n_objectos_esquerda = = n_objectos);
n_objectos_esquerda = fix(rand(1)#*n_objectos+1);
end;
ordem_objectos = randperm(n_objectos);
for i = 1:n_objectos_esquerda
objectos_esquerda(i) = vector_objectos(ordem_objectos(i));
end;
n_objectos_direita = n_objectos-n_objectos_esquerda;
for i = 1:n_objectos_direita
objectos_direita(i) = vector_objectos(ordem_objectos(n_objectos_esquerda+i));
end;
ordem_niveis = randperm(n_objectos-2);
if n_objectos_esquerda = = 1;
for i = 1:n_niveis;
niveis_direita(i) = vector_niveis(ordem_niveis(i));
end;
niveis_esquerda = 0;

elseif n_objectos_esquerda = = n_objectos-1;

for i = 1:n_niveis;

niveis_esquerda(i) = vector_niveis(ordem_niveis(i));
end;
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niveis_direita = 0;
else;
for i = 1:n_objectos_esquerda-1;
niveis_esquerda(i) = vector_niveis(ordem_niveis(i));
end;
for i = 1:n_objectos_direita-1;
niveis_direita(i) = vector_niveis(ordem_niveis(n_objectos_esquerda-1+i));
end;
end;
return;

function [vector_objectos,vector_niveis,nivel_aux] =

= find_vectores(nivel_maximo,matriz_objectos,matriz_niveis,nivel_aux,k);
n = length(matriz_objectos(l,:));
for i = 1:k-1;

if nivel_maximo = = nivel_aux(i);
for j = 1:n-1;
if matriz_niveis(i,j) ~= 0;
vector_niveis(j) = matriz_niveis(i,j);
end;
end;
for j = 1:n;
if matriz_objectos(i,j) ~= 0;
vector_objectos(j) = matriz_objectos(i,j);
end;
end;

nivel_aux(i) = 0;
end;
end;
return;
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Anexo 4

Anexo 4— Algoritmo do Método

function [T] = gera_ra(n,display);
for i = 1:n;
vector_aglom(i) = ij;
end;
T = zeros(n-1,3);
for i = 1:n-1;
m = n-i+1;
[j,k] = inteiros_aleatorios(m);
temp = vector_aglom(m);
if vector_aglom(j) < vector_aglom(k);
T(i,1) = vector_aglom(j);
T(i,2) = vector_aglom(k);
T(i,3) = i;
matriz_auxiliar(i,1:2) = T(i,1:2);
matriz_ultrametrica(T(i,1),T(i,2)) =
matriz_ultrametrica(T(i,2),T(i,1)) =
vector_aglom(m) = vector_aglom(k);

vector_aglom(k) = temp;

else;
T(i,1) = vector_aglom(k);
T(i,2) = vector_aglom(j);
T(i,3) = i;
matriz_ultrametrica(T(i,1),T(i,2)) =
matriz_ultrametrica(T(i,2),T(i,1)) =
vector_aglom(m) = vector_aglom(j);

vector_aglom(j) = temp;
end;
end;
if display;
figure, [h,t,PERM] = dendrogram(T);

hold on;
end;
return;
function [j,k] = inteiros_aleatorios(m);
j=0;
k = 0;
while j = = k;
j = fix(rand(1)*m+1);
k = fix(rand(1)*m+1);
end;
return;

Matriz ultramétrica obtida a partir da matriz T

function [matriz_ultrametrical = matriz_ultrametrica_ra(T);

n = length(T(:,1))+1;

matriz_ultrametrica = zeros(n);
matriz_auxiliar = zeros(n-1,n);
vector_n_elementos_por_classe = zeros(1l,n-1);
matriz_ultrametrica(T(1,1),T(1,2)) = 1;
matriz_ultrametrica(T(1,2),T(1,1)) 1;
matriz_auxiliar(1,1:2) = T(1,1:2);
vector_n_elementos_por_classe(1) = 2;

for i = 2:n-1

ij

i

i;

ij

RA
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[classel,classe2,matriz_auxiliar] =
= encontar_classes(T(i,1),T(i,2),i,matriz_auxiliar,vector_n_elementos_por_classe);
dimensaol = length(classel);
dimensao2 = length(classe2);
if classel "= 0;
if classe2 "= 0;
matriz_ultrametrica(classel,classe2) = i;
matriz_ultrametrica(classe2,classel) = i;
matriz_auxiliar(i,l:dimensaol) = classel;
matriz_auxiliar(i,dimensaol+1:dimensaol+dimensao2) = classe2;
matriz_auxiliar(1l,1:dimensaol+dimensao2)=sort(matriz_auxiliar(1,1:dimensaol+dimensao2));

vector_n_elementos_por_classe(i) = dimensaol+dimensao2;

else;
matriz_ultrametrica(classel,T(i,2)) = i;
matriz_ultrametrica(T(i,2),classel) = i;

matriz_auxiliar(i,1:dimensaol) = classel;
T(i,2);
matriz_auxiliar(i,dimensaol+1) = sort(matriz_auxiliar(i,dimensaol+1));

matriz_auxiliar(i,dimensaol+1)

vector_n_elementos_por_classe(i) = dimensaol+1;

end;
else;
if classe2 "= 0;
matriz_ultrametrica(T(i,1),classe2) = ij;
matriz_ultrametrica(classe2,T(i,1)) = i;
matriz_auxiliar(i,1) = T(i,1);
matriz_auxiliar(i,2:dimensao2+1) = classe2;
matriz_auxiliar(i,l:dimensao2+1) = sort(matriz_auxiliar(i,l:dimensao2+1));
vector_n_elementos_por_classe(i) = dimensao2+1;
else
matriz_ultrametrica(T(i,1),T(i,2)) = i;
matriz_ultrametrica(T(i,2),T(i,1)) = i;
matriz_auxiliar(i,1:2) = T(i,1:2);
vector_n_elementos_por_classe(i) = 2;
end
end
end
return;

function [classel,classe2,matriz_auxiliar] =
= encontar_classes(a,b,i,matriz_auxiliar,vector_n_elementos_por_classe);
classel = 0;
classe2 = 0;
for j = 1:i-1
if a = = matriz_auxiliar(j,1);
for k = l:vector_n_elementos_por_classe(j);
classel(k) = matriz_auxiliar(j,k);
end;
matriz_auxiliar(j,1) = 0;
end;
if b = = matriz_auxiliar(j,1);
for k = l:vector_n_elementos_por_classe(j);
classe2(k) = matriz_auxiliar(j,k);
end;
matriz_auxiliar(j,1) = 0;
end;
end;

return;
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Anexo 5— Algoritmo de Geragao de Dendrogramas com

Parametro de Forma

function [Matriz_ultrametrica,T] = geracao_parametro_forma(n_objectos,p,display);
return;

function [n_objectos_esquerda,n_objectos_direita,objectos_esquerda,objectos_direita,
niveis_esquerda, niveis_direita] = parte_objectos_niveis(vector_objectos,vector_niveis,p);
n_objectos = length(vector_objectos);
n_niveis = length(vector_niveis);
if n_objectos "= n_niveis+2;
disp(’Problema!’);
end;
n_objectos_esquerda = 0;
while (n_objectos_esquerda = = 0);
unif = rand(1,n_objectos);
for I = 1:n_objectos;
if unif (i) < P;
n_objectos_esquerda = n_objectos_esquerda+l;

end;
end;
if n_objectos_esquerda = = n_objectos;
n_objectos_esquerda = 0;
end
end;

return;

function [vector_objectos,vector_niveis,nivel_aux] =

= find_vectores(nivel_maximo,matriz_objectos,matriz_niveis,nivel_aux,k);

return;
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Anexo 6— Algoritmo da Mistura de dois Dendrogramas

function [matriz_ultrametrica,T] = geracao_parametro_forma_mistura(n_objectos_esquerda,

n_objectos_direita,p_esquerda,p_direita,display);

n_objectos = n_objectos_esquerda+n_objectos_direita;

matriz_ultrametrica = zeros(n_objectos);

T =

zeros(n_objectos-1,3);

objectos = randperm(n_objectos);

niveis

= randperm(n_objectos-2);

objectos_esquerda = objectos(1l:n_objectos_esquerda);

objectos_direita = objectos(n_objectos_esquerda+l:n_objectos);

niveis_esquerda = niveis(l:n_objectos_esquerda-1);

niveis_direita = niveis(n_objectos_esquerda:n_objectos-2);

matriz_ultrametrica(objectos_esquerda,objectos_direita) =

matriz_ultrametrica(objectos_direita,objectos_esquerda) =

minimo_objectos_esquerda = min(objectos_esquerda);

minimo_objectos_direita = min(objectos_direita);

T(n_objectos-1,1) = min(minimo_objectos_esquerda,minimo_objectos_direita);

T(n_objectos-1,2) = max(minimo_objectos_esquerda,minimo_objectos_direita);

T(n_objectos-1,3) = n_objectos-1;

[matriz_ultrametrica_esquerda,T_esquerda] =

= geracao_parametro_forma_dados_vectores(objectos_esquerda,niveis_esquerda,p_esquerda,0) ;

[matriz_ultrametrica_direita,T_direita] =

= geracao_parametro_forma_dados_vectores(objectos_direita,niveis_direita,p_direita,0);
matriz_ultrametrica(objectos_esquerda,objectos_esquerda) =

n_objectos-1;

n_objectos-1;

= matriz_ultrametrica_esquerda(objectos_esquerda,objectos_esquerda) ;

matriz_ultrametrica(objectos_direita,objectos_direita) =

= matriz_ultrametrica_direita(objectos_direita,objectos_direita);

T(niveis_esquerda,1:3)=T_esquerda(niveis_esquerda,1:3);

T(niveis_direita,1:3)=T_direita(niveis_direita,1:3);

if display;

end;

return;

figure, [h,t,PERM] = dendrogram(T);
hold on;
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Anexo 7— Algoritmo RAP

function [ordem_objectos,matriz_robinson,mr,piramide]=gerar_piramides(n);

% n - n° de objectos a classificar

classes=sort (randperm(n)) ;

componentes_conexas=zeros(n,n) ;

componentes_conexas(:,1)=classes’;

piramide=zeros(n,n+1);

piramide(:,2)=classes’;

ordem_objectos=classes;

matriz_robinson=zeros(n);

k=n;

nivel=1;

m=n+1;

classes_ja_agregadas=zeros(n,2);

classes_ja_agregadas(:,1)=classes’;

while piramide(k,n+1)==0;
[classe_1,posicao_1]=primeira_classe(classes);
[classes_agregaveis]=classes_para_agregar (classes,classe_1,posicao_1,
ordem_objectos,piramide, componentes_conexas,classes_ja_agregadas,n) ;
[classe_2]=segunda_classe_agregar (classes_agregaveis) ;
[piramide,ordem_objectos,componentes_conexas,k]=construir_piramide(piramide,k,nivel,
classe_l,classe_2,ordem_objectos,componentes_conexas,classes_ja_agregadas,n);
[matriz_robinson,nivel]=preencher_matriz_robinson(matriz_robinson,piramide,k,nivel,n);
[classes,classes_ja_agregadas,m]=classes_activas(classes,classes_ja_agregadas,

classe_1,classe_2,componentes_conexas,ordem_objectos,piramide,m,k,n);

disp(’Piramide’);

disp(piramide) ;

disp(’0Ordem do Objectos’);

disp(ordem_objectos) ;

disp(’Matrizes de Robinson’);
mr=matriz_robinson(ordem_objectos,ordem_objectos);
disp(matriz_robinson);

return;

function [classe_1,posicao_1]=primeira_classe(classes);
tamanho=length(classes);
posicao_1=fix(rand(1)*tamanho+1);
classe_l=classes(posicao_1);

return;

function [classes_agregaveis_2]=classes_para_agregar(classes,classe_1,posicao_1,
ordem_objectos,piramide, componentes_conexas,classes_ja_agregadas,n) ;
tamanho=length(classes);
if posicao_1==1;
classes_agregaveis(1:tamanho-1)=classes(2:tamanho);
elseif posicao_l==tamanho;
classes_agregaveis(1:tamanho-1)=classes(1:tamanho-1);
else;
classes_agregaveis(1:posicao_1-1)=classes(l:posicao_1-1);
classes_agregaveis(posicao_1:tamanho-1)=classes(posicao_1+1:tamanho) ;

end;
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% componentes conexas a qual pertencem as classes
objectos_classe_l=nonzeros(piramide(classe_1,2:n+1))’;
numero_componentes_conexas=length(componentes_conexas(:,1));
for i=1:numero_componentes_conexas;
if find(objectos_classe_1(1)==componentes_conexas(i,:))~=0;
componente_conexa_cl=i;
break;
end;
end;
for j=1:tamanho-1;
objectos_das_classes_agregaveis(j,1l:n)=piramide(classes_agregaveis(j),2:n+1);
for i=1:numero_componentes_conexas;
if find(objectos_das_classes_agregaveis(j,1)==componentes_conexas(i,:)) =0;
componentes_conexas_das_classes_agregaveis(j)=i;
break;
end;
end;
end;
a=1;
tamanho_cl=length(objectos_classe_1);
min_cl=objectos_classe_1(1);
max_cl=objectos_classe_1(tamanho_c1);
objectos_da_componente_conexa_cl=nonzeros (componentes_conexas (componente_conexa_cl,:))’;
tamanho_componentes_conexas_cl=length(objectos_da_componente_conexa_cl) ;
min_componentes_conexas_c1=objectos_da_componente_conexa_cl(1);

max_componentes_conexas_cl=objectos_da_componente_conexa_c1(tamanho_componentes_conexas_cl);

% determinar o no maximal da classe 1
if tamanho_componentes_conexas_cl > 2;
classes_cc_cl(1)=classe_1;
pos_classes_cc_cl=find(componentes_conexas_das_classes_agregaveis==componente_conexa_cl);
tamanho_pos_classes_cc_cl=length(pos_classes_cc_cl);
tamanho_classes_cc_cl=tamanho_pos_classes_cc_cl+1;
classes_cc_c1(2:tamanho_classes_cc_cl)=classes_agregaveis(pos_classes_cc_cl);
s=1;
for i=1:tamanho_classes_cc_cl;
pos_classe=find(classes_cc_cl(i)==classes_ja_agregadas(:,1)’);
if classes_ja_agregadas(pos_classe,2)==0;
classes_maximais(s)=classes_cc_c1(i);
objectos_classe_maximal(s,1:n)=piramide(classes_maximais(s),2:n+1);
obs_classe_maximal_s=nonzeros(objectos_classe_maximal(s,:))’;
min_obs_cm(s)=obs_classe_maximal_s(1);
s=s+1;
end;
end;
tamanho_classes_maximais=length(classes_maximais);
t=1;
for j=1:tamanho_classes_maximais;
posc_min(t)=find(min_obs_cm(j)==ordem_objectos) ;
t=t+1;
end;
[posc_min_ord,vector_posc]=sort(posc_min) ;
classes_maximais_ord=classes_maximais(vector_posc);
classe_maximal_1=0;

classe_maximal_1_direita=0;
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classe_maximal_1_esquerda=0;
posc_1=-2;
for j=1:tamanho_classes_maximais;
objs_cml=nonzeros(objectos_classe_maximal(j,:))’;
tamanho_objs_cml=length(objs_cml) ;
min_objs_cml=objs_cm1(1);
max_objs_cml=objs_cmil(tamanho_objs_cml) ;
if min_cl==min_objs_cmil;
if max_cl==max_objs_cml;
classe_maximal_l=classes_maximais(j);
posc_1=find(classe_maximal_l==classes_maximais_ord) ;
if classes_maximais(j)~=classe_1;
disp(’erro nas classess maximais’);
end;
else;
classe_maximal_1_direita=classes_maximais(j);
posc_1=find(classe_maximal_1_direita==classes_maximais_ord);
end;
elseif max_cl==max_objs_cml;
classe_maximal_1_esquerda=c1asses_maximais(j);
posc_l=find(classe_maximal_1_esquerda==classes_maximais_ord);
end;

end;

for i=1:tamanho-1;
objectos_da_cc_agregavel=
=nonzeros (componentes_conexas (componentes_conexas_das_classes_agregaveis(i),:))’;
tamanho_da_cc_agregavel=length(objectos_da_cc_agregavel);
min_da_cc_agregavel=objectos_da_cc_agregavel(1);
max_da_cc_agregavel=objectos_da_cc_agregavel (tamanho_da_cc_agregavel);

% A classe 1 pertence a mesma componente conexa das classes
if componentes_conexas_das_classes_agregaveis(i)==componente_conexa_cl;
if tamanho_componentes_conexas_cl > 2;
objectos_da_classe_agregavel=nonzeros(piramide(classes_agregaveis(i),2:n+1))’;
tamanho_da_classe_agregavel=length(objectos_da_classe_agregavel) ;
min_classe_agregavel=objectos_da_classe_agregavel(1l);
max_classe_agregave1=objectos_da_classe_agregavel(tamanho_da_classe_agregavel);
classe_maximal_2=-1;
classe_maximal_2_direita=-1;
classe_maximal_2_esquerda=-1;
posc_2=-2;
for j=1:tamanho_classes_maximais;
objs_cm2=nonzeros (objectos_classe_maximal(j,:))’;
tamanho_objs_cm2=length(objs_cm2) ;
min_objs_cm2=objs_cm2(1);
max_objs_cm2=objs_cm2(tamanho_objs_cm2) ;
if min_classe_agregavel==min_objs_cm2;
if max_classe_agregavel==max_objs_cm2;
classe_maximal_2=classes_maximais(j);
posc_2=find(classe_maximal_2==classes_maximais_ord) ;
if classes_maximais(j)~=classes_agregaveis(i);
disp(’erro nas classess maximais’);
end;

else;
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classe_maximal_2_direita=classes_maximais(j);
posc_2=find(classe_maximal_2_direita==classes_maximais_ord);
end;
elseif max_classe_agregavel==max_objs_cm2;
classe_maximal_2_esquerda=classes_maximais(j);
posc_2=find(classe_maximal_2_esquerda==c1asses_maximais_ord);

end;

if posc_1l==posc_2-1;
if classe_maximal_17=0;
if classe_maximal_27=-1;
classes_agregaveis_2(a)=classes_agregaveis(i);
a=a+l;
elseif classe_maximal_2_direita™=-1;
classes_agregaveis_2(a)=classes_agregaveis(i);
a=atl;
end;
elseif classe_maximal_1_esquerda™=0;
if classe_maximal_27=-1;
classes_agregaveis_2(a)=classes_agregaveis(i);
a=a+1;
elseif classe_maximal_2_direita™=-1;
classes_agregaveis_2(a)=classes_agregaveis(i);
a=a+1;
end;
end;
elseif posc_l==posc_2+1;
if classe_maximal_17=0;
if classe_maximal_27=-1;
classes_agregaveis_2(a)=classes_agregaveis(i);
a=a+l;
elseif classe_maximal_2_esquerda™=-1;
classes_agregaveis_2(a)=classes_agregaveis(i);
a=a+l;
end;
elseif classe_maximal_1_direita™=0;
if classe_maximal_27=-1;
classes_agregaveis_2(a)=classes_agregaveis(i);
a=atl;
elseif classe_maximal_2_esquerda™=-1;
classes_agregaveis_2(a)=classes_agregaveis(i);
a=atl;
end;
end;

end;

else; Jcomponentes conexas diferentes
objectos_da_classe_agregavel=nonzeros(piramide(classes_agregaveis(i),2:n+1))’;
tamanho_da_classe_agregavel=length(objectos_da_classe_agregavel);
min_classe_agregavel=objectos_da_classe_agregavel(1l);
max_classe_agregavel=objectos_da_classe_agregavel (tamanho_da_classe_agregavel);
if (min_cl==min_componentes_conexas_c1l) | (max_cl==max_componentes_conexas_c1);
if (min_classe_agregavel==min_da_cc_agregavel) | (max_classe_agregavel==max_da_cc_agregavel);
classes_agregaveis_2(a)=classes_agregaveis(i);
a=a+l;
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end;
end;
end;
end;

return;

function [classe_2]=segunda_classe_agregar(classes_agregaveis);
tamanho=length(classes_agregaveis) ;
posicao_2=fix(rand(1)*tamanho+1);
classe_2=classes_agregaveis(posicao_2);

return;

function [piramide,ordem_objectos,componentes_conexas_act,k]=construir_piramide(piramide,k,nivel,
classe_1,classe_2,ordem_objectos,componentes_conexas,classes_ja_agregadas,n);
objectos_cl=nonzeros(piramide(classe_1,2:n+1))’;
objectos_c2=nonzeros(piramide(classe_2,2:n+1))’;
tl=length(objectos_cl);
t2=length(objectos_c2);
min_cl=objectos_c1(1);
max_cl=objectos_c1(t1l);
min_c2=objectos_c2(1);
max_c2=objectos_c2(t2);
n_cc=length(componentes_conexas(:,1));
for i=1:n_cc;
if find(objectos_c1(1)==componentes_conexas(i,:)) =0;
cc_cl=i;
break;
end;
end;
for i=1:n_cc;
if find(objectos_c2(1)==componentes_conexas(i,:)) =0;
cc_c2=i;
break;
end;

end;

% actualizagao das componentes conexas

if cc_cl==cc_c2; ’%as duas classes a agregar pertencem a mesma componente conexa
componentes_conexas_act=componentes_conexas;
posc_min_cl=find(min_cl==ordem_objectos) ;

posc_max_cl=find(max_cl==ordem_objectos);

posc_min_c2=find (min_c2==ordem_objectos);
posc_max_c2=find(max_c2==ordem_objectos);
else; %as duas classes a agregar nao pertencem a mesma componente conexa
objectos_cc_cl=nonzeros (componentes_conexas(cc_cl,:))?;
objectos_cc_c2=nonzeros (componentes_conexas(cc_c2,:))’;
tl_cc=length(objectos_cc_cl);
t2_cc=length(objectos_cc_c2);
min_cc_cl=objectos_cc_c1(1);
max_cc_cl=objectos_cc_cl(tl_cc);
min_cc_c2=objectos_cc_c2(1);
max_cc_c2=objectos_cc_c2(t2_cc);
if cc_cl < cc_c2;
if max_cl==max_cc_cl;
if min_c2==min_cc_c2;
componentes_conexas(cc_cl,tl_cc+l:tl_cc+t2_cc)=objectos_cc_c2;

if cc_c2==n_cc;
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componentes_conexas_act(l:n_cc-1,:)=componentes_conexas(l:n_cc-1,:);
else;
componentes_conexas_act(l:cc_c2-1,:)=componentes_conexas(l:cc_c2-1,:);
componentes_conexas_act(cc_c2:n_cc-1,:)=componentes_conexas(cc_c2+1l:n_cc,:);
end;
else; Y%max_c2==max_cc_c2
%inverter a ordem dos objectos da componente conexa da classe 2
for i=1:t2_cc;
objectos_cc_c2_inv(i)=objectos_cc_c2(t2_cc-i+1);
end;
componentes_conexas (cc_cl,tl_cc+l:tl_cc+t2_cc)=objectos_cc_c2_inv;
if cc_c2==n_cc;
componentes_conexas_act(l:n_cc-1,:)=componentes_conexas(l:n_cc-1,:);
else;
componentes_conexas_act(l:cc_c2-1,:)=componentes_conexas(l:cc_c2-1,:);
componentes_conexas_act(cc_c2:n_cc-1,:)=componentes_conexas(cc_c2+1:n_cc,:);
end;
end;
else; min_cl==min_cc_c1l
if min_c2==min_cc_c2;
%inverter a ordem dos objectos da componente conexa da classe 1
for i=1:t1_cc;
objectos_cc_cl_inv(i)=objectos_cc_cl(tl_cc-i+1);
end;
componentes_conexas(cc_cl,1:tl_cc)=objectos_cc_cl_inv;
componentes_conexas(cc_cl,tl_cc+1:t1_cc+t2_cc)=objectos_cc_c2;
if cc_c2==n_cc;
componentes_conexas_act(l:n_cc-1,:)=componentes_conexas(l:n_cc-1,:);
else;
componentes_conexas_act(l:cc_c2-1,:)=componentes_conexas(l:cc_c2-1,:);
componentes_conexas_act(cc_c2:n_cc-1,:)=componentes_conexas(cc_c2+1:n_cc,:);
end;
else; Jmax_c2==max_cc_c2
if cc_c2==n_cc;
componentes_conexas_act(l:n_cc-1,:)=componentes_conexas(l:n_cc-1,:);
else;
componentes_conexas_act(l:cc_c2-1,:)=componentes_conexas(l:cc_c2-1,:);
componentes_conexas_act(cc_c2:n_cc-1,:)=componentes_conexas(cc_c2+1:n_cc,:);
end;
componentes_conexas_act(cc_cl,l:t2_cc)=objectos_cc_c2;
componentes_conexas_act(cc_cl,t2_cc+1:t2_cc+tl_cc)=objectos_cc_cl;
end;
end;
else; %cc_c2 < cc_cl
if max_c2==max_cc_c2;
if min_cl==min_cc_c1;
componentes_conexas(cc_c2,t2_cc+1:t2_cc+tl_cc)=objectos_cc_cl;
if cc_cl==n_cc;
componentes_conexas_act(l:n_cc-1,:)=componentes_conexas(l:n_cc-1,:);
else;
componentes_conexas_act(l:cc_cl-1,:)=componentes_conexas(l:cc_cl-1,:);
componentes_conexas_act(cc_cl:n_cc-1,:)=componentes_conexas(cc_cl+l:n_cc,:);
end;
else; Jmax_cl==max_cc_cl
%inverter a ordem dos objectos da componente conexa da classe 1
for i=1:t1_cc;

objectos_cc_cl_inv(i)=objectos_cc_cl(tl_cc-i+1);



134 Anexo

end;

componentes_conexas(cc_c2,t2_cc+l:t2_cc+tl_cc)=objectos_cc_cl_inv;

if cc_cl==n_cc;
componentes_conexas_act(l:n_cc-1,:)=componentes_conexas(l:n_cc-1,:);

else;

componentes_conexas_act(l:cc_cl-1,:)=componentes_conexas(l:cc_cl-1,:);

componentes_conexas_act(cc_cl:n_cc-1,:)=componentes_conexas(cc_cl+l:n_cc,:

end;
end;
else; Jmin_c2==min_cc_c2
if min_cl==min_cc_c1;
%inverter a ordem dos objectos da componente conexa da classe 2
for i=1:t2_cc;
objectos_cc_c2_inv(i)=objectos_cc_c2(t2_cc-i+1);
end;
componentes_conexas(cc_c2,1:t2_cc)=objectos_cc_c2_inv;
componentes_conexas (cc_c2,t2_cc+1l:t2_cc+tl_cc)=objectos_cc_cl;
if cc_cl==n_cc;
componentes_conexas_act(l:n_cc-1,:)=componentes_conexas(l:n_cc-1,:);
else;

componentes_conexas_act(l:cc_cl-1,:)=componentes_conexas(l:cc_cl-1,:);

componentes_conexas_act(cc_cl:n_cc-1,:)=componentes_conexas(cc_cl+l:n_cc,:

end;
else; Ymax_cl==max_cc_cl
if cc_cl==n_cc;
componentes_conexas_act(l:n_cc-1,:)=componentes_conexas(l:n_cc-1,:);

else;
componentes_conexas_act(l:cc_cl-1,:)=componentes_conexas(l:cc_cl-1,:);

componentes_conexas_act(cc_cl:n_cc-1,:)=componentes_conexas(cc_cl+l:n_cc,:

end;
componentes_conexas_act(cc_c2,1:t1_cc)=objectos_cc_cl;
componentes_conexas_act(cc_c2,tl_cc+l:tl_cc+t2_cc)=objectos_cc_c2;
end;
end;
end;
end;

% actualizar a ordem dos objectos
if cc_cl1™=cc_c2;
n_cc_act=length(componentes_conexas_act(:,1));
t_inicial=1;
for i=1:n_cc_act;
ind=nonzeros (componentes_conexas_act(i,:))’;
t=length(ind);
ordem_objectos(t_inicial:t_inicial+t-1)=ind;
t_inicial=t_inicial+t;
end;
end;

% reuniao das duas classes
if cc_cl==cc_c2;
if posc_min_cl < posc_min_c2;
objectos(1:posc_max_c2-posc_min_cl+l)=ordem_objectos(posc_min_cl:posc_max_c2);
else;
objectos(1:posc_max_cl-posc_min_c2+1)=ordem_objectos(posc_min_c2:posc_max_cl);
end;

else;
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uniao(1l:t1)=objectos_cl;
uniao(tl+1:t1+t2)=objectos_c2;
uniao_ord=sort(uniao);
objectos(1)=uniao_ord(1);
a=0;
for i=2:t1+t2;
if uniao_ord(i) ~=uniao_ord(i-1);
objectos(i-a)=uniao_ord(i);
else;
a=a+l;
end;
end;
end;
tamanho=1length(objectos) ;
k=k+1;
piramide(k,1)=nivel;

piramide (k,2:tamanho+1)=objectos;

% actualizar a ordem da piramide segundo a ordem dos objectos
if cc_cl™=cc_c2;
tamanho_piramide=length(piramide(:,1));
for i=n+1:tamanho_piramide;
objectos_piramide=nonzeros(piramide(i,2:n+1))’;
objectos_piramide_ord=ordenar_objectos(objectos_piramide,ordem_objectos);
top=length(objectos_piramide_ord);
piramide(i,2:top+1)=objectos_piramide_ord;
end;
end;

return;

function [matriz_robinson,nivel]=preencher_matriz_robinson(matriz_robinson,piramide,k,nivel,n);
if piramide(k,1)~=nivel;
disp(’erro no nivel’);
end;
objectos=nonzeros(piramide(k,2:n+1))’;
t=length(objectos);
for i=1:t-1;
for j=i+l:t;
if matriz_robinson(objectos(i),objectos(j))==0;
matriz_robinson(objectos(i),objectos(j))=nivel;
matriz_robinson(objectos(j),objectos(i))=nivel;
end;
end;
end;
nivel=nivel+1;

return;

function [classes,classes_ja_agregadas,m]=classes_activas(classes,classes_ja_agregadas,
classe_1,classe_2,componentes_conexas,ordem_objectos,piramide,m,k,n) ;

classes(m)=k;

classes_ja_agregadas(m,1)=k;

m=m+1;

t_classes=length(classes);

%excluir classes que ja foram agregadas duas vezes
posi=find(classes_ja_agregadas(:,1)==classe_1);

if classes_ja_agregadas(pos1,2)==0;
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classes_ja_agregadas(pos1,2)=1;
else;

if posl==1;
classes_ja_agregadas_act1(l:t_classes-1,:)=classes_ja_agregadas(2:t_classes,:);

elseif posl==t_classes;
classes_ja_agregadas_act1(l:t_classes-1,:)=classes_ja_agregadas(l:t_classes-1,:);

else;
classes_ja_agregadas_act1(l:posl-1,:)=classes_ja_agregadas(l:posi-1,:);

classes_ja_agregadas_actl(posl:t_classes-1,:)=classes_ja_agregadas(posl+l:t_classes,:)

end;
classes_ja_agregadas=classes_ja_agregadas_actl;
t_classes=t_classes-1;
m=m-1;
end;
pos2=find(classes_ja_agregadas(:,1)==classe_2);
if classes_ja_agregadas(pos2,2)==0;
classes_ja_agregadas(pos2,2)=1;
else;
if pos2==1;
classes_ja_agregadas_act2(1:t_classes-1,:)=classes_ja_agregadas(2:t_classes,:);
elseif pos2==t_classes;
classes_ja_agregadas_act2(1:t_classes-1,:)=classes_ja_agregadas(l:t_classes-1,:);
else;
classes_ja_agregadas_act2(1:pos2-1,:)=classes_ja_agregadas(l:pos2-1,:);

3

classes_ja_agregadas_act2(pos2:t_classes-1,:)=classes_ja_agregadas(pos2+1:t_classes,:);

end;
classes_ja_agregadas=classes_ja_agregadas_act2;
t_classes=t_classes-1;
m=m-1;

end;

classes=classes_ja_agregadas(:,1)’;

%excluir as classes que sao nos interiores

% componentes conexas a qual pertencem as classes
numero_componentes_conexas=length(componentes_conexas(:,1));
tamanho_classes=length(classes);
for j=1:tamanho_classes;
objs_das_classes=nonzeros(piramide(classes(j),2:n+1))’;
for i=1:numero_componentes_conexas;
if find(objs_das_classes(1)==componentes_conexas(i,:)) =0;
componentes_conexas_das_classes(j)=i;
break;
end;

end;

pos=0;
for k=1:numero_componentes_conexas;
posicoes_cc_k=find(componentes_conexas_das_classes==k) ;
tamanho_cc_k=length(posicoes_cc_k);
for i=1:tamanho_cc_k-1;
objcetos_classel=nonzeros(piramide(classes(posicoes_cc_k(i)),2:n+1))’;
tamanho_classel=length(objcetos_classel);

min_classel=objcetos_classel(1);
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max_classel=objcetos_classel(tamanho_classel);
for j=i+l:tamanho_cc_k;
objcetos_classe2=nonzeros (piramide(classes(posicoes_cc_k(j)),2:n+1))’;
tamanho_classe2=length(objcetos_classe2);
if tamanho_classe2 >= tamanho_classel+2;
if find(objcetos_classe2==min_classel)~=0;
if find(objcetos_classe2==max_classel) =0;
if min_classel™=objcetos_classe2(1) && max_classel”™=
objcetos_classe2(tamanho_classe2);
pos(a)=posicoes_cc_k(i);
a=a+l;
end;
end;
end;
end;
end;
end;
end;
if pos™=0;
[classes_ja_agregadas,t_classes,m]=
actualizar_classes_ja_agregadas(classes_ja_agregadas,pos,t_classes,m);
classes=classes_ja_agregadas(:,1)’;

%excluir as classes que nao possuem nenhuma classe para serem agregadas
if numero_componentes_conexas==1;
a=1;
posc_ret=0;
min_cc=componentes_conexas(1);
max_cc=componentes_conexas (n) ;
posc=find(classes_ja_agregadas(:,2)==1);
tamanho_posc=length(posc) ;
for i=1:tamanho_posc;
objs=nonzeros (piramide(classes(posc(i)),2:n+1))’;
tamanho_objs=length(objs);
min_objs=objs(1);
max_objs=objs(tamanho_objs) ;

if min_objs==min_cc || max_objs==max_cc;
posc_ret(a)=posc(i);
a=a+l;

end;

end;
if posc_ret™=0;
[classes_ja_agregadas,t_classes,m]=
actualizar_classes_ja_agregadas(classes_ja_agregadas,posc_ret,t_classes,m);
classes=classes_ja_agregadas(:,1)’;
end;
end;
return;

Y= mmmm e fungoes auxiliares --------------—mmmmm

function [vector_ultrmetrico,vector_ultrmetrico_ord]=vector_ult(matriz_ultrametrica);
[n,d]=size(matriz_ultrametrica);

vector_ultrmetrico=zeros(1l, (n~2-n)/2);

k=1;
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for i=1:n-1;
for j=i+l:n;
vector_ultrmetrico(l,k)=matriz_ultrametrica(i,j);
k=k+1;
end;
end;
vector_ultrmetrico_ord=sort(vector_ultrmetrico);

return;

function [classes_ja_agregadas,t_classes,m]=actualizar_classes_ja_agregadas(classes_ja_agregadas,pos,t_classes,m);
tamanho_pos=length(pos) ;
for i=1:tamanho_pos;
if pos(i)==1;
classes_ja_agregadas_act(1l:t_classes-1,1:2)=classes_ja_agregadas(2:t_classes,:);
elseif pos(i)==t_classes;
classes_ja_agregadas_act(1l:t_classes-1,1:2)=classes_ja_agregadas(1l:t_classes-1,:);
else;
classes_ja_agregadas_act(1:pos(i)-1,1:2)=classes_ja_agregadas(l:pos(i)-1,:);
classes_ja_agregadas_act(pos(i):t_classes-1,1:2)=classes_ja_agregadas(pos(i)+1:t_classes,:);
end;
classes_ja_agregadas=classes_ja_agregadas_act;
classes_ja_agregadas_act=0;
t_classes=t_classes-1;
m=m-1;
pos=pos-1;
end;

return;
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Anexo 8— Identificagcao Topolégica de Piramides

Identificagcao da proporgao das topologias para 3 nds terminais

function [prob_top_1,prob_top_2]=topologias_3_piramide(m);
% m - numero de piramides a gerar com tres nos terminais
top_1=0;
top_2=0;
for i=1:m;
[ordem_objectos,matriz_robinson,piramide]=gerar_piramides(3);
[vector_robinson,vector_robinson_ord]=vector_ult(matriz_robinson) ;
if vector_robinson_ord(3)==3;
top_l=top_1+1;
else;
top_2=top_2+1;
end;
end;
prob_top_1l=top_1/m;
prob_top_2=top_2/m;

return;

Identificacao da proporgao das topologias para 4 ndés terminais

function [p_t1,p_t2,p_t3,p_t4,p_t5,p_t6,p_t7,p_t8]=topologias_4_piramide(m);
% m - numero de piramides a gerar com quatro nos terminais
top_1=0;
top_2=0;
top_3=0;
top_4=0;
top_5=0;
top_6=0;
top_7=0;
top_8=0;
for i=1:m;
[ordem_objectos,matriz_robinson,piramide]=gerar_piramides(4);
[vector_robinson,vector_robinson_ord]=vector_ult(matriz_robinson) ;
if vector_robinson_ord(6)==6;
top_8=top_8+1;
elseif vector_robinson_ord(6)==3;
if vector_robinson_ord(3)==3;
top_1=top_1+1;
else;
top_2=top_2+1;
end;
elseif vector_robinson_ord(6)==5;
if vector_robinson_ord(5)==5;
top_6=top_6+1;
else;
top_7=top_7+1;
end;
else;
if vector_robinson_ord(4)==4;
top_3=top_3+1;

elseif vector_robinson_ord(5)==3;
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top_b=top_5+1;
else;
top_4=top_4+1;
end;
end;
end;
p_tl=top_1/m;
p_t2=top_2/m;
p_t3=top_3/m;
p_té4=top_4/m;
p_t5=top_5/m;
p_t6=top_6/m;
p_t7=top_7/m;
p_t8=top_8/m;
return;
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