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Introdução 

Neste trabalho vamos estudar revestimentos da esfera de Riemann perfurada, ou seja, 
revestimentos 

/ : X - P1 \ P, 

onde P é um conjunto finito de pontos de P1 . 

Se P = {pi,...,Pr} e x0 G P1 \ P, o grupo fundamental TT^P1 \ P,x0), tem uma 
apresentação dada pelos geradores [71],..., [>] e pela relação [71]--br] = 1, onde cada 
[Ti] é a classe de homotopia do lacete Ô^XÁ com base em x0, em que A» é um lacete que 
parametriza uma circunferência centrada em p{ G P, percorrendo-a no sentido directo, e õi 
é um caminho que une x0 ao ponto base do lacete Â . 

No capítulo 2, considerando discos perfurados D*(p, r) em torno de cada ponto peP, 
mostramos que existe, para r > f > 0, uma bijecção entre as componentes conexas de 
f~1(D*(p, f)) e de f^{D*(p, r)) , estando as primeiras estritamente contidas nas segundas. 
Obtemos assim uma relação de equivalência entre as componentes conexas sobre discos 
perfurados de diferentes raios centrados num mesmo ponto. A uma classe de equivalência 
destas componentes conexas chamamos um ponto ideal TT sobre p. Considerando a união 
(disjunta) de X com todos os pontos ideais que estão sobre os pontos de P, construímos 
um espaço X, onde é possível definir uma topologia na qual o revestimento / admite um 
único prolongamento a uma aplicação contínua, sobrejectiva e própria / : X -> P1 tal que 
/(71-) = p, para cada ponto ideal -K sobre p, o que nos conduz à noção de revestimento 
ramificado da esfera de Riemann. 

Quando / é um revestimento finito e X_é conexo, X tem uma única estrutura de 
superfície de Riemann compacta que faz de / : X -* P1 uma aplicação holomorfa, isto é, 
uma função meromorfa (secção 2.2). Aproveitando a mesma construção mostramos como 
construir a superfície de Riemann compacta associada a uma curva plana afim definida por 
um polinómio irredutível F(x,y) G C[x, y]. 

Quando / é um revestimento de Galois, os geradores dos subgrupos do grupo de au-
tomorfismos do revestimento que estabilizam cada componente conexa de f~1{D*(pi,r)) 
formam uma única classe de conjugação CPi de Aut(f), para cada pt G P. Considerando um 
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ponto î/o € (D*(pi,r)), estes geradores são obtidos através do homomorfismo sobrejectivo 

$xo:*i(ir(pi,r),uo) +Aut(f) 
[7] i+ a : [7]x0 H» ÍC0, 

definido para cada ponto x0 G /_1(2/o) Como [7J é gerador de în(D*(ft,r),î/b), tomando 
x0 contido em cada componente conexa de /~1(D*(jp í,r)), obtemos o gerador *ao([7<]) do 
subgrupo de Aut(f) estabilizador dessa componente conexa. Estas classes de conjugação 
Cp são não triviais apenas para um número finito de pontos p 6 P' Ç P . Este resultado 
vainos permitir definir (secção 2.3) o tipo de ramificação de um revestimento de Galois 
finito da esfera de Riemann perfurada, como sendo o terno ordenado [Aut(f), P', (Cp)pep']. 

Reciprocamente, se [G, P, (Cp)p€P} é um terno ordenado constituído por um grupo finito 
G, um conjunto finito P Ç P1 e um conjunto de classes de conjugação Cp indexadas por P, 
introduzimos na união disjunta X = \Jg€GC\Px{g} uma topologia adequada que faz da 
projecção canónica / : I  > C \ P u m revestimento de Galois com grupo de automorfismos 
G e tipo de ramificação [G, P, (Cp)pepj. 

Este resultado, dado por estas duas correspondências, é conhecido por versão topológica 
do teorema de existência de Riemann (teorema 2.25). 

Fixemos um grupo finito G e um conjunto finito P de r > 2 pontos distintos de 
P1 . Consideremos o conjunto Hr,p{G) das classes de equivalência de pares (/ , / /) , onde 
/ : X —> P1 \ P é um revestimento de Galois finito com pontos de ramificação em P e 
/i : G * Aut(f) é um isomorfismo de grupos, considerando que dois pares ordenados (/, /J) 
e (/ ' , fjf) são equivalentes ( / ' : X' —► P1 \ P) se existir um homeomorfismo 6 : X —► X' tal 
que / ' o ô = f e n'{g) = í/xQ^Í 1 , para todo o elemento g de G. 

Fazendo P percorrer os pontos da variedade holomorfa Or =  2 ^ de dimensão r, 
onde P r(Px) é o complementar em (T1)7' do conjunto dos pontos com duas coordenadas 
iguais, obtemos o espaço Hr{G) = (jpeOr Kr,p{G) °lue mostramos admitir uma estrutura 
de variedade holomorfa que faz de * : Hr(G) » Or um revestimento holomorfo (secção 
2.3). A variedade holomorfa Hr{G) é chamada de espaço de moduli de revestimentos de 
Galois finitos da esfera de Riemann perfurada, com grupo de automorfismos G e r pontos 
de ramificação. 

Estes espaços de moduli começaram por ser estudados por Hurwitz [10] para o caso 
particular em que G é o grupo simétrico, Sn, e os revestimentos de Galois têm tipo de 
ramificação simples, isto é, [Sn,P,C] onde C = (C, ...,C) é o ruplo constituído por r 
vezes a classe G de conjugação das transposições simples. Em 1969, Fulton [6] mostrou, 
também para revestimentos de Galois com ramificação simples, que esses espaços de moduli 
admitem não apenas uma estrutura de variedade holomorfa mas também uma estrutura de 
variedade algébrica complexa, fazendo de * um revestimento algébrico. Um dos problemas 
mais importantes da teoria de Galois é o de saber quando é que um grupo finito é grupo 
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de Galois de alguma extensão de Galois de Q(x). Mais geralmente, o problema inverso da 
teoria de Galois para um corpo K, é o de saber que grupos finitos são grupos de Galois 
de alguma extensão de Galois de K(x). Motivados pelo problema inverso de Galois, Pried 
[7], em 1977, e Fried e Volklein [8], em 1991, generalizaram o trabalho de Fulton para 
espaços de moduli de revestimentos de Galois com grupo de automorfismos arbitrário e 
tipo de ramificação arbitrário. Esta tese apresenta, de forma tão auto-contida quanto nos 
foi possível, alguns dos principais resultados dos trabalhos de Fried e Volklein ([7], [8]), 
utilizando também como base de trabalho o livro Groups as Galois Groups: an introduction, 
[15], de Volklein. 

Sendo Hr(G) um revestimento de Or, as fibras de Hr(G) admitem uma acção do grupo 
fundamental de Or, iri(Or,Po), que é isomorfo ao grupo de Artin B(r) das r-tranças 
geométricas, cuja apresentação é dada por geradores ai , . . . , ar~i e por relações 

aiOj = api se |t - j \ > 2 e 1 < i, j < r - 1; 
(JiOi+iOi = ai+1aiO-i+1 se 1 < i < r - 2, 

onde Oi é a r-trança elementar em que a corda i permuta com a corda i + 1. 

Tomemos um par (f,iJ,) representante de uma classe de HT(G) e, para x0 e /"^(oo), 
consideremos o homomorfismo sobrejectivo <p0 = M-1 ° $*n- Temos então que os elementos 
g!,...,gr, definidos por g{ = v?o(M), formam um sistema de geradores de G. Variando 
x0 na fibra / _ 1 (oo) , obtemos homomorfismos <p : TT^P1 \ F0, oo) -> G que são obtidos de 
ifo por composição com automorfismos internos de G. Mostramos ainda que dois pares 
(/, /i) e (/ ' , (/) equivalentes induzem a mesma classe de equivalência de homomorfismos </? 
(considerando a relação de equivalência definida pela acção de Inn(G)). Temos assim que 
o conjunto 

ç í r , {(<?i,-, <?r) eGr-.G = (gi, ...,gr),gi-9r = l , g « ^ 1,VQ 
ò r l ( j j ~ Inn{G) 

parametriza uma fibra de Hr(G) sobre um ponto P € Or. Da acção de B(r) sobre uma 
fibra do revestimento * resulta uma acção de B(r) sobre as classes de sistemas de geradores 
de G que parametrizam esta fibra, sendo esta acção dada por 

ffi(gi,...,9r) = Í9u •••> 9i-i, 9Í9Í+I&\ 9i, 9i+u •••> 9r) 
Na secção 3.2 mostramos que as componentes conexas de Hr(G) correspondem a órbitas 
da acção de B(r) sobre £r(G). 

Fixado um r-uplo de classes de conjugação C = (Cx, . . . ,C r), é também um problema 
importante decidir quando é que o espaço Hr{G, C) é conexo, sendo este espaço constituído 
por elementos (/,//) para os quais é possível ordenar os pontos de ramificação pi, . . . ,p r de 
forma a que CPi Ç C<. Na proposição (3.14) mostramos que Hr(G, C) é conexo se e somente 
se B(r) age transitivamente em Ni(G,C), onde 

*r-f~ n {(gi, ...,gr) eGr:G = (gi, ...,gr),gi...gr = 1, 3TT g g r : <frW g Cj, Vi} 
^(G, C) :- j ^ p 
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Paxá o caso particular dos revestimentos com ramificação simples, Clebsch deu uma 
resolução para este problema (que apresentamos no teorema 3.15), mostrando que o espaço 
Hr(Sn, C) é conexo se e somente se r é um número par e r > 2(n  1). 

Se / : X > PX \P é um revestimento finito, o revestimento ramificado / : X > P1 é uma 
função meromorfa (teorema 2.12) e, reciprocamente, se g : Y » P1 é uma função mero

morfa (onde Y é uma superfície de Riemann compacta), resulta que g é um revestimento 
ramificado da esfera de Riemann (teorema 1.70). Para um tal revestimento g, a aplicação 
g* : M(^1) * M(Y), x H> g, é uma extensão de corpos e, como consequência do teorema 
de existência de Riemann, é uma extensão algébrica finita de A^P1) e, portanto, de C(x) 
(teorema 1.80). Se / : X * P1 \ P é um revestimento de Galois (teorema 4.9), mostramos 
que M(X) é extensão de Galois de C(x). Reciprocamente, se M(Y) é uma extensão de 
Galois de C(x) então existe um revestimento de Galois ramificado / : Y » P1 (teorema 
4.10). Assim, se G é um grupo finito, existe um revestimento de Galois finito / : X —► P J \ F 
(teorema 2.22) que induz uma extensão de Galois /* : C(x) =* Mfi1) » M(X), ou seja, 
fica também demonstrado que todo o grupo finito é regular sobre C para o problema inverso 
de Galois. 

Se L : C(x) é uma extensão de Galois de grau finito m, L é corpo de decomposição de 
um polinómio F(x, y) = ym + ami(^)ym^1 +  + ao(x) G C[x, y] mónico e de grau m em 
y. Para P = {x 6 C : ^(x,y) = 0}, F define uma superfície de Riemann compacta que 
contém o aberto X := C \ f'^P) da curva plana afim C = {(x,y) E C2 : F(x,y) = 0}, 
onde / é a projecção na Ia coordenada (proposição 2.14). A função / : X » P1 \ P, 
(z,y) H* x, prolongase a uma função meromorfa não constante / : X —> P , isto é, a um 
revestimento ramificado de P1. Para cada p G P1, existe um inteiro positivo nLtP mínimo 
tal que considerando um disco perfurado D* C P1 \P centrado empe uma série de Laurent 
<j>w(t) convergente num disco perfurado V* Ç D* se tem, para cada componente conexa 
W de f~\D*), que 

f\D*)nw = {(tnL">,4>wtikt)) :tev*,ke {1,..,nL,p}}, 

2irt 

para £ = expn*p. Os elementos do grupo de Galois da extensão L : C(x) que permutam 
estes valores dentro de cada componente conexa formam uma classe de conjugação Cp, 
cuja ordem comum dos seus elementos é nL>p. Pelo teorema (4.9) existe um isomorfismo 
Aut(f) > Gal(L : C(x)) que, para cada p G P1, envia a classe de conjugação associada 
a p do grupo de automorfismos do revestimento / na classe de conjugação associada a p 
do grupo de Galois da extensão L : C(x). Faz então sentido dizer que um ponto p G P1 é 
ponto de ramificação da extensão se nL>p > 1 e definir o tipo de ramificação da extensão 
por [Gal(L : C(x)), P, (Cp)p€P], sendo P o conjunto dos pontos de ramificação. Por este 
motivo, começamos por estudar, no capítulo 4, extensões algébricas de C(x), introduzindo 
a noção de tipo de ramificação de uma extensão de Galois. 
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Como conclusão, estabelecemos neste trabalho, para um grupo finito G e um conjunto 
finito P de pontos de P1, correspondências biunívocas entre: 

(1) As classes de C(a;)-isomorfismos de extensões de Galois L : C(x) com grupo de Galois 
isomorfo a G e com pontos de ramificação em P. 

(2) As classes de isomorfismo de revestimentos de Galois / : X -> P1 \ P com grupo de 
automorfismos isomorfo a G. 

(3) Os subgrupos normais do grupo fundamental ^ ( P 1 \ P,y) com quociente isomorfo a 
G. 

Estas identificações permitem-nos encarar os espaços de moduli Hr{G), construídos 
para os revestimentos de Galois da esfera de Riemann perfurada, como espaços de moduli 
de extensões de Galois finitas de C(x) ou como espaços de moduli de subgrupos normais 
de 7Ti (P1 \ P, y) com quociente isomorfo a G. 
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Capítulo 1 

Resultados Preliminares 

Neste capítulo introduziremos, de um modo conciso, mas necessariamente incompleto, 
alguns resultados gerais sobre teoria de grupos, teoria de Galois, revestimentos, variedades 
holomorfas e superfícies de Riemann, nomeadamente o teorema de Riemann de existência 
de funções meromorfas não constantes definidas numa superfície de Riemann compacta, 
que constituem uma base importante para o trabalho que irá ser desenvolvido dos próximos 
capítulos. 

1.1 Teoria de grupos 
A referência genérica para esta secção é o livro [14]. 

Dado um subgrupo H de um grupo G, uma classe lateral direita (respectivamente, 
classe lateral esquerda) de H é um conjunto da forma Ha := {ha : h G H} (respectiva
mente, aH := {ah : h e H}), para a G G. Se a ¢ H então Ha ^ H. Quaisquer duas 
classes laterais direitas ou são iguais (Ha = Hb se e somente se ab~ 1 G H) ou são disjuntas. 
0 número de classes laterais direitas distintas de H em G é igual ao número de classes 
laterais esquerdas. Este número é designado por indice do subgrupo H e é notado por 
\G :H\. 

O teorema de Lagrange, afirma que se G é um grupo finito e H é subgrupo de G então 
\H\ divide \G\ e \G : H\\H\ = \G\. Em particular, se g G G então |p| divide |G| e gM = 1. 

Um grupo G diz-se cíclico se existir um elemento g de G tal que todos os elementos de 
G são potências de g. Se G é um grupo cíclico finito então G tem um único subgrupo de 
cada ordem nas condições do teorema de Lagrange, sendo cada subgrupo também cíclico. 

Dado um subgrupo N de G, N é um subgrupo normal se Ng = gN, para todo g G G. 
Se 4> : G —> H é um homomorfismo de grupos então ker(4>) é um subgrupo normal de G, 
Im(4>) é subgrupo de H e Im(</>) ~ G/ker(</>). 

Uma sucessão de homomorfismos de grupos A -» B -¾ C diz-se exacta em B se 
Im(f) = Ker(g). 

Dizemos que dois elementos h, h' de G são conjugados se existir um elemento g em 
G tal que h' = g~lhg. A ciasse de conjugação de um elemento h e G é o conjunto 
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Ch := {g^hg : g G G} formado por todos os elementos que são conjugados com h. Esta 
relação é uma relação de equivalência em G, em que as classes de equivalência são as classes 
de conjugação dos elementos de G. Em particular, G é uma união disjunta de classes de 
conjugação e, se G é finito, então, para um conjunto finito {1, h\,..., hs} de representantes 
das classes, temos que |G| = 1 4 |Cj,a| + ... + \Cha\

O centralizador de um elemento h G G é definido por CG(h) := {g G G : g~xhg = h}. 
Notemos que se g G CG(h) então hg = gh, ou seja, h e g comutam. O centralizador de 
um elemento de G é um subgrupo de G e permitenos, no caso de G ser finito, deter

minar o número de elementos da classe de conjugação deste elemento, através da relação 
\G : CG(h)\ = \Ch\. 

Notemos que se um elemento h G G é o único elemento da sua classe de conjugação, 
i.e., Ch = {h}, então g~xhg = h, para todo o g pertencente a G, ou seja, h comuta com 
todos os elementos de G. Neste caso, diremos que Ch é uma classe de conjugação trivial. 

De modo análogo, para g G G, definimos o conjugado por g de um subgrupo H de G 
por H9 := {g~lhg : h G H}. 0 conjugado H9 é um subgrupo de G isomorfo a H (com 
isomorfismo dado por % : H > H9, h H> ghg^1). O normalizador NG(H) de H em G é 
o maior subgrupo de G no quai H é normal, i.e., NG(H) := {g G G : glHg = # } . Em 
particular, se F é um subgrupo normal de G então NG(H) = G. O número de subgrupos 
i /9 conjugados de H é dado pelo índice em G, |G : JVG(i/)|, do seu normalizador. 

Para um elemento g de G, a aplicação irm9 : G ^ G definida por Inng(h) := 5 ½  1 

é um automorfismo de G que designamos por automorfismo interno de G. O conjunto de 
todos os automorfismos internos de G, que notamos por Inn(G), é um subgrupo normal 
do grupo Aut(G) dos automorfismos de G. 

Dado um grupo G e um conjunto X, uma acção à esquerda de G sobre X é uma 
aplicação G x X —» X, (p, x) ■+ #£, que satisfaz: 

(i) Ix = ï , V x e X; 

(ii) (0ft)a; = g(hx), Vg, h G G, Vx G X. 

Seja X um conjunto finito. Notamos por Sx o conjunto de todas as bijecções (ou 
permutações) de X. Sx é um grupo para a composição de aplicações, chamado o grupo 
simétrico de X, e |Sx| = |X|!. Se X = {1, ...,n}, notamos o grupo simétrico por Sn. 

Uma acção de um grupo G em X define um homomorfismo <p '■ G * Sx que envia cada 
elemento g de G na bijecção <f>(g) de X em X definida por <j>(g){x) = gx. 

Exemplos 1.1. (1) Se K é um corpo, então Sn actua sobre K[x\, ...,#„] permutando as 
variáveis dos seus polinómios: ((T,p) ►>■ pa onde pa(xi,..., xn) := 50(^(1), •••, xa(n))

(2) Cada grupo G actua sobre si próprio por conjugação, em que cada par (g, h) de 
G x G é enviado em ghg^1. 

Dada uma acção de um grupo G sobre um conjunto X, definimos a órbita de um 
elemento x G X como sendo o conjunto 

WGf(x) := {pz : g G G}. 
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Notemos que, para x, y G X, então ou uG{x) = uG(y) ou uG(a;)nyG(y) = 0. Temos, 
portanto, uma relação de equivalência definida em X, em que x = y se somente se uG{x) = 
uc(y)-

Para x E X, o conjunto 
Gx := {g E G : gx = x) 

é um subgrupo de G, designado o grupo de isotropia de x ou o estabilizador de x. Em 
particular, temos que |WG(^)| = \G : GX\. 

Exemplo 1.2. Considerando a acção de um grupo G nele próprio por conjugação, a órbita 
uG(g) de cada elemento g de G pela acção coincide com a sua classe de conjugação Cg. 

Definição 1.3. Seja L um grupo. L é um grupo livre com òase X, sendo X um subconjunto 
de L, se para todo o grupo G e toda a aplicação <p : X > G existir um único homomorfismo 
$ : L —► G que prolonga 0, ou seja, $ o t = ¢, onde t é a inclusão canónica de X em L. 

Vamos ver que este conjunto X gera o grupo L e que uma base de um grupo livre tem 
um comportamento idêntico à base de um espaço vectorial de dimensão finita. 

Comecemos por fazer uma construção abstracta de um grupo livre. Seja X = {x\,..., xn} 
um conjunto de n elementos abstractos distintos e X"1 = {x^1, ....ar^1}, um conjunto de 
n elementos distintos não contidos em X, para o qual existe uma bijecção X » X~ , 
x |_4 J.1. Definimos uma palavra w em X como sendo uma sucessão finita de elementos 
de X UX_ 1 , ou seja, uma palavra é uma sucessão £^...0¾ com 1 < <i,..., ik<netj = ±1. 
Neste caso, dizemos que a palavra w tem comprimento k. Definimos também a palavra 
vazia, que notamos por 1 e cujo comprimento é 0. 

O produto entre duas palavras Wi = x\\xZ eu!2 = x%x% é definido por 

Wlw2 := xtlxZx%xZ

Para este produto a palavra inversa de W\ é a palavra w^1 = x^k...x^ei. 
No conjunto de todas as palavras podemos definir a seguinte relação de equivalência: 

W! é equivalente a w 2 s e s e puder obter w2 aplicando um número finito de vezes a ^ a s 
operações definidas por 

Ti : ai...aiai+i...ak !»• aa...aix)x^tai+i...ak (inserir) 
T2 : a1...aix

e
jxjeai+1...ak i> ai...aiai+i...ak (apagar) 

para ai, ...,ak,Xj G X UX^1. 
Seja L o conjunto das classes de equivalência de palavras. L é grupo para o produto 

[tui][w2] := [wiw2}, com elemento neutro [1] e [w]'1 = [uT1]. Chamamos palavra reduzida 
à palavra de menor comprimento que representa cada classe. A L chamamos o grupo livre 
gerado pela base {xi, ...,xn}. Temos então: 

Teorema 1.4. Dado um conjunto X existe um grupo livre L(X) com base X. 

Corolário 1.5. Todo o grupo G é quociente de um grupo livre. 
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Demonstração. Vamos construir um conjunto X := {xg : g G G} de modo a que exista 
uma bijecção 4> : X > G dada por xg i> p. Seja L(X) o grupo livre gerado por X. 
Prolongando 0 a L(X), obtemos o homomorfismo # : L > G, que é sobrejectivo, uma vez 
que 4> é sobrejectiva. Então G ~ L(X)/ker($). □ 

Definição 1.6. Seja X um conjunto e A uma família de palavras em X. Um grupo G tem 
geradores em X e relações em A se G ~ L(X)/R, onde L(X) é o grupo livre gerado por 
X e R é o subgrupo normal de L{X) gerado por A. Ao par ordenado {X, A) chamamos 
uma apresentação de G. 

Dizemos que a apresentação é /mtáa se tanto X como A são finitos. 

É também usual escrever uma apresentação de G através da sucessão exacta 

1 * fcer($) » L P 0 ^ G > ! 

onde $ é o homomorfismo definido no corolário anterior. Notemos que fcer(#) = R = (A). 

1.2 Extensões de corpos e Teoria de Galois 
A referência genérica para esta secção é o livro [2]. 

Dados dois corpos K e L, dizemos que L é uma extensão de K, e escrevemos L : K, 
se K é um subcorpo de L. O grau da extensão L : K é a dimensão de L considerandoo 
como espaço vectorial sobre K. Dizemos que uma extensão é finita se o grau \L : K\ da 
extensão for finito. 

Dado um elemento a em L, dizemos que a é algébrico sobre K se existir um polinómio 
não nulo f(x) pertencente a K[x) tal que f(a) = 0. Caso contrário, dizemos que a é 
transcendente sobre K. Dizemos que L é uma extensão algébrica se, para todo o a em L, 
a é algébrico sobre K. Caso contrário, dizemos que L é uma extensão transcendente. 

Para n elementos a i , . . . , a„ de L, K{a\,...,an) designa o menor subcorpo de L que 
contém o corpo K e os elementos a\,..., a n . 

Lema 1.7. [/ma extensão L : K é finita se e somente se L é algébrico sobre K e existe 
um número finito de elementos ai,...,an de L tais que L = K{pt\,..., an). 

Dado um polinómio / de K[x], dizemos que / se cinde em L se / se decompõe como 
produto de factores lineares de L[x], i.e., se f(x) = X(x — ai)...(x — a„), com A, a%,..., a„ 
pertencentes a L. 

Dizemos que L é o corpo de decomposição de f se f se cinde em L e não se cinde em 
mais nenhum subcorpo próprio de L. 

Dizemos que L : K é uma extensão normal se cada polinómio / de K[x] que tem pelo 
menos uma raiz em L se cinde em L. 

Teorema 1.8. Uma extensão L : K é finita e normal se e somente se L é um corpo de 
decomposição para algum polinómio de K[x]. 
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0 0 0 a0 « i a2 •• 
h h &m 0 .. 
0 bo h fcm-1 bm 0 

\o 0 6(, 6, l>2 

Um polinómio irredutível / de K[x], diz-se separável sobre K se / não tem raízes 
múltiplas num corpo de decomposição. Um polinómio g (não necessariamente irredutível) 
é separável sobre K se cada factor irredutível de g for separável sobre K. Dado um elemento 
a em L, algébrico sobre K, dizemos que a é separável sobre K se o seu polinómio mínimo 
(polinómio mónico de grau mínimo do qual a é raiz) for separável. 

Uma extensão algébrica L : K diz-se separável se todo o elemento a de L é separável. 
Sejam 

f(x) = anxn + an-ixn~l +... + ao 
e s(z) = fwr™ + bm-ix™-1 +. . . + ao 

dois polinómios em A"[x] de grau n e m , respectivamente, n,m > 1. O resultante Rf>g de 
f e g éo determinante da matriz dem + n p o r m + n 

• 0 \ 
0 

. 0 

a„ 
0 
0 

6m/ 

Os polinómios / e g tem um factor comum se e somente se Rf,g = 0. 
Em particular, quando consideramos os polinómios / e / ' , sendo / ' a derivada de / , 

/ ' := nanx"-1 + (n - l)an_ixn"2 + ... + ai, 

dizemos que Df :- Rfj> é o discriminante de f. E, então, / tem uma raiz múltipla se e 
somente se Df = 0. 

Lema 1.9. Seja a algébrico sobre um corpo K. Seja f(y) = T&rfktf um polinómio de 
K[y] com grau n > 0 e tal que / (a ) = 0. Então 

g(Y) = Yn + ^aian
n-1-iYi 

é um polinómio mónico de grau n com g(ana) - 0 e K(a) = K(ana). 

Lema 1.10. Seja L um corpo e f(x,y) G L[x,y] um polinómio separável em y sobre L(x). 
Então o polinómio /(6, y) G L[y] é separável excepto para um número finito de elementos 
b de L. 

Demonstração. Pelo lema (1.9), podemos já admitir que / é mónico em y. O seu dis
criminante é um polinómio Df(x) não nulo de L[x], uma vez que / é separável. Para cada 
b G L, o polinómio f(b,y) G L[y] tem discriminante Df{b). Logo f(b,y) é separável para 
todo o ò diferente das raízes de Df(x). D 
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Teorema 1.11 (do Elemento Primitivo). Qualquer extensão algébrica L : K, com 
car(K) = 0, é separável. 

Teorema 1.12. Seja L : K uma extensão finita e separável. Então L = K(a), para algum 
elemento a de L, existindo, portanto, um único polinómio irredutível mónico pa(x) G K[x] 
tal que L ~ ^ ¾ . 

Duas extensões Li : Kx e L2 : K2 são isomorfas se existir um isomorfismo g : Li -> L2 

tal que g(Ki) = -&V 
Se ¢/ é um automorfismo de L, dizemos que # é um K-automorfismo se #(&) = k, para 

todo fceií. 

Definição 1.13. Seja L : if uma extensão de corpos. O Grupo de Galois da extensão é 

Gal(L : K) := {g : g é /C-automorfismo de L}. 

Se /f é um subgrupo de Gal{L : K), o corpo /ÍJ;O de /f é o corpo 

Fix(LT) := {A G L : /i(A) = A, V/i G F } . 

Lema 1.14. .Seja L : K uma extensão de corpos. 

(a) Se M for um corpo tal que L : M e M : K então Gal(L : M) é subgrupo de Gal(L : K). 

(b) Se H é subgrupo de Gal(L : K) então Fix(H) é um subcorpo de L que satisfaz 
K Ç Fix(H) Ç L, i.e., Fix(H) é um corpo intermédio entre K e L. 

Lema 1.15. Seja L = K(au ...,an) uma extensão do corpo K. Se dois K-automorfismos 
g,he Gal{L : K) satisfazem g(on) = h{ai), para todo i = 1,..., n, então g = h. 

Em particular, a acção do grupo de Galois Gal(K(a) : K) de uma extensão simples 
K(a) : K é determinada pela sua acção sobre o elemento a. 

Proposição 1.16. Seja L o corpo de decomposição de um polinómio f de K[x\. Então 
Gal{L : K) é um grupo de permutações das raízes (distintas) de f. Ou seja, é subgrupo de 
SR, onde R é o conjunto das raízes distintas de f. 

Teorema 1.17 (de Artin). Seja L um corpo e seja G um subgrupo finito de Aut(L). 
Então L é uma extensão finita, normal e separável de Fix(G) e \L : Fix(G)\ = \G\. 

Dada uma extensão de corpos L : K, sejam 

S(Gal(L : K)) := {H : H é subgrupo de Gal(L : K)} e 

F(L:K):={M:KQMÇ L}, 

respectivamente, o conjunto dos subgrupos de Gal(L : K) e o conjunto dos corpos in
termédios entre K e L. 
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Teorema 1.18 (Correspondência de Galois de extensões de corpos). Seja L : K 
uma extensão finita, normal e separável Então as aplicações 

T{L:K) -> S{Gal(L : K)) 
M ^Gal(L-.M) 

S(Gal(L:K)) ^T{L:K) 
H ^ Fix{H) 

são bijecções, inversas uma da outra, e invertem inclusões. Além disso, 

\Gal{L : M)\ = \L : M\, 

para todo o corpo M G T{L : K) e 

\H\ = \L:Fix(H)\, 

para todo o subgrupo H G S(Gal(L : K)). 
Temos ainda que: 

(a) H é subgrupo normal de Gal(L : K) se e somente se a extensão Fix{H) : K é normal; 

(b) A extensão M : K é normal se e somente se Gal(L : M) é subgrupo norm,al de 
Gal(L : K); 

(c) Se a extensão M : K for normal então Gal(L : K)/Gal{L : M) ~ Gal{M : K). 

Usualmente, uma extensão L : K normal e separável é designada por extensão de 
Galois. 

1.3 Revestimentos 
A referência genérica para esta secção é o livro [12]. 

Definição 1.19. Seja Y um espaço topológico e y0 um ponto de Y. Uma n-esfera. singular 
em Y com base em y0 é uma aplicação contínua a : [0,1]" -* Y que envia a fronteira 
9[0,l]n de [0, l]n no ponto y0. Notamos por Qn(Y,y0) o conjunto de todas as n-esferas 
singulares. Uma 1-esfera singular é também designada por lacete. 

Definição 1.20. Seja Y um espaço topológico e y0 um ponto de Y. 

(a) Sejam a,/3 G Qn(Y,y0) duas n-esferas singulares. Uma homotopia entre a e /3 é uma 
aplicação contínua H : [0, l]n x [0,1] -* Y tal que: 

H(Q, t) = a(t), para todo í G [0,1]"; 
H(l, t) = /?(í), para todo t G [0, l jn ; 
H(s, t) = í/0) Pa™ t o d o í e 5[° ' ! ] " e P a r a t o d o s G [0,1]. 

Se existir tal homotopia, dizemos que a e j3 são homotópicos e escrevemos a ~ /?. 
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(b) Dizemos que uma n-esfera singular é homotopicamente nula se for homotópica ao 
caminho constante (3(t) = yo que notamos por lyo. 

Definição 1.21. Sejam a, (3 € Un(Y,y0) duas n-esferas singulares. 0 produto de (3 a seguir 
a a é a n-esfera singular 

« r n i l " v i , , l í«(2íi ,fe, - , W se 0 < ti < 1/2, 
" a : 1 0 , 1 1 ^Y'(h '"' "V^-Lfe , . . . , *») se 1/2 < í! < 1. 

Temos o seguinte resultado. 

Teorema 1.22. 5eja y um espaço topológico e y0 um ponto de Y. 

(a) A relação de homotopia ~ é uma relação de equivalência em Qn(Y,y0). 

(b) Se a rsj (3 e a' ~ /?' entôo /?a ~ /3'a'. 

(c) Temos gue alya ~ ly oa ~ a para todo a € f2„(Y, yo). 

(d) Para a € ftn(Y,yo) seja a - 1 a n-esfera singular definida por 

a~1(ti,t2,...,tn) : = a ( l - íi,Í2, -,*»»)• 

(e) Para todo a, /?,7 € fin(y, t/o) temos awe (7/?)a ~ 7(/?a). 

Definição 1.23. O teorema anterior permite concluir que o conjunto, irn(Y, y0), das classes 
de homotopia de n-esferas singulares em Y, munido da operação produto [0\[a] := [(3a], é 
um grupo. Designamos nn(Y, y0) por grupo de homotopia de Y de ordem n com base em 
y0. A TTi(Y,y0) chamamos grupo fundamental de Y com base em y0. 

Teorema 1.24. Seja f : X -*Y uma aplicação continua entre espaços topológicos e seja 
xo G X. Então a aplicação 

/*:7T„(X,x0) -> 7Tn(y,/(ar0)) 
[a] ^ [f o a] 

está bem definida e é um homomorfismo. 

Propos ição 1.25. Sejam y0 e yi dois pontos de um espaço topológico Y. Se existir em 
Y um caminho 6 : [0,1] —> Y que une o ponto y0 ao ponto y\ então os grupos irn(Y, y0) e 
irn(Y,yi) são isomorfos. 

Demonstração. A aplicação nn(Y,y0) -* irn(Y,y0), [a] i-+ [áoí"1] onde ôaó^1 é a n-esfera 
singular definida por 

' í ( l - 3 í i ) se 0 < Í! < 1/3, 
( ^ ^ ) ( ^ , . . . , ^ ) : = ^ 0 ( 3 ^ - 1 , ^ 2 , - , ^ ) se 1/3 < h < 2/3, 

k í ( 3 í i - 2 ) se 2 / 3 < í i < l , 

é um isomorfismo. D 
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A proposição (1.25) implica, em particular, que se Y é conexo por arcos então o grupo 
de homotopia 7r„(Y, y0) é independente do ponto base y0 G Y escolhido. 

Definição 1.26. Dados dois espaços topológicos X e Y, uma aplicação / : X * Y 
contínua e sobrejectiva dizse uma fibração localmente trivial de fibra F se existir uma 
cobertura (UÍ)Í por abertos de Y e existirem homeomorfismos <& : 7r1(E/i) —► Ui x F tais 
que pi o 0i = / , onde 2¼ é a projecção de Ui x F em C/j. 

Teorema 1.27 (da sucessão exacta de uma fibração). Se f : X » V é «ma fibração 
localmente trivial de fibra F, com X conexo por arcos (logo Y conexo por arcos) e F conexo 
por arcos, então temos uma sucessão exacta de grupos associada à fibração: 

.... > ffi(F)  TTipO  TTiíY)  ff,_i(F) »   ÎTl(F) > ffi(X)  7Ti(y)  7T0(F). 

Demonstração. [1], p. 453. 

Definição 1.28. Dados dois espaços topológicos X eY, uma aplicação contínua e sobre

jectiva / : X —> Y dizse um revestimento se, para todo o y em Y, existe uma vizinhança 
aberta V de y tal que todas as componentes conexas U de /_ 1(V) são abertos de X e a 
restrição de / a cada U envia U homeomorficamente sobre V. Tal V dizse uma vizinhança 
admissível para / . 

Observações 1.29. (1) Por definição, um revestimento é um homeomorfismo local e é 
uma aplicação aberta e discreta. Em particular, para cada y de Y, o conjunto f~x(y), que 
designamos por fibra de / em y, é discreto. 

(2) Se X for conexo por arcos então Y é também conexo por arcos. 
(3) Se V é uma vizinhança admissível para / , então um aberto V contido em V é 

também admissível. Portanto, se Y' é um aberto de Y, a restrição f~l{Y')  + f é ainda 
um revestimento. 

(4) Se Y é um espaço Hausdorff então X é também Hausdorff. Notemos que dois 
quaisquer pontos distintos x, x' G X com imagens distintas por / são separados por abertos 
da forma f~l{V) e / _ 1(V0 (com /(ar) € V e /(a;') G V') Se x e ar' tiverem a mesma 
imagem, então são separados por componentes conexas distintas de /_1(V) Notemos, 
ainda, que se Y for uma variedade topológica, i.e., um espaço Hausdorff para o qual cada 
ponto admite uma vizinhança aberta homeomorfa a um aberto de M", então também X é 
uma variedade. 

Sejam X e Y espaços topológicos Hausdorff localmente compactos. Uma aplicação 
/ : X —> Y é própria se for contínua e se, para todo o compacto K de Y, f~l{K) é um 
compacto de X. 
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Propos ição 1.30. Sejam X e Y espaços topológicos Hausdorff localmente compactos e 
seja f : X —> Y um homeomorfismo local (i.e., para todo x G X existe uma vizinhança 
aberta U de x tal que V = f(U) é aberto emYef-.U^-Vé homeomorfismo). 

Então f é um revestimento finito se e somente se / é própria. 

Demonstração. Se / é um revestimento finito, então, para y G Y e uma vizinhança aberta 
V de y, / | / - i (v) : / _ 1 0 0 -» V é própria. Donde concluímos que / é própria. 

Reciprocamente, suponhamos que / é um homeomorfismo local próprio. Seja y0 G Y e 
seja / -1G/o) = {xi,..., £„}. Seja C/j um aberto de X com Xj G í/j e tal que, para Vj = / ( t / j ) , 
/|C/Í : t/j -> Vj; é um homeomorfismo. Como / é própria e X \ {U'x U ... U U'n} é fechado 
em X, iC := f(X \ {U[ U ... U U'n}) é fechado em Y. Ey0£ K. Seja F := Y\ K. Então 
f-\V) ÇU[U ... U t/4 e temos que V C Fx D ... D Vn- Fazendo [^ := t/j D / - 1 ( ^ ) > e n t ã o 

/ _ 1 ( y ) = U = i n ̂ j e f\u : t/j —> V é um homeomorfismo.D 

Definição 1.31. Seja / i I ^ Y u m revestimento e 7 : [0,1] -> Y um caminho em Y. 
Um caminho 7 : [0,1] —> X diz-se um levantamento de 7 por / se / o 7 = 7. 

Teorema 1.32. Seja f : X ^Y um revestimento ej um caminho em Y com ponto inicial 
y0. Então: 

(a) Para cada ponto x de / _ 1 ( Í / O ) existe um único levantamento de 7 em X com ponto 
inicial x; 

(b) Levantamentos de caminhos homotópicos são ainda homotópicos se tiverem o mesmo 
ponto inicial. 

Teorema 1.33. Seja f : X -* Y um revestimento. Para todo o ponto x0 G X, o homo
morfismo induzido /* : iri(X,x0) -» iti(Y,f(x0)) é injectivo. 

Teorema 1.34. Seja / : X -* Y um revestimento. Para todo y0 G Y, quando x0 varia 
na fibra de y0, o conjunto dos subgrupos f*(iri{X, x0)) Ç ni(Y,yo) formam uma classe de 
conjugação. 

Dado um espaço topológico X, dizemos que uma acção de um grupo G sobre X é 
transitiva se tiver apenas uma órbita, ou seja, se para quaisquer elementos x e x' de X 
existir um elemento g de G tal que x' — gx. 

Teorema 1.35. Seja f : X -» Y um revestimento e y0 G Y. O grupo 7n(F,2/o) actua 
sobre /_1(í/o) do seguinte modo: [7] envia x em [y]x := x', onde x' é o ponto final do único 
levantamento de 7 com ponto inicial x. Esta acção é transitiva se e somente se X é conexo 
por arcos. E neste caso, todas as fibras f~l{y), para y G F , têm a mesma cardinalidade. 

Demonstração. Pelo teorema (1.32), cada caminho 7 em F tem um único levantamento 
com ponto inicial x. O ponto final x' deste levantamento não se altera se substituirmos 7 
por outro caminho homotópico a 7. Pelo que [7]¾ está bem definido. O elemento neutro 
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de 7Ti(Y,3/o) é classe do caminho constante igual a y0, logo, os levantamentos de caminhos 
desta classe com ponto inicial x são lacetes homotópicos ao caminho constante igual a x, 
logo [l]x = x. Temos também que ([7] [<*])« = [7] ([*]?), P o i s i d a d o u m caminho 7a, o seu 
único levantamento com base e m i é o caminho 7Í, onde õ é o levantamento de á com 
ponto inicial x e 7 é o levantamento de 7 com ponto inicial x' = 6(1). 

Se X for conexo por arcos (logo também Y é conexo por arcos), então para quaisquer 
pontos x, x' G / _ 1 (yo), existe um caminho ô em X que une x e x'. Então [/ o6} G 7Ti(V, 2/0) 
e [/ o 6}x  x'. Logo 7Ti(Y,y0) age transitivamente sobre /"x(yo) Reciprocamente, sejam 
£1 e £2 dois pontos arbitrários de X. Como Y é conexo por arcos, existe um caminho 
7x com ponto inicial f(xi) e ponto final y0 e existe também um caminho 72 com ponto 
inicial f(x2) e ponto final y0. O ponto final do levantamento 71 com ponto inicial X\ é um 
ponto x\ G /_1(2/o) Do mesmo modo, o levantamento 72 com ponto inicial x2 tem como 
ponto final um ponto x'2 G /^(2/0) Como, por hipótese, a acção de 7ri(y,yo) é transitiva 
em /  1 (yo) , sabemos que existe [5] G 7n(y,i/o) tal que [5\x\ = x'2. Portanto, o caminho 
72_1^7i une X\ a x2, o que mostra que X é conexo por arcos. D 

Corolár io 1.36. Seja f : X » Y um revestimento com Y conexo por arcos. Seja Xx uma 
componente conexa (por arcos) de X. Então f restringe a um revestimento f\Xí • X\ —► Y. 

Se a fibra /_1(2/o) estiver contida em X\, para algum ponto y0 de Y, então X — X\. 

Demonstração. Seja x0 € Xi e y0 = f(x0). Então para todo oy eY existe um caminho 7 
que une yo&y. O levantamento 7 de 7 com ponto inicial x0 é um caminho contido em Xi, 
uma vez que X\ é uma componente conexa de X. Logo, o ponto final x G X\ de 7 satisfaz 
f{x) = y. E portanto, / | X l é sobrejectiva. Se V é uma vizinhança admissível de / , então 
para cada componente conexa U de / _ 1 ( V ) temos que U C Xx ou U D Xi = 0. Logo V é 
também uma vizinhança admissível para f\Xl, o que mostra que f\Xl é um revestimento. 

Como X1 é conexo por arcos, o grupo ni(Y,y0) age transitivamente em f\x\{yo) Se 
/_1(í/o) C Xi, então /_1(îto) = f\x](Vo) e TTJ^.J/O) age transitivamente em /_ 1(yo) Logo 
X é conexo por arcos e portanto X = X\. D 

Teorema 1.37. Seja f : X ^ Y um revestimento com X conexo por arcos. Seja Z um 
espaço topológico conexo por arcos e localmente conexo por arcos e seja g : Z —► Y uma 
aplicação contínua. Dados dois quaisquer pontos ZQ € Z e x0 G X tais que f(x0) — g{zo), 
então g tem um levantamento g : Z * X satisfazendo g{z0) = x0 se e somente se o 
subgrupo g*{ni(Z, Zo)) de iri(Y,g(zQ)) está contido em /*(7ri(X,x0)). 

7ri(X,x0) 
9* f' 
/ I 

iri(Z,z0) * m(Y,g(zo)) 

Definição 1.38. Dado um revestimento / : X —> Y, um automorfismo do revestimento f 
é um homeomorfismo a : X > X tal que / o a = / . O conjunto de todos os automorfismos 
de / munido da operação composição é um grupo, que notamos por Aut(f). 

11 



Teorema 1.39. Seja f : X *Y um revestimento com Y conexo por arcos. 

(a) Sejam y0,yi G Y e 6 um caminho que une y0 a yx. Para cada x G / ~ % o ) , seja [S\x 
o ponto final do único levantamento de 6 com ponto inicial x. Então a aplicação 
f~l(yG) —> /~ a (yi ) , x i> [5]x é uma bijecção. Esta bijecção comuta com a acção de 
Aut(f). 

b) A acção de Aut(f) comuta com a acção de TTi(Y,y0). 

Demonstração, (a) A aplicação de / ~ % i ) » /_1(2/o) que envia x em [ô^]x é inversa 
da aplicação que envia x em [ô]x, pelo que ambas as aplicações são bijectivas. Se ó for 
o levantamento de ó com ponto inicial xQ, então a o í é o levantamento de 6 com ponto 
inicial a(x0). Logo a(ôxo) = õ(a(x0)), ou seja, estas acções comutam. 

(b) Tendose y0  y\ na alínea (a) e, uma vez que levantamentos de caminhos ho

motópicos são homotópicos, resulta que a acção de Aut(f) e a de 7Ti(Y,y0) comutam. D 

Lema 1.40. Seja f : X *Y um revestimento com X conexo por arcos. 

(a) Se um automorfismo a G Aut(f) fixa um ponto x0 de X então a — id. 

(b) Se Aut(f) tem algum subgrupo G que age transitivamente em alguma fibra / _ 1 ( Í / O ) 

então G = Aut(f). 

Demonstração, (a) Escolhendo x G X arbitrário, considerando um caminho 7 que una x0 

a x e definindo 7 : = / 0 7 , temos que 7 6 0 levantamento de 7 com ponto inicial x0. Logo 
x = 7x0. Se a(x0) = x0 então a(x) = 0:(72:0) = 7(^(3¾)) = 7^o = %• Logo a =id. 

(b) Seja x G /_1(2/o) Para cada a G Aut(f), como G age transitivamente, existe 0 G G 
tal que /?(a(x)) = ». Então 0 o a =id, logo a = / T 1 G G e Awi(/) = G. D 

Teorema 1.41. Seja f : X > Y um revestimento com X conexo por arcos. Seja y0 G Y 
ex0,x'0 G /  1 (í/o) Então: 

a) /ãrasíe a G Aut(f) tal que a(x0) = x'0 se e somente se f*(iri(X,Xo)) = f*(^i(X,x'0)). 

(b) Aut(f) age transitivamente em cada fibra se e somente se /„(iri(X,a;o)) é um subgrupo 
normal de Tri{Y,y0), para todo x0 G / _ 1 (2/0)

Demonstração, (a) Se existir um automorfismo a G Aut(f) tal que a(x0) = x'0, então a 
aplicação a* : TTI(X,X0) + 7Ti(X,x0), 7 i> 0(7), é um isomorfismo. Portanto, ft(iri(X,Xo)) 
= f*a+(iri(X,x0)) = /*(7Ti(X,a:ó)). Reciprocamente, suponhamos que os dois subgrupos 
são iguais. Pelo teorema (1.37), existe um levantamento / : X —► X tal que f(x0) = x'0 

e existe um levantamento / ' : X >• X tal que / ' (x 0 ) = x0. Como / 7 ( x 0 ) = x ° ' e n t ã o 

/ ' / = Idx e / é o automorfismo pretendido. 
(b) Suponhamos que /*(TTI(X, X 0 ) ) é um subgrupo normal de (iti(Y, y0), para todo x0 G 

/ _ 1 ( Í / O )  Então para quaisquer pontos x0 e x0 na mesma fibra, temos que /*(7TI(X,:EO)) = 
f*(iri(X,x'Q)), logo, pela alínea (a), existe a € Aut(f) tal que a(x0) = x'0. 
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Reciprocamente, se Aut(f) age transitivamente numa fibra /1(v)> e n t ã o o s subgrupos 
/*(7ri(X,a:)) coincidem para todo x G /_1(î/) Logo, pelo teorema (1.34), concluímos que 
f*(iri(X,x)) é um subgrupo normal para todo x G f~l(y) Q 

Teorema 1.42. Seja / : X * Y um revestimento com X conexo por arcos e Xo € X. 

onde N(f*(ni(X,x0))) é o normalizador de f*(ni(X,x0)) em iti(Y,yo). 

Corolário 1.43. Seja f : X > Y um revestimento com X simplesmente conexo. Então 
Aut{f)cnn(Y,yo). 

Definição 1.44. Um revestimento / : X > Y entre espaços topológicos dizse um revesti

mento de Galois se X é conexo por arcos (logo também Y é conexo por arcos) e se Aut(f) 
age transitivamente em alguma fibra /_ 1(y), para y G Y (logo, age transitivamente em 
qualquer fibra). 

Proposição 1.45. Seja f : X —>Y um revestimento de Galois. Então: 

(a) O grau do revestimento coincide com a ordem de Aut(f). Para cada vizinhança ad

missível V de Y o conjunto /_1(V0 tem gr(f) componentes conexas, que são permu

tadas transitivamente por Aut(f). 

(c) Seja x0 G X e y0 = f{x0). Existe um único homomorfismo sobrejectivo da forma: 

**o:7Ti(Y,í/0) >Avt(f) 
[7] h> a : [y]x0 ■> x0, 

onde [y]x0 é o ponto final do levantamento de 7 com ponto inicial x0

Demonstração. (a) Seja y0 G Y. Para cada x0 G /_1(î/o), consideremos a aplicação 
<fiXo : Aut(f) * /_1(í/o), OÍ »> a(x0). Esta aplicação é injectiva, pois se a(x0) = «'(aro) 
então a"1 o a' fixa «o, logo é a identidade. Como / é revestimento de Galois, </?X(1 é também 
sobrejectiva, pelo que temos uma bijecção entre Aut(f) e a fibra /'^(yo) Pela definição 
de grau de um revestimento, temos que |/1(í/o)| = n. Considerando uma vizinhança 
admissível V de y0, como cada componente conexa de f^ÇV) contém exactamente um 
elemento de /1(2/o) (pela definição de V), concluímos que existe também uma bijecção 
entre Aut(f) e as n componentes conexas da préimagem de uma vizinhança V de y0. 

(b) É consequência imediata dos teoremas (1.41) e (1.42). 
(c) Pelo teorema 1.35, o grupo iri(Y,yo) age transitivamente sobre /1(í/o) Logo, a 

aplicação <j>XQ : n(Y,yo) * /_1G/o), [7] ^ [i\x0, é sobrejectiva. Então $'xn := (y^,) 1 °4>xn 
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envia ni(Y,y0) sobrejectivamente sobre Aut(f). $Xo nem sempre é um homomorfismo (é 
um antihomomorfismo), contudo a aplicação $ x n : Ki(Y,y0) > Aut(f), [7] >* (¢^([7]))^1 

é um homomorfismo. Este homomorfismo sobrejectivo envia [7] no automorfismo de / 
definido por pyjxo >»• ^o Usando o lema 1.40, podemos mostrar que este homomorfismo é 
único. Suponhamos que existe um homomorfismo $*n tal que, para [7] G ir^Yyo), temos 
$xo(bD = « e $;0([7]) = | 5 c o m a / ^ . Então / T ^ f r l x o ) = / T ^ o ) = W«o, logo 
/?_1o; =id e a = /3,o que contradiz a suposição. D 

Dizemos que uma acção GxX^XdeGemXé uma acção por homeomorfismos se 
para cada g em G ã aplicação g. : X » X, a; >>■ px, é um homeomorfismo. 

Uma acção por homeomorfismos é discreta se, para cada x e m l , existe uma vizinhança 
aberta U de a; tal que 

# ) n í / = i , V ( , 6 G \ { i } . 

Dizemos que a acção é Hwre se não tem pontos fixos, ou seja, se para cada x e X o grupo 
de isotropia de x é o grupo trivial. Notemos que se a acção for discreta então não tem 
pontos fixos. 

Em particular, para G finito e X um espaço topológico Hausdorff, se a acção não tem 
pontos fixos então é discreta. 

Teorema 1.46. Seja X e suponhamos que G x X —* X é uma acção discreta de um grupo 
G em X. Então a projecção 

f:X+X/G 

é um revestimento e G actua de forma transitiva nas fibras de f. Em particular, se X é 
conexo por arcos então f é revestimento de Galois. 

Demonstração. Seja y G X/G e seja x G X tal que f(x) = y. Como a acção é discreta 
sabemos que existe uma vizinhança aberta U de x tal que g(U) l~l U = 0 para todo o 
g G G \ {1}. Seja V = f{U). Como p é uma aplicação aberta (pela definição de topologia 
quociente), V é um aberto de X/G e é homeomorfo a U, pela escolha de U. Portanto, 
/ : U > V é um homeomorfismo. Pela escolha de U e como cada g G G induz um 
homeomorfismo, o conjunto W := / _ 1 ( ^ ) = UreGP^) é uma reunião disjunta de abertos 
homeomorfos aC/e , portanto, a V. Logo, / é um revestimento. O grupo G actua de forma 
transitiva nas fibras de / por definição de X/G. □ 

Propos ição 1.47. Sejam /1 : Xi > Y e f2 : X2 + F revestimentos com Xi e X2 conexos 
por arcos. Sejam X\ G Xi e a?2 G X2 tais çwe / i (x i ) = /2(2:2) = í/o € F . Suponhamos 
ainda que, para cada [7] G 7ri(Y,y0), W^i = Ti s e e somente se [y]x2 = x2. 

Então existe um homeomorfismo a : Xi —> X2 com f2 o a = /1 e a(xi) = a:2. 
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Definição 1.48. Dizemos que dois revestimentos / i : X\ > Y e / 2 : X2 » Y são isomorfos 
se existir um homeomorfismo a : Xx —► X2 tal que / 2 o a = / j . 

Xi —► X2 
/ 1 \ / / 2 

y 
Teorema 1.49. Sejam X\ e X2 espaços topológicos conexos por arcos. Dois revestimentos 
fx : Xi > Y e / 2 : X2 + Y são isomorfos se e somente se, para algum y eY e pontos 
xi G fí\y) ex2e f2\y), os subgrupos fu*i{Xi,xí) e h^ÁX2ix2) forem conjugados em 
Tn(Y,y). Nesse caso, os subgrupos são conjugados para quaisquer y, X\ e x2, nas mesmas 
condições. 

Demonstração. Suponhamos que existe um homeomorfismo a : X\ > X2 tal que 
/ 2 o a = / 1 . Seja xx G X\ e tomemos x2 = a(xx). Podemos encarar a e a  1 como levanta

mentos de /1 e de /2 , respectivamente. Temos então, pelo teorema (1.37), que os subgrupos 
/U7Ti(Xi,xi) e f2ifiri{X2,x2) de 7ri(Y,y) estão contidos um no outro, logo coincidem. E, 
pelo teorema (1.34), os subgrupos associados a quaisquer outros pontos das mesmas fibras 
são conjugados. 

Reciprocamente, suponhamos que os subgrupos /i»7Ti(Xi,Xi) e f2<fK\{X2,x2) são con

jugados para alguns y e Y, Xl E fr\y) e x2 G f2\y). Pelo teorema (1.34), podemos 
escolher x'2 G f2\y) tal que fu1i{Xi,X\) = / 2 , ^ 1 ( ^ 2 , 4 ) . E pelo teorema (1.37), existem 
levantamentos /1 e / 2 tais que h{xi) = x'2 e /2(ar'2) = «1. A aplicação / 2 5 / ^ é um auto

morfismo de /1 que fixa x\, logo é a identidade. E o mesmo acontece com /1 o /2 . Obtemos 
assim o homeomorfismo a := /1 pretendido.D 

Propos ição 1.50. (a) Sejap: Y +Y um revestimento com Y simplesmente conexo. Se 
f ; X *Y éum revestimento com X conexo por arcos então existe um revestimento 
p' : Y —► X que torna o seguinte diagrama comutativo: 

Y £ X 
P \ if 

Y. 

(b) Quaisquer dois revestimentos pa : Yi + Y e p? : Y2 * Y com Yx e Y2 simplesmente 
conexos são isomorfos. 

A alínea (a) desta proposição mostra que qualquer revestimento / : X * Y (com X 
conexo por arcos) é coberto por um revestimento p : Y * Y com Y simplesmente conexo. 
Portanto, a um revestimento p : Y * Y com Y simplesmente conexo (p é único, pela 
alínea (b)) é chamado o revestimento universal de Y. 

Teorema 1.51 (Exis tência do reves t imento universal ) . Todo o espaço topológico 
conexo e localmente simplesmente conexo tem um revestimento universal. 
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Teorema 1.52 (Correspondência de Galois de revestimentos). Seja Y um espaço 
conexo e localmente simplesmente conexo e seja y0 G Y. Existe uma correspondência 
biunivoca entre as classes de isomorfismo de revestimentos f : X *Y (com X conexo por 
arcos) e as classes de conjugação de subgrupos de Xi{Y,y0) Ou seja, as aplicações 

Rev(Y) >CS(7n(y,í/o)) 
\f:X+Y] ~rMX,xo)) 

CS{n<X,Vo)) +Rev(Y) 
[H] H* [Y/H ► Y] 

são bijecções e inversas uma da outra. 

1.4 Variedades holomorfas 
Vamos usar as noções e propriedades elementares das funções holomorfas definidas em Cn. 
Relembremos o teorema da função implícita. 
Teorema 1.53 (da Função Implícita). Consideremos f{z,w) G C[z,w] e suponhamos 
que p = (2b, wo) é uma raiz de f e que §^(zo,w0) + 0. Então existe uma função holomorfa 
gjj >y, onde U eV são vizinhanças de z0 e w0 em C, tal que g(z0) = w0 e, para zeU 
e w € V, g(z) = w 4$ f(z, w) = 0. 
Demonstração. Como §£(*0, Wo) + 0, o polinómio f{z0, w)emwé não constante. Então, 
pelo teorema dos zeros isolados, existe e > 0 tal que 

0 < \w  w0\ < e => f(zo, w) T£ 0. 

Uma vez que / é uma função contínua em z e w, se \w  w0\ = e, então existe ôw > 0 tal 
que 

max(|u  w\, \z  ZQ\) < õw =^ f{z, v) ^ 0. 
O compacto K :— {w G C : \w  w0\ = e} está contido na união dos abertos da forma 
{v E C : \v  w\ < Sw, w e K}, portanto, existe um subconjunto finito {uix, ...,wk} de 
pontos de K tal que 

K C M {v G C : \v  Wi\ < SWi}. 
l<i<k 

Seja 6 = mili{ôm,...,ôWk) > 0, então 

(\w  w0\ =s,\z 2bI < 6) =» f(z,w) ^ 0. 

Vamos definir um caminho 7 : [0,1] ♦ C por i(t) = w0 + eexp(2ivit). Pelo teorema 
dos resíduos, temos então, que para cada z G C tal que \z  ZQ\ < 6, o número de zeros 
(contando multiplicidades) da função f{z, w) dentro de 7 é dado por 

n^ = hliL(z'a)I(*'wyl'lw
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Como f(zo,w0) = 0 ^ §L(zo,w0), a função f{z0,w) tem um zero de multiplicidade 1 em 
w = w0. Pela escolha de e, não existem outros zeros dentro de 7, pelo que n(z0) = 1. 

Como 7QO, 1]) é compacto, facilmente se verifica que n(z) é uma função contínua que 
toma valores inteiros em U := {z G C : \z  z0\ < S} e que, portanto, é constante. Então, 
se z G U, temos que n(z) = 1 e existe um único número complexo, que designamos por 
g(z), tal que g{z) G V := {w G C : \w  w0\ < e) e f{z, g(z)) = 0. 

Pelo teorema dos resíduos, temos ainda que 

^ = ò iwlí{z'w)í{z'wrliw
Como 7QO, 1]) é compacto, podemos derivar este integral em ordem a z, concluindo, assim, 
que g : U *V é holomorfa, como pretendido. □ 

Definição 1.54. Seja X um espaço topológico Hausdorff com base numerável por abertos. 
Um par (V, <p) dizse uma carta holomorfa de dimensão n em X se V é um aberto de X e 
p . y + A é um homeomorfismo sobre um aberto A de Cn. Duas cartas holomorfas (Vi, </?i) 
e (V2,1P2) dizemse compatíveis se ^ o ^ " 1 : <p2(Vi n V2) > Vi(V"i í*1 V2) é biholomorfa. Um 
aí/as holomorfo de dimensão nemX é uma colecção de cartas compatíveis (Vj, <#) tal que 
X é a união dos abertos VJ. Dois atlas dizemse equivalentes se a sua união for ainda um 
atlas. Uma classe de equivalência de atlas holomorfos designase por estrutura holomorfa 
em X. 

Definição 1.55. Uma variedade holomorfa de dimensão n é um espaço topológico Haus

dorff, com base numerável de abertos, munido de uma estrutura holomorfa de dimensão n. 
A uma variedade holomorfa de dimensão 1 conexa chamamos superfície de Riemann . 

De futuro, quando nos referirmos a uma carta <p : V » A de uma variedade holomorfa 
X de dimensão n, estamonos a referir a uma carta pertencente a um atlas que represente 
a classe de equivalência que define a estrutura holomorfa de X, subentendendo que V é 
um aberto de X e A é um aberto de Cn. 

Exemplos 1.56. (1) Cn tem uma estrutura holomorfa definida pelo atlas cuja única carta 
é a identidade em Cn. 

(2) Dada uma variedade holomorfa X, um subconjunto aberto D C X é ainda uma 
variedade holomorfa da mesma dimensão. As cartas em D são obtidas restringindo 
a D as cartas de X. Deste modo, temos, por exemplo, que qualquer aberto de Cn é 
uma variedade holomorfa de dimensão n. 

(3) Esfera de Riemann. Designamos por esfera de Riemann o conjunto C : = C U {00}, 
onde 00 é um símbolo não contido em C. Vamos definir neste conjunto uma topologia 
constituída pelos abertos usuais í / c C e pelos abertos V U {00}, onde V = C \ 
K, para um compacto K C C. Com esta topologia, C é um espaço topológico 
Hausdorff compacto. Consideremos os abertos í/i = C e í/2 = C* U {00} (onde 
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C* := C \ {0}) e os homeomorfismos </?i : z H> Z e </?2 : 2 1* l/z (estamos aqui 
a usar as convenções usuais usadas no estudo de funções meromorfas em C, em 
que, por exemplo, l /oo = 0). Estas duas cartas holomorfas são compatíveis, uma 
vez que a aplicação <p2 ° V^1 : C* » C*, 2 •> l / z é biholomorfa, e definem uma 
estrutura holomorfa em C. Como í/i e U2 são conexos e a sua intersecção é não 
vazia, concluímos que C é conexo e, que portanto, é uma superfície de Riemann 
(compacta). 

(4) Toro complexo. Sejam uhu2 G C linearmente independentes sobre E. Definimos o 
reticulado F gerado por u)\ e LO2 por 

T := IIÍJ)\ + Zw2 = {nwi + mu)2 :n,me Z}. 

Dois números complexos z,z' G C dizemse equivalentes módulo T se z  z' e V. 
Notemos o conjunto de todas as classes de equivalência por C/T (espaço quociente). 
Seja K : C —► C / r a projecção que a cada ponto z G C associa a sua classe de 
equivalência módulo I \ Vamos introduzir em C / r a seguinte topologia (topologia 
quociente): U C C / r é aberto se e somente se 7T_1(Í7) C C é aberto. Com esta 
topologia, C / r é um espaço topológico Hausdorff e ir é contínua. Como C é conexo, 
C / r é também conexo. Temos ainda que C / r é compacto, uma vez que é a imagem 
por ir do paralelogramo compacto 

P := {XtjJi +/JIO2:X,^E [0,1]}. 

A função 7T é aberta, i.e., a imagem de qualquer aberto V C C por ir é um aberto. 
Para demonstrarmos este facto, bastanos apenas verificar que V := 7r1(7r(F)) é um 
aberto de C. E, como 

wer 

e cada OJ + V é um aberto, concluímos que V é aberto. 
Seja V C C um aberto tal que não existem em V dois pontos equivalentes módulo T. 
Então U := ir(V) é um aberto e TT\V : V » t/ é um homeomorfismo. A sua inversa 
p : u _♦ V é uma carta holomorfa em C / r . Seja A o conjunto de todas as cartas 
obtidas deste modo. Vejamos que quaisquer duas cartas <pi : Ui —> Vi: i = 1,2, são 
compatíveis. Consideremos a função 

tp :=tp2o (p^1 : <pi(Ui H U2) —> (^2(^1 n u2). 

Para todo 2 G ^1(^1 n f/2), temos 7r(^(z)) = TT(^2 ° ^ 1 ^ ) ) = ViH*) = 7 r W ' 
pelo que ip(z)  z eT. Como T é discreto e tp é contínua, xp(z)  z é uma função 
constante em cada componente conexa de <p\{U\ D U2). Logo tp é holomorfa. Do 
mesmo modo, concluímos que 0^1 é holomorfa. Munindo C / r com a estrutura 
holomorfa de dimensão 1 definida pelo atlas A, concluímos que C / r é uma superfície 
de Riemann. 
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(5) Recta projectiva PX(C). Seja P*(C) ° conjunto dos subespaços de dimensão 1 de C2. 
Se (z, w) é um vector não nulo de C2, notamos por [z, w] o subespaço de dimensão 1 
gerado por este vector, que é um ponto em P^C). Notemos que [z, w] = [Xz, Au/], P»ra 
qualquer número complexo não nulo A. A aplicação sobrejectiva ■K : C2\{0} > P1 (C), 
(z,w) y> [z,w], permite definir uma topologia quociente (A é aberto de P^C) se e 
somente se ir1 (A) é aberto de C2), que torna P1 (C) num espaço topológico Hausdorff. 

Este espaço pode ser coberto pelos abertos 

Uo:={[z,w}:z^0} e Ux := {[z,w] : w ? 0}. 

Como UQ e Ux são conexos cuja intersecção é não vazia, concluímos que PX(C) é 
conexo. Definindo funções 0O : U0 * C por [z,w] ^ w/z e ¢1 : Ui * C por 
[2, w] i> z/to, temos que ambas as funções são homeomorfismos, cujas inversas são 
dadas por ^ ( o ) = [l,o] e <fcx{a) = [a, 1] . Notemos que <k(U0 D t/i) = C* é um 
aberto de C. A função composta faofa1, que envia s **■ l/s, é holomorfa (o mesmo 
acontece para foofo1), permitindonos concluir que estas duas cartas são compatíveis 
e definem em P^C) uma estrutura holomorfa de dimensão 1. 
Vejamos que Pa(C) é Hausdorff. Tomando dois pontos p,q € P 1 ^ ) , se p e q estão 
ambos em U0 ou em Ui, podemos separálos por abertos, uma vez que U0 e U\ são 
espaços Hausdorff. Caso contrário podemos admitir que p G U0 \ U\ e q € U\ \ U0, 
pelo que p = [1,0] e q = [0,1]. Estes pontos são separados por ^ ( D ) e ^^(D), 
onde D := {2 G C : \z\ < 1} é o disco unitário aberto de C. 
Concluímos então que PX(C) é uma superfície de Riemann, que usualmente notamos 
apenas por P1. 

(6) Plano projectivo P2(C). O plano projectivo P2(C) é definido como sendo o conjunto dos 
subespaços de dimensão 1 de C3, em que [x, y, z] representa o subespaço gerado pelo 
vector não nulo (x,y,z) de C3. Façamos uma construção semelhante à construção 
feita para P1. Como [x, y, z] = [Ax, \y, Xz], VA G C*, podemos considerar a aplicação 
sobrejectiva n : C3 \ {0} »• P2, (x,y,z) i> [x,y,z], que permite munir P2 de uma 
topologia quociente, que o torna num espaço topológico Hausdorff. 
Podemos cobrir este espaço pelos abertos 

Uo:={{x,y,z]:x^0y, Ux := {{x,y, z) : y ± 0}; U2 := {{x,y,z} : z ± 0}, 

onde cada aberto Ui é homeomorfo ao plano afim C2. No aberto U0 vamos definir o 
homeomorfismo que envia \x, y, z] em (y/x, z/x). A sua inversa envia (o, b) G C2 em 
[1, a, b]eU0Q P2 Nos abertos U\ e U2 definimos cartas semelhantes, dividindo por 
y e por z, respectivamente. Facilmente verificamos que estas cartas são compatíveis, 
o que nos permite concluir que P2 é uma variedade holomorfa de dimensão 2. 

(7) Espaço projectivo Pn(C). Vamos considerar o espaço projectivo 

P"(C) := {[xu...,xn+1] : O n , . . . , : ^ ) G C"+1 \{0}}, 

19 



munido com a topologia quociente dada pela função ir : Cn+1 \ {0} —> P™. De 
forma análoga ao que foi feito para P1 e P2, considerando n + 1 abertos da forma 
Ui :— {[xi,...,xn+1] : Xi ^ 0} e homeomorfismos que enviam [x\, ...,xn+i] G Ui em 
(xi/xi,...iXii/xi,Xi+i/xi}...iXn+i/xi) € Cn, verificamos que P n é uma variedade 
complexa de dimensão n. 
Vamos agora demonstrar que P" é compacto, para todo o n G N. Consideremos a 

5 2 " + 1 := {(*!,..., xn+1) G Cn+1 : Imt2 + ... + |xn + 1 |2 = 1} 

que é um subespaço compacto de C n + 1 e a aplicação contínua ir : C n + 1 \ {0} —> P n 

definida por (xi, ...,xn+1) t> [xi, . . . ,x n + i ] . Dado um ponto [xi, . . . ,xn+i] G P™ e 
definindo A := |xj |2 +. . . + |x„+1 |2 > 0, verificamos que IA/Ã^II2 + ••• + |\/Ã^n+i|2 = 1

Como [xi,...,xn+i] = [VÃxi,..., v^Ãxn+i], concluímos que [xi, ...,x„+i] G iv(S2n+1). 
Temos então que a restrição 7r|s2n+i : S2n+l * P™ é sobrejectiva, pelo que, sendo a 
imagem de um compacto por uma aplicação contínua , P™ é compacto. 

(8) Curvas planas afins. Uma curva plana afim C é definida como sendo (em C2) o 
conjunto dos zeros de um polinómio f(z, w) G C[z, w). Uma tal curva é sempre um 
espaço Hausdorff com base numerável por abertos, uma vez que é um subespaço de 
C2. Seja (z0,w0) um ponto nãosingular de C, i.e., %(ZQ,W0) / 0 e §£(z0,w0) 7̂  
0. Então, pelo teorema da função implícita, sabemos que existem abertos U e V 
de C e uma função holomorfa g : U —► V tal que para z G U e w G V temos 
g(z) =w<=> f(z,w) = 0. 
Uma vez que Sing(C) é um conjunto fechado, podemos escolher U e V suficientemente 
pequenos de modo a que 

W :={(z,w) eC.zeU,weV} 

seja uma vizinhança aberta de (z0, w0) emC\ Sing(C). Então a função (f> : W » U 
definida por (z, w j ^ z é um homeomorfismo, com inversa dada por z H* (Z, g(z)). 
Do mesmo modo, uma vez que | f (z0, w0) ^ 0, sabemos que existem abertos U' e V 
de C e uma função holomorfa h:V > U' tal que h(w) = z& f{z, w) = 0. E para 

W' := {(z, w)eC.zeU',we V'}, 

uma vizinhança aberta de {z0, w0) em C \ Sing(C), temos, também, um homeomor

fismo ij) : W * V definido por (z, w)^w,e com inversa dada por w i> (h(w), w). 
Reparemos que 0 o tp^ é da forma z i» (z, g(z)) >>• #(z) e que i / ) o ^ _ , é da forma 
w H> ( / Í(W),W) i> /i(u;), o que, uma vez que h e p são holomorfas, nos permite 
concluir que cartas da forma 4> e ijj são sempre compatíveis. Obtemos, assim, um 
atlas holomorfo de dimensão 1 definido em C \ Sing(C), ou seja, C \ Sing(C) é uma 
variedade holomorfa de dimensão 1. 
Se uma curva for definida por um polinómio irredutível, então é conexa (como 
mostraremos na proposição 2.14). E, nesse caso, como C \ Sing(C) é ainda conexo, 
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concluímos que é uma superfície de Riemann. Em particular, se a curva for não 
singular, concluímos que C é uma superfície de Riemann. 

(9) Curvas projectivas planas. Seja F(x, y, z) £ C(x, y, z) um polinómio homogéneo de 
grau n, i.e., cada termo do polinómio tem grau constante n. Este polinómio não 
define uma aplicação no plano projectivo P2, pois F(\x,\y,Xz) = XnF(x,y,z) e 
tanto (Are, \y, \z) como (x, y, z) representam um mesmo ponto de P2. 

Contudo a condição F(x, y,z) = 0 está bem definida, pois 

F(Xx, Xy, \z) = 0& F(x, y, z) = 0. 

Podemos então definir em P2 o conjunto 

K = {[x,y,z}eF2:F{x,y,z) = 0} 

que designamos por curva projectiva plana. Notemos que K é um subespaço fechado 
do compacto P2, pelo que é também compacto. 
Considerando os abertos Ui de P2 definidos anteriormente, para i —0,1,2, temos que 
a intersecção de K com cada um dos abertos Ui é uma curva plana afim Ci de C2. 
Por exemplo, 

Co := U0nK = {(y,z) e C2 : F(l,y,z) = 0} 

é a curva plana afim de C2 definida pelo polinómio f(y, z) := F(l , y, z). 
Um ponto [a, b, c] G K dizse singular se for um ponto singular do polinómio ho

mogéneo F, i.e., se 

dFr ^ dF< u \ dFí u \ n — (a,ò,c) = ã ^ M . c ) = ^ ( « . M = °

Queremos agora mostrar que é possível construir em K\Sing(K) um atlas holomorfo. 
Seja [a, fe, c] G K \ Sing(K) e suponhamos que 

?f(a,b,c)?0. 
dy 

Usando a relação de Euler para polinómios homogéneos 

dF, s dF. , dF. , _, . 
x—(x, y, z) + yQiz, V, z) + zfc\x' V'z) = n F ^ ' ^' zh 

verificamos que, uma vez que F(a,b,c) = 0 , se o = 0 e c = 0 então também 6 = 0, 
o que é impossível em P2. Temos então que ou a ^ 0 ou c / 0. Suponhamos que 
a / 0 . Então (1, b/a, c/a) é um ponto da curva plana afim C0 := K f~l U0. E, pelo 
que foi visto para as curvas planas afins, sabemos que existe uma carta <j> : W —► U 
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definida por (z, w) H> W, com inversa dada por w i* (h(w), w), onde h é uma função 
holomorfa. 
Temos então, para um aberto V definido por 

V := {[x, y, z] e K : x ± 0, (y/x, z/x) GW} = {[1, y,z}eK: (y, z) G W}, 

que a função ijj : V +U definida por [x,y,;z] ■► z/x é um homeomorfismo com 
inversa dada por z ■> [1, /1(2;), 2]. 
Caso c 7̂  0, obtemos (considerando a curva afim C2 := K ÏÏ U2) uma carta da forma 
[x, y, z] i> x/z com inversa dada por x i> [x, #(x), 1], com g holomorfa. Supondo que 
% (a, í>, c) / ° ou que f f (a, b, c) f 0, obtemos cartas da forma 

[x,y,z] if z/y;y/z;y/x;x/y. 

As suas inversas são dadas por 

w H+ [g(w), 1, w]; b(w), w, 1]; [1, w, ^(w)]; [ti/, 1, g(w)]. 

Considerando cartas de uma destas formas para todos os pontos de K \ Sing(K), 
precisamos apenas de verificar que estas cartas são compatíveis, para concluirmos que 
o seu conjunto define um atlas holomorfo. Mas compondo cartas (fo oipj1) obtemos 
aplicações da forma 

w ■» w; l/w; g(w); l/g(w); w/g(w); g(w)/w 

onde g é uma função holomorfa que nunca se anula no domínio onde está definida. 
Como a curva projectiva K coincide com a união das curvas afins C0, C\ e C2, cuja 
intersecção é não vazia, se cada uma das curvas for conexa então K é também conexa, 
sendo assim uma superfície de Riemann. 
A conexidade de uma curva é assegurada pela irredutibilidade do polinómio que a 
define. Vamos agora ver que F é um polinómio irredutível se e somente se /j := F\& 
é irredutível, para i — 0,1,2. 
Suponhamos que F é redutível. Então F = H.G, comHeG polinómios homogéneos. 
Então f0{y,z) := F(l,y,z) = H{l,y,z).G{l,y,z) = h0(y,z).g0{y,z) (obtemos uma 
decomposição análoga para /1 e / 2 ) . Reciprocamente, se f0(y,z) = ho{y,z).go{y,z) 
então F = H.G, onde F, H eG são as homogeneizações (ver observação seguinte) 
dos polinómios /o, h0 e g0. 

(10) Completamento projectivo de uma curva plana afim. No exemplo anterior, ob

servámos que podemos restringir uma curva projectiva K ao plano afim C2, obtendo 
uma curva afim, que depende da carta escolhida. 

Ao considerar a carta <fo : U0 > C2 definida por [x,y, z] » (y/x, z/x), a sua inversa 
dános um mergulho c/r1 : C2 * P2 , (a, b) ** [1,0,6]. Designamos os pontos de 
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P2 \ U0 por pontos no infinito de C2. A cada ponto no infinito [0,a,b] corresponde 
uma direcção a : b (direcção de uma recta em C2). 
Contudo, podemos também partir de uma curva afim C e prolongála a uma curva 
projectiva K. Sendo f(y,z) £ C[y,z] o polinómio que define a curva C, vamos 
construir um polinómio homogéneo F(x,y,z) £ C[x,y,z], a homogeneização de / , 
do seguinte modo: para n = gr(f), decompomos / nas suas partes homogéneas 
(polinómios constituídos por termos do mesmo grau) 

KV, A = /(0) +/(1) +  + /„1 + /(n) 

sendo gr(f{j)) = j e definimos 

F(x, y, z) := xn/(o) + xn _ 1 /(i) +  + xf{ni) + /(»)• 

Temos então que F(x, y, z) define uma curva projectiva plana K em P2 que desig

namos por completamento projectivo de C, sendo K = ¢^(0) U {[0, y, z] : /(„)(y, 2) = 
0}. Em particular, temos que K coincide com a aderência de (j>~l{C) em P2 . 

Definição 1.57. Dadas duas variedades holomorfas X e Y de dimensões nem, respecti

vamente, dizemos que uma aplicação / : X + Y é holomorfa em x0 £ X se existir uma 
carta em X, tp : U > A, com 2¾ € t/, e uma carta em Y, <j> : V + B, com / ( [ / ) C V, tais 
que a aplicação 

0 o f oíp"1 : A —> J3 

é uma função holomorfa em </?(.T0) £ Cn . Dizemos que uma aplicação é holomorfa num 
aberto W se for holomorfa em todos os pontos x £W. 

Uma aplicação / : X —> Y dizse biholomorfa se for holomorfa, bijectiva e a sua inversa 
for holomorfa. Duas superfícies de Riemann X e Y dizemse isomorfas se existe uma 
aplicação / : X —► V biholomorfa. 

Exemplos 1.58. (1) Qualquer carta holomorfa é uma aplicação holomorfa no seu domínio. 

(2) Se W é um conjunto aberto de X, uma função / : W * C é holomorfa se para toda 
a carta y : U » A de X a função f o if~x : <p(U D W) * C é holomorfa. Notamos 
por (9(1^) o conjunto de todas as funções holomorfas / : W —► C. 

(3) Se / , 5 são ambas holomorfas emx £ X, então f±gefgsão holomorfas. Se g(x) ^ 0 
então f/g é holomorfa. 

(4) Seja / uma função definida em C. Então / é holomorfa em 00 se e somente se f{l/z) 
é holomorfa em 2 = 0. 

(5) Considerando o toro complexo C / r e a aplicação n : C > C / r , uma função / : W ♦ C, 
onde W é um aberto de C / r , é holomorfa num ponto p Ç l ^ s e e somente se existir 
uma préimagem z de p em C tal que /o7r é holomorfa em z. Portanto, / é holomorfa 
em W se e somente se / o 7r é holomorfa em 71  1 ^) . 
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(6) Seja C uma curva plana afim definida por um polinómio não singular f(z,w). Então 
as projecções TTZ : C * C, (z,w) t* z e TTW : C > C, (z, w) ^ w são holomorfas e 
qualquer função polinomial quando restrita a C é também holomorfa. 

(7) As superfícies de Riemann P1 e C são isomorfas: Vamos considerar a aplicação 

{  se z ^ 0 
n 

oo se z = 0 

com inversa 

[0,1] se 2 = 00 

Para verificarmos que tj) é uma aplicação biholomorfa, consideremos em P1 as cartas 
<fo : [z,w] >> w/z e fa : [z,w] ■► z/w (definidas nos abertos í/0 = {[z,w] : z + 0} e 
E/j = {[z,w] : w ^ 0}, respectivamente) e em C as cartas ^ : z ^ z e ip2 ■ z >^ l/z 
(definidas em C e em C* U {oo}). 
De facto ip\Ua = fo, o que mostra que tj) é holomorfa em P1 \ {[0,1]}. Pelo teorema 
do prolongamento de Riemann, bastanos apenas verificar que tp é contínua no ponto 
[0,1]. Consideremos a aplicação g := <̂ 2 ° ^ ° 4>t ■ c* * c* <lue é d a x i a P o r 

z ,_> [Z) i] ,_» i / z ,_► z. Ora, lim^oíKz) = ° e> c o m o ^2 e ¢1 são homeomorfismos, 
concluímos que 

Um^(0r1(z)) = ^(O)4» Um >(0rH[2,1])) = 00, 
z>0 [z,iu]>[0,l] 

pelo que ^ é contínua no ponto [0,1], logo é holomorfa. 
Do mesmo modo, temos que ^  1 |C = <f>0\ pelo que i/>~x é holomorfa em C. Con

siderando c/'1 := 0i o ̂ ~l o ̂ 2 : C* *• C*, que é dada por Z H I / Z H [1, l/z] •»• z, 
obtemos que 

limgHz) = 0 «■ linn/r1 o ̂ (ar) = ¢^(0) «» lim^(l/*) = [0,1], 
z>0 v 2+0 2*0 

pelo que que ijj"1 é contínua em 00. 

Teorema 1.59 (da Identidade). Sejam f,g:X^Y duas aplicações holomorfas entre 
variedades holomorfas e suponhamos que a variedade X é conexa. Seja W um aberto de 
X tal que f\w = g\w Então f = g. 

Teorema 1.60 (da Aplicação Aberta). Seja f : X ^Y uma aplicação holomorfa não 
constante entre variedades holomorfas. Então f é aberta. 

Teorema 1.61 (do Módulo Máximo). Seja X uma variedade holomorfa conexa e seja 
f • x > C uma função holomorfa não constante. A função \f(x)\ não atinge um valor 
máximo. 
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Corolár io 1.62. Seja X uma variedade holomorfa conexa e compacta e seja f : X * C 
uma função holomorfa. Então f é constante. 

Propos ição 1.63. Seja f : X ► Y uma aplicação holomorfa entre variedades holomorfas. 
Se X é compacta então Y é compacta e f é sobrejectiva. 

Teorema 1.64. Seja f : X > Y um revestimento entre um espaço topológico X e uma 
variedade holomorfa Y de dimensão n. 

Então existe uma única estrutura de variedade holomorfa em X tal que f é uma função 
holomorfa. Considerando essa estrutura, cada automorfismo a G Aut(f) é também uma 
função holomorfa. 

Demonstração. Consideremos uma carta </?a : Ux > V Ç C" da estrutura holomorfa de 
Y tal que f/i é admissível para / , i.e., existe um aberto U de X tal que f\v : U + V\ 
é homeomorfismo. Então <p := <f\ o / : U * V é uma carta holomorfa em X. Seja A o 
conjunto de todas as cartas obtidas deste modo. Sejam ([/, </?) e (V, y?') duas cartas distintas 
de A Então a aplicação (/?'o^1 l^yn^) = ( ^ 0 / ) 0 ( ( ^ 0 / )  ^ 0 / ( ^ ( / , ) = ^[of^l^ifiunu')) 
é biholomorfa, o que mostra que quaisquer duas cartas de A são compatíveis. Como os 
abertos U cobrem X, concluímos que X tem uma estrutura de variedade holomorfa definida 
por A. Para cada componente U de f^if^iV)), considerando uma carta (t/,<^), então 
^ 0 / o f 1 : V » V é a identidade o que mostra que / é localmente bihilomorfa, logo é 
holomorfa. 

Suponhamos que A' é outro atlas holomorfo em X tal que a aplicação / : (X, A') » Y 
é holomorfa, logo também localmente biholomorfa. Então a identidade (X, A) * (X, A') 
é localmente biholomorfa, logo é uma aplicação biholomorfa. Portanto, A' e A' definem a 
mesma estrutura holomorfa em X. 

Para a G Aut(f), como / o a(U)  / ( [ / ) , a carta tp' definida em a(U) satisfaz 
<// = </? o a"1. Portanto, i / j 'oao p'1 é a identidade em V, o que mostra claramente que a 
é holomorfa. D 

1.5 Superfícies de Riemann 
As referências genéricas para esta secção e para a secção seguinte são os livros [4], [5], [11] 
e [13]. 

Teorema 1.65 (P ro longamento de R i e m a n n p a r a superfícies de R i e m a n n ) . Sejam 
X e Y superfícies de Riemann e x0 G X. Dada uma função holomorfa f : X \ {x0} » Y, 
são equivalentes: 

(a) / prolongase a uma função holomorfa f : X —*Y 

(b) / prolongase a uma função contínua f : X —► Y 

(c) Existe em Y o limite 1 ^ . , ^ f(x). 
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Demonstração. É consequência imediata do teorema do prolongamento de Riemann para 
funções holomorfas definidas em abertos de C. D 

Teorema 1.66 (dos Zeros Isolados para superfícies de Riemann). Sejam f,g: X *Y 
duas aplicações holomorfas entre superfícies de Riemann e (xn)n€n uma sucessão em X 
com ponto de acumulação x0 G X. Se f{xn) = g(xn), Vn G N, então f = g. 

Demonstração. Temos que f(x0) = g(xQ), pela continuidade de / e g. Vejamos que f e g 
coincidem numa vizinhança de x0. Vamos escolher cartas y :U ^ A em. X e (f) :V ^ B 
em Y tais que x0 G U, f(U) CVe g(U) CVeUé conexo. As funções ¢ 0 / 0 ^ 1 A+B 
e § o g o (p1 : A > B são holomorfas. Considerando uma subsucessão de (x„)neN contida 
em U, temos que <f>ofoip\xnk) = fagoip1^), Vfc G N. Pelo teorema dos zeros isolados 
para funções holomorfas definidas em abertos de C, concluímos que <£ o / o </> 1 = ^ 0 3 ° V 
em tp(U), pelo que f\v = g\v. Pelo teorema da identidade (teorema 1.59), temos que 
/ = </•□ J 

Proposição 1.67. Seja f : X * Y uma aplicação holomorfa não constante entre su

perfícies de Riemann. Então, para todo y eY, a sua préimagem fx{y) é um conjunto 
discreto de X. Em particular, se X (logo também Y) for compacto, então f 1(y) é um 
conjunto finito não vazio, para todo y eY. 

Demonstração. Dada uma carta holomorfa <f> centrada em y E Y, vamos considerar a 
aplicação holomorfa 0' := <f>  4>{y). Notemos que <j/(y) = 0. Para x0 G / " % ) , vamos 
considerar uma carta tp centrada em x0. Temos, então, que a função (jJofotp lé holomorfa 
não constante com um zero em </>(x0). Como o conjunto dos zeros de uma função holomorfa 
definida em C é discreto, existe uma vizinhança de ¢(2¾) tal que nessa vizinhança 4>{x0) ê 
o único zero da função. Portanto, existe uma vizinhança de x0 tal que nessa vizinhança x0 
é a única préimagem de y, o que mostra que f\y) é um conjunto discreto. A segunda 
afirmação resulta de / ser sobrejectiva (proposição 1.63) e do facto de conjuntos discretos 
de espaços compactos serem finitos. □ 

Proposição 1.68. Seja f : X » Y uma aplicação holomorfa não constante entre su

perfícies de Riemann. Então, para cada x G X, existe um único inteiro m > 1 tal que: 
para uma carta <j> : V » B emY, existe uma carta tp : U > A em X tal que x E U, 
f(U) C V, <p(x) = 0 € C e (j){f(x)) = 0 G C e a função 0 o / o y~l : A » B é dada por 
z t+ zm. 

Demonstração. Seja (f> : V * B uma carta em Y e escolhamos uma carta </?i : U * A em 
X tal que xEU, /({/) C V, y?i(x) = 0 e <f>{f{x)) = 0. A função H(z) := 0 o / o <p1 (z) 
tem expansão de Taylor da forma H{z) = YlZm^ c o m °™ Ï 0 e m > 1, uma vez 
que H(0) = 0. Logo H(z) = zmh(z), onde h é uma função holomorfa em z = 0 e 
/i(0) ^ 0. Neste caso, existe uma função g(z) holomorfa numa vizinhança de 0 e tal que 
g{z)m = h{z). Portanto, H{z) = {zg{z))m. Seja rj{z) := zg[z). A aplicação 77 é holomorfa 
e como r/(0) / 0, é também invertível. Então <p := 77 o ̂  é também uma carta centrada 
em x. Logo ^ / 0 ^ ) = ^ / 0 ^ 0 T ^ * ) = # (TH*)) = # ( w ) = (™</0))m = *m
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Para demonstrarmos a unicidade de m, notemos que, se 0, e </?, são outras cartas tais 
que 4>* o / o 1/^(2) = zfc, então 

4>*o<f>x(zm) = ^ 0 ^ ( ^ 0 / 0 ^ ( 2 ) ) = ^ 0 / 0 ^ ( 2 ) ) = ^ , 0 / 0 y?"1 (p, o v?"1 (z)) = 
= (tp*o<p\z))k, 

e, pelo teorema da identidade (teorema 1.59), m = k.O 
Definição 1.69. Ao inteiro determinado na proposição anterior chamamos multiplicidade 
de / em x e notamos por vs(x). Se vs{x) > 2, dizemos que x é um ponto de ramificação 
de / . Um ponto y G Y dizse um valor crítico de / se é imagem de algum ponto de 
ramificação. 
Teorema 1.70. Seja / : X * Y uma função holomorfa não constante entre superfícies 
de Riemann e suponhamos que X é compacta. 

(a) Então existe n G N tal que YlxefHv) "/(x) = n> ^ G ^

(b) Seja Cf := {f(x) : uf(x) > 2} o conjunto dos valores críticos de f. Então 

f:X\(r\Cf))^Y\Cf 

é um revestimento holomorfo de grau n. 

Demonstração, (a) Para cada n > 1, seja Ym := {y G Y : YlxefHv) VÁX)  m )  Ym é 

aberto em Y porque, para y G r m e x G /  1(î /) , f representase localmente por z (♦ 2"'(x). 
Vejamos que Ym é fechado. Seja y = l im^^yi , onde y» G Vm. Como só há um número 
finito de pontos de ramificação de / , podemos supor, sem perda de generalidade, que 
f~l{yi) consiste em > m pontos distintos, Vi G N. Sejam xjti, ...,Xj,m m pontos distintos 
de f~l(yi) Como X é compacta, para cada A; = 1, ...,m, existe uma subsucessão (xjtk)jeN 
que converge para um ponto xk. Sem perda de generalidade, suponhamos que é a sucessão 
(Xi,k)i&i que converge para xk. Como / é contínua, /(xfc) = 6 e, como /(x<,fc) = &, vem 
que 

xe/!(í/) 
Portanto, cada Ym ou é vazio ou coincide com Y. Seja y0 G V um ponto arbitrário e seja 
« = Eœg/i(»o) "/0e) C o m o y ° e y " ' e n t ã o y " = Y C o m o ^° ^ y"+ 1 ' y"+ 1 = ^ 

(b) Para cada y £Y\Cf, sabemos que /  1 (y) t e m n Pontos> P o r (a) P e l a proposição 
(1.68), dada uma carta (V,(f>) com y G V Ç Y\C/, sabemos que para cada x l t ...,»„ G / 1(2/)' 
existem cartas ([/*, ^ ) , com x{ G t/i, tais que fa o / o yjr1 é a aplicação z i* 2. Tomemos 
em X abertos U[ Ç [/*, de modo a que V[ n í/j = 0 para todo i ^ j e {1, ...,n}. Seja 
V" := /([/{) n ... n / ( ¾ ) . Pelo teorema da aplicação aberta, V Ç V é um aberto e temos 
que 

i=l,...,n 

D 
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Definição 1.71. Seja X uma superfície de Riemann. Dizemos que uma função / : X —► C 
é meromorfa em X se, para um aberto X' C X, se verificar que: 

(i) / : X' —► C é holomorfa; 

(ii) X \ X ' é um conjunto de pontos isolados; 

(iii) V i 0 e X \ X ' , l i rn^ x o | / (x ) | = oo. 

Aos pontos de X \ X' chamamos pólos de / . O conjunto de todas as funções meromorfas 
em X é notado por JA(X). 

O próximo teorema permite identificar funções meromorfas com funções holomorfas 
sobre a esfera de Riemann. 

Teorema 1.72. Seja X uma superficie de Riemann. 

(a) Seja f G M(X). Definindo para cada pólo p G X \ X' de f, f(p) = oo e f\x> = f, 
obtemos uma função holomorfa f : X —► C. 

(b) Dada uma função f : X —> C holomorfa e não constante igual a oo, então /~x(oo) 
é um conjunto de pontos isolados e f : X \ / _ 1 (oo) —* C, x **■ f(x) é uma função 
meromorfa. 

Demonstração, (a) A função / é contínua e f\x> é holomorfa, logo, pelo teorema do 
prolongamento de Riemann, / é holomorfa. 

(b) Pela proposição (1.67), a fibra / _ 1 (oo) é um conjunto discreto de X. A função 
/ : X \ / _ 1 ( o o ) —> C, x H» f(x) é holomorfa (é restrição a um aberto de uma função 
holomorfa) e, pela continuidade de / , lun,,^,, \f{x)\ = oo, para todo o XQ G /^1(co).D 

Dado um aberto conexo B C C, da análise complexa, sabemos que uma função mero

morfa definida em B tem expansão de Laurent YI^N aÁz ~ 2o)* em torno de cada ponto 
ZQ G B. Resulta então que se (U, <p) é uma carta holomorfa de uma superfície de Riemann 
X e #o G U, então cada função meromorfa g em X tem expansão de Laurent da forma 
9(x) = YAÍN

 ai(f{x)  Vfao))* e m t o r n o d e de

sejam / , g G M(X). Notemos que o conjunto dos pólos de cada função é discreto e 
que numa vizinhança de um pólo na qual a série de Laurent da função converge não existe 
nenhum outro pólo. Em particular, se X é compacto cada função tem um número finito de 
pólos. Podemos definir pontualmente as funções / ±g e f.g para os pontos de X que não 
são pólos de / nem de g. Ao adicionarmos, subtrairmos ou multiplicarmos as suas séries 
de Laurent em coordenadas locais em torno de cada um dos pólos de / e de g, observamos 
que / ± g e f.g se prolongam de forma única a funções meromorfas em X. Logo M.(X) é 
anel. 

Se / G A4(X) for nula num aberto de X, então / = 0 globalmente (uma vez que 
X é conexo e usando o teorema da identidade). Logo, para qualquer função não nula 
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/ G M(X), podemos escrever localmente / na forma (<p(x)  <p(x0))g(<p(x)), onde g não 
tem zeros nem pólos. É então claro que a função x ** j ^ é meromorfa em X e é a função 
inversa de / . Obtemos assim o seguinte teorema. 

Teorema 1.73. Se X é uma superfície de Riemann então M(X) é um corpo. 

Exemplo 1.74. Vamos considerar uma função racional *jfô € C(z), onde 

p(z) = A(*  ai)ni...(*  ar)
n% A e C . O j G C 

e 
g(*) =/i(«6i)m i . . . (*  M m í , A* € C.òj G C 

são dois polinómios primos entre si, de graus n = n\ + ... + n r e m = mi + ... + m„ 
respectivamente. Observando que, numa vizinhança perfurada de zero, 

pjlfz) m_nX(la1z)nK..(larzr 
q(l/z) Z At(l  M m i  ( 1  bsz)m° 

vemos que a função ^[4 tem um pólo de ordem rrij em cada bj e que, portanto, a função 

{m s e * € C \ {¢1,...,6.} 

/ : C - + C , z 
oo se z G {6i, ...,bs} 
oo se z = oo e m < n 
0 se z = oo e m> n 
 se 2 = 00 e m = n 

é uma função meromorfa na esfera de Riemann. 

Teorema 1.75. M(C) = C(z). 

Demonstração. Acabámos de verificar que C(z) Ç À4(C). Vamos agora mostrar que qual

quer função meromorfa / e m C é racional. Como C é compacto, / tem um número finito 
de pólos bx,...,bs com ordens m1,...,ms, respectivamente. Portanto, a função h : C » C 
definida por 

h(z) = (zb1)
mi...(zbs)

m'f(z) 

é analítica em C com série de Taylor em O da forma 

h(z) = Co + cxz + c2z
2 + ..., V* G C. 

Como é produto de duas funções meromorfas, /Î é meromorfa numa vizinhança de oo, ou 
seja, h(l/t) = co + cií""1 +c2í~2 + ... é meromorfa numa vizinhança de t  O, pelo que existe 
n t a l q u e c i = 0 p a r a í > n . Então /(2) = (zb1)

mi...(zba)^
m'(c0+c1z+c2z

l + ...+cnz
n), 

i.e., / é uma função racional. □ 
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De um modo geral, não é elementar mostrar que uma superfície de Riemann tem 
funções meromorfas não constantes. O teorema que assegura a existência destas funções é 
o chamado Teorema de Existência de Riemann que será objecto da próxima secção. 

No caso de um toro complexo a descrição das suas funções meromorfas pode ser feita 
de forma bastante explícita, como a seguir demonstramos. 

Exemplo 1.76. Consideremos novamente o toro complexo C/T e a aplicação ir : C -» C/T. 
Uma função / : C/T - > C é meromorfa se e somente se existir uma função meromorfa 
F : C -> C tal que F = / o 7T, o que implica que F satisfaz F(z + 7) = F{z), V7 G T e 
Vz G C, ou seja, F é T-periódica. 

(1) Temos então que 

M{C/T) = {/ : C/ r -> C : / é meromorfa} 
~ { F : C — > C : F é meromorfa e F é T-periódica}. 

A / G M (C/r) chamamos função T-elíptica. 
(2) Consideremos a função holomorfa P definida pela família somável ( ( ^2 -^ ) 7 e r \{o} : 

V:C\T -+ C 

Para 70 G T \ {0}, podemos reescrever V na forma 

tornando evidente que -70 é um pólo de ordem 2 de V. (É também claro que 0 é um pólo 
de ordem 2.) Portanto, P é uma função meromorfa em C cujos pólos são os pontos de T e 
têm todos ordem 2. 

(3) Derivando V, 

. . . -2z , v - -2(3 + 7) _ o V * _ _ j 

verificamos que P ' é meromorfa com pólos em T de ordem 3 e que, para A G T, 

^)^^-¾^)^ 
pelo que V é T-periódica. Portanto, 7" G M (C/r) e notemos que V é uma função ímpar. 

(4) V G M(C/r ) : Para p G T, derivando V{z+n)-V{z) obtemos P'(z + /t) - P'(z) = 0, 
pelo que V(z+n)-V(z) é uma aphcação constante. Como P é uma função par, concluímos 
-p(2 + /i) = 7>(z), Vz G C \ T. Portanto, P é também T-periódica, logo V G M{C/T). 

(5) Vamos agora estudar os zeros de V. Se a G C\T é um zero de P então também - o é 
um zero, pois V ê uma função par. Portanto, se a for um zero com multiplicidade 2, então 
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a _ (_ a) G T ^ 2a G T <=> a G | r . Portanto, os únicos zeros duplos de V : C / r -> C são 
os pontos das classes [0], [f], [ f ] e p ± ^ ] . 

(6) Se f,g e Aí (C/T) têm os mesmos pólos e as mesmas partes principais em cada 
pólo, então f — g + C, para uma constante c G C: Temos que (/ - g)(C/T) C C e 
/ - g : C/r -> C é holomorfa. Como é também T-periódica, concluímos que é constante. 

(7) Se f,g G Al (C/r) íêm os mesmos zeros e pólos, com as mesmas multiplicidades, 
respectivamente, então f = Xg, com X G C*: A função L

g G M(C/T) não tem zeros nem 
pólos. Como é holomorfa e T-periódica, é constante. 

(8) Se f G Ai(C/T) então existem RX,R2 G C(X) tal que f = fíx(P) + V'R2{V): 
Podemos escrever / G Aí (C/r) na forma 

ff * /(*) + /(-*) , / ( * ) - / ( - * ) 
/ W - 2 2 

i.e., / pode ser escrita como soma de uma função par com uma função ímpar (ambas 
meromorfas). 

Seja então h uma função par G AÍ(C/r) com grau N > 2. Para fc G C a equação /?,(z) = 
k tem JV raízes, contando multiplicidades. Estas raízes são duplas se e só se h'{z) = 0. 
Como o conjunto {[z] G C/T : h'(z) = 0} é finito, exceptuando um número finito de pontos 
jfc G C, a equação /i(z) = k tem exactamente JV raízes. Portanto, existem c, d G C, com 
c^d, tais que as equações h(z) = c e /i(z) = d têm JV raízes distintas (e, como nenhuma é 
dupla, são distintas de [0], [f], [ f ] e ( 2 ^ ] ) . Sendo h par, se a é uma raiz então também 
—a, portanto o conjunto dos zeros de h(z) = c é da forma a i , -a i , a 2 , —a2, ...,a„, —a„. 
Analogamente, os zeros de h(z) = d são b\, — b\, fa, —b2,..., bn, —bn. 

Definindo g(z) := %$& € Aí (C/r), observamos que g tem zeros simples em ai, - a i , a2, 
-a2 , . . . , an, - a„ e polos'simples em bu —61,62, -b2,..., bn, -bn. Por outro lado, a equação 
7>(z) = V{ãi) tem zeros simples em z = ±0* e a equação P(z) = P(bi) tem zeros simples 
em z = ±ò,. Pelo que, sendo 

(7>(z)-P(ai)-(P(z)-PM) 

(/ e r têm os mesmos zeros e os mesmos pólos, todos com multiplicidade 1. Existe então 
A G C* tal que g(z) = Xr{z) <=> £ g ^ = Xr(z). Logo h = Ri(V), para alguma função 
racional R\ G C(AT). 

Suponhamos que h é uma função ímpar G M (C/r). Então £ € M(C/T) é uma 
função par e temos que ^ = R2ÇP), para alguma função racional R2 G C(X) e, portanto, 
h = V'R2{V). 

Concluímos assim que qualquer função meromorfa de C/r é da forma Ri(V)+V'R2(V), 
pelo que AÍ(C/r) ~ C{V,V). 

(9) De facto, V' satisfaz a relação 

{Vf = 4P3 - g2V - gz, com g2 = 60£7er\{o}y e o3 = 140E7er\{o}^, 

ou seja, Aí (C/r) é extensão algébrica finita de CÇP) K C(a;).D 
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Mais geralmente, como corolário do teorema de existência de Riemann, mostraremos 
que o corpo M(X) das funções meromorfas definidas numa qualquer superfície de Riemann 
compacta X é extensão algébrica finita de C(x). 

1.6 Teorema de Existência de R i e m a n n 
O objectivo desta secção é a demonstração do teorema de existência de Riemann, que 
assegura a existência de uma função meromorfa não constante definida numa superfície de 
Riemann compacta. Para a demonstração deste resultado vamos trabalhar em espaços de 
Hilbert constituídos por funções holomorfas e vamos apresentar o teorema da finitude, do 
qual o teorema de existência de Riemann é consequência. 

Dado um aberto D c C , seja H2(D) o espaço de Hilbert das funções holomorfas de 
quadrado integrável definidas em D. 

Se X é uma superfície de Riemann compacta e (Wu <pi)ieI é uma família finita de cartas 
holomorfas que cobrem X, para um aberto U C Wt, seja H2{U,ipi) o espaço de todas as 
funções definidas em U tais que / o ^ r 1 e H2(Di), onde A := ipi{U). Equipando H2(U, <#) 
com o produto {f,g) := (/ o <pl,g o tp^1)^, obtemos um espaço de Hilbert isomorfo a 
#

2
(A). 
Se U C Wi n Wj, para i,j G I, então H2{U,<J>Í) = H2(U,ipj) e as normas nestes dois 

espaços de Banach são equivalentes. 
Seja U := (Ui)ieI uma família de abertos Ut C Wi tais que Ut é relativamente compacto 

em Wi. Definimos os espaços 

C°(U) := 0 H ^ U Í ^ Í ) = {{fi)i ■ fi G H2(UÍ,VÍ)}, 
i<El 

c\u).= 0 H^Uinu^tpu^iifiúrfijZH^Uinu^i)} 
i,j£lxl 

e 

c\u) := 0 H\UI n Uj n f/fc, ^) = {(/<,*)«* : fm G #2(^ n [/, n %, <A)} 

como somas directas de espaços de Hilbert (são ainda um espaço de Hilbert). Os elementos 
destes espaços denominamse por cocadeias de dimensão 0, 1 e 2, respectivamente. 

Seja 
50:C°{U)>Cl{U) 

a aplicação definida por (/*)*<=/ i+ {9ij)i,jeixi onde ^ := /j  /«, e seja 

Õ! : C\U) » C2{U) 

a aplicação definida por {fij)i,jeixl *> (Pijfeki.fce/x/xí onde t/ijfc := fy  / ^  /fej. Estas 
aplicações designamse por aplicações cobordo . 
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Definimos ainda Z\U) := Aer(íi) e Bl(U) := Im(S0). Aos elementos de Z\U) 
chamamos cociclos. 

Por definição, uma cocadeia (fij)i,jeixi G Cl(U) é um cociclo se 

hi = fik + fkj em Ui D Uj D Uk (1.1) 

e, portanto, satisfaz fu=0e /_,< =  / # . Designamos a relação (1.1) por reZoçáo cocíclica. 
Notemos que os elementos de B 1 ^ ) são sempre cociclos, pois se (fij)ij^ixi G B (14), 

então /<, = fj  fu pelo que /<,  / «  /fcj = (/,  /*)  (/*  /i)  (fj  A) = 0. Temos 
então que B\U) C Z\U), pelo que <J0 : C°(U)  Zl(U). 

Teorema 1.77 (de Finitude). A imagem da função cobordo S0 ■ C°(14) * Zl(U) tem 
codimensão finita em Zl (14). 

Demonstração. [5], p.115. 

Teorema 1.78. Dada uma superfície de Riemann compacta X e um ponto x0 G X, existe 
uma função meromorfa em X que tem um pólo em x0 e é holomorfa em X \ {XQ}. 

Demonstração. Sabemos que para cada ponto x E X existe uma carta (Wx, <px) onde Wx 
é uma vizinhança de x e <px envia Wx sobrejectivamente num disco aberto de C. Podemos 
admitir que Xo não está em Wx para XQ * x (uma vez que X é Hausdorff). Como X é 
compacto, pode ser coberto por um número finito de vizinhanças Wx, i.e., X = \JieI WXi, 
com / finito. Notemos Wi : WXi e ipt := <pXi. Podemos ainda admitir que / = 0,1, ...,s 
com xo G WQ e x0 ¢. Wi para i * 0. Para esta cobertura consideremos a família 14 
construída como anteriormente (Ui C Wi) e os espaços de Hilbert a ela associados. 
Vamos ainda considerar em WQ a carta <p :— <po — v?o(#o) Que satisfaz <f(xo) = 0. 

Para I / G N , vamos definir os elementos £„ := (fij)ijçi, onde 

/ ^ = 0 se iJjíO 

A função <p~v está definida e é contínua em W0 D Wj, uma vez que x0 ¢ Wj, para j * 0. 
Logo y?~" é limitada em U0 D Uj (pois U0 D Uj é relativamente compacto em W0 C\Wj). 
Temos então que todas as funções fy são de quadrado integrável em U{ f~1 Uj e satisfazem 
a relação cocíclica, /y = fik + fkj^hj,k G I. Ou seja, acabámos de definir elementos 
t»ez\u). 

Pelo teorema de finitude (teorema 1.77), estes elementos £„, para i /£N, são linearmente 
dependentes no espaço quociente fjfûy uma vez que a imagem de ô0 tem codimensão 
finita em Z1^). Ou seja, existem k1} k2,..., kn G C, não todos nulos, tais que ]T"=1 *;„£„ 
é nulo no espaço quociente. Portanto, esta soma é a imagem por ô0 de algum elemento 
(/Oie/ G C°(W). 
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Vamos agora definir uma função f : X\{x0} —> C por 

_ íhj(x) se xeUjJ^O 
m ~ \^o(x) + E : = i ^ ~ t ' se xeí /o-

Para verificarmos que esta função está bem definida, notemos, a partir da definição da 
função cobordo ô0, que í0(C»i)ie/) = (fy ~ k)« = E"=i fc^i Pel° <lue e m u* n ^í» P a r a 

i ^ j , temos 
n 

^ - / ^ = ^ / ^ = 0 . 

Em U0nUj, 
n n 

h3 -hO = Yl WW = S fc^"' 
< / = l i / = l 

pelo que hó = h0 + £ " = 1 A^yr". 
Para x G Ify, com j ± 0, temos que /(ar) = /i,(x) G i72(C/j) e, para x G U0, temos que 

/(ar) = ho(x) + Y2=\ kv<p{x)-v, pelo que se x ̂  x0 então y?(x) ^ 0 e / é holomorfa em x. 
Se x = x0, então </?(x) = 0 e / tem um pólo em x0. Obtemos, assim, uma função holomorfa 
em X \ {xo} com um pólo em xo, como pretendido. D 

Teorema 1.79 (de Existência de Riemann). Seja X uma superfície de Riemann com
pacta. Para quaisquer pontos distintos x1}...,xn de X e quaisquer números complexos 
d,..., Cn existe uma função meromorfa f G M{X) com / (XÍ) = (¾ para i = 1, ...,n. 

Demonstração. Sejam Xi,...,arn pontos distintos de X e Ci,...,c„ G C. Pelo teorema 
(1.78), para cada % = 1,..., n, existe uma função meromorfa / w em X que tem um pólo em 
x; e é holomorfa e m l \ {x*}. Escolhendo constantes Atí tais que f{i)(xk) ^ f{l\xj) + Kj 
para todo k = 1,..., n, podemos definir funções 

M) - / ( 0 - / ( i ) ( * i ) 

para i,j-l,...,nei^j, que são holomorfas nos pontos xfc, para fc 7̂  i (pela escolha de 
Xij e uma vez que as funções / ( í ) são holomorfas em X \ {xj). Notemos, em particular, 
que tfM\xj) = 0. 

Seja D o disco unitário de C. Como / ( í ) é meromorfa em X com um pólo em x*, 
escolhendo uma vizinhança W* de x{ e uma carta ipt : H^ -> D tal que ^(x») = 0, sabemos 
que para x G Wu / ( i )(x) = mj(v?i(x)), onde rm é uma função meromorfa em D, com um 
pólo em 0 de uma certa ordem m, ou seja, podemos, para z G D, escrever m, na forma 

mi(*) = ̂  + ... + ^ + P ( * ) 

para uma função p holomorfa em D. 
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Obtemos então, para x E W», 

* ^ . + - + ^ + ^ ( 0 : ) ) - ( / ^ ) + ^ 

*m,i +  + feLiteifr))"1 +P(y i (g ) ) (^ (g ) ) m  f fe)(^(^))r 

" fcm.i +  + M'AOS))"11 +P(^(*))(Vi(«)) m  ( / * ) ( ^ ) ( ^ (« ) ) m + Aií(Vi(»))m 

Como y?i(x») = 0, obtemos 

/^) = r̂  = i 
pelo que p^^ é também holomorfa em Xj. 

Definindo 
h^ = Y[gij 

vemos que h^(xi) = Uj&9ij(xi) = * e ^ ( ¾ ) = 1 1 ^ ^ ( ¾ ) = ° Resulta então que a 
função / := YA=\ °i^ satisfaz f{x%) = ci> P a r a t o d o * = *> • • • > n ' t a l c o m o desejado. D 

Teorema 1.80. Seja X uma superfície de Riemann compacta efe M(X) uma função 
meromorfa não constante. Então M(X) é uma extensão algébrica finita de C ( / ) . 

Demonstração. Seja / uma função meromorfa não constante em X. Vamos considerar 
/ : X —> C como função holomorfa, em que os seus pólos são enviados em oo. Seja 
G C X o conjunto dos pontos críticos desta função (pontos onde / não é localmente um 
homeomorfismo) e seja B = / ( C ) C C . B e C são finitos e seja A = f~l{B). Então 
f : X\A—> C\B é um revestimento de grau n finito. 

Seja g E M(X). Pretendemos mostrar que existem funções meromorfas oi,..., a„ em C 
tal que 

(g(x))n + ai ( / ( s ) ) ^ ) ) "  1 + ... + an(f(x)) = 0. 
Seja S o conjunto dos pólos de g. Em C \ (B U / ( 5 ) ) , vamos definir aplicações 

av{z) := Pu(g(xi), ■■, g(xn)), onde cada p „ é o i/ésimo polinómio simétrico elementar e 
{xly ...,xn} = f~x(z). Pela definição de polinómios simétricos elementares (quando apli

cados a p\,.,Pn são os coeficientes do polinómio de grau n cujas raízes são pi,.. . ,p„), 
obtemos 

(g(x))n + a 1 ( / (x))( 5 (x))" 1 + ... + 0,.(/(¾)) = 0, 

para x E X\(Ali / _ 1 ( / (5)) . Logo, apenas temos que mostrar que cada av se prolonga 
meromorficamente a C. 

Seja b E B U / ( 5 ) e seja F uma vizinhança de b tal que os únicos pólos de g em / l (V) 
estejam em / _ 1 (6) e tal que exista uma função holomorfa não nula u e r a V com u(b) = 0. 
Então existe um inteiro N > 0 tal que (u;of)Ng é holomorfa em /  1 ( V ) . Se W é um aberto 
estritamente contido em V, então (oJof)Ng é limitada em f~x{W). E, portanto, as funções 
elementares simétricas bv(z) = p„((w o f)Ng(xx),..., {LO O f)Ng{xn)), para 2; G W \ {6} e 
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{xx,...,xn} = f~\z), são limitadas. Logo, prolongamse holomorficamente a b. Mas 
av{z) = <%z)yN , pelo que av tem no máximo um pólo em b. 

Como qualquer função meromorfa em C é racional, mostrámos que qualquer g G M{X) 
é algébrica sobre C(/) com grau < n. 

Vamos escolher uma função g0 G M(X) tal que o grau |C(/,p0) : C(/) | é máximo. 
Então C(/,flb) = M(X). De facto, se h € M{X) e/i ^ C{f,g0), então, como C(/) tem 
característica 0, o corpo C{f)(g0,h) coincide com C(f){g) para algum g G M{X). Mas 
então o grau |C(/)(5) : C(/) |  |C(/)(flb, /i) : C(/) | é maior do que |C(/, g0) : C(/)| , o que 
resulta numa contradição. □ 

Como C(/) é isomorfo a C(z), temos então que o corpo A1(X) é uma extensão algébrica 
finita do corpo das funções racionais. 
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Capítulo 2 

Revestimentos de Galois da esfera de 
Riemann perfurada 

Neste capítulo, iremos começar por apresentar alguns resultados introdutórios que nos 
permitem descrever o comportamento de um revestimento de um disco aberto perfurado 
D* Ç C. Passaremos depois a considerar revestimentos da esfera de Riemann perfurada, 
i.e., revestimentos da forma / : X -> P1 \ P, onde P é um conjunto finito de pontos de 
P1. Demonstrada a correspondência biunívoca entre componentes conexas /"A(D*(p,r)) 
(onde D*(p,r) é um disco aberto centrado em p de raio r > 0) de diferentes raios r, 
iremos acrescentar ao espaço X os chamados pontos ideais, construindo assim, um espaço 
compacto X e uma nova aplicação contínua (única) / : X —> P1. Esta aplicação é um 
revestimento ramificado - uma aplicação sobrejectiva própria com pontos que não possuem 
vizinhanças onde / seja injectiva e fora dos quais a aplicação é um revestimento. 

Na secção (2.2), demonstraremos que X é uma superfície de Riemann compacta (quando 
X é conexo) e que / é holomorfa. Em particular, no final desta secção, iremos construir uma 
superfície de Riemann compacta a partir de um polinómio irredutível F(x, y) G C[x, y\. 

No estudo dos revestimentos / : X —> P1 \ F, vamos ainda demonstrar que os geradores 
dos subgrupos estabilizadores de cada componente conexa de /_1(Z)*(p,r)) formam uma 
única classe de conjugação de Aut(f), quando / é um revestimento de Galois. Este resul
tado vai-nos permitir definir, na secção (2.3), o tipo de ramificação de um revestimento 
de Galois finito da esfera de Riemann perfurada e apresentar uma versão topológica do 
teorema de existência de Riemann. Por último, vamos introduzir os espaços de moduli dos 
revestimentos de Galois finitos da esfera de Riemann perfurada. 

2.1 Revestimentos da esfera perfurada 
Vamos usar a notação D(r) := {z £ C : 0 < \z\ < r}, com r > 0, para um disco de P1 

centrado em 0. Notamos por D*(r) o disco perfurado B>(r) \ {0}. Vamos escrever apenas 
D para notar D(l). 
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Notemos que, sendo f : X * Y um revestimento com Y C P1, então, pelas propriedades 
elementares sobre revestimentos, X é uma variedade topológica. 

Exemplo 2 .1 . Consideremos o semiplano de Poincaré H := {z G C : Im{z) > 0}. 
A aplicação / „ , : H > D*, z ■> exp(iz) é um revestimento de Galois de grau infinito. 
Consideremos aplicações am : H > H definidas por a m (z) = 2 + 2m7r, para m G Z. 
Sabemos que exp(iz) = exp(iz') se e somente se z' = a m (z) . Para x0eM.ey0:= foo(xo), 
seja U um disco aberto centrado em x0, com raio < 1, e tal que U C H. Os discos am(U), 
mel, são disjuntos 2 a 2. Temos ainda que V := fJJJ) é aberto em D* e que /«, restringe 
a um homeomorfismo de aJJJ) em V para cada m. Como f£(V)  (Jm ez am{U), resulta 
que V é admissível para /«,, o que mostra que /«, é um revestimento. 

Cada a m é claramente um automorfismo do revestimento / M e o subgrupo formado por 
estas aplicações age transitivamente em cada fibra /"Híto)» P83» » £ » ' ■ Logo, pelo lema 
(1.40), /oc é um revestimento de Galois e Aut(/oo) = {a m : m e Z}. Temos então que o 
grupo Aut(foo) é infinito cíclico, i.e., é isomorfo a Z. 

Propos ição 2.2. Seja t / 0 e D ' . O grupo fundamental m(B*,yo) é infinito cíclico, gerado 
pela classe do lacete ô : [0,1] * D*, t <► y0exp(2mt). 

Demonstração. Vamos considerar o revestimento de Galois /«, apresentado anteriormente 
e, para x0 G f^{yo), a aplicação $*„ : 7ri(D*,y0) » A«t(/) que a cada classe [7] faz 
corresponder o automorfismo que envia \y]x0 h» ar0. Pelo lema (1.45), esta aplicação e um 
homomorfismo sobrejectivo. 

Vamos agora ver que é injectiva. Se [7] pertence ao núcleo de $ x o então o levantamento 
de 7 em x0 é um lacete 7 com base em x0. Como H é simplesmente conexo, qualquer lacete 
com base num ponto x é homotópico ao caminho constante igual a x. Existe, portanto uma 
homotopia H entre 7 e o caminho constante igual a x0. Então /00(H) é uma homotopia 
em D entre 7 e o caminho constante iguala p. Logo [7] = 1. 

Seja 6 um caminho em H definido por 6(t) := x0 + 2irt, para t G [0,1]. Então /«,(*) = <*• 
Logo [í]ar0 = í ( l ) = ^O + 2TT. Então $X(1 envia [í] no automorfismo a_i : z ■> Z2TT. Como 
a_i é claramente um gerador do grupo infinitamente cíclico Aut{foo) = {«m : m G Z}, 
obtemos o pretendido. D 

Exemplo 2.3. A aplicação fn : B*{r^n) >W(r),z^zné um revestimento de Galois de 
grau n. Sendo £ uma raiz primitiva de ordem n da unidade, então, para um disco aberto U 
centrado num ponto x0 de 3*{r^n) suficientemente pequeno temos que os discos Ut := CU, 
i = 0, ...,n  1, são disjuntos 2 a 2 (com aderências disjuntas). Então V := fn{U) é uma 
vizinhança aberta de /n(ar0) e /„ envia cada Ut homeomorficamente sobre V. 

As aplicações a? : z » ?z satisfazem fn o a? = / „ e formam um subgrupo de 
Aut(fn). Este subgrupo age transitivamente sobre cada fibra / / G / o ) , para y0 G D*(r), 
pois para quaisquer dois pontos x e x' desta fibra, temos que xn = i/o = ( ^ T , ° q u e 

implica que x' = f z para algum % = 0, ...,n  1. Concluímos então, pelo lema (1.40), que 
Aut(fn) = {a? : t = 0, ...,n  1} e, portanto, o grupo Aut(fn) é cíclico e gerado por 0¾. 
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Propos ição 2.4. Seja fw : W * D*(r) um revestimento finito de grau n com W conexo. 
Então fw é equivalente ao revestimento fn : D*(r^n) » D*(r), 2 ^ 2 " , ou seja, existo 
wm homeomorfismo tp:W » B^r 1 / " ) ia/ gue (v>(z))n = JV(z), para todo o x e W. Este 
homeomorfismo é único a menos do produto por uma raiz £ de ordem n da unidade. 

► ( r l / n )_ í2_ ]D*( r ) 

Demonstração. Seja x G W e y0 = fw(x). O grupo G := n (D* (r), y0) age transitivamente 
em fw{yo), uma vez que D*(r) é conexo. Corno a fibra / ^ ( y o ) tem cardinalidade n, 
o estabilizador de x, Gx = {[7] G G : [j\x = x}, é um subgrupo de G de índice n. 
Considerando agora o revestimento / n , observamos que também o estabilizador Gx> de 
um elemento x' de D*(r1/n) pertencente à fibra f~l{yo) é um subgrupo de índice n de 
G. Sendo D*(r) homeomorfo ao disco unitário D*, sabemos pela proposição (2.2), que 
G = 7Ti(D*(r),2/0) é um grupo cíclico infinito, logo G tem apenas um subgrupo de cada 
índice. Logo Gx = Gx>. Temos então, pela proposição (1.47), que existe um homeomorfismo 
tp.W * B*(r^n) tal que fnotp = fw. 

Seja agora tp' um outro homeomorfismo entre W e W(r1/n) distinto de tp. Então 
a := tp'tp"1 é um automorfismo de /„ , pelo que é da forma z 1+ £z, para uma raiz £ de 
ordem n de 1. Logo <p' = Ç<p. D 

Corolár io 2.5. Seja fw 'W + P*(r) um revestimento finito de grau n com W conexo. 

(a) 0 grupo Auí(/iy) é cíclico de ordem n e tem um único elemento ow Que satisfaz: para 
cada homeomorfismo tp : W > D(r1 / n) toi gue /„ o tp = / w , entoo p a ^ 1 = £„<£, 
onde £„ = e x p ( ^ ) . £síe elemento aw é gerador de Aut{fw) e vamos designálo por 
gerador distinguido de Aut(fw)

(b) Seja £0 € W e y0 = /(^o) Então o caminho i(t) := y0exp(27rií), í G [0,1], é um 
lacete em D(r) com òase emy0 e o seu levantamento por fw com ponto inicial (T(XQ) 

tem ponto final xo

Demonstração, (a) Consideremos a aplicação tp* : Aut(fw) ~* Aut(fn), 0 i> <p o 0 o tp1. 
Para 0 G Auí(/w) (logo fw°0 = fw), então <£*(/?) é um homeomorfismo que satisfaz 
fn{<P*(P)) ~ fn°{<P°0oV~l) = fw°0OíP~1 = fw°V~l = /n Considerando também a sua 
aplicação inversa, /9' ■>■ </?_1 ofi'oip, concluímos que esta aplicação é um isomorfismo, pelo 
que Aut(fw) é cíclico de ordem n. Este isomorfismo não depende da escolha de <p, pois se 
tp' jí tp, para a := tp'tp^1, temos que tp' o j3 o ((//) 1 = a o (</? o 0 o ^  1 ) o a  1 =tpo 0 o tp~x 

(notemos que Aui(/„) é abeliano pois, como £ ^ 2 = £?%%■> então <*£iQ# = a.#a.g). 
A multiplicação por ^ 1 é um gerador de Aní(/„) = {0¾ : z i» £z, £ G C e £n = 1}. 

Seja O"VK a imagem (única) por (</?*)_1 deste gerador. Então <p o aw
l — £„</?• 
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(b) Seja a^ := <P{(TW{XQ)) um ponto de D*(r1/n). Então x'0 está na fibra f^ivo) Vamos 
definir em B*(r^n) o caminho 7 := ^ e x p ( ^ ) , t G [0,1]. Então /„(7) é um lacete 7 em 
D*(r) e 7 é o levantamento de 7 por fn com ponto inicial x'0. Logo (/^(7) é o levantamento 
de 7 por / com ponto inicial crw(x0). O seu ponto final é (/^(7(1)) = ^(x^exp^)) = 
V _ 1 ( W ) = <P~XténV(cr(xo))) = y?_1(¥> o c^VOo))) = ar0.

 D 

Corolário 2.6. Para 0 < f < r, seja W := /^(D*(r)) e / ^ :== /w|tf" £ntóo W é conexo 
e fw : W —> D*(r) é wm revestimento de grau n. O gerador distinguindo de Aut{fw) é a 
restrição a D*(f) do gerador de Aut(fw)

Demonstração. W é definido como sendo o conjunto das fibras fw(yo), para y0 em D*(f). 
Como W é conexo, para quaisquer dois pontos x e x' de W Ç W, sabemos que existe um 
caminho ô que une estes pontos. E podemos escolher um caminho de modo a sua imagem 
6 por / esteja contida em B>*(f), unindo as imagens f(x) ef(x') destes pontos. Então ó 
é um caminho contido em W, o que mostra que também W é conexo. Pela alínea a) do 
teorema (1.39), podemos definir uma bijecção entre quaisquer duas fibras , logo a restrição 
de fw a W é um revestimento do mesmo grau. 

Seja tp : Aut(fw) —> Aut(fw) o homomorfismo obtido por restringirmos cada automor

fismo do revestimento fw a W. Notemos que ty é injectivo, uma vez que se a\w = (3\w, 
então como {a~l0)\w = Id\fr, pelo lema (1.40), concluímos que a — /3 em W. Como 
\Aut(fw)\ = \Aut(ffr)\ =n,ipé isomorfismo. Então o gerador distinguido aw de Aut(f^) 
coincide com ip(aw) = ^((V*)  1^»)) (notemos que o automorfismo aín gerador de 
Aut(fn), não depende do raio r do disco D*(r)). □ 

Vamos agora descrever o comportamento dum revestimento de P1 \ P nas vizinhanças 
perfuradas dos pontos excluídos. 

Para p e P 1 , vamos definir os discos abertos D(p,r) por: 

D(vr)=í{zeC:lz~Pl<r} SG PEC 

\{zeC: \z\ > r1} U {00} se p = 00. 

Proposição 2.7. Seja f : X —> P1 \ P um revestimento. Fixemos p G P. 

(a) Seja D(p,r) um disco centrado em p que não contém outro elemento de P, ou seja, 
D* := D(p,r) \ {p} C P1 \ P. Seja TP : D* * D*(r) o homeomorfismo definido por 
TP(Z) = z — psep^oo e por TP(Z) = l/z se p = 00. 

Então, para cada componente conexa W de /~X(Z)*), a aplicação fw '•= TP ° f\w é 
um revestimento fwW+ D*(r) de grau inferior ou igual ao grau de f. Dizemos 
que W é uma componente circular de raio r sobre p. 
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(b) Sejam O < f < r. Então existe uma bijecção entre as componentes circulares de raio 
r e as componentes circulares de raio r sobre p. Se W C W então / ^ é a restrição 
aWdefw eW = f^\W{r)). 

^>*(r)^D*(p,r) 

Demonstração, (a) Como D* é um aberto de P1 \ P, f restringe a um revestimento de 
yi(£)*) _> £)*, Compondo este revestimento com o homeomorfismo rp, obtemos um novo 
revestimento / _ 1 (D*) —► D(r) que, como W é uma componente circular de / _ 1 (D*) , se 
restringe a um revestimento fw 'W —> D(r). 

(b) Consideremos a aplicação p que a cada componente circular W de raio r faz 
corresponder uma componente circular W de raio f contida em W. Vejamos que esta 
aplicação está bem definida e é injectiva. Dada uma componente circular W de raio r, seja 
W := f^(W(f)). Pelo corolário anterior, W é conexo. Fazendo X := / _ 1 ( D ( p , r ) \ {p}), 
temos que W = W C X é aberto e fechado em X, logo é uma componente conexa de X. 
Portanto, W é uma componente circular de raio r contida em W. Suponhamos agora que 
W CW é outra componente circular de raio r. Então / ^ = fw\x Como W C X, então 
W ÇW f)X = W. Mas então W = W, uma vez que são ambas componentes conexas de 
X, pelo que concluímos que W contém exactamente uma componente circular de raio r. 

Como cada componente circular de raio f está contida em / _ 1 (D*) , está contida em 
exactamente uma das componentes conexas W de / _ 1 (D*) . Logo, a aplicação p é bijectiva. 
D 

Definição 2.8. (a) Seja / : X > P1 \ P um revestimento. Dizemos que r > 0 é sujicien

temente pequeno se D(p, r ) n P = {p} para todo o ponto p de P. 

(b) Fixando um ponto p de P, pela alínea (b) da proposição anterior, podemos definir uma 
relação de equivalência entre as componentes circulares W de raio suficientemente 
pequeno sobre p, sendo W = WseWcWouseWcW. Designamos as classes 
de equivalência desta relação por pontos ideais de X sobre p. Notamos por n cada 
ponto ideal de X. 

Observação 2.9. (1) Fixando um raio r suficientemente pequeno, cada ponto ideal n 
sobre p é representado por exactamente uma componente circular de raio r. Logo o 
número de pontos ideais sobre um ponto p coincide com o número de componentes 
conexas de /  1(Z)*(p,r)) , pelo que número de pontos ideais é inferior ou igual ao 
grau do revestimento / . 
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(2) Se / for um revestimento de Galois, então Aut(f) permuta transitivamente estas 
componentes. 

Intuitivamente, estes pontos ideais correspondem aos centros em falta destas compo

nentes. Vamos agora acrescentar esses centros a X. 

Propos ição 2.10. Seja f : X » P1 \ P um revestimento. 

(a) Seja X a união (disjunta) de X com todos os pontos ideais que estão sobre os pontos 
de P. Definimos que um conjunto U de X é aberto se U DX é um aberto de X e se, 
para cada ponto ideal TT de U, existir uma componente W £ ir tal que W C U. Estes 
abertos formam a base de uma topologia que torna X num espaço topológico Haus

dorff. O revestimento f prolongase a uma única aplicação contínua e sobrejectiva 
f ■ x > P1 com /(ir) = V P« r a cada Ponto ideal * sobre P Cada homeomorfismo 
a de Aut(f) prolongase de forma única a um homeomorfismo ã : X » X com 
/ o ã = / . 

(b) Se X for conexo então X é conexo 

(c) Se f for um revestimento finito então X é compacto. 

Demonstração, (a) Comecemos por verificar que estes abertos formam, de facto, uma base 
de topologia. Dados dois abertos U e U' desta forma, então (UC\U')nXê& intersecção 
dos abertos U n X e U' C\ X. Para um ponto ideal TT € U n U', como TT G [/, existe uma 
componente circular W G TT tal que W C U, e, como TT G U', existe uma componente 
circular W € it tal que W C U'. Como, ou W Q W ou W Ç W, temos que W H W 
é uma componente circular de n e W HW' C {U MJ'), o que mostra que U n í/' é um 
aberto. Dada uma família (U,)íej de abertos desta forma, então UjeJUj é um aberto, 
uma vez que (Ujgjt/j) í l l = U i e j (^ j C X) é um aberto de X, e, para TT G U^jt/ i , existe 
Uj tal que TT G UJt e então existe W G TT tal que W C Uj C U i e j ( t^ ) . Temos portanto 
que X é um espaço topológico e, é claro, que a topologia induzida em X coincide com 
a topologia original de X. Notemos que, dado um ponto ideal TT, para cada componente 
circular W G TT, O conjunto W U TT é uma vizinhança aberta de TT, e que cada vizinhança 
aberta de ir contém um aberto desta forma. 

É claro, pela definição, que / é sobrejectiva, uma vez que para cada p G F , cada 
componente circular de f\D*(p,r)) define um ponto ideal TT sobre p. 

Para p G F , sejam ( i r ^ g j , os pontos ideais sobre p. Então, para cada j e Jn e para r 
suficientemente pequeno, existe exactamente uma componente conexa W, G TT, de raio r e 

Vejamos que / é contínua. Como / é contínua e a topologia induzida em X coincide com 
a topologia original de X, é suficiente que, para cada p G F e para cada r suficientemente 
pequeno, o conjunto f\D*(p,r)) seja aberto. O que resulta de (2.1). 
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Seja a G Aut(f). Para cada p G P, o homeomorfismo a permuta componentes conexas 
Wj de (2.1). Definindo ã{iTj) = irk se a(W}) = Wk, prolongamos a a uma bijecção 
ã : X * X com / o ã = / . Como a é contínua e como ã permuta vizinhanças da forma 
Wj U iTj, concluímos que ã é, de facto, um homeomorfismo. 

Como X é denso em X, os prolongamentos f e ã, para cada a G Aut(f), são únicos. 
Vejamos agora que X é Hausdorff. Como P1 é Hausdorff, quaisquer dois pontos de 

X com imagens por / distintas podem ser separados por vizinhanças da forma f~x(V). 
Considerando agora os pontos com a mesma imagem por / , como X é Hausdorff, temos 
apenas que verificar que dois quaisquer pontos ideais ir e ir' sobre um mesmo ponto p 
podem ser separados por vizinhanças disjuntas. E, de facto, podemos escolher vizinhanças 
da forma W U {ir} e W U {ir'} para W G ir e W G ir'. 

(b) X é conexo e é denso em X. 
(c) Vamos começar por notar que a topologia definida em X admite uma base nu

merável. Consideremos todas as componentes conexas de /_ 1(V), para todas as vizin

hanças admissíveis para / da forma V = D(a, r) C P1 \P, onde a G Q ou a = oo e r G Q+ . 
Consideremos, ainda, todos os conjuntos da forma W U {ir}, onde ir é um ponto ideal e 
W G ir é uma componente circular de raio r G Q+ . Temos, então, que cada aberto de X é 
uma união de conjuntos desta forma. 

Como X tem uma base numerável de topologia, bastanos mostrar que toda a sucessão 
em X admite uma subsucessão convergente, para concluirmos que é compacto. Seja então 
(fln)neN uma sucessão em X. Então (/(an))neN é uma sucessão no espaço compacto P1. 
Logo existe uma subsucessão {f{anj))nj^ que converge para um ponto y0 de P1. 

Suponhamos que y0 G P \ P e seja V uma vizinhança admissível de y0 para / . Então 
existe jo tal que, para j > jQ, f(anj) G V. Temos que /_ 1(V) = Ui=1,...,„t/i, onde n = gr(f) 
é finito. Como temos um número finito de abertos Ut, um destes abertos contém um 
número infinito de anj. Seja k tal que o conjunto {anj : j > jo e anj G Uk} é infinito. 
Considerese a sucessão (afc)feeN formada por esses elementos. Ora, como, / : Uk > V é 
um homeomorfismo, esta sucessão converge para o ponto a := /_1(î/) H Uk. 

Suponhamos, agora, que y0 = p G P e sejam vít..., ire os pontos ideais sobre p. Quere

mos mostrar que um dos pontos irk é o limite da sucessão (anj)nj€^. Suponhamos que esta 
sucessão não converge para nenhum destes pontos ideais. Então, cada ponto irk tem uma 
vizinhança da forma WkU{irk} que não contém pontos da sucessão {on^n^ëS Sendo f o raio 
mínimo deste conjunto finito de componentes e tomando para cada ponto ideal a compo

nente circular de raio f, temos que /_1(D(p,r)) = UjjS^WjUfo}). Donde concluímos que 
D(p,f) não contém pontos da sucessão (f(anj))njeN Mas esta sucessão converge para p. 
A contradição resultou de supormos que (anj)nj€® não convergia para nenhum dos pontos 
ideais iri, ...,irs. □ 

Definição 2.11. Designamos a aplicação / , construída na proposição anterior, por reves

timento ramificado associado a / . 
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2.2 Revestimentos ramificados da esfera de Riemann 
Seja P um conjunto finito de pontos de F 1 e seja / : X + P1 \ P um revestimento. Pelo 
teorema (1.64), sabemos que X tem uma estrutura de variedade holomorfa de dimensão 1, 
para a qual / é uma função holomorfa. 

Vejamos como podemos obter explicitamente cartas (U, </?) em X. Consideremos abertos 
V de P 1 \P que são admissíveis para / e tais que 0 e oo não estão simultaneamente contidos 
em V. Tomemos então, para cada componente U de /  1 ( V ) , a aplicação <p = f\u se oo ¢. V 
ou a aplicação tp = k se oo e V. 

Consideremos agora o revestimento ramificado / : X —> P1 associado a / (proposição 
(2.10)). Seja ir um ponto ideal de X e seja p = f(ir). Para cada componente circular 
W E ir, de raio r, vamos considerar o revestimento fw — «P ° f\w '■ W —> D*(r) de grau 
finito n, definido na proposição (2.7). Pela proposição (2.4), existe um homeomorfismo 
tp : W —» B*(r») tal que <pn — fw. Este homeomorfismo prolongase a um homeomorfismo 
tp„ de Un := W U {n} em B>(r») que envia i remO (notemos que tpn é contínua em ir, uma 
vez que <p envia vizinhanças da forma W U {ir} nos abertos jD(0,f «)). 

Construímos assim cartas holomorfas (Un, tpv) em torno de cada ponto ideal. Notemos, 
que estas cartas em conjunto com as cartas (U,tp) de X, formam uma cobertura de X. 
Para simplificação, vamos passar a notar / apenas por / . 

Teorema 2.12. Seja f : X —> P1 \ P um revestimento finito. Munido da estrutura 
holomorfa definida pelas cartas (U,tp) e (f/w,</?w) apresentadas anteriormente, X é uma 
variedade holomorfa de dimensão 1 compacta e a aplicação f : X —> P 1 é holomorfa. 

Cada a € Aut(f) prolongase de forma única a um automorfismo holomorfo ã : X —► X 
que satisfaz / o ã = / . 

Demonstração. Vamos começar por verificar que qualquer carta (Un, <pn) é compatível 
com uma carta da forma ({/, tp). Pela definição da carta <pw, temos que tp™ = fw = ^ ° / 
e m l / f 1 í /„ para p = f(ir) e E/, = W U {TT}, logo, ^ ( 2 ) = / " V m ^ M * * ) )  E n t ã o a 
aplicação iptp'1 : </?*•(£/ n 17,) > <p(U CiUw) é & função z •► ̂ (z*1) se oo ^ / ( [ / ) ou a 
função z H> .t1 se oo 6 / ( f )  Esta função é holomorfa com derivada não nula (notemos 

KP (z") _ 
que 0 ¢. tpn(U Pi t/,) pois 7r ^ ([/ D [/,) e é um homeomorfismo, uma vez que tp e tpw são 
homeomorfismos, logo é biholomorfa. 

Vamos agora verificar que quaisquer duas cartas (U„,<p„) e (U^,,^) são compatíveis. 
Se 7T T̂  7r' então Un (~l í/£, ou é vazio ou é coberto por abertos que não contêm pontos 
ideais, ou seja, por cartas (U, tp) definidas em X. Se ir = ir', como Uv = W U {ir} e 
U'% = W U {ir} com W, W G ir, estas componentes circulares satisfazem W C W ou 
W C W . Suponhamos que W C W e seja r o raio da componente W. Então, pela 
proposição (2.4), a aplicação ip^ip'1 : D(0,r1/n) » £(0,71^) é a multiplicação por uma 
raiz ^ de ordem n da unidade, logo é biholomorfa. 

Como este conjunto de cartas cobre X, obtemos uma estrutura holomorfa que torna X 
numa variedade holomorfa compacta. 
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É agora suficiente mostrarmos que / : X > P1 é holomorfa nas vizinhanças dos pontos 
ideais, uma vez que / é holomorfa em X. Se f{n) ^ oo, a função f o p*1 é holomorfa em 
£)(0, r1 / n) , uma vez que é a função definida por z *> ^(z"). Se /(ÍT) = oo, consideremos 
a função / o y~x composta com a função z H> l/z. E em D(0,r1/n) esta função é definida 
por z i—> zn, logo é também holomorfa. 

Pela proposição (2.10), cada a € Ait£(/) é uma aplicação holomorfa e prolongase a 
um único homeomorfismo ã : X + X. Considerando cartas ({/*, w ) em torno dos pontos 
ideais, temos que (ã(í/w), <p« o ã"1) é também uma carta holomorfa. E nestas coordenadas 
locais, ã é da forma z t* Çz, para alguma raiz primitiva £ de ordem n da unidade. Logo, 
ã : l  » Í é holomorfa. D 

As aplicações ã, para a G Aut(f), formam um grupo isomorfo a Aut(f) sob o isomor

fismo a H> ã. Vamos também passar a notar cada ã apenas por a. Identificamos assim 
Aut(f) com um subgrupo do grupo dos automorfismos holomorfos de X. 

Notemos que se X for conexo então acabámos de demonstrar, usando a estrutura holo

morfa definida a partir do revestimento / , que X é uma superfície de Riemann e que X é 
uma superfície de Riemann compacta. 

Vamos agora aplicar estes resultados para demonstrar a conexidade de uma curva plana 
afim definida por um polinómio irredutível F G C[x, y]. 

Lema 2.13. Sejam Ci,...,c„ G C não todos nulos. Seja w G C e suponhamos que 
wn + cn^iwn~l + ... + co = 0. Então 

\w\ < 2maXj\cj\1tt. 

Demonstração. Seja c = maxAc^ > 0. Se z = *, temos zn + ^zn~l + ... + * = 0. 
Logo, como \CJ\ < cP, 

\z\n < \z\n~l + ... + 1. 

Se |z| > 2 então teríamos 1 < fa + ... + r̂ » < i +  + F < L LoS° kl < 2 e M < 2c D 

Proposição 2.14. Dado um polinómio F G C[x, y] tal que F(x, y) = an(x)yn +... + a0{x), 
com an(x) não nulo, seja C := {(x,y) G C2 : F(x,y) = 0} a curva plana afim definida por 
F e f : C —> C a projecção (x, y) i> x. Seja SQ :— {x G C : an(x) = 0}. 

(a) Então a aplicação f : /  1 ( C \ 5o) > C \ 50 é própria. 

(b) SejaSj := {x G C : 3y G C comF(x,y) = 0 = %{x,y)} e sejaC := C\ f~l {SQU S^. 
Se F é irredutível então 

f:C'^C\(S0US1) 
é um revestimento de grau n eC é uma superfície de Riemann. 

(c) Seja C' o completamento de C construído na proposição (2.10). Então f : C' —► P1 é 
um revestimento ramificado e C' é uma superfície de Riemann compacta. 
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Demonstração, (a) Seja í C Ç C \ 5 0 u m compacto. Então existe S > 0 tal que \an{x)\ > õ 
e dj(x) < l/ô para x G K e j f n. Se (x, y) G C e ar G /_ 1(^)> t e m o s 

an(x) a„(x) 

logo, pelo lema (2.13), \y\ < 2maxj6~2/j. Portanto, o conjunto f~\K) é limitado. Como 
f\K) = (K xC)f]C é fechado em C2, concluímos que f~l(K) é compacto. 

(b) A aplicação / é um revestimento finito, pela proposição (1.30) e pelo teorema da 
função implícita (teorema 1.53). 

No exemplo (1.56).(8), foi demonstrado que C \ Si é uma variedade holomorfa de di

mensão 1. 
Pretendemos agora demonstrar que, se P irredutível então C = C \ (Sb U Si) é conexa. 

Suponhamos que C não é conexa e sejam Wi,..., Ws as componentes conexas de C. Então 
a aplicação fx := f\Wl W\ * <C \ (S0 U Si) é um revestimento de grau m com \<m<n 
(corolário 1.36). Seja Wx o completamento de W\ constrmdo na proposição (2.10). Pelo 
teorema (2.12), Wi é uma superfície de Riemann compacta. 

Seja T] : C * C a projecção (x, y) *+ y. Então m := r}\Wl é holomorfa. Vejamos que 771 
se prolonga a uma função meromorfa em Wi. Para p G P := 50U5i U {00}, seja a G Ŵi tal 
que /1(0) = p. Escolhamos coordenadas locais z em a e w em p de modo a que localmente 
/1 seja a função z ** zm = w. Numa vizinhança U de u suficientemente pequena, se z ^ 0, 
temos 

^ ) + 5 ^ ^ ( , ) + ... + 5 ^  0 , — «*)■ 
/IV ; a„(w) a„(w) 

Como as funções Oj/ao são meromorfas em w = 0, existem constantes C > 0 e N > 0 tal 
que a,(w) ,,,,̂ ., < LJT perto de tw = 0. Pelo lema (2.13), temos que |77i(̂ )l < 2maxj\^m ^ }%> 
para algumas constantes Cx e fc. Logo 771 prolongase meromorficamente a W'i. 

Para x G P1 \ P, seja 6„(x), para u = 1,..., m, a t;ésima função simétrica elementar em 
í/1,,í/m, onde t/i,...,ym são as imagens por 7/1 dos pontos da fibra / f (ar) (notemos que 
F(x, yj) = 0, para todo j = 1,..., m). Vamos demonstrar que as funções bv(x) se prolongam 
a funções meromorfas em P1. De facto, como os pontos % são valores da função 771 que é 
meromorfa no completamento Wx, logo, numa vizinhança de p G P, temos 

|6tJ(x)| = |Eil,...;ír;771(P1)...7/1(PiJ| <C|* |  i 

<Ci | a ; p |~ ' ( resp., Ci|x| se p = 00) 

(P, . . . ,Pm) = /^(¾) . 
Logo, as funções 6„ são meromorfas em P1 e, portanto, sao funções racionais de x. 
Seja G(x,y) =ym + 6i(x)í/r_1 +  + bm(x). Então, se x G P1 \ P, as raízes de G{x, y) 

(que estão em vizinhanças de yi, ...,ym) são também raízes de F(x,y). Logo G divide P 
em C(x)[y] e m > 1, o que contraria a irredutibilidade de P. 

Temos então que C é conexa, logo é uma superfície de Riemann. 
(c) Resulta do teorema (2.12). D 
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Propos ição 2.15. Seja f : X > P1 \ P um revestimento finito com X conexo. Para 
cada ponto p G P, consideremos um disco perfurado D* C P1 \ P centrado em p de 
raio r suficientemente pequeno. O grupo Aut(f) age sobre as componentes circulares de 
f~1(D*). Seja (XÍ)ÍÇJ o conjunto das órbitas desta acção e suponhamos que Aut(f) age 
transitivamente nas fibras f'1(D*) fl Xit para i G J. 

Para cada componente circular W Ç /_1(J5*)» seJa fw ■ W * D*(r) o revestimento 
definido na proposição (2.7). 

(a) Seja Hw o estabilizador de W em H = Aut(f). Restringindo a acção de Hw a W, 
obtemos um isomorfismo 

Hw > Aut(fw)

Logo Hw é cíclico. Chamamos gerador distinguido de Hw ao elemento hw G Hw 
que corresponde ao gerador distinguido ow de Aut(fw)

(b) Seja h G Aut(f) eW' = h{W). Então hhwh'1 = hw Portanto, os geradores hw 

das componentes circulares W pertencentes a uma mesma órbita Xi formam uma 
classe de conjugação CPii de Aut(f). A classe CPii depende de p e da órbita Xit mas 
não do raio do disco D* escolhido. 

Seja n a ordem comum dos elementos da classe Cp>i. Então néo grau do revestimento 
fw '■ W —► B>*(r), para qualquer componente circular W de Xi. Em, particular, 
Cpi = {1} se e somente se fw é um homeomorfismo. 

(c) Seja y£D*ey' = Tp(y) G D*(r). Seja \(t) := r " 1 (y' exp(2mt)) um lacete em D* com 
base em y. Seja x0 G X um ponto qualquer e y0 = f(x0). Seja 6 um caminho com 
ponto inicial y0 e ponto final y. Então 7 := 6^X6 é um lacete em P1 \ P com base 
em y0 e a aplicação $ l 0 : ^ ( P 1 \ P,y0) * Aut(f) (definida na proposição (145)) 
envia [7] num elemento da classe CPIÍ associada à órbita Xi que contém a componente 
circular W tal que xç> G W. 

Demonstração, (a) O grupo H age sobre / _ 1 (D*) , permutando as componentes circu

lares W de f~1(D*), logo, se h G H envia um ponto de uma componente W num ponto 
contido numa outra componente W então h(W) = W, uma vez que h(W) é conexo e as 
componentes circulares de / _ 1 (D*) são disjuntas. Em particular, se h envia um ponto de 
W num ponto de W então h G Hw, sendo Hw o estabilizador de W em H. 

Para y G D*, o conjunto f~l{y) il W é uma fibra do revestimento fw Considerando 
a órbita Xi da acção de Aut(f) que contém W, temos que Aut(f) age transitivamente 
sobre / _ 1 (y ) D Xi. Logo, quaisquer dois pontos de / _ 1 ( y ) n W podem ser enviados um no 
outro por um elemento h G Aut(f). Mas então, pelo que vimos anteriormente, h G Hw e 
concluímos que Hw age transitivamente em /_ 1( í / ) fl W. 

A aplicação Hw * Aut(fw), definida por h 1+ h\w, é um homomorfismo. Claramente, 
se / o h = f e h\w(W) = W, então /VK O / I | W = fw Como X é conexo, pelo lema (1.40), 
se h\w = Idw então h — Id,o que mostra que temos um homomorfismo injectivo. Como 
a imagem desta aplicação é um subgrupo de Aut(fw) que age transitivamente numa fibra 
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f^(y) = /_ 1(y) n W, concluímos que esta aplicação é também sobrejectiva (lema (1.40)), 
logo um isomorfismo entre Hw e Aut(fw)

(b) Consideremos o lacete A definido na alínea (c). Para x G f~x(y) H W, seja A o 
levantamento de A por / com ponto inicial hw(x). Então o caminho Ã coincide com o 
levantamento do lacete y' exp(2nt) por fw com ponto inicial hw(x). Logo o ponto final de 
Ã é x, pela alínea (b) do corolário (2.5). 

Seja h E Aut(f). O caminho /i(Ã) é o levantamento de A por / com ponto inicial 
h(hw(x)) que está numa componente circular W := h{W). Este caminho tem como ponto 
final h(x). Portanto, novamente pela alínea (b) do corolário (2.5), sendo hw o gerador 
distinguido de Hw, temos que hw(h(x)) = h(hw(x)) Então, a aplicação hwohrlohW'oh 
fixa o ponto x e, pelo lema (1.40), concluímos que hw oh~l ohw'°h = Id. Obtemos então 
que 

h o hw ° h~ = hw'i 

para quaisquer duas componentes W e W pertencentes a uma mesma órbita Xj. 
Pela proposição (2.7), para W C W, temos que fw = fw\w. E então, pelo corolário 

(2.6), o gerador distinguido de Aut(fw) é a restrição a W do gerador distinguido de 
Aut(fw) Obtemos então que hw = hw, pelo que a classe CP)i não depende do raio r 
do disco D* escolhido. 

Seja n a ordem comum dos elementos da classe de conjugação CPíi e seja hw um qualquer 
elemento de Cp>i. Então, pelo corolário (2.5), n coincide com a ordem do grupo Aut(fw), 
logo com o grau do revestimento fw. E, pela proposição (2.4), n = 1 se e somente se fw 
é um homeomorfismo. 

(c) Uma vez que 6(1) = y € D*, o levantamento 6 de á por / com ponto inicial x0 
tem como ponto final um ponto x que está numa componente circular W de f~l(D*). O 
caminho hw(6) é o levantamento de 6 por / com ponto inicial hw(x0). E, pela alínea (b), 
o levantamento de A com ponto inicial hw(%) tem ponto final x. 

Logo 7 = l_1Ã(/íwr(í)) é o levantamento de 7 com ponto inicial hw(xo) e tem ponto 
final x0. Logo $^([7]) = hw e hw pertence a CPti. □ 

Se / for um revestimento de Galois então, como Aut(f) age transitivamente nas com

ponentes circulares de /_1(D*), existe uma única órbita por esta acção. Resulta então, da 
proposição anterior, que a cada ponto pe P está associada uma única classe de conjugação. 

Observação 2.16. A cada aplicação meromorfa não constante definida numa superfície de 
Riemann compacta está associado um revestimento finito da esfera de Riemann perfurada 
(teorema 1.70). Pelo teorema (2.12), a esse revestimento está associado um revestimento 
ramificado. Vejamos agora como construir um revestimento de Galois a partir de uma 
aplicação meromorfa definida entre superfícies de Riemann. 
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Teorema 2.17. Seja g : X * Y uma aplicação meromorfa entre superfícies de Riemann 
e suponhamos que X é compacta. Seja Cg o conjunto dos valores críticos de g e sejam 
Y := Y\Cg e X := X \ g^iÇg). Então g : X > Y é um revestimento finito. Seja 
p:Y —>■ Y o revestimento universal de Y. Sejam x0 G X e y0 = g(%o)

Então existe um revestimento de Galois finito f : Y/H * Y, onde H é o menor 
subgrupo normal de iri(Y,y0) que contém g*(ni{X,XQ)), e existe um levantamento de g, 
g ; X > Y/H, tal que fog = g. Em particular, se g for um revestimento de Galois então 
f e g são revestimentos isomorfos. 

Demonstração. A aplicação g : X > Y é um revestimento finito, pelo teorema (1.70). 
Seja H o menor subgrupo normal de ni{Y,yo) tal que g*{ni(X,xo)) < H. 

Consideremos o revestimento universal p : Y » Y (cuja existência e unicidade são 
asseguradas pelo teorema (1.51) e proposição (1.50), respectivamente) e seja y0 G p^(yo)

Então, pelo corolário (1.43), Aut(p) ~ n(Y, ífo). Logo, como o grupo m(Yt y0) age de forma 
discreta sobre Y, também H age do mesmo modo. Temos então, pelo teorema (1.46), que 
p' : Y —> Y /H é um revestimento de Galois e H age transitivamente nas fibras de j / . Logo, 
Aut(p') = H e, pelo corolário (1.43), H = Aut{p') ~ iri{Y/H,j/(yo)). Temos ainda que p 
ê constante nas fibras de j/ (uma vez que estas estão contidas nas fibras de p), logo existe 
uma aplicação contínua / : Y/H > Y que torna o seguinte diagrama comutativo: 

Y ^ Y/H 
P \ if 

Y 

Pretendemos agora demonstrar que / é um revestimento. Consideremos um ponto 
y G Y e uma vizinhança V de y. Seja U uma qualquer componente conexa de / (V). E 
suficiente mostrarmos que f\u '• U —» V é homeomorfismo. 

Como Y/H é localmente conexo por arcos, U é aberto e fechado em / _ 1 ( ^ )  Logo, 
rf~\U) é aberto e fechado em j / ' 1 {f~HY)) = p_1(V), sendo, portanto, uma união de 
componentes conexas de p 1(V). Se Û for uma dessas componentes então o seguinte 
diagrama é comutativo: 

0 £ u 
P \ 1/ 

V 

Neste diagrama, p = / o p' é um homeomorfismo, logo p' é injectiva. Se p'(U) ^ U então 
p\p'^{U)) = \JheHP'(hÛ) = fl$) ÏU,o que contraria o facto de p' : Y > Y /H 
ser sobrejectiva. Logo p1 : Û —» U é bijectiva e, como é uma aplicação aberta, é um 
homeomorfismo. Temos então que f\u : U + V é homeomorfismo, o que nos permite 
concluir que / é um revestimento. 

Pelo teorema (1.42), Aut(f) ~ ^ 1 ~ î i i^ai, uma vez que H é normal, e, como Y/H 
é conexo, pelo teorema (1.41), Aut(f) age transitivamente em cada fibra, o que mostra que 
/ é um revestimento de Galois. 
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Como ^7Ti(X,ar0) £ H =* f^i(Y/H,p(y0)), o teorema (1.37) assegura a existência um 
levantamento 5 : X + F / i í tal que / o p = c/. 

Suponhamos que p é um revestimento de Galois. Então g*Ki{X,Xo) é um subgrupo 
normal, logo g^i{X,x0) = Ho± f^i{Y/H,p(y0)), o que, pelo teorema (1.49), demonstra 
que / e g são revestimentos isomorfos. D 

2.3 Espaços de moduli de revestimentos de Galois 
Nesta secção trataremos apenas de revestimentos de Galois da esfera de Riemann. 

Definição 2.18. Considerando ternos ordenados da forma (G,P,C), onde G é um grupo 
finito, P é um subconjunto finito de P1 e C = (C p ) p 6 P é uma família de classes de conjugação 
não triviais de G, indexada por P, dizemos que dois ternos (G, P, C) e (G', P', C) são 
equivalentes se P = P' e existir um isomorfismo G * G' que envia a classe de conjugação 
Cp na classe C'p, para todo o p € P. Obtemos assim uma relação de equivalência no 
conjunto dos ternos ordenados e designamos cada classe [G, P,C] por tipo de ramificação. 

Definição 2.19. Seja / : X > P1 \ P um revestimento de Galois finito. Seja G = Aut(f) 
e para cada ponto p G P seja Cp a classe de conjugação de G associada a p. 

Dizemos que p é um ponto de ramificação de / se Cp ^ {1}. 
Seja P' :={peP :CP^ {1}} o conjunto dos pontos de ramificação. Definimos o tipo 

de ramificação do revestimento / como sendo a classe [G, P', (Cp)pep']. 

Observação 2.20. Seja h : P1 » P1 um automorfismo holomorfo da forma z ^ z  q0, 
00 « 00, ou da forma z ►+ l / z , 0 •> 00, 00 •> 0. Então, / ' := /1 o / : X > P* \ h(P) é 
outro revestimento de Galois finito. Vejamos como se altera o tipo de ramificação. 

Para p G F , seja 7 um lacete que dá uma volta no sentido directo em torno de p. 
Então 7' := h o 7 é um lacete que dá uma volta no sentido directo em torno de h(p), 
uma vez que h preserva a orientação. Seja x0 um ponto da fibra f~\yo), onde t / 0 é a 
base do lacete 7. Então o levantamento de 7' por / ' com ponto inicial x0 coincide com o 
levantamento de 7 por / com ponto inicial x0. E o único elemento de Aut(f) que envia 
o ponto final deste levantamento no seu ponto inicial x0 está na classe de conjugação 
associada a p tal como está na classe de conjugação de Aut(f) associada a h(p). Ora, 
como Aut(f) = G = Aut(f), pois, para a G G, f o a = h o / o a = h o / = /'', e as classes 
de conjugação de um grupo são disjuntas, concluímos que Cp = Ch(p) Logo / ' tem tipo de 
ramificação definido pela classe [G, h(P'), {Chi(q))qeh{P')\

Lema 2.21. Sejam Yx,..., Yr abertos de um espaço topológico Y tais que Y éa união destes 
abertos. Então cada caminho 6 em Y é homotópico a um produto (finito) de caminhos 8V 

tais que cada òv está contido num aberto Yj. 
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Demonstração. Cada imagem inversa ô'1 {Yj) é um aberto de / = [0,1]. Logo é uma união 
numerável de intervalos abertos de / . Considerando todos os abertos Yj, a união de todos 
os intervalos abertos /^ que cobrem as suas imagens inversas forma uma cobertura aberta 
de / . Como / é compacto, existe um número de Lebesgue e associado a esta cobertura, 
i.e., existem 0 = t i < h < ... < ts = 1 tais que \tu  í„+i| < f e [U  e,t„ + e] está 
contido em algum /M. Então ô([U  e, U + e] n J) está totalmente contido num aberto Yj. 
Para i/ = 1,..., s, restringindo S a [tv  e, t„ + e] fl / , definimos caminhos 6„, cada um deles 
totalmente contido num aberto Yj. E o produto ôs...5\ é homotópico a S. □ 

Notemos que o caminho exp(27rií) percorre uma circunferência no sentido directo en

quanto que o caminho exp(27rií) percorre a circunferência no sentido indirecto. 

Teorema 2.22. Sejam px, ...,pr r pontos distintos de C e seja Y = C \ {pi,..., p r } . Seja 
y0 eY um ponto tal que cada recta y0Pi não contém nenhum outro ponto pj, para j ^ i. 
Para i = 1,..., r, vamos escrever cada ponto pt na forma Pi = yo + Pi exp(itfi) com pi € R + 

e 0 < di < 2ir. Vamos reordenar os pontos pi} para que #i > i?2 > ••• > $r

Escolhamos no plano complexo C semirectas Li, L2, ■■, Lr com origem em y0 de modo 
a que cada componente conexa de C \ (Li U L2 U ... U Lr) contenha exactamente um ponto 
Pi de P. Seja Yt a componente conexa que contém Pi e seja Di um disco centrado em pif 

cuja aderência está contida em Yi. 
Seja 7, um lacete em Yi U {y0} com base em y0 que percorre a recta y0pi desde yQ até à 

aderência de A , dá depois uma volta sobra a fronteira de Di no sentido directo e retorna 
a y0, novamente pela recta y0pi. 

Então: 

(a) As classes de homotopia dos lacetes 7X, ...,jr geram o grupo fundamental n^yo). 

(b) Seja G um grupo com geradores gi,...,gr. Então existe um. revestimento de Galois 
f : X >Y, um isomorfismo 0 : Aut(f) > G e um ponto x0 e f^iyo) tais que a 
composição de 9 com a aplicação sobrejectiva $ x o : 7ri(Y,y0) ~* Aut(f) envia cada 
[7i] em gi} parai = l , . . . , r . 

Identificando G com Aut(f) através do isomorfismo 9, se G for um grupo finito então 
f : X —> P1 \ {pi, . . . ,p r , oo} é um revestimento de Galois finito e para as classes de 
conjugação associadas Ci :— CVi e Coo de G temos que 

9i^Ci e {g\gry
l e Coo, 

para i — l, ...,r. 

Demonstração. Notemos que existe o ponto y0 nas condições do enunciado, pois basta 
escolher um ponto fora das intersecções das rectas PiPj, que são em número finito. 

(a) Vamos alargar ligeiramente cada Yi a um conjunto V/ := {z € C : dist(z, Yi) < e}, 
sendo e tal que estes conjuntos ainda satisfaçam Y D Dj = 0 para i^j. Então os abertos 
y/ formam uma cobertura de C e os abertos Y( \ {pi} cobrem Y. 
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Seja S um lacete em Y com base em y0. Pelo lema anterior, 6 é homotópico a um 
produto de caminhos Ss...Si tais que cada 6„ é um caminho contido em Av := Y \ {pt}, 
para algum i = l , . . . ,r . Notemos que podemos ter A„ = Ap, para i/ 7̂  /z, uma vez que 
o caminho 6 pode passar várias vezes por dentro de um mesmo conjunto Y \{pi}. Para 
v = 1,..., s, seja «;„ um caminho que une y0 ao ponto inicial de 5V, percorrendo a recta que 
une estes dois pontos. Então, como tanto y0 como o ponto inicial de 6„ estão em A„ e em 
Avi, o caminho /e„ está contido na intersecção A, n A„_i. Seja KS+I O caminho constante 
igual a yo. Para 1/ = 1,..., s, consideremos os caminhos uu := K~+15VKV. Então cada u„ é 
um lacete em Au e <S é homotópico ao produto u>e...u>i. 

Cada espaço A/ é homeomorfo ao disco perfurado D*, logo, pelo exemplo (2.1), o grupo 
fundamental iri{Av,yo) é infinito cíclico e gerado por %, sendo i tal que Av := Y[ \ {PÍ}

Portanto, w„ é homotópico a 7?, para algum ç G Z . Como í é homotópico a um produto 
de u„, concluímos que é homotópico a um produto de potências dos caminhos 7*. 

(b) Para cada i = 1, ...,m, seja Ri a semirecta sobre a recta y0Pi que tem origem 
em pi e tal que y0 ¢ fí, (a semirecta parte de p{ com a direcção oposta a y0). Seja 
K:=Y\{RiU ... U J O = C \ (fii U ... U Rm). 

Vamos definir o conjunto X como sendo o produto cartesiano Y x G. Neste conjunto, 
vamos definir uma topologia (diferente da topologia produto), através da definição de uma 
base de vizinhanças para cada ponto (y, g) de X: 

Se y e K, então essa base é constituída por conjuntos da forma 

B x {<?}, 

para quaisquer discos abertos B centrados em y e contidos em K. 
SeyeRi,& base é constituída por conjuntos da forma 

D9:=(Dx{g})U(D+x{gg^}), 

onde, para um disco aberto D centrado em y que não contém o ponto Pi e que não intersecta 
nenhuma outra recta y0pj para j ^ i, D+ é definido como sendo o meio disco aberto do 
lado 'positivo' de Ri, i.e., D+ é constituído pelos pontos y' € D tais que a recta y0y^ é 
imagem da recta y0pi por uma rotação no sentido directo de ângulo 0 < ■d < f, e D~ ê 
definido como sendo o meio disco fechado do lado 'negativo' de Ru i.e., D~ é constituído 
pelos pontos y' 6 D tais que a recta y0y' ê imagem da recta y0Pi por uma rotação no 
sentido indirecto de ângulo 0 < & < | . 

Claramente, para quaisquer duas vizinhanças de um ponto (y,g), temos que uma está 
contida na outra. Portanto, obtemos uma topologia em X definindo que um subconjunto 
de X é aberto se contiver uma vizinhança destas para cada um dos seus pontos. 

(1) A aplicação / : X *Y, (y,g) ■► y é um revestimento. 
Demonstração: Temos que f\B) = Ug&G{Bx{g}) e cada vizinhança B x {g} é enviada 

homeomorficamente em B. Do mesmo modo, f~\D) = UseGJD9 e cada vizinhança Dg é 
enviada homeomorficamente em D. Temos ainda que B x {g} são componentes distintas de 
f\B) e Dg são componentes distintas de / _ 1 ( I>) . Logo, tanto B como D são vizinhanças 
admissíveis para / . 
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(2) Para cada h G G, a aplicação ah : X ► X, (y, g) ** (y, hg), é um automorfismo do 
revestimento / . E temos que o w = at o ay

Demonstração: Cada ah permuta as vizinhanças que constituem a base da topologia, 
i.e., ah(B x {g})  B x {hg} e ah(Dg) = Dhg, logo é contínua. É claro que ahh> = a / , o a ¥ , 
uma vez que ahh>(y,g) = (y,hh'g) = ah{y,h'g) = ah o ak>(y,g), o que implica que cada 
ah é bijectiva com inversa a h  i . Resulta então, que cada a^ é um homeomorfismo e, como 
f oah = f, cth é um automorfismo do revestimento / . 

(3) A aplicação / : X *■ Y é um revestimento de Galois. O grupo Aut(f) dos auto

morfismos do revestimento / é isomorfo a G, com isomorfismo dado por g <> ag. 
Demonstração: Vamos começar por demonstrar que X é conexo. Cada um dos seus 

subconjuntos K x {g} é homeomorfo a K, logo é conexo. Seja C a componente conexa de 
X que contém K x {1}. Seja D um disco centrado num ponto y e Ri. Existe um caminho 
em Di que une K x {1} a K x {p^1}, uma vez que Dx := (D~ x {1}) U {D+ x {pr1}) e 
D~ x {1} C K x {1} e £>+ x {gr1} c K x {g^1}. Portanto, K x {g;1}, sendo conexo, 
está também contido na componente conexa C de X. 

Como o automorfismo agri envia K x {1} em K x {&"1}, resulta que a componente C é 
enviada em si própria por todos os automorfismos da forma agi. E, como os elementos p* 
são geradores do grupo G, resulta que C é enviada em si própria por todos os automorfismos 
ag, para g eG. Portanto, C contém todos os subconjuntos de X da forma K x {g}, para 
g £G, pelo que é densa em X. Como as componentes conexas são fechados de X, resulta 
que C = X e, portanto, X é conexo. 

Por (2), o grupo {ag : g G G} é um subgrupo de Aut(f). Como este subgrupo age 
transitivamente sobre cada fibra f^(y) = U9eG(y, g), para y G Y, resulta, pelo lema (1.40), 
que Aut(f) = {ag : g G G} e / é um revestimento de Galois. 

Vamos passar a identificar G com Aut(f) através do isomorfismo g i» OJ3. 

(4) O levantamento do caminho 7* com ponto inicial (y0,1) tem ponto final (yo,g^ )• 
Demonstração: O caminho 7i(t) intersecta a semirecta Ri num único ponto. Seja esse 

ponto 7i(íi). Definindo 

 m . = ÍM*)»1) Para ***> 
' "\(7*(*),ft_1) P » a *>*<> 

então 7i(í) é contínua pela definição da topologia em X. Logo 7¾ é o levantamento por / 
de 7i com ponto inicial (y0,1) E, claramente, (yo,5,rl) é o seu ponto final. 

(5) Para x0 = (yo, 1), temos que $«„([71]) = 9i, Pa™ » = !> • ••>»*. Logo cada ^ está na 
classe de conjugação Ci de G = Aut(f) associada ao ponto pj. 

Demonstração: Por definição de $ x o : 7Ti(F,y0) ♦ Aut(f), o automorfismo *xo([7i]) 
envia o ponto final (yo>&rl) do caminho % no seu ponto inicial x0 = (2/0,1) Logo 
*a*>([7«D = affi = 9i P ° r o u t r o lado, como 7, dá uma volta no sentido directo em torno de 
Pi, pela alínea (c) da proposição (2.15), $x0([7i]) e s t á na classe de conjugação CPi = Ci. 
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(6) Seja p > O suficientemente grande para que y0 e todos os pontos p{ estejam contidos 
no interior da circunferência C0 de centro 0 e raio p. Então o caminho 700 := 71../> é 
homotópico em F a um lacete 7' de base y0 que vai sobre uma recta até interceptar a 
circunferência C0, dá depois uma volta completa sobre C0 no sentido directo, voltando 
novamente a y0 sobre a mesma recta. 

Demonstração: Seja D0 um disco aberto centrado em y0 e tal que todos os pontos Pi 
estão contidos em D0. Seja Y* := Y n D0. Então cada 7 i é homotópico em Y a um 
lacete 7* com base em y0 definido por percorrer a fronteira de Y* no sentido directo. Logo 
7oe é homotópico a 7Í .7 ; . Notemos, que pela definição de produto de caminhos, neste 
caminho, primeiro é percorrido o caminho 7;, depois o caminho 7*_i, até que, por último, 
é percorrido o caminho Yv Logo 7^...7^ é homotópico em Y a um lacete 7* de base y0 

que vai em linha recta até interceptar a fronteira de D0, dando depois uma volta completa 
sobre a fronteira de D0 no sentido directo, e que volta a y0 novamente sobre a mesma recta. 

Notemos que a classe de homotopia de 7* é independente da escolha da recta que é 
percorrida até interceptar D0, uma vez que se 7* é um lacete que percorre uma recta entre 
os pontos Pi e P2 e 7b é um lacete que percorre uma outra recta entre os pontos p2 e p3, 
então 7b é homotópico a 7^7*72 E este caminho é homotópico a 7*. 

É então claro que 7* é homotópico a 7'. 

(7) (51Pr)"1 e Coo 
Demonstração: Seja 7' o caminho definido em (6). Então o caminho 7 := (7 ) e u m 

lacete com base em y0 que dá uma volta em torno de p = 00 no sentido directo. Logo, 
pela alínea (c) da proposição (2.15), temos que $xn([7]) € C M . Por outro lado, como 
$xo([7 ']) = $X0([7oo]) = gi...gr, por (5) e por (6), obtemos que {gi...gr)

 1 € CM . □ 

Podemos descrever o conjunto X através da colagem das 'folhas' K x {g} ao longo das 
semirectas ifc x {#}, para g G G. Quando percorremos perto de (p i ) 5) um caminho no 
sentido directo, ao intersectarmos a semirecta ifc x {5}, passamos da folha K x {g} para 
a folha K x {gg^1}

Corolár io 2.23. 0 grupo fundamental Ki(Y,y0) para Y = C\ {pi, ...,pr} é livre e gerado 
pelas classes dos lacetes 7i,...,7r

Resulta então que, para quaisquerr pontos distintos deF1, o grupo ^ ( P ^ P i , ^Pr}, J/o) 
é /wre em r — 1 geradores. 

Demonstração. Seja G um grupo livre gerado por elementos glt..., p r . Pela parte (b) do 
teorema, existe um homomorfismo *i{Y,yo) + G que envia [7^ em gi. Como G é livre, 
existe também um homomorfismo G > 7Ti(Y,y0) A composição destes homomorfismos é 
a identidade, uma vez que fixa os geradores g{ e fy] de cada grupo. Logo G e 7n(Y, y0) são 
isomorfos. 

A segunda afirmação resulta do facto de P1 \ {pr} ser homeomorfo a C D 
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Seja [7i] o gerador de TT^P1 \ P,y0) associado ao ponto p<. Notamos a classe de con

jugação de ^ ( P 1 \ P, J/o) associada ao elemento fy] por S P i (
p l \ Pj/o)

Lema 2.24. (a) Seja P' = P\{p} Então o subgrupo normal de ^ ( P 1 \P,y 0 ) gerado por 
Ep(Pa \ P,yo) é formado por todos os elementos [7] G TT^P1 \ P,p0) para os quais 7 
e homotopicamente nulo em P1 \ P'. 

(b) ^eja / : X —> P1 \ P «m revestimento de Galois finito. Então, para cada x0 G /_1(j/o)> 
o homomorfismo sobrejectivo $ x n : ^ ( P 1 \ P,p0) » A«í( / ) enwa a c/asse de con

jugação EPi(P* \ P,J/o) «a classe CPi de Aut(f) definida na proposição (2.15). 

Demonstração, (a) Notemos os elementos de P por plf ...,pr de modo a que pi = p. 
Para simplificação, identifiquemos lacetes com as suas classes de homotopia. Pelo corolário 
(2.23), o grupo TT^P1 \ P, p0) é livre e gerado por lacetes 71,. . . , 7r_i com 7 G EPi. Também 
^(P1 \ P' , 2/0) é livre e gerado por lacetes 72,..., 7 r i com 7< G EPj. 

Seja p : ^ ( P 1 \ P,y0) » ^ ( P 1 \ P',2/o) a aplicação definida por enviar 71 em 1 e, 
para i ^ 1, enviar os geradores 7* nos geradores 7* do grupo livre ^ ( P 1 \ P',Po) Então 
o subgrupo gerado por E ^ P 1 \ P, y0) está no núcleo de p, uma vez que, por definição, o 
lacete 7 apenas rodeia o ponto p ( e o mesmo acontece com qualquer lacete da forma wyuj~1 ). 
Reciprocamente, se a está no núcleo de p então a é homotopicamente nulo em P*\ P'. Logo, 
em P1 \ P , a terá que ser homotópico a 7 ou a palavras da forma u^u)^ 1...ujY

i'uj , o n d e 

UJÍ é uma palavra nos geradores 72,..., 7ri e ^ e Z , para i = 1,..., j . Portanto, a pertence 
ao subgrupo normal gerado por Ep. E temos que p : ^ ( P 1 \ P,t/0)/(Ep) —> ^ ( P 1 \ P',Po) 
é um isomorfismo. 

(b) Resulta da proposição (2.15) que [7J é enviado por $ I n num elemento da classe 
CPi. Notemos que se [a] G E ^ P 1 \ P,s/o), então [a]  [ / W 1 ] , Pelo q u e ° elemento 
$xò(a) = *X(1(/?)$;rn(7)*x„(/?)"1 está na classe CPi. Como $Xo é sobrejectiva, temos que 
$X0(EPi) = CPi. D 

Podemos agora apresentar uma versão topológica do teorema de existência de Riemann. 

Teorema 2.25 (de Exis tência de R i e m a n n  versão topológica) . Consideremos um 
tipo de ramificação T = [G, P, (C p) p e P] . Seja r := \P\ e notemos os elementos de P por 
Pi,...,Pr

Então existe um revestimento de Galois finito de P1 \ P com tipo de ramificação T se e 
somente se existem geradores pi,...,gr de G tais que pi...pr = 1 e Pi G CPi, parai  1, ...,r. 

Demonstração. Pela observação (2.20), podemos usar, se necessário, um automorfismo 
holomorfo de P1 e admitir que pr = 00 G P . 

Suponhamos que G tem geradores gly ...,gr nas condições do enunciado. Então, apli

cando o teorema (2.22), sabemos que existe um revestimento de Galois finito / : X —► P X \ P 
e uma identificação entre Aut(f) e G tal que cada elemento p* está na classe de conjugação 
CPi associada a pu para i = 1,..., r — 1. Sabemos ainda que p r = (piPr i ) _ 1 está na classe 
Coo = CPr. Portanto, / tem tipo de ramificação T. 
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Reciprocamente, seja / : X —* P1 \ P um revestimento de Galois finito com tipo de 
ramificação T. Tomemos G — Aut(f) e consideremos as classes de conjugação Cp associ

adas a cada p £ P. Para y0 G P1 \ P, sejam 71, . . . ,7 ri lacetes com base em y0 definidos 
como no teorema (2.22). Seja j r := (71, ...,7,.1) 1. Fixando um ponto x0 da fibra /_1(í/o) 
e considerando o homomorfismo sobrejectivo $Xo : ^ ( P 1 \ P) —► G, obtemos, tal como na 
demonstração do teorema (2.22), que <?; := $ X 0 ( [ 7 J ] )

 e s t a na classe CPi, para i = 1, ...,r e 
que g\...gr = 1. E estes elementos g\,..., gr geram G pela alínea (a) do teorema (2.22). D 

Observação 2.26. A definição de tipo de ramificação exige que todas as classes de con

jugação sejam não triviais, pelo que, no teorema anterior, apenas considerámos o caso em 
que Cp ^ 1 para todo o p £ P, ou seja, assumimos que existe ramificação em todos os 
pontos de P. Contudo, esta demonstração é válida para o caso geral em que / : X —> P1 \P 
é um qualquer revestimento de Galois finito e P' = {p £ P : Cp ^ 1} = {p\, ...,pr}. 

Notemos que se q £ P \ P', ou seja, Cq = 1, então para qualquer ponto y0 G P1 \ P 
e para qualquer ponto x0 da fibra /^(3/0), temos que $x0([7?]) = 1 0 que significa que, 
dado um lacete em P1 \ P com base em y0 que dá uma volta em torno do ponto q, o seu 
levantamento com ponto inicial xç> tem também como ponto final x0. Ou seja, dado um 
aberto V que contém o ponto q e não contém mais nenhum ponto de P, para qualquer 
componente conexa W de / _ 1 ( V \ {q}), então f\w ■ W >• V \ {<?} é um homeomorfismo. 
Em particular, concluímos que q não é um ponto de ramificação de / . 

Propos ição 2.27. Sejam fi : Xi » P1 \ P e / 2 : X2 *■ P1 \ P dois revestimentos de 
Galois. Então f\ e / 2 são isomorfos se e somente se têm o mesmo tipo de ramificação. 

Demonstração. Se p : Xi —► X2 é um homeomorfismo, então 

o:Aut{h) » Aut{fo) 

é um isomorfismo. Para p G P, consideremos um lacete 7 com base em y G P1 \ P 
que dá uma volta no sentido directo em torno de p. Seja x\ G f{~ (y) e x2 = p{x\). 
Consideremos os levantamentos, 71 e 72, de 7 por / j e por /2 , com base nos pontos x\ 
e x2, respectivamente. Então o único elemento de Aut(fi) que envia o ponto final do 
levantamento 71 no seu ponto inicial X\ está na classe de conjugação C^ associada a p 
e o único elemento de Aut(f2) que envia o ponto final do levantamento 72 no seu ponto 
inicial x2 está na classe de conjugação C% associada a p. E temos que /)(71) = 72. Logo 
g(Cp) = Cp, o que mostra que /1 e / 2 têm o mesmo tipo de ramificação. 

Reciprocamente, suponhamos que /1 e / 2 têm o mesmo tipo de ramificação. Então 
Aut(fi) ~ Aut(f2). Como Aut(fi) ~ / ^ ( ^ . ¾ 1 P a r a * = 1> 2, concluímos que 

/ u ( Xi fS i ) = /2^(^2 ,^2)

Logo, pelo teorema (1.49), /1 e / 2 são isomorfos. D 
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Fixemos um grupo finito G e um inteiro r > 2. 
Seja Or o conjunto de todos os subconjuntos de C de cardinalidade r. 
Seja Hr{G) o conjunto dos pares ordenados (/ , / i) , onde / : X * IP1 \ P é um revesti

mento de Galois finito com pontos de ramificação em P G OT e 

/x : G > Aut(f) 

é um isomorfismo de grupos. 
Obtemos uma relação de equivalência em Hr(G) ao definir que dois pares (/, /x) e (/', /x') 

são equivalentes (onde / ' : X' —> P1 \ P) se existir um homeomorfismo 6 : X —► X' tal que 
f o 8 = f e n'(g) = Sfx(g)S~i, para todo o elemento p de G. 

A aplicação 
8*:Aut(f)  Aut(f) 

é um isomorfismo de grupos e temos que tf — 8* o / j . Seja Hr{G) o conjunto das classes 
[/, /x] desta relação de equivalência. 

Tomemos (/, tf) € HT(G) e consideremos o homomorfismo sobrejectivo yjxn = / í ~ l o $ I n , 
onde $Xo : ^ ( P 1 \ P, oo) —► Aut(f) é o homomorfismo sobrejectivo definido na proposição 
(1.45) para cada x0 G /"^(oo). Notemos ainda que, sendo P o conjunto dos pontos de 
ramificação de / , então </3X(1(Ep(P

1 \ P, oo)) ^ 1, para cada p G P, onde EP(P1 \ P, oo) é a 
classe de conjugação de TT^P1 \ P, oo) associada ao ponto p (lema (2.24)). 

Notemos ainda que, ao variar XQ em / _ 1 (oo) , estamos a compor $ x n com automorfismos 
internos de Aut(f). Se x'0 G / _ 1 (oo) for um ponto distinto de x0 e sendo a G Aut(f) tal 
que a(xó) = XQ (este automorfismo a existe porque / é revestimento de Galois), então 
$xí) = al<bxna. E temos que <pxQ = / x " 1  ( o r 1 ) ^ ^  1 ( a ) . 

Consideremos o conjunto dos pares (P, y?), onde P G O r e tp : ^ ( P 1 \ P, oo)  + G é 
um homomorfismo sobrejectivo tal que <^(Sp(Px \ P, oo)) ^ 1. Obtemos uma relação de 
equivalência neste conjunto ao definir que dois pares (P, tp) e (P' , tp') são equivalentes se 
P = P ' e tff = A o (/>, para algum A G Inn(G). Notemos por [P, </?] a classe de equivalência 
do par (P, </?). 

Assim, a cada par (/, /J) podemos associar uma classe de equivalência [P, <p], onde P é 
o conjunto dos pontos de ramificação do revestimento / etp = n~l o$X n para 2¾ G / _ 1 (oo) . 

Seja (/ ' , / / ) G Íír{G) um par distinto de (/, /i) e suponhamos que os revestimentos / e 
/ ' são equivalentes, i.e., (f',tf) G [f, /x]. Queremos ver que a ambos os revestimentos está 
associada a mesma classe de equivalência [P, </?]. Fixemos 2¾ £ / H 0 0 ) e xó = ^(3¾) G 
(/ ')_ 1(oo) e consideremos o par (P' , <//), onde P ' é o conjunto dos pontos de ramificação do 
revestimento / ' e tp' = tf~l o $^,,. Por equivalência de (/, tf) e (/', tf), temos que P = P' 
e que $ x , = ô*$xn. Portanto, tf/ = tf"1 o $ ^ = tf'1 o ô*$xo = ^ " ^ x o = <fi Tomando 
um ponto x'ó G (f')~l(oo) distinto que x'0, já foi visto que o homomorfismo tp" associado 
satisfaz tp" — g~líf'g, para algum g G G. Logo, concluímos que [P', <//] = [P, </>]• 
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Pela alínea (b) do lema (2.22), para cada P G Or e cada homomorfismo sobrejectivo 
ifi : KiÇP1 \ P, oo) —> G tal que <^(EP(P1 \ P, oo)) 7̂  1, é possível construir um revestimento 
/ com Aut(f) ~ G e tal que a classe de conjugação Cp de Aut(f) associada a cada p e P 
é não trivial. 

Obtemos, assim, uma correspondência biunívoca entre os seguintes objectos: 

(1) As classes de equivalência de pares (/, p,), onde / : X » P1 \ P é um revestimento de 
Galois finito com pontos de ramificação em P e p, : G —> Aut{f) é um isomorfismo. 

(2) As classes de equivalência de homomorfismos sobrejectivos </? : ^ ( P 1 \ P, 00) —> G tais 
que v?(Ep(P1 \ P, 00)) =£ 1, para p £ P, obtidas por composição com automorfismos 
internos de G. 

Consideremos a aplicação 
* : Hr(G) * O r 

[PM ,  P 

e, para cada A G Auí(G), consideremos a aplicação 

e A : K ( G ) ► nr{G) 
[PM » [P,Ao<p]. 

Notemos que se [PM) e [P,<A, então existe B G Inn(G) tal que <// = P o <p e então 
temos que (P, A cup') G [P, Aoyj] pois Ao(// = i o B o ^ = B o i o y j (como P G Inn(G), 
B o A = A o P, para todo A G A«í(G)). Temos então uma acção do grupo Aut(G) em 
Hr{G). Em particular, se A G Inn(G), então f ^ é a identidade em Hr(G). 

Vamos agora definir uma topologia em Hr(G). 
Seja P = {pi, ...,pr} £ Or e sejam Pi , . . . , Dr discos abertos de C disjuntos centrados 

nos pontos p\,...,pr, respectivamente. Seja P' = {p'i,.,p'r} G Or tal que p G P*, para 
todo i = 1, ...,r. 

Seja 77 o homomorfismo obtido pela composição dos homomorfismos 

TT^P1 \ P , OO) » TT^P1 \ ( A U ... U P r ) , OO) ♦ ^ ( P 1 \ P, OO). (2.2) 

Notemos que, pelo teorema (2.22), o grupo TTI(P1 \ P' , 00) é livre e gerado por elementos 
7j , . . . , 7 .̂_x em que cada 7 é um lacete com base em 00 que dá uma volta em torno de p[. 
O mesmo acontece com ^ ( P 1 \ P, 00) para lacetes 7, em torno de Pi. Podemos alargar 
homotopicamente estes lacetes (dentro de cada um dos grupos fundamentais) a lacetes 7* 
que passem fora dos discos P ; (notemos que estes discos são disjuntos) e temos então que 
7Î) — ,7*_i geram o grupo livre ^ ( P 1 \ (Pi U ... U Dr). Definindo uma correspondência 
sobre os geradores destes grupos livres (7 (>• 7* i> 7^ concluímos que 77 é isomorfismo. 
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Para cada u = [P, <p] G Hr(G), vamos definir vizinhanças da forma 

Nu{Dl,...,Dr):={[P'^']eUr{G):P' = {p'1,...,p'r} com pj € D, e / a ^ o r ç } , 

onde por </ = </> o 77 entendemos que existe um automorfismo A G Inn(G) tal que 
ip' = Aoifior). Observemos que, como 77 é isomorfismo, <// é, tal como <p, um homomorfismo 
sobrejectivo que satisfaz ^ ( ¾ ) = </? o r7(£p) = </>(£P) 7̂  1. 

Como quaisquer discos abertos D[ e D" centrados num ponto Pi satisfazem D[ Ç D" 
ou £>■ Ç Df, temos que a intersecção de quaisquer duas destas vizinhanças centradas 
num ponto u é ainda uma vizinhança da forma Aíu(Di,..., Dr). Existe, então, uma única 
topologia neste espaço que tem estes conjuntos como base de vizinhanças. 

Obtemos também uma topologia em 0 r , ao definirmos para cada P G OT uma base de 

vizinhanças constituída por conjuntos da forma 

MP{DX, ..., Dr) := {P' € Or : pj € Dui = 1,.... r}, 

para discos abertos disjuntos Di, ...Dr em torno dos pontos pi, ...,pr de P. 

Teorema 2.28. A aplicação * : Hr(G) —► £>r e um revestimento e, para cada A G Auí(G), 
ÊA G Auí(#). 

Demonstração. Dado P G 0 r , quando nos referirmos a um homomorfismo </? admissível, 
entendemos que </? : ^ ( P 1 \ P, 00) —» G é um homomorfismo sobrejectivo que satisfaz 
<^(EP(P

1 \ P, 00)) ^ 1, para todo o p G P. 
Dada uma vizinhança ftfp(Di,..., Dr) de P G Or, temos que 

9-\Mp{Di, - , A-)) - U M[PM{DU ..., Dr). 
ip admissível 

Logo, # é claramente uma aplicação contínua que envia cada M[pttp\{D\, ..., Dr) home

omorficamente em Mp(Di,..., Dr), o que mostra que é um revestimento. 
Vamos agora verificar que, para A G Aut(G), a aplicação eA : Hr(G) —► Hr(G) é um 

homeomorfismo. Esta aplicação é claramente sobrejectiva pois para cada ip temos que 
tA(\P,A'oy]) = [PM

Para um automorfismo A G Aut(G)\Inn(G) (caso contrário, e^ é a identidade), temos 
que [P, A o ip] = [P, A o ip'] se e somente se existe B G Inn(G) tal que yl o 1̂ ' = B o yl o (/). 
E, nesse caso, temos Ao<p' = AoBo<p&tp' = Bo<p (uma vez que B permuta com A e 
A é um automorfismo), logo [P, </?] = [P, </?'], o que mostra que eA é injectiva. 

A continuidade resulta de 

*ÃlW[P,<A(Di>  ' Dr)) = •M^Wl(Ai  , A ) . 

Temos ainda que * oeA([F, p]) = *([P, Aoyj]) = P = #([P, </>]), para todo [P, y>] G Hr(G), 
pelo que e^ G Aut(ty), para todo A G /htí(G). D 
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Seja X uma variedade holomorfa conexa. Para r > 1, vamos definir o conjunto 

Fr(X) :={(xi,...,xr) £Xr :Xi ^Xj para i^j}, 

que designamos por espaço de configuração de conjuntos ordenados de r pontos distintos 
de X. Podemos equipar Fr(X) com a topologia induzida a partir da topologia produto 
de Xr = X x ... x X. Este espaço pode ser construído retirando a Xr um número finito 
de subvariedades V{j := {(xlf ...,xr) : 3Í ^ J ,ZÍ = £,}, definidas pela existência de duas 
coordenadas iguais. Considerando a aplicação 1¾ —► Jf"1 definida por 

(xi,...,Xr) I* ( ^ 1 , . . . , ^ , . . . , ^  1 , ^ + 1 , . . . , ^ , . ) , 

vemos que estas subvariedades têm dimensão igual à de X r ~ \ logo codimensão em Xr 

igual à dimensão de X. Portanto, podemos concluir que Fr(X) é uma variedade holomorfa 
conexa. 

Podemos definir uma acção do grupo Sr sobre o espaço de configuração Fr(X) da 
seguinte forma 

SrxFr(X) ► Fr(X) 
(a,{xx,.,xr)) H* (r(xi, . . . ,^^ :=(^(1) , ...,afff(r))

Seja 0 r(X) o espaço das órbitas dos elementos de Fr(X) pela acção de 5 r , ou seja, 

ow - ^ . 
Dois elementos de Fr(X) estão numa mesma órbita se e somente se as suas coordenadas 
diferem apenas por uma permutação, pelo que podemos designar Or(X) por espaço de 
configuração de r pontos distintos (não ordenados) de X. 

Como as coordenadas dos pontos de Fr(X) são distintas duas a duas, a acção de Sr em 
Fr(X) não tem pontos fixos, pelo que (teorema (1.46)) a projecção de Fr(X) sobrejectiva

mente sobre Or(X) 
ú : Fr(X) * Or(X) 

define um revestimento de Galois de grau r!. Em particular, temos que Or(X) é uma 
variedade holomorfa conexa, uma vez que Fr(X) é conexo e ■õ é um revestimento. 

Notemos que Or  Or(C) e que a topologia atrás definida em Or coincide com a 
topologia do espaço quociente ^ p . Temos então o seguinte resultado. 

Corolário 2.29. Considerando a estrutura de variedade holomorfa de Or = OrÇP1), resulta 
do teorema (1.64) oue Hr{G) tem uma única estrutura de variedade holomorfa de dimensão 
igual à de Or, i.e., r, tal que * é um revestimento holomorfo. 
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Capítulo 3 

Acção do grupo das t ranças sobre os 
espaços de moduli 

Sabemos que o grupo fundamental de Or age sobre as fibras do revestimento 

* : Hr(G) -* Or. 

Tem, portanto, interesse para o estudo dos espaços de moduli dos revestimentos de 
Galois da esfera de Riemann conhecer o grupo fundamental de Or. Iremos ver que este 
grupo é isomorfo ao grupo de Artin das r-tranças, B(r). 

Da acção do grupo fundamental de Or sobre a fibra de um conjunto fixo P de pon
tos de ramificação, resulta uma acção de B{r) sobre os sistemas de geradores de G que 
parametrizam esta fibra, o que permitirá estabelecer relações entre invariantes topológicos 
da variedade Hr(G) e invariantes algébricos da acção. 

3.1 O grupo das tranças 
Seja X um espaço topológico e fixemos r pontos distintos pi, ...,pr de X. Considerando o 
espaço X x R, vamos considerar os r pontos distintos (pi, 0),..., (pn, 0) do 'plano' X x {0} 
e os r pontos distintos (pi, 1),..., (pr, 1) do 'plano' X x {1}. 

Definição 3.1. Uma trança de r cordas (ou uma r-trança) em X é um r-uplo ordenado 
de r arcos a = (a1,..., ar) definidos no espaço X x R, onde cada arco rféum caminho 
une o ponto (pu 0) do plano X x {0} ao ponto (pr(i), 1) do plano X x {1}, para alguma 
permutação r € Sr, e tal que: 

(a) cada arco á1 intersecta exactamente uma vez cada plano X x {t} para t G [0,1]; 

(b) os r arcos o1,..., an intersectam cada plano X x {t} para t e [0,1] exactamente em r 
pontos distintos. 

A cada arco a* chamamos a i-ésima corda da trança a. Dizemos que r é a permutação 
associada à r-trança a. 
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Observação 3.2. A condição (b) impõe que duas cordas de uma rtrança nunca se in

tersecteur Por (a), podemos olhar para cada corda como sendo um caminho simples 
et : [0,1] » X x [0,1], t ^ (&{t),<ft{t)) em que a*(0) = (ft,0)> a*(l) = (Pr(i),1) e 
</>* : [0,1] —> [0,1] é estritamente crescente. 

Definição 3.3. Duas rtranças a0 = {al,...,aQ e ax = (a\, ...,^), com a mesma per

mutação r , dizemse equivalentes (ou homotópicas) se existir uma homotopia entre as suas 
cordas, i.e., se existirem r funções contínuas £P : [0,1] x [0,1] > X x [0,1] tais que, para 
todo o % = 1, ...,r, 

fl*(o,t) = <4(t),vte[o,i]; 
fr*(l,í) = a Í ( í ) ,V í€ [0 , l ] ; 
^ ( 5 , 0 ) = (^,0) e ^ ( 8 , 1 ) = (^(,),1), V s e [ 0 , l ] , 

em que i í s( í) := ( i í 1 ^* *)> •••» # r ( s ' *)) é a i n d a u m a rtrança satisfazendo as condições (a) 
e (b) e com a mesma permutação r . 

Esta relação binária no conjunto das rtranças é uma relação de equivalência e, para 
P := (pi,...,ív), notamos por B(r,X,P) o conjunto das classes de equivalência das re

trancas definidas em X. 
Definimos o produto entre duas rtranças ft e /¾ de modo análogo ao produto entre 

caminhos, notando por ft.ft a trança obtida pela composição de ft após /¾. Sendo , a 
iésima corda do produto ft.ft é o arco 

r/9 /? y = J(Ã(a)'#(*)) se ^P 'Va] , 
KP2.Pi) ■ \fá(2tl),<&{t)) s e * € [1/2,1]. 

Esta composição corresponde a uma colagem entre o plano superior de ft e o plano 
inferior de /?2, condensando a nova trança obtida de modo a que também esta esteja definida 
entre os planos X x {0} e X x {1}. Notemos que esta colagem está bem definida, uma 
vez que podemos identificar cada ponto final (pn(%), 1) da trança ft com o ponto inicial 
(Pn(i)i 0) de ft. Temos assim que a trança ft.ft envia cada ponto (pit 0) do plano X x {0} 
num ponto (PT2OTI(Í)> 1) do plano X x {1}. 

O produto de duas classes de homotopia [ft].[ft] é definido por [ft.ft]. Este produto 
está bem definido, uma vez que tranças homotópicas induzem a mesma permutação, i.e., 
se ft* é homotópica a ft então pT(i) = p T . w , para todo i = l, . . . ,r, e o produto entre 
classes não depende dos representantes escolhidos, pois os produtos p\.p\ e ft.ft estão 
bem definidos e é fácil verificar que são homotópicos. 

A rtrança trivial s é a trança constituída pelos arcos definidos por al(t) = (jPi, t), que 
unem os pontos (ph 0) directamente aos pontos (p», 1). A classe de equivalência de e actua 
como elemento neutro para o produto definido. 

Iremos demonstrar que B(r, X, P) é um grupo, a que chamamos grupo de Artin das 
rtranças. Comecemos por introduzir alguns resultados, necessários a esta demonstração. 
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Lema 3.4. Seja X um espaço topológico e <f> : [0,1] » [0,1] uma aplicação contínua tal 
que 0(0) = O e <j>(l) = 1. Então os caminhos a : [O,1] * X x [0,1], í H» (ct{t),t) e 
a' : [0,1] » X x [0,1], í i> (a(#(i)),^(í)) são homotópicos. 

Demonstração. A função 

# : [0,1] x [0,1] » X x [0,1] 
(s,t) ■> {a({ls)t + s${t)),{ls)t + s<t>{t)) 

é uma homotopia entre os caminhos a e a'. D 
0.5cm Seja X uma variedade real de dimensão d > 2 conexa. Para m > 0, consideremos 

um conjunto Qm = {51,..., qm} de m pontos distintos de X (para m = 0, Q0 é o conjunto 
vazio) e o espaço de configuração 

Fr,m:=Fr(X\Qrn) = {{xl,...,xr)e{X\Qrn)
r:xi^xj para i^j). 

Se Qfm = {<?í, • ••, <4} for outro conjunto de m pontos distintos de X, existe um homeo

morfismo de X que envia Qm em Q^. Temos então que os seus complementares X \ Qm e 
X \ Qí,, são homeomorfos e que, portanto, também os espaços Fr(X \ Qm) e Fr(X \ Q'm) 
são homeomorfos. O que nos leva a concluir que a topologia do espaço de configuração 
Fr,m(X) é independente da escolha do conjunto Qm. 

Notemos ainda que Fno(X) = Fr(X) e Fi>m = X \ Qm. 

Teorema 3.5. Sejam r >2, m>0 e 1 < s < r. A aplicação 

f:Fr,m(X) > Fs>m(X) 
(x ! , . . . , x r ) H» (¢1,.. . ,¾.) 

e uma fibração localmente trivial com fibra Fr_SjTO+g(X). 

Demonstração. Seja (x\, ...,x°) G Fs>m. A imagem inversa deste ponto pela aplicação / é 
o conjunto 

/x(x?,..., ar°) = {(a??,.... x°s, y1; ...yr_) :yieX\Qmeyi^yj para i ^ j } . 

Definindo Qm+S := Qm U {x?, . . . , ^ ) , temos que 

Fr_g,m+s(X) = {(2/1, ...t/rs) : Z/i e X \ Qm+S eVi^y, para i ^ j '}, 

pelo que temos o homeomorfismo 

/ '• Fr_S)Tn+s(X) —» / (a^, ...,£s) 
(yi,...yre) ** (x1,...,x°a,yi,...,yrs) 

Vamos agora mostrar, apenas para s = 1 (o que permite simplificar a notação), que / 
é uma fibração localmente trivial. Seja x0 e Fhm(X) e Qm+1 := Qm U {x0}. Seja U uma 
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vizinhança aberta de x0 contida e m l \ Qm e homeomorfa a um disco aberto de M.d. Seja 
0 := U U dU, onde dU é a fronteira de U. 

Vamos definir uma aplicação contínua d : U x Û —► Û, (ar, y) )—► #(ar, y) =: #x(y) com as 
seguintes propriedades: 

(i) 9X : Ú —> U é um homeomorfismo que fixa dU pontualmente; 
(ii) 6x(x) = x0. 
Pela propriedade (i), 9 pode ser prolongada a uma aplicação contínua 9 : U x X —* X 

definindo 9(x,y) = y para y ^ U. 
O homeomorfismo 0X : X —> X envia r — 1 pontos distintos de X \ {x} em r — 1 pontos 

distintos de X \ {xo}. Ou seja, envia a fibra /~x(ar) homeomorficamente na fibra /"^(aro), 
pelo que localmente / pode ser representada pelo homeomorfismo 

U x F r_ l im+1(X) > / J(£/) 
(x,j / i , . . . j / r_i) ^ (x, ^ ( y i ) , •,^1(yT—i)) 

com inversa definida por (ar,2i, ..., 2V_i) i—> (ar, #x(,zi), ...,^(2:^1)). 
Dada a escolha de U, bastanos apenas demonstrar a existência da aplicação 9, com 

as propriedades (i) e (ii) referidas, definida num disco aberto de Rd. Considerando em Rd 

a norma euclidiana ||.||, seja B c R d o disco aberto unitário, B = {y £ W : \\y\\ < 1} e 
tomemos ar0 = 0. 

Para cada x G B, seja a := (||ar||2 + 1/3(1  ||ar||2))2 e /? := (||ar||2 + 2/3(1  ||x||2))2. 
Seja <f> : R —> R a função definida por 

  ^ ) se a<t< p 
caso contrário. 

e seja $ : R —> R a função definida por $(y) := %—r; ■ Então $ satisfaz 

Hv) 1 se |y| < o; 
0 se \y\>0. 

Definindo agora uma função Ax : Rd —> R por Ax(y) := $(||y||2), temos que 

Ax(y) = 
1 se 0 < Ht/Il2 < a 
0 se p < \\y\\2 < 1, 

para todo y G R d e A : . B x f í —>RQ definida por A(ar, ?/) := Xx(y) é de classe c°°. 
Para x & B vamos agora definir um campo de vectores vx em B por 

%(î/) := Ax(í/).(xo  ar) = Ax(y)a: 

e seja #£(í/), í G R, o respectivo fluxo (notemos que A é limitada). Então o homeormorfismo 
9x(y) '■= 9x(y) tem as propriedades desejadas. D 
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Corolár io 3.6. Para o espaço de configuração Fr(C) de r pontos ordenados distintos de 
C temos que 

7Ti(Fr(C)) = l para * > 2. 

De um modo mais geral, temos, W > 1 e m > 0, 

TCi(Fr,m{C)) = 1 para t > 2. 

Demonstração. Vamos usar a notação Fr>m := F r,m(C) e considerar o diagrama 

F 1 > r _ i   F2 , r_2> ...  + F r _ 2 ) 2 ^ F r _ l f l  * Fr,0 = F r(R2) 
I ... I 1 4 

F1>r_2 ... F1)2 Fi t l F l t 0 

onde as aplicações (verticais) Fitj * F^ij são as fibrações do teorema anterior e as 
aplicações (horizontais) Fitj > F i + i j_ i são inclusões das fibras em fibras correspondentes 
obtidas pela inserção de uma nova coordenada. 

Notemos que Ki(F1>m) = KÍ(C \ Pm) = 1, para i > 2. 
Pelo teorema da sucessão exacta de uma fibração localmente trivial (teorema 1.26), 

considerando a primeira fibração do diagrama anterior, temos, para i > 2, a sucessão 
exacta 

7Tí+i(Fi)r_i) + 7rj(F2)r„2) * 7ri(F1>r„2) ♦ 7ri(F1)7._1) 

e, como 7ri(FliT._i) = 1, concluímos que 7Ti(F2;r_2) ~ 7rj(Flir_2) e, em particular, que 
m(F2,r2) = 1." 

Seguindo as várias fibrações do diagrama, vamos concluindo, do mesmo modo, que 
ni(Fjtnj) — 1. Da última fibração, concluímos que iti(Fn,o) = 1, ou seja, 7r,(Fri(C)) = 1, 
para % > 2, como pretendido. 

Mais geralmente, como passo intermédio, provámos que ir^Fj^j) = 1 Tomando 
r = r' + mf e j = r' temos que iti{Fri^mf) = 1, o que nos leva a concluir que 7Ti(Fr>m(C)) = 1, 
para i > 2 . D 

Os espaços de configuração podem ser usados para definir uma rtrança em X. Con

sideremos o revestimento de Galois de grau r! 

ú : Fr(X) + O r(X) 

definido na secção (2.3). Notemos que o grupo de automorfismos deste revestimento é 
isomorfo a Sr através da aplicação que envia cada r G Sr no automorfismo definido por 

(Xi,...,Xr) H> (aíri(l)i . . . , iCri(r)) ' 

Escolhamos um elemento F0 G F r (X) e seja P0 := tf(Po) G O r (X) . Vamos considerar 
um elemento arbitrário [7] G 7Ti(Or(X), P0) e um seu representante 7 : [0,1] —>Or{X) com 
base em P0. Existe um único levantamento 7 de 7 por $ com ponto inicial P0 Podemos 
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olhar para 7 = (%,...,%) como um conjunto de r caminhos % : [0,1] —► X, para 1 < i < r, 
que satisfazem 7 $ ) ^ 7j(<) para i ^ j e t € [0,1]. Notemos que o conjunto ordenado 
(7i(l), »7r(l)) de pontos de X é apenas uma permutação do conjunto (71(0), ...,7r(0)), 
uma vez que $(7(1)) = $(7(0)) = Po

Definindo funções 7» : [0,1] > X x [0,1], para 1 < i < n, por 7i(í) := (^(í), í), o ruplo 
7 = (7i, ...,7r) está nas condições da definição 3.1. Ou seja, 7 = (71, ...,7r) é um sistema 
de r cordas que define uma rtrança no espaço X x [0,1]. Em particular, o sistema 7 une o 
conjunto de pontos (pu 0),..., (pr, 0) de X x {0} (em que ^ correspondem às r coordenadas 
do elemento P0 e Fr(X)) ao conjunto de pontos (pi, 1), , (íV, 1) em X x {1}, de acordo 
com a permutação que envia 7(0) em 7(1). 
Teorema 3.7. Seja P0 = (pi, ...,pr) um conjunto ordenado de r pontos distintos de uma 
variedade conexa X e P0 = 0(PO). Então B{r,X,P0) é um grupo isomorfo ao grupo 
fundamental fti(Or(X), Po). 

Demonstração. Já vimos como, dado 7 pertencente a uma classe [7] G 7ri(Or(X),P0), 
podemos construir uma rtrança 7. Se 7' G [7] é um outro caminho homotópico a 7, 
pela alínea (b) do teorema 1.32, então também os levantamentos 7 e 7' com ponto inicial 
P0 são homotópicos. Logo, existe também uma homotopia entre 7 e 7', pelo que [7] = 
[7']. Concluímos então que a aplicação 7r1(Or(X),P0) ♦ B(r,X,P0), [7] •> [l\ está bem 
definida. 

Consideremos agora uma classe de rtranças [a] G B{r,X,P0) e seja a G [a]. Então 
a = {a\t),...,ar{t)), com a*(í) = (ã'(t), ̂ ( t )) . Seja t?(a)(í) := (#(#(*)), ...,$(ãr(í)))

Então i?(a) é um lacete em Or(X) com base em P0 (notemos que, pela definição de trança, 
a(t) G Fr(X), para todo t G [0,1], e que 0(a)(0) = 0(a)(1) = {px, ,Pr}). Se a' é uma 
rtrança homotópica a a, então também os lacetes i?(a) e $(0/) são homotópicos, pelo que 
também a aplicação B(r, X, P0) > 7n(Or(X), P0), [a] ** [$7], está bem definida. 

Estas aplicações são inversas uma da outra e definem uma bijecção entre os conjuntos 
7r1(Or(X),Po)eP(r,X,Po). 

Dadas duas classes [a], \0\ G fí(r,X,P0), pelo lema (3.4), podemos escolher represen

tantes a  (a \ . . . ,cO e 0 = (0\ ...,/T), com a\t) = (ó?(í),í) e /9*(t)  (/*(*),*), para 
i = 1,..., r. Então o produto /3a é da forma /?a = {{Pa)1,..., {pa)r) com 

í(õ?(2í),í) se t G [0,1/2], 
m ) \ ( ^ ( 2 í  l ) , í ) se t G [1/2,1]. 

E temos então que 

.(R ({*{&(*)), ..,#(ãr(2t))) se t G [0,1/2], 
^a)~ \WK2t 1)),...,m^tm t* * € [1/2,1]. 

coincide com o produto de lacetes <?(/9).0(a). Logo [#{pa)] = [$(/?)][$(«)]• 
Concluímos, assim, que as bijecções anteriores preservam produtos e que, portanto, 

B{r, X, F0) é um grupo isomorfo a 7n(0r(X), Po)0 
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O grupo iti(Fr(X), P0) é designado por grupo de Fox das rtranças puras em X. 

Consideremos agora o caso particular em que X é o plano complexo C e fixemos os 
pontos 

Pi = 1, n = 2, ..., Pr = r. 
Seja P0 = (pi, • ,Pr) Consideremos o grupo B(r) := B(r, C, P0), usualmente designado 

por grupo de Artin das rtranças geométricas. 
Seja ■õ : Fr(C) + 0 r(C) o revestimento definido anteriormente e P0 := #(Po) S Or(C). 

Do corolário (3.6) deduzimos a sucessão exacta de grupos 

Identificando 

e definindo 

obtemos a sucessão exacta 

B(r) = *i(Or(C),P0) 

H(r):=n(Fr(C),P0), 

1. 

1 + F(r) * B(r) » 5 r » 1 

designada por a sucessão do grupo das rtranças. 
O homomorfismo rr : iri(Or(C), P0) *• Sr ê definido por enviar cada [7] na permutação 

r do seu levantamento por d. Ou, de outro modo, considerando a identificação B(r) ~ 
7r1(Or(C), P0), TT é definido por enviar cada rtrança P na permutação que induz sobre os 
pontos pi, ...,pr. 

Para i = 1,..., r — 1, vamos notar por cr̂  a rtrança elementar que resulta do 'cruzamento 
simples' da corda ot com a corda a i+1, sendo as restantes cordas segmentos verticais que 
unem directamente os pontos de z = 0 às suas projecções ortogonais sobre z — í. 

« 1 I I I I < 1 ► 

Figura 3.1: Trança elementar <Tj 

> i * 4 * ►• 

Figura 3.2: Trança elementar cr"1 
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Estamos a considerar a um cruzamento em que a corda a% passa 'à frente' da corda 
ai+1. Portanto, a^1 é também uma trança elementar que resulta apenas do cruzamento 
destas duas cordas, mas em que a corda á1 passa 'por detrás' de a í+1. 

Através de homotopias, podemos representar cada classe de homotopia por uma trança 
em que as suas cordas se vão cruzando em níveis distintos, como mostra a figura (3.3). 

5e 
-C-

Figura 3.3: Decomposição de uma trança em tranças elementares 

Observando a figura, é intuitivo notarmos que qualquer classe de equivalência pode ser 
representada por uma trança que se decompõe em tranças elementares, ou seja, por uma 
trança que pode ser escrita como um produto de tranças elementares (por exemplo, na 
figura, a trança representada é (5 = oï+2-ai-aï+\)-

Pretendemos agora demonstrar o teorema 

Teorema 3.8 (Apresentação de Artin para o grupo B(r)). 0 grupo B(r) das r-
tranças geométricas admite uma apresentação dada pelos geradores 

<Ti, . . . ,cr r-i 

e pelas relações 

(1) o-i.o-j = OyOi se \i - j \ > 2 e 1 < i,j < r - 1; 

(2) ai.ai+1.o-i - ai+í.ai.ai+1 sel<i<r-2. 

Demonstração: 
Através de alguns esquemas é fácil percebermos que as relações (1) e (2) são válidas 

em B(r), como mostram as figuras (3.4) e (3.5). 

i i+1 i j+l 

^ í 
^ 

a.-a. i i 

i i+1 i i+1 sz 
iS 

a.-a. 
] 1 

Figura 3.4: Este esquema ilustra a relação (1). 
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i i+1 i+2 1+1 i+2 

V W ' i V V f f w 

Figura 3.5: Este esquema ilustra a relação (2). 

Vamos usar a identificação B(r) ~ 7ri(Or(C), F0), para P0 = {pi, ...,pr}. 
Notemos que cada rtrança elementar cr», para 1 < i < r — 1, pode ser representada 

pelo caminho (família de r caminhos) 7 : [0,1] + Fr(C) definido por 

7(í) := (pi,...,Pii,7i(í),7i+i(í),Pi+2,,Pr), 

onde 7i(í) := (ft + sin(fí), sin(Trt)) e yi+1(t) := (p, + cos(fí),  sin(Trí)). 
Como 

7(0)==(Pl, . . . ,Pi,Pi+l, ,Pr) e 7(1) = (pi,...,Pi+l,Pi,...,Pr), 

o caminho 7 é enviado pelo revestimento 1? num lacete 7 : [0,1] —► O r(C) com 7(()) = 
7(1) = PQ, que representa Oi em 7Ti(Or(C), Po). 

Seja B r um grupo abstracto com apresentação dada por geradores 

e por relações 

(1) ãi.ãj = ãj.ãi se |z  j \ > 2 e 1 < i, j < r — 1; 

(2) ffi.ãi+i.ãj = ãi+1.ãi.ãi+1 se 1 < i < r  2. 

Chamemos aos elementos de B r rtranças algébricas. 
Existe um homomorfismo ir : Br —> fî(r) definido por <.r(crj) = (Tj. Este homomorfismo 

está bem definido, uma vez que que as relações (1) e (2) são válidas em ambos os grupos. 
Restanos mostrar que ir é um isomorfismo para obtermos o pretendido. 

Para B(r) temos a sucessão exacta do grupo das tranças 

1+ H{r) » B(r) > Sr » 1, 

onde p r é a inclusão e r r o homomorfismo que envia cada trança na sua permutação. 
Podemos então encarar # ( n ) com o subgrupo das tranças associadas à permutação trivial. 
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Para o grupo abstracto Br, temos um homomorfismo natural 

definido por enviar cada ã{ na transposição {i,i + 1) de Sr, i.e., na permutação de Sr em 
que apenas o elemento i troca de posição com o elemento i + 1. Como as relações (1) e (2) 
são válidas em Sr, fr está bem definido e, uma vez que o conjunto das transposições gera 
ST, é sobrejectivo. 

Seja Hr o núcleo de fr, Hr := ker(fr), e seja pT : Hr > Br o homomorfismo definido 
pela inclusão. 

Temos então para Br a sucessão exacta 

Pr TV 
1 » H r » B r ► 5 r > 1. 

Como também Tr(<Ti) é a transposição (»,i + l ) de 5 r , obtemos um diagrama comutativo 
de sucessões exactas 

Pr Tr 
l  > Hr * Br * S r  > 1 

l  > tf(r) > B(r) » S ( r )  » 1 , 

onde ( é a restrição de i r ao subgrupo Hr. 
Temos então que o homomorfismo ir : Br + B(r) é um isomorfismo se e somente se 

Lr: Hr+ H(r) é isomorfismo. 
Vamos agora demonstrar que t'r : ifr * #0") é um isomorfismo de grupos. Para tal, 

comecemos por dar uma apresentação do grupo Hr. 
Lema 3.9. O gropo Hr admite uma apresentação dada pelos geradores 

an := ^  1 ^  2 . . . ^ 1 ^ 5 ( + 1 . . . ¾ . 1 ^ P«ra 1 < * < J < r 

e peias relações 

^uv ®ij ^uv 

Q,ij se i <u <v < j ou u <v <i < j , 
Oujaija'} se u<i = v<j, 
OujOvjOija^aZ se i = u<v <j, 

.aujO^ja'ja^aijOvjOuja^aZj se u<i<v <j. 

Demonstração. [9], p.165170. 

A rtrança geométrica que corresponde a <%, é a trança em que a sua corda j dá uma 
volta em torno da corda i por 'detrás' das cordas intermédias, como mostra a figura (3.6). 

A rtrança geométrica que corresponde a a^1 coincide também com o esquema repre

sentado na figura (3.6) excepto no facto de a corda j dar uma volta em torno da corda i no 
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i j 
-it 0 - 4 ►-<>—<>—< H 

-<> I H H H M h H HH >-H M M K- i—< 

» « 

1 < y-

Figura 3.6: 

sentido contrário (passa primeiro pela frente e depois por detrás). As tranças geométricas 
puras podem ser escritas como produtos de tranças deste tipo. 

O grupo iJ r_i pode ser identificado com o subgrupo de Hr gerado por 

{dij : 1 < i < j < r  1}. 

Existe um homomorfismo natural rj : Hr —> / í r_i definido por r)(ai3) — % se i < j < r  1 
e por rj(air) = 1 se < % < r. 0 núcleo deste homomorfismo é o subgrupo Nr de Hr gerado 
pelos elementos o,lr,a2r, ...,a(ri)r Notemos que Nr é um subgrupo normal, uma vez que 
cada elemento da forma a~^airauv está em Nr (consideremos as relações do lema 3.9 com 
j = r). 

Obtemos, assim, a sucessão exacta de grupos 

1 > Nr > Hr > iJ r_i > 1. 

Vamos agora construir, para o grupo das tranças, uma sucessão exacta que corresponda 
a esta sucessão. Comecemos por considerar a fibração / : F r(C) —> F r^i(C) de fibra 
Fi>r_i(C) = C \ P r_i. Como 7Ti(Fr(C)) = 1, para % > 2, temos a sucessão exacta 

1  ^ ^ ( R 2 ) ) > ^ ( R 2 ) )  ^ ( F  ^ R 2 ) ) + 1, 

onde /* : 7ri(Fr(C)) —► 7Ti(Fr_i(C)) é o homomorfismo definido por retirarmos a corda r a 
cada rtrança. 

Usando as identificações 

H(r) = 7Ti(Fr(C)) e tf(r 1) = *i(F r_i(C)), 

obtemos a sucessão exacta pretendida 

1  ^ ( F ^ Í C ) )  H(r) > / / ( r  1 )  1 . 

Notemos que 
fcer(/0 = Tn^LrjíC))) = ffi(C \ F r_i) 
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é um grupo livre em r — 1 geradores. Notemos ainda que a acção do homomorfismo /* 
sobre uma trança correspondente a (¾ é igual à acção de r/ sobre o^. Pelo que temos o 
seguinte diagrama comutativo 

V 
1 ♦ iVr > Hr > H r_! > 1 

1  iri(iVi(C))  H(r)  ff(rl)*l, 

onde i" é a restrição de i!r a iVr. 
Vamos agora demonstrar que i" : Nr *■ 7ri(Fi,r_i(C)) é um isomorfismo. 
Considerando os r pontos px, . . . ,p r de C, usados para definir as rtranças geométricas, 

temos que as rtranças puras em H(r) são representadas por lacetes em Fr(C) com base 
no ponto P0 = (pi,  , P r ) £ F r(C). Do mesmo modo, as (r  l)tranças puras em H(r  1) 
são representadas por lacetes em F r_i(C) com base no ponto (pi, . . . ,p ri) 6 F r_i(C). 

Considerando a fibração / : F r(C) + F r_i(C), o ponto base da fibra Fi, r_i(C)) é o 
ponto p r € Fi>r_i(C)) = C \ {pi, . . . ,Pri}

A trança geométrica t/r(a,ij) que corresponde ao elemento 0¾ de Hr é a trança em que 
a corda j dá uma volta em torno da corda i. Temos então que L'r(air) é o lacete em 
Fi r _i(C) = C \ {pi,.. . ,Pri} com base em p r que dá uma volta em torno do ponto Pi. 

Resulta então que o conjunto {<(a i r) : 1 < i < r  1} é uma base de geradores do 
grupo livre 7n(Fi,r_i(C)) = TTI(C \ {pi,  ,P r  i} ) 

Acabámos de verificar que o conjunto dos r  1 geradores {air : 1 < i < r  1} do 
grupo Nr é enviado sobrejectivamente sobre os r  1 geradores de um grupo livre. Caso 
existissem relações no grupo Nr, a sua imagem seria um subgrupo próprio de um grupo 
livre. Mas, qualquer subgrupo de um grupo livre é também um grupo livre, logo, Nr é um 
grupo livre e \!'T é um isomorfismo. 

Como Hi = 1 e H(l) = 7TI(FL(C)) = 1, temos que i\ é um isomorfismo. Admitamos, 
por hipótese de indução, que i!r_x é um isomorfismo. Como, no diagrama anterior, L" é um 
isomorfismo, concluímos que i'r é um isomorfismo. 

Portanto, t r é u m isomorfismo, o que completa a demonstração do teorema de apre

sentação de Artin.D 

3.2 Acção do grupo das tranças 
Pelo teorema (3.7), para P E Or, sabemos que o grupo fundamental ici(Or,P) pode ser 
canonicamente identificado com o grupo das rtranças de Artin B(r). Temos assim uma 
acção de B(r) sobre as fibras do revestimento * : Hr{G) —* Or. 

Para P0 = {1, ...,r} G Or, vamos determinar de um modo mais explícito essa acção 
sobre a fibra ty1(P0) Para isso vamos construir uma parametrização adequada desta 
fibra. 

A fibra * _ 1 ( F 0 ) é constituída por pontos [P0,<p] onde <p : TT^F1 \ P0,oo) ^ G ê um 
homomorfismo sobrejectivo admissível. Consideremos em P 1 \ F0 lacetes 71,.. . , j r com base 
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em oo, em que cada lacete é definido por dar uma volta em torno do ponto i de P0. (lacetes 
definidos como no teorema (2.22) para y0 = oo). Pelo lema (2.24), cada 7, está na classe 
de conjugação E, de TT^P1 \ P0,00) associada ao ponto i. O produto 71...7, é homotópico 
a um lacete com base em 00 que dá uma volta em torno de todos os pontos de P0, logo 
é homotopicamente nulo em P1 \ F0 E, portanto, [7i][7r] = 1 em TT^P1 \ P0,oo). Ao 
aplicarmos o corolário (2.23), após uma transformação de coordenadas que envia o ponto 
r em 00, concluímos que 71..7,1 são geradores do grupo livre ^ ( P 1 \ P0,00). 

Temos então que cada homomorfismo </? fica completamente determinado pelas imagens 
gi, ...,gr dos geradores 71, ...,7, Seja 

£r(G) := {(91, ,9r) eGr:G = {gu ...,gr),9i9r = l,9i^ l,Vt}. 

O grupo Inn(G) age sobre este conjunto enviando, para cada A G Inn(G), (gi,,gr) 
em (A(gi), ...,A(gr)). Seja Sr{G) o conjunto das órbitas dos elementos de £r(G) por esta 
acção. 

Lema 3.10. Seja P0 = {l , . . . , r} G Or. Ao enviar cada ponto [P0,<p] na Innórbita de 
(9i) •••(Pr)) onde 9i = <p{li), obtemos uma bijecção ^/~l(P0) —► £r{G). 

Demonstração. O homomorfismo sobrejectivo </? : ̂ ( P 1 \ P0,00) —► G satisfaz </>(Ej) ^ 1, 
para todo o ponto i de P0. Como 7; G E< resulta então que 1/2(7,) / 1 para t o d o * = *> •••«r

Como 7i..7r = 1, temos também que g\...gr = \. 
Dois homomorfismos <p e <p' correspondem a um mesmo elemento de * _ 1 (Po) 8 e e 

somente se <£>' = A o <p, para algum A G Inn(G). E, nesse caso, os ruplos correspondentes 
satisfazem {g[,...,g'r) = (Mgi),...,A(gr)). Portanto a aplicação está bem definida e é 
injectiva. 

É também sobrejectiva, uma vez que para cada (gu ...,gr) G €r(G), podemos definir 
um homomorfismo <p ao enviarmos os geradores 71, ...,7,.1 do grupo livre 71̂  (P1 \ P0,00) 
nos geradores g\, ...,gri (donde resulta que (,0(7,) = gr). □ 

Seja (0t)ie[o,ii uma família de homeomorfismos de um espaço topológico X. Dizemos 
que esta família é continua se a aplicação (t, x) i> 9t(x) é uma aplicação contínua entre os 
espaços [0,1] x X e X. 

Lema 3.11. (a) Cada homeomorfismo 0 : P 1 * P1 que fixa 00 induz um homeomorjismo 
O : Hr(G) > Ur{G) que envia [P,<p] em [0(P), </?0_1], onde yO'1 é a composição de 
<p com a aplicação ^ ( P 1 \ 0(P), 00) ► TT^P1 \ P, 00) induzida por d'1. 

(b) Se {$t)te[o,i\ é uma família continua de homeomorfismos, então a familia (0t)te[o,i] é 
também contínua. 

Demonstração, (a) Já foi visto que é possível definir um isomorfismo entre os grupos 
fundamentais m (P1 \9(P), 00) e TTI(P1 \P, 00). Pela alínea (a) do lema (2.24), esta aplicação 
envia o subgrupo gerado pela classe de conjugação Y,B(p) no subgrupo gerado por Ep. E 
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então ipd"1 : TT^P1 \ 0(P),oo) -> G é claramente um homomorfismo sobrejectivo que 
satisfaz (/30-1 (Sfl(p)) ^ 1, para todo 9(p) G 0(P). 

Como, para A G Inn(G), se v?' = A o </> então também y /0 - 1 = A o ^é»-1, concluímos 
que 0 está bem definida. 

A aplicação inversa de 0 é d'1, pelo que nos falta apenas mostrar que 0 é contínua. A 
aplicação que envia cada P em 0(P) é um homeomorfismo Or -> Or. Logo, para cada 
vizinhança A/ie(P)>¥,e-i](î>i,..., Dr), existem discos abertos disjuntos D\,..., D r em torno dos 
pontos de P tais que 0(D;) Ç Ã - E notemos que se 7 G TT^P1 \ ( Ã , ...,D r),oo) então 
r ^ e T T ! ^ (Dl,.. . , Dr), 00). 

Seja [P',ip'\ G A/[ptV,](Di,..., D r). Então, existe um automorfismo A G Inn(G) tal que 
<// = A o <p. Para 7 G TT^P1 \ (Di,..., D r) , 00), temos que y/(0_1(7)) = A o ^(0^(7))^011 
seja, y /0" 1 ^ ) = A o ^ ( 7 ) . E concluímos que [0(P'),</0_1] € A/je(P),,p0-ij(Di, . . . ,D r) . 
Mostrámos que 0(A/[PiV](Di,..., D r)) Ç M[e(P)lV6-i](Di,..., D r) , o que nos leva a concluir 
que 0 é contínua. 

(b) Fixemos t0 G [0,1] e um elemento [P, ip) G Hr{G) e consideremos uma vizinhança 
J\f[6t (m)¥,ô-i](Di,..., D r) . Como a família (0t)te[o,i] é contínua, existe e > 0 e discos abertos 
disjuntos Di,.. . , Dr em torno dos pontos de F tal que 6t(Di) Ç Di para t odoo t tal que 
\t - to! < e- Então, pela alínea (a), 0t(A/íp>¥,](Di,..., Dr)) Ç Af[0(p))V,0-i](Di,..., Dr). O 

Através da bijecção estabelecida no lema (3.10), da acção de B(r) sobre # - 1 (Po) , resulta 
uma acção de B{r) sobre £r(G). 

Pelo teorema (3.8), sabemos que B(r) é gerado por elementos <7i,..., crr_i (onde cr; é a 
r-trança geométrica em que a corda i permuta com a corda i + í). 

Teorema 3.12. Na acção de B(r) sobre Sr{G), para j = 1, ...,r - 1, o elemento aó envia 
a Inn-órbita de (g\, ...,gr) na Inn-órbita de 

Í9i, - , 9j-i,9j9j+i9j\9j,9j+2, - , í/r)-

Demonstração. 
Seja P0 = {1, ...,r} G O r e fixemos j G {1, ...,r - 1}. Seja h : R + -» K+ uma função 

contínua tal que h(x) = 1 para x < 3/4 e ft(x) = 0 para x > 1. Para z G C e t G [0,1], seja 

<%(*) := ^ f 1 + (* - ^J1) *MH\z - 2Í±1|)«*). 
Definindo 0t(oo) = 00, obtemos uma família contínua (0t)te[o,i] de homeomorfismos de P1 . 
Dentro do disco de centro ^ 1 e raio 3/4, a aplicação 0t é uma rotação de ângulo id no 
sentido directo (e notemos que os pontos j e j + 1 de P0 estão contidos neste disco). Fora 
do disco de centro ^ p e raio 1, a aplicação 0t é a identidade. 

A família de caminhos em OT definida por t >-> 0 t(Po) é homotópica à trança cr,-. 
Notemos que esta familía de r caminhos induz uma permutação que troca os pontos j e 
j + 1 deixando os restantes fixos. Portanto, 0 t(Po) em Or é um representante da classe de 
ai de 7ri(0 r,Po). 
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Pelo lema (3.11), as aplicações 0t formam uma família contínua de homeomorfismos de 
7ír(G). Então, fixando u0  [PQ,<p] € * _ 1 ( po) , o caminho t t+ 6t{u0) é o levantamento 
de Oj por # com ponto inicial u0. E tem ponto final 0i(txo). Portanto, a acção de a, em 
*_1(Po) coincide com 0\ (pela definição desta acção dada no teorema (1.35)). 

Considerando o ponto u0 = [Po, </>] da fibra, seja (pi,..., gr) = (</>(7i), •••> v(7r)) ° ruplo 
de £r(G) associado. Por definição, §i envia [P0,v?] em [$i{Po),(p9íl] = [Po,fO^}. Logo, 
na sua acção sobre £r(G), (Tj envia a /rmórbita de (gi, ...,gr) na /rmórbita de (g[, ...,g'r) 
em que g[ = ytf f 1 ^) (notemos que esta correspondência entre classes está bem definida, 
uma vez que em ambos os casos a relação de equivalência é definida pelos automorfismos 
pertencentes a Inn{G)). 

Como a aplicação 0i é a identidade em P1 fora do disco de centro 2í±l e raio 1, temos 
que 07/1^) = li para i ^ j,j + 1. Notemos que podemos escolher representantes das 
classes [7J, para i ^ j , j + 1, que estejam totalmente contidos no exterior deste disco. E, 
portanto, g[ = gu para i ^ j , j + 1. 

Pela definição de 0t, temos que 0^(7,+1) é homotópico a 7̂  em P1 \ P 0 . Logo ^ + 1 = &. 
Como g[...g'r = 1, temos necessariamente que ter <̂ = gjgj+igj . □ 

Se 7í é uma componente conexa de Hr(G), então podemos restringir * a um revesti

mento H + Or Logo a fibra em Ti sobre o ponto P0 corresponde a uma B(r)órbita em 
£r(G). Sob a bijecção dada no lema (3.10), a cada ponto da fibra corresponde uma Inn

órbita de £r(G). E pelo teorema (1.35), como H é conexo, a acção de B(r) = 7ri((9r,Po) 
sobre esta fibra é transitiva, ou seja, aos pontos da fibra *_ 1(P0) n H correspondem ele

mentos de £r(G) que estão todos numa mesma B(r)órbita. 
Obtemos assim uma correspondência biunívoca entre as componentes conexas de Hr{G) 

e as B(r)órbitas de £r(G). 

Para cada ruplo C = {Cu ..., Cr) de classes de conjugação de um grupo G seja 

Ni{G,C) := {{gh...,gr) eGr :G = {gi,...,gr),gigr = 1,3* 6 Sr : ftrW € GÍ,VÍ}. 

Ao permitir uma permutação, estamos a definir um conjunto que é independente da ordem 
das classes de conjugação. 

Consideremos a acção do grupo das tranças B(r) sobre Ni(G,C), definida por 

OJ : {gi,,gr) I» (gi,,gji,gjgj+igj1,9i,,^), 
para cada gerador «ri, ...,<rr_1 de P(r). 

Lema 3.13. A acção de Inn{G) em Ni(G,C) deixa cada B(r)órbita invariante. 
Demonstração. Para g,heG, vamos usar a notação hP := ghg~l. Seja B a B(r)órbita 
do ruplo g = (pi,..., gr). As operações 

{91, ,9r) •» (p2,pf, ••,&•) »> (92, gs, g9293, .»,$■) •♦ 

•~" (g2,,9r,gï2"9r) = Í92,,9r,9l) 
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mostram que B contém (g2, ...,gr,9i) (notemos que g%...gr = 9\*)• Logo B contém cada 
r-uplo obtido por uma permutação cíclica de g. E as operações 

(gi,...,gr) ^ 0i,...,£r_2,#r,3?-i) >-* (gu~,9r,9Ïr-2>9r-i) " -
-» (gr,ffí',-> tf-vtf-l) = (99rr,9Ír,-,99r-2,9gr-l) 

em composição com uma permutação cíclica, mostram que o automorfismo interno h >-> h9r 

envia g num elemento de B. Então, como este automorfismo permuta as B(r)-órbitas, deixa 
B invariante. 

Do mesmo modo, usando também permutações cíclicas, é possível mostrar que os au-
tomorfismos internos h v-> h9i deixam B invariante, para t = l,...,r — 1. Como o grupo G 
é gerado por estes elementos, obtemos o pretendido. D 

Considerando a acção de Inn(G) em Ni(G,C), seja 

Ni(G,C) := Ni(G,C)/Inn(G) 

o espaço quociente por esta acção. 

Proposição 3.14. Seja C = (C\, —,Cr) um r-uplo de classes de conjugação de G. Seja 
Hr(G,C) ° subconjunto de Hr(G) formado pelos elementos [P,<fi] para os quais é possível 
ordenar os elementos de P por pi, ...,pr de forma a que <pÇEPi) Ç Ci, para i = 1, ...,r. 

(a) Então Hr(G,C) é uma união de componentes conexas de Hr{G). Sob a bijecção esta
belecida no lema (3.10), à fibra em Hr{G,C) de P0 corresponde o conjunto Ni(G,C). 
O que resulta numa correspondência biunívoca entre as componentes conexas H de 
Hr(G,C) e a s B(r)-órbitas de Ni(G,C). Em particular, Hr{G,C) é conexo se e 
somente se B(r) age transitivamente em Ni(G,C). 

(b) Para A e Aut{G), temos que tA{H) =H se e somente se o automorfismo A deixa a 
B(r)-órbita correspondente invariante (enviando (gi,---,gr) em (A(g1),..., A(gr))). 

Demonstração. (a) O conjunto Hr(G,C) é aberto no espaço 7ir(G) uma vez que to
dos os pontos de uma vizinhança N[pt<p](Di,..., Dr) correspondem a uma mesma aplicação 
7Ti(P1\(Di,...,Dr),oo) -»(?. Pelo mesmo argumento, o complementar de Tír{G,C) é 
aberto. Logo, como Hr{G, C) é aberto e fechado, é uma união de componentes conexas de 
Hr{G). Pelo lema (3.13), a aplicação Ni(G,C) -> Ni(G,C) induz uma bijecção entre as 
B(r)-órbitas, uma vez que Inn(G) deixa cada fí(r)-órbita invariante. 

0 grupo B(r) age transitivamente em Ni(G, C) se e somente se este conjunto é formado 
por uma só órbita que corresponde a uma única componente de TCr{G,C)- O que mostra, 
pelo teorema (1.35), que Hr(G,C) é conexo. 

(b) Pela demonstração do lema (3.10), a acção de eA em *^x(Fo) corresponde à acção 
de A em £r{G). D 
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É um problema importante decidir quando é que o espaço 7ír(G,C) é conexo, ou seja, 
quando é que B(r) age transitivamente em Ni(G,C). Clebsch deu uma resolução para 
este problema, para o caso particular dos revestimentos com ramificação simples (i.e., 
C = {C,...,C), onde C é a classe das transposições em G = Sn (n > 2)), que apresentamos 
agora. 

Teorema 3.15. Seja G — Sn (n > 2) e seja C a classe de conjugação de Sn formada 
pelas transposições. Consideremos o r-uplo C = (C,..., C). Então Ni(G,C) é não vazio se 
e somente se r é par e r > 2(n - 1). Neste caso, B(r) age transitivamente em Ni(G,C). 

Demonstração. (1) Se T for um conjunto de transposições que geram Sn então \T\ >n-\ 
e existem n - 1 elementos em T que geram Sn. Existem também n - 2 elementos de T que 
geram um subgrupo de Sn isomorfo a S„_i. 

Demonstração. Vamos demonstrar, indutivamente, que, para cada j = l , . . . , n - l , 
existem elementos t\, . . . , í , G T e um subconjunto Bó de {1, ...,n} formado por ; + 1 
elementos, tais que o grupo (ti, ...,i,) induz o grupo de simetria de Bó e fixa todos os 
elementos que não estão em Bj. Para j = 1, temos, por exemplo, ti = (1,2), Bi - {1,2} 
e ((1,2)) = S2. Suponhamos que o argumento é válido para j < n - 1. Então existe 
tj+1 G T com tj+i(Bj) ^ Bj. Tomemos Bj+1 := tj+i(Bj) e então U{Bj+i) ^ Bj+1 para 
£. e j 1 \ {t1(..., í j + 1 } . Para j = n - 1 e j = n - 2, respectivamente, obtemos o pretendido. 

(2) Consideremos r-uplos r = (n , ... ,r r) de transposições de 5„ tais que Ti...rr = / d 
(tal só é possível se r for par). Então cada fí(r)-órbita nestes r-uplos contém algum r com 
T2i = T2i-i, para i = 1, . . . , r /2. 

Demonstração. Vamos escrever as transposições na forma (a, 6) com a < b. Ordenemos 
em cada r-uplo as transposições lexicamente, i.e., (1,2) < (1,3) < ... < (2,3) < .... Con
siderando esta ordem, ordenemos também lexicamente o conjunto dos r-uplos ( n , . . . , r r) . 
Dado um r-uplo r = (n, . . . , r r ) , se n < r i + i para algum i G {1,...,r - 1}, então oJx G B(r) 
envia r num r-uplo estritamente maior do que r, considerando a ordenação introduzida 
(notemos que (...,T<, r i + i , . . . ) é menor que (. . . ,r i + i ,ri , . . .)) . Logo, se tomarmos f maximal 
nesta fí(r)-órbita, temos que n > ... > fr. Então, se fr = (a,b) ^ fr_i, o produto fi...fr 

envia a num número estritamente maior. Mas fi...fr = /d, logo temos que ter fT = f r_i. 
Aplicando o mesmo argumento a ( n , . . . ,f r_2), e assim sucessivamente, demonstramos o 
pretendido. 

(3) Ni(G; C) é não vazio se e somente se r é par e r > 2(n - 1). 
Demonstração. Se r é par e > 2(n - 1) então as r transposições 

(1,2)(1,2)(2,3)(2,3)...(n - 1, n)(n - 1,n)...(n - 1, n) (3.1) 

formam um elemento de Ni(G;C). Se Ni(G;C) é não vazio então, pela definição de 
Ni(G;C), para r = (rx, ...,r r) G Ni(G;C), r gera S„, logo r > n - 1, e TV..Tr = Id, pelo 
que r é um número par. Como a órbita deste elemento inclui um elemento satisfazendo 
T2i = T2Í-I, para i = 1,..., r /2 , concluímos que r > 2{n — 1). 
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(4) Suponhamos que r = (rx, ..., r r) está nas condições de (2) e que rx,..., rr geram 5n . 
Por (1) e aplicando uma sequência de operações de B(r) que produzem uma permutação 
cíclica de ri, ...,rr (como na demonstração do lema (3.13)), podemos concluir que T\, ...,rr_2 
geram Sn se r > 2(n - 1) ou geram um subgrupo isomorfo a Sn-i se r — 2(n - 1). Pelo 
lema (3.13)), podemos ainda admitir que rr = (n — l ,n). 

Ser > 2 (n - l ) , então, por indução sobre r, or-2-uplo (n, ...,rr_2) está na B(r)-órbita 
do elemento (3.1) com comprimento r - 2. E, portanto, r está na fí(r)-órbita do elemento 
(3.1) com comprimento r. 

Se r = 2(n - 1), então, pelo lema (3.13), podemos admitir que n, ...,rr_2 geram um 
subgrupo isomorfo a 5n_i. Então, por indução sobre n, o r - 2-uplo (ri, ...,rr_2) está na 
B(r)-órbita do elemento (1,2)(1,2)(2,3)(2,3)...(n - 2,n - l)(n - 2, n - 1). E, novamente, 
concluímos que r está na B(r)-órbita do elemento (3.1) com comprimento r. D 
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Capítulo 4 

Extensões de Galois finitas de C(x) 

No primeiro capítulo, mostrámos (teorema 1.80) que toda a função meromorfa definida 
numa superfície de Riemarm compacta induz uma extensão algébrica finita de C(x). Por 
outro lado, mostrámos que toda a função meromorfa não constante é um revestimento 
ramificado da esfera de Riemarm (1.70) e que todo o revestimento ramificado de P1 é uma 
função meromorfa (teorema 2.12). 

Vamos agora mostrar, que dado um revestimento de Galois finito / : X -> P1, o 
corpo M(X) é uma extensão de Galois finita de C(x). Em particular, vamos obter para 
um qualquer grupo finito G que existe uma extensão de Galois finita L de C(x) tal que 
G ~ Gal(L : C(x)). Vamos também, a partir de uma extensão de Galois de C(x), construir 
uni revestimento de Galois da esfera de Riemann. 

Terminaremos este capítulo, estabelecendo uma correspondência biunívoca entre ex
tensões de Galois finitas de C(x) e revestimentos de Galois finitos da esfera perfurada, 
o que nos vai permitir encarar o espaço Hr{G) como espaço de moduli das extensões de 
Galois finitas de C(x). 

Neste contexto, começaremos por definir o tipo de ramificação de uma extensão de 
Galois finita de C(x), fazendo este estudo de um modo mais geral, considerando extensões 
de Galois finitas L : K(x), onde K é um corpo algebricamente fechado com característica 
0. 

4.1 Tipo de ramificação de uma extensão de Galois 
finita de K(x) 

Seja K um corpo. Seja A o conjunto das sucessões (ãi)iez de elementos de K tais que existe 
N £ Z com ai — 0 para i < N. Definimos a adição neste conjunto por 

(oi)iez + {h)iez = {o-i + Miez 
e a multiplicação por 

(ai)i€Z-(6,-)j€Z = (cfc)fcGZ onde ck = ^ Oibj. 
i+j=k 
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Com estas operações, A é um anel comutativo com zero dado pela sucessão constituída 
unicamente por zeros e cuja unidade é a sucessão (ai)i€z com cto = 1 e CH = 0 para i ^ 0. 

De facto, A é corpo. Para um elemento não nulo (OÍ) Í G Z G A e N tal que Oj = 0 para 
i < AT, podemos construir o elemento inverso de (ai)iez- Definindo bj = 0 para j < -AT e 
6_AT = fltf-1, podemos determinar indutivamente 6j para j = —AT + 1, —N + 2,... a partir 
das equações 

y^ ciibj = 0, k = 1,2,... 
i+j=k 

A sucessão (fej)iez obtida deste modo é o inverso de (Oi)iez-
Podemos identificar K com um subcorpo de A através do mergulho que envia cada 

elemento a G K na sucessão {oi)%ez e m q u e ao = o> e «i — 0 para i ^ 0. 
Seja t a sucessão ( a * ) ^ em que ax = 1 e a* = 0 para i ^ 1. O subanel K[í] de A gerado 

por K e por t é o anel de polinómios numa variável sobre K: 
M 

y^Oj f = (ai)i€z, onde a, = 0 se z < 0 ou % > M. 

As operações definidas em A coincidem com a adição e a multiplicação das séries de 
Laurent formais. Logo a A chamamos o corpo das séries de Laurent formais sobre K, que 
notamos por K((í)). Ao subanel de A constituído pelas sucessões 

oo 

chamamos anel das séries de potências formais sobre K e notamos por K[[í]]. Temos que 
A = K((í)) é o corpo de fracções de K[[t\] e, em particular, A contém K(í), o corpo de 
fracções de K[t}. 

A aplicação de K[[t]] em K que envia YAÍQ <k& n o s e u termo constante a0 é um homo
morfismo de anéis ('avaliação em t = 0')- Se F(y) G K[[í]][y] é um polinómio em y com 
coeficientes em K[\t\], seja F0(y) G K[y] o pohnómio obtido pela aplicação deste homomor
fismo aos coeficientes de F. O próximo resultado permite-nos relacionar factorizações de 
F0 com factorizações de F. 

Propos ição 4 . 1 . Seja F(y) um polinómio mónico em y com coeficientes em K[[í]]. 
Suponhamos que o polinómio associado F0(y) G K[y] admite factorização da forma 

F0 = g.h 

onde g,he K[y] são polinómios mónicos primos entre si. 
Então, F admite factorização da forma 

F = G.H 

onde G, H são polinómios mónicos em y com coeficientes em G K[[í]] tais que G0 = g e 
H0 = h. 
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Demonstração. Vamos escrever 

oo 

i=Q 

com Fi e K[y}. Seja m := gr(F) = gr(F0). Notemos que F0 = ym. Então gr(Fi) < m para 
% > 0, uma vez que F é mónico. Sejam r = gr{g) es = gr{h). Queremos encontrar 

oo oo 

£ = ^ ( 3 ^ e H^^Hif 
í=0 i=0 

com G0 = g e H0 = h, Gh Hi e K[y] com graus inferiores a r e a s , respectivamente, e 
F = GH. 

A condição F = G H é equivalente ao sistema de equações 
Fk = ] T GiHj para A: = 0,1,2,.. . (4.1) 

i+j=k 

Estas equações podem ser resolvidas indutivamente do seguinte modo. Para k - 0, temos 
por hipótese que F0 — g.h = G0.H0. Para k = n > 0, supondo que G* e íT,- já foram 
determinados para i,j < n através das equações (4.1) aplicadas afe = l , . . . , n - l , a 
n-ésima equação pode ser escrita na forma 

G0Hn + GnH0 = Un (4.2) 

onde Un = Fn- J27=i GiHn-i € K[y] tem grau inferior a m. Falta-nos apenas mostrar 
que a equação (4.2) pode ser resolvida para Gn e Hn com graus inferiores a r e a s , 
respectivamente. 

Como G0 e H0 são polinómios primos entre si em K[y], o ideal gerado por G0 e H0 

coincide com K[y\. Logo, existem polinómios P,Q G K[y] tais que GoF + QH0 = Un. 
Pelo algoritmo da divisão, podemos escrever P = H0S + R para R,S € K[y] tais que 
gr(R) < s = gr{H0). Definindo Hn = R e Gn = Q + G0S, então a equação (4.2) é válida 
e gr(Hn) < s. Como GnH0 = Un- G0Hn, G„H0 tem grau inferior a m, logo Gn tem grau 
inferior a r. Obtemos assim os polinómios G„ e Hn pretendidos. D 

Corolár io 4.2. Seja K um corpo algebricamente fechado com característica 0. Seja F um 
polinómio mónico em y de grau m > 2 e com coeficientes em K[[t]]. Suponhamos que o 
coeficiente de ordem m — 1 de F0 é nulo e que F0 ^ym. 

Então F tem factorização F = G.H, onde G e H são polinómios em y mónicos e não 
constantes com coeficientes em &[[t]]. 
Demonstração. Como K é algebricamente fechado, o polinómio F0 G K[y] factoriza-se 
num produto de polinómios lineares mónicos. Se estes factores não forem todos iguais, 
então obtemos F 0 = g.h com g eh não constantes e primos entre si em K[y\. E obtemos o 
resultado a partir da proposição anterior. 

Resta-nos apenas excluir o caso em que F0 — (y - a)m, para a G K. Mas neste caso, o 
coeficiente de ordem m - 1 de F0 é -ma, logo, como K tem característica 0, concluímos 
que a = 0. E, nesse caso, teríamos F0 = ym, o que contraria a hipótese do enunciado. D 
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Para cada inteiro positivo n, seja lmrx o conjunto de todos os números racionais da 
forma  , com i e Z . Então Zn  1 é um grupo (aditivo) isomorfo a Z através da aplicação 
i i> •£. Este grupo contém Z como subgrupo de índice n. 

Seja An o conjunto das sucessões {flj)j&n~\ de elementos 6¾ G K para os quais existe 
N G Zn"1 tal que â  = 0 para j < N. Definindo em An as operações adição e multiplicação 
tal como rizemos para A, permitenos introduzir em A„ uma estrutura de corpo isomorfo 
a A e sob este isomorfismo An = K((r)) onde r = (a^gzn1 é o elemento definido por 
ai = 1 e aj = 0 para j ^ \. 

Notemos que, como r é a sucessão cujo único elemento não nulo é cu = 1, então r" é 
a sucessão cujo único elemento não nulo é an = 1. Pelo que a aplicação 

A = K((Í))  A „ = K((T) ) 

é um homomorfismo de corpos que envia í em T", o que permite identificar A com o 
subcorpo de An formado pelas sucessões (aj)jgzn1 tais que % = 0 se j ¢. Z. Podemos 
então escrever um qualquer elemento (c^ezir1 de A„ na forma 

53 aj = Y.a/ = E^> 

identificando An com X((í»)) = K((r)). 

Lema 4.3. Suponhamos que K contém uma raiz primitiva £„ de ordem n da unidade. 
Então A„ é uma extensão de Galois de A de grau n. O grupo de Galois desta extensão 
é cíclico, gerado pelo automorfismo u> que envia uma sucessão YLi&J3^ na sucessã° 
Yliëii^iin)^■ Temos ainda que A„ = A(r) com rn — t. 
Demonstração. Com alguns cálculos, facilmente se verifica que u é u m automorfismo de 
An. O corpo fixo deste automorfismo é formado pelos elementos Yliez^T% c o m °í ~ 0 
excepto nos casos em que ^ = 1, ou seja, quando i é múltiplo d e n e portanto i G Z. 
Logo, o corpo fixo de u coincide com A. Resulta então, pelo teorema de Artin, que An é 
uma extensão de Galois de A com grupo de Galois igual ao subgrupo gerado por u>. Como 
u) tem ordem n, resulta que |An : A| = \Gal(An : A)| = n. 

O automorfismo u envia r em £„r. Logo, para /u = 1, ...,n — 1, u* envia r em £%r ^ r, 
e, portanto, nenhum elemento não trivial de Gal(An : A) fixa r. Logo, A„ = A(r). D 

Lema 4.4. Seja K wra corpo algebricamente fechado com característica 0. Seja F um 
polinómio em y mónico, não constante e com coeficientes em K[[í]]. Então F tem uma 
raiz em algum A„. 

Demonstração. Suponhamos que F não tem raízes em nenhum A„ e que é de grau 
mínimo nestas condições. Então m := gr (F) > 2. Vamos escrever F da forma F(y) = 
ym + Am_!ym_1 + ... + Ao com A„ G K[[í]]. Então o polinómio 

F(y) = F(y  % 1 ) 
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tem coeficiente de ordem m  1 nulo, pelo que substituindo F por F, podemos já supor 
que F tem coeficiente de ordem m  1 nulo. Se F0(y) ^ ym então, pelo corolário (4.2), 
F tem factorização em polinómios não constantes, o que contradiz a minimalidade de F. 
Logo F0(y) = ym, o que implica que todos os elementos Â  tenham termo constante nulo. 

Existe algum v = 0,..., m  2 tal que \ v ^ 0 (caso contrário, teríamos F = ym e então 
0 seria uma raiz). Vamos passar a considerar apenas os valores v nestas condições. Seja r„ 
a menor potência de t em A„ com coeficiente não nulo, i.e., 

\ v = aut
r" + termos de ordem superior 

onde av E K é não nulo. Então r„ > 0, uma vez que já vimos que o termo constante é 
nulo. Seja u o menor dos números da forma ■£%. Então u é um número racional positivo 
e podemos escrever u = jj com d e n inteiros positivos. 

Vamos mergulhar A em A„ = K((r)), como anteriormente. Consideremos o polinómio 

m2 

i/=0 

de An[y]. O coeficiente de ordem v deste polinómio é uma série de Laurent em r da forma 

A l /r
d^_ m ) = avt

Tvrdiy~m^ + termos de ordem superior 
= auT

E" + termos de ordem superior 

onde r 
Ev = n(m  i / ) (— u) > 0 

m — v 
e Eu = 0 para pelo menos um v, pela escolha de u. Logo cada coeficiente de F* é uma série 
de potências em r e, pelo menos para um v, a série correspondente tem termo constante não 
nulo. Então F* está nas condições do corolário (4.2), pelo que F* = G.H para polinómios 
mónicos não constantes com coeficientes em K[[r]]. Logo H tem grau inferior a m e, 
portanto, tem uma raiz em algum A n ( r ^ ) pela minimalidade de m. Concluímos assim que 
F* tem uma raiz em A n ( r ^ ) = Ann. Portanto F tem uma raiz em Ann>. D 

O próximo teorema mostra que qualquer extensão finita de A é isomorfa a An, para 
algum número natural n. 

Teorema 4.5. Seja K um corpo algebricamente fechado com característica 0. Seja A uma 
extensão finita do corpo A = K((t)) de grau n. Então A = A(r) com r n = t. 

Demonstração. Seja A ma extensão finita do corpo A e escrevamos A = A(0). Seja 
F e A[y] um polinómio irredutível com raiz 9. Pelo lema (1.9), podemos já supor que 
F está nas condições do lema anterior, logo F tem uma raiz d' em algum An>. Portanto 
A C A„/. 

Como o grupo Gal(kn, : A) é cíclico de ordem n', para cada divisor n de n' existe um 
único corpo entre A e An. de grau n sobre A. Logo A = A„ = A(í«), pelo lema (4.3).D 
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Seja K um corpo algebricamente fechado com característica 0. 
Seja (£n)„eN um sistema de raízes primitivas da unidade compatíveis, ou seja, tais que 

se £„ é uma raiz primitiva de ordem n e se tivermos n = n'n" então £"" = £„/. Quando 
K = C, £n = exp(^p) é um tal sistema de raízes. 

Seja A = K((í)) e A : A uma extensão de Galois finita de grau n. Então A = A(ô) 
com 6n = t, pelo teorema (4.5). Logo, para cada 6 nestas condições, existe um único 
elemento UJ G Gal(A : A) com CJ(Ô) = £„<S. Notemos que o automorfismo UJ é um gerador 
de Gal(A : A), uma vez que £n é uma raiz primitiva da unidade. Designamos u por gerador 
distinguido de G ai (A : A). 

Seja A' outra extensão de Galois finita de A tal que A C A' C A. Então, novamente 
pelo teorema (4.5), sabemos que existe um elemento á ' g A e um número natural n' tais 
que A = A(ô') com ô'n' = t. 

Queremos agora mostrar que para cada Í ' É A com ô'n' = t, para algum n' > 1, temos 
que UJ(Ô') = £„'£', onde UJ é o gerador distinguido de Gal(A : A). E suficiente mostrarmos 
este facto para 6' = 6%, pois qualquer outro valor ô' nestas condições difere apenas da 
multiplicação por uma raiz de ordem n' e notemos que ^ é um inteiro (Gal (A : A) é 

cíclico de ordem n). Pela compatibilidade das raízes primitivas, temos que £Z — £„', logo 
UJ(Ô') = UJ{5%) = in ó% = in 6' — in'à'. Concluímos então que UJ\A> é o gerador distinguido 
de Gal(A' : A). 

Seja PJK := K U {oo}, onde o o é u m elemento não contido em K. Podemos prolongar 
cada automorfismo a G Aut(K) a P^ definindo a(oo) = oo. 

Para p G P | , vamos definir um isomorfismo êp : K(x) * K(t) por í)p(x) = t + p se 
p ^ oo ou por 'dp(x) — \ se p = oo. 

Propos ição 4.6. Seja L : K(x) uma extensão de Galois finita e G = Gal(L : K(x)). Seja 
7 um elemento primitivo da extensão L : K(x). Então 7 é raiz de um polinómio irredutível 
F(y) G K(x)[y). Para p G P^, seja épF G &(t)[y] o polinómio obtido por aplicarmos tip 

aos coeficientes de F. 

(a) Existe uma extensão de Galois finita A de A, um, subcorpo L^ de A e um prolonga

mento de êp a um isomorfismo d : L —► Li> tal que: 

(1) Lu é corpo de decomposição de dpF sobre K(t). 
(2) O grupo Gal(A : A) mantém L$ invariante. 
(3) Os factores irredutíveis de dpF em A[y] têm todos o mesmo grau, digamos 

n = riL,p, que não depende de A, L# e ú. 
(4) Seja UJ o gerador distinguido de Gal(A : A) e gfl o elemento de G definido por 

ga — ïï~x o y o t î . 

Se Ã é outra extensão de Galois finita de A, com subcorpo L# e d : L —► L# 
é um isomorfismo prolongando $p , então g# e g# estão na mesma classe de 
conjugação de G, que depende apenas dep e de L. Além disso, a ordem comum 
dos seus elementos é n^. 
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(b) Podemos tomar A = KnLp na alínea (a). 

(c) Podemos escolher 7 tal que F(y) = F(x,y) € &[x,y] é mónico em, y. Então o dis

criminante D(x) de F(y) sobre K(x) é um elemento não nulo de K[x\. SepEf^ e 
D(p) 7̂  O então nLyP = 1. 

(d) Se V : K(x) é outra extensão de Galois finita com V C L, então a aplicação restrição 
de G em G' = Gal(L' : K(x)) envia a classe Cp na classe C'p de G' associada a p. 

Demonstração, (a) (1) Seja H um factor irredutível de tfpF. O corpo A = ^ é uma 
extensão finita de A e H tem uma raiz 7' em A (e 7' é também raiz de dpF). Seja 
La := K(t)(Y). Podemos prolongar o isomorfismo tip a ti : L + Ltf definindo 79(7) = 7'. 
Como L : K(ar) é uma extensão de Galois finita, também Ltf : K(í) é extensão de Galois 
finita, logo, em particular, L# é corpo de decomposição de dpF sobre K(í). Resulta então 
que A é extensão de Galois de A. 

(2) O corpo La é gerado sobre K(í) a partir das raízes de i)pF. Como Gal(A : A) 
permuta estas raízes, mantém L# invariante. 

(3) Se g é um elemento do grupo Gal{A : A) então g(L<>) Q L# e g fixa os elementos 
de K(t). Portanto, g\Li} 6 Gal(Lê : K(í)) e o homomorfismo 

Ga/(A:A) » GaZ(L* : K(í)) 

é injectivo, uma vez que A = A(Y). Seja UJ um gerador de GaZ(A : A). Então o grau da 
extensão coincide com a ordem de u>. E então, para qualquer factor irredutível H de tipF, 
obtemos as seguintes igualdades_(?r(i/) = |A : A| = ord(uj) = ord(u\Lé). 

(4) Podemos supor que A e Ã estão ambos contidos numa extensão de Galois finita A0 
de A. Então tanto L& como L# são subcorpos de A0 gerados sobre K(t) a partir das raízes 
de tipF em A0. Logo L# = Lë. Definindo h := #_1#, h é um elemento de G. Como o 
gerador distinguido w0 de Ga/(A0 : A) restrito a A_é o gerador distinguido de Ga/(A : A), 
e o mesmo acontece para Ã, obtemos g# = è ' 1 ^ = hrH^uotih = h~lg^h. Logo, g# e 
gi) estão na mesma classe de conjugação de G. 

(b) Como |A : A| = nL,p, A é isomorfo a An i p , pelo teorema (4.5). 
(c) Podemos encarar o polinómio F como polinómio em y com coeficientes em K(x). 

Então o seu discriminante D(x) G K[x] é não nulo, uma vez que F é irredutível, logo 
separável ( K tem característica 0). 

Se p e K é tal que D(p) £ 0, então o polinómio F(p, 2/) € K[y] é separável (pela demon

stração do lema (1.10)). Temos que dpF{y) = F(t + p,y), logo úpF(y) é um polinómio 
mónico em y com coeficientes em K[í]. E 0pFo(y) = F(p,y). Do lema (4.1) resulta que 
■âpF se factoriza num produto de factores lineares em A[y\. Logo, nL>p = gr{H) = 1. 

(d) Seja •& : L > A como em (a). Então $' = tf|i/ é um isomorfismo entre V e 
#'(!/) C A que prolonga tfp. Logo ^ = ( t f ^  W = $~xwQ\v = 9*\v, o que mostra que 
estes elementos estão numa mesma classe de conjugação. D 
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Definição 4.7. Seja L : K(x) uma extensão de Galois finita e p G P^. 

(a) Designamos o número n^p por índice de ramificação de L em p. 

(b) Se nL,p > 1, dizemos que p é um ponto de ramificação da extensão L : K(x). E, nesse 
caso, temos que a classe de conjugação Cp associada a p de Gal(L : K(x)) é não 
trivial. 

(c) O grupo de Galois G = Gal(L : K(x)), o conjunto F dos pontos de ramificação e a 
classe de conjugação Cp associada a cada ponto de ramificação são invariantes por 
isomorfismo. 

Dizemos que a extensão tem tipo de ramificação [G,P, (Cp)p€p] (definição 2.18). 

4.2 Identificação entre extensões de Galois e revesti

mentos de Galois 
Propos ição 4.8. Seja f : X —► P1 \ P um revestimento de Galois finito e seja f : X —> P1 

o seu prolongamento holomorfo à superfície de Riemann compacta X. Suponhamos que 
g G M(X) satisfaz g o a = g, para todo o automorfismo a G Aut(f). Então g = g' o / , 
para algum g' G A ^ P 1 ) . 

Demonstração. Seja y um ponto de P1 e sejam x\ e %2 dois pontos distintos da fibra 
/ _ 1 ( y ) . Como Aut(f) age transitivamente em cada fibra , existe a G Aut(f) tal que 
x2 = a(xi). Mas então g(x2) = g(a{xx)) = g{xi), pelo que concluímos que todos os pontos 
de f~l{y) têm a mesma imagem por g. Seja g'(y) essa imagem comum, para cada y em 
P1 . Então g = g' o / . 

Se V C P1 \ (P U {oo}) é admissível para / eU é uma componente conexa de /~ 1 (V) , 
então para y £ V temos que #'(y) = g o (/ | t /)_ 1(y). Como / | t / : £/ —► V é uma carta 
holomorfa de X, resulta que g' é meromorfa em V. Variando V, concluímos que g' é 
meromorfa em P1 \ (P U {oo}). 

Como g G M(X), g~l(V) é um aberto de X, para qualquer aberto V de P1 . E, pelo 
teorema da aplicação aberta, teorema (1.60), / o g^iV) é um aberto de P1 . Ora, como / 
é sobrejectiva, (g')\V) = / o /  1 o (g'Yl{V) = f o g\V), pelo que (p ' ) _ 1 (^) é aberto e 
</ é contínua em P1 . Logo, pelo teorema do prolongamento de Riemann, teorema (1.65), 
g' G MiF1). D 

Teorema 4.9. Seja P um subconjunto finito def1 e f : X —► P1 \ P um revestimento de 
Galois finito. Seja f : X —► P1 o seu prolongamento a uma função holomorfa definida na 
superfície de Riemann compacta X. 
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(a) Então, para cada a G Aut(f), a aplicação 

La:M(X)  M(X) 
g i> 3 0 a * 

é um automorfismo de M(X) que fixa C( / ) . 

(b) A extensão M(X) : C ( / ) é uma extensão de Galois e a aplicação 

L.Aut(f) ► Gal(M(X) : C(/) ) 

é um isomorfismo de grupos. 

(c) Para cada p G P seja Cl°v Ç Aut(f) a classe de conjugação de p associada ao reves

timento de Galois f, como na proposição (2.15). 
Para cada p G P 1 seja C^3 ç Gal(M(X) : C(/ ) ) a classe de conjugação de p 
associada à extensão M(X) : C( / ) , como na proposição (4.6). 

Então C^9 = {1} sep^P e, para cada pE P, o isomorfismo 

t : Aut(f) 4 Gal(M{X) : C(/ ) ) 

envia a classe C^op na classe Cp9. 

Demonstração, (a) Para g G M{X), temos que g o a'1 G M(X), uma vez que a é um 
automorfismo holomorfo de X. Portanto a aplicação ia está bem definida e é sobrejectiva, 
uma vez que ia{g o a) = g. A sua inversa é dada por g »» g o a, logo iQ é um automorfismo 
de Al. Temos ainda que ia fixa C(/ ) , uma vez que / o oTl = / . 

(b) Pela alínea anterior, para cada a G Aut{f), ia G Aut{M(X) : C(/ ) ) . Como 
ía/3 = taip, a aplicação 1 é um homomorfismo de grupos que envia Aut(f) sobrejectivamente 
num subgrupo G de Gal{M{X) : C(/ ) ) . 

O corpo fixo de G consiste das aplicações g G M(X) tais que g o a = g, para todo o 
a de Awt(/). E essas aplicações g são da forma g' o f com cf G ^ ( F 1 ) (pela proposição 
(4.8)). Como A ^ P 1 ) ~ C(z) (teorema (1.75)), resulta que fix(G) ~ C( / ) e então, pelo 
teorema de Artin, concluímos que M(X) é uma extensão de Galois de C ( / ) com grupo de 
Galois G. 

Falta mostrar que 1 é injectiva. Seja a G Aut(f) \ {Id} tal que ia = Id. Seja x G X 
e y = f(x). Pelo teorema de existência de Riemann, (teorema (1.79)), existe uma função 
meromorfa g G M(X) que toma valores distintos em / _ 1 ( y ) . Como x' = a(x) G /" 1(y) e 
g(x') = ta(p)(a;') = gia^ix')) = g(x) resulta que x = x1, mas então a = Id. A contradição 
mostra que 1 é injectiva. 

(c) Seja A = C((í)) o corpo das séries de Laurent formais (secção 4.1). 
Caso 1. p G P1 \ P. 
Para um ponto x0 da fibra / _ 1 ( P ) 5 vamos considerar uma carta (t/, </?) como no teorema 

(1.64) tal que x0 G U. Se p ^ 00, podemos admitir que 00 ^ <p(U) e tomar </? = / | t / . 
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Se p = oo tomamos (fi = l / ( / | [ / )  Cada função meromorfa g £ M.(X) tem expansão de 
Laurent em torno de XQ da forma 

oo 

g = ^ai(<fi<fi(x0))
1 

(ver secção (1.4)). Enviando g em YI'UN
 a^ definimos um homomorfismo de anéis 

0 : M(X) + A = C((£)). 

Este homomorfismo é não nulo, logo define um mergulho entre corpos. Vamos determinar 
■#(/)• Se p ^ oo então f = (fi = p+(<fi — <fi(xo)) em U, logo $( / ) = p + 1 . Se p = oo então 
/ = 1 / ^ = V(V  ¥>(*o)) em [/, logo 0( / ) = r 1 . 

Portanto, ■# : M(X) —> A é o prolongamento da aplicação $ p : C(/ ) —> C(í) da secção 
(4.1), para x = / . Logo o índice de ramificação da extensão M.(X) : C ( / ) em pele 
Cpg = {!}, pela proposição (4.6). 

Caso 2. p e P. 
Seja TÇ € f~x{p) um ponto ideal e r > 0 suficientemente pequeno. Para uma componente 

circular VK G 7r de raio r, seja n o grau do revestimento f\w e seja (fiv : VF —► D*(r1^n) um 
homeomorfismo, dado pela proposição 2.4, tal que y?" = KP O / . Então, tal como foi visto 
na secção 2.1, para [/„. = W U {w}, (C/OT, ipw) é uma carta holomorfa centrada em K. Cada 
função g £ A4(X) tem expansão de Laurent em torno de n da forma 

oo 

g = Ysb^« 
i=N 

(notemos que y?"(ir) = KPO /(75) = 0). Enviando p em ^Í^AT aiT% definimos um homomor

fismo de anéis 
tf:M(X)^An = C((r)), 

onde An = C((r)), definido na secção 4.1, é uma extensão do corpo A = C((í)) com í = rn. 
Temos que 1? é um prolongamento da aplicação dp : C( / ) —» C(í). De facto, a partir de 

<fi™ = /íp o / , obtemos que / = K" 1 o(/)^ = p + ( / ) J s e p ^ o o e / = l/V™ se p = oo. Logo, 
■$(/) = p + r n = p + í, se p ^ oo, e #( / ) = r~ n = í^1 se p = oo. 

Seja u o gerador distinguido de Gal(An : A), definido na secção (4.1). Pelo lema (4.3), 
UJ é definido por 

oo oo 
w(£M = Etó)rí (43) 

i=N i=N 
Pela definição da classe CL^6, na proposição (4.6), esta classe contém o elemento 

0 _ 1 o U) o 0. 

Pela definição da classe C*op, na proposição (2.15), esta classe contém o gerador distinguido 
hw do estabilizador de W em Aut(f). Logo, ficará demonstrado que i(Cp°p) = Cp^, se 
mostrarmos que 

^ ) = ^ 0 ^ 0 ^ . (4.4) 
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Ora, por definição, hw fixa W, logo fixa Uw e, por restrição, dá origem ao gerador distin

guido do revestimento fw = «P ° / : W ► D*(r). Como y?£ = / w em W, obtemos, pelo 
corolário (2.5), que ipw o h^ = ínV* em W (logo também em {/*). Para 5 G M(X), temos 
que i(hw)(g) = g o h^ = Y%LNWV>* O h^Y = TZLNMtnf*)' numa vizinhança de n. 
Comparando este resultado com a descrição feita em (4.3) de u obtemos (4.4). D 

Teorema 4.10. Seja L : C(x) uma extensão de Galois finita. Então existe um revestimento 
de Galois finito f : X » P1 \ P e um Cisomorfismo de corpos L » M(X) que envia x 
em f. 

Demonstração. Escolhamos um polinómio F{x,y) G C[x,y], irredutível como polinómio 
em y e tal que L é o corpo de decomposição de F sobre C(x). Seja n o grau de F em y. 
Pelo lema (1.10), sabemos que existe apenas um número finito de pontos p G C para os 
quais o polinómio F(p,y) G C[y] tem menos do que n raízes distintas. Seja P a reunião 
destes pontos com o ponto 00. 

Seja X' o conjunto dos n + 1uplos {v,u1: ...,un) G C n + 1 tais que v G P1 \ P e 
F(v,ui) = ... = F(v,un) = 0 com u1} ...,un distintos (ou seja, «i, ...,un são as n raízes dis

tintas de F(v, y)). Consideremos em X' a topologia induzida como subespaço de C n + 1 . 

(1) A aplicação / ' : X' > P1 \ P, (v,Ui,...,un) « », é um revestimento e o grupo 
simétrico Sn actua como grupo de automorfismos do revestimento / ' , permutando u\,..., un. 

Demonstração. Pelo teorema da função implícita, teorema (1.53), para cada v0 G P1 \ P, 
existem funções holomorfas ^ 1 , ...,ipn definidas numa vizinhança V de v0, tais que 

são precisamente as raízes de F(v, y), para cada v EV. 
Para cada a G Sn, seja 

Ua := {(v,^(i)(w), ,^CT(n)(")) : w G V}. 

Então ( / ' ) _ 1 (^ ) é a união disjunta dos conjuntos Ua

A aplicação 7 » Uv, v •> (u,^ff(i)(u), i^«r(n)(v))i é inversa de /'|t/„ : Ua * V. Logo 
ambas as aplicações são homeomorfismos. Tomando V compacta e conexa, também os 
conjuntos Ua são compactos e conexos. Logo os conjuntos Ua são abertos de {f')~x{V), 
uma vez que são disjuntos. E, portanto, são componentes conexas de (/ /)~1(V). T̂ ogo, 
qualquer disco conexo contido em V e centrado em v0 é uma vizinhança admissível para 
/ ' . O que mostra que / ' é revestimento. E, claramente, Sn = Aut(f). 

(2) Seja X uma componente conexa de X'. Então a restrição de / ' a X é um revesti

mento de Galois finito / : X —> P1 \ P . 
Demonstração. Pelo corolário (1.36), / = f'\x é um revestimento. Seja v G P1 \ P 

e sejam u,u' G /  1 ( v )  Por (1), existe a G Aut(f) tal que a(«) = u'. Então a envia 
a componente conexa X sobre si própria, uma vez que u, u' G X. Concluímos que a se 
restringe a um automorfismo do revestimento / e que Aut(f) age transitivamente sobre 
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/ _ 1 ( v ) . Temos assim que / é um revestimento de Galois de grau finito, uma vez que 
gr(f)<gr(f)=nl 

(3) Vendo M(X) como subcorpo de M(X), temos que M(X) é algebricamente fechado 
em M{X). 

Demonstração. Pretendemos mostrar que se h G M(X) é algébrico sobre M(X), então 
h € M(X). 

Para simplificação da demonstração, suponhamos que X \ X = {p0}- Seja h G A4(X) 
um função que satisfaz uma equação polinomial de grau n > 1 

a ja" + an_i/in _ 1 + ... + a0 = 0, 

com a» € .M(X). Multiplicando ambos os membros da equação por uma potência suficien
temente grande de (z - p0), podemos supor que nenhuma das funções a* tem um pólo em 
Po- A equação 

qn^-bn.1qn-1-...-b0, 

com bi = diO^"1, tem solução q = anh. Como todas as funções a, são limitadas numa 
vizinhança de p0, resulta que também q é limitada numa vizinhança de p0. Logo pelo 
teorema do prolongamento de Riemann, q prolonga-se como função meromorfa a X. E, 
portanto, h = ^ G M{X). 

No caso geral, quando ï \ I é u m conjunto de pontos em número finito, como h é 
meromorfa em cada um dos pontos, concluímos que h é meromorfa em X. 

(4) Para i = 1, ...,n, a função & : X -+ C,(v, U\,..., un) H* UÍ, prolonga-se a uma função 
meromorfa #, em X, que satisfaz a equação F(f,gi) = 0. 

Demonstração. Cada ponto de X tem uma vizinhança da forma Ua, e a aplicação f\ua é 
uma carta holomorfa em X, considerando a estrutura complexa definida em X no teorema 
(1.64). Nestas coordenadas locais, cada gt é representada pela função holomorfa i)a{i)- O 
que mostra que <& é meromorfa em X. 

Para u = (v,uu...,un) € X, temos que F(u,tti) = 0. Logo F( / («) ,&(«)) = 0, para 
todo o « de X . Vistas como elementos de M{X\ as funções / e gt satisfazem a equação 
F(f,gi) = 0. Portanto, como / e .M(X) e .M(X) é algebricamente fechado em M{X), 
resulta que # G .M(X). 

(5) As funções gi,...,gn geram .M(X) sobre C( / ) . 
Demonstração. Pelo teorema (4.9), todo o elemento de Ga/(A4(X) : C( / ) ) é da forma 

í,Q, para a G Aut(f). É então suficiente mostrar o seguinte: se ia fixa gi,...,gn então 
a = /d. 

De facto, se ia fixa #i,..., gn então, para todo it G X, temos que gt(u) - gi(a~l(u)), para 
% = 1, ...,n. Como também / (u ) = / ( « ^ ( u ) ) , resulta que u = a " 1 ^ ) , pelas definições de 
/ e de cada <&. E, então, o: — /d. 

(6) ConcMmos então que, como as funções gí} ...,gn são raízes distintas do polinómio 
irredutível F(f,y) sobre C( / ) , o corpo M(X) é um corpo de decomposição de F sobre 
C( / ) . E sabemos que M(X) é extensão de Galois de C( / ) . D 
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Teorema 4.11 (de Exis tência de R i e m a n n  versão algébrica) . Consideremos um 
tipo de ramificação T = [G, P,(Cp)p€P}. Seja r : \P\ e notemos os elementos de P por 
Pi,...,pr. 

Então existe uma extensão de Galois finita de C(x) de tipo de ramificação T se e 
somente se existem geradores gi,...,gr de G tais que g1...gr = \ e & G CPi, para i = 1,..., r. 

Demonstração. Dada uma extensão de Galois finita L : C(x), seja / : X —> P1 \ P o 
revestimento dado no teorema (4.10). Pela alínea (c) do teorema (4.9), o conjunto dos 
pontos de ramificação desta extensão são exactamente os elementos p G P para os quais 
C*°P 7̂  {1}. Logo, pela observação (2.26), o grupo Aut(f) tem geradores hx,...,hr com 
h\...hr = 1 e hi G C£°p, para todo i = l , . . . ,r . Então, as imagens de hi,...,hr pelo 
isomorfismo L são geradores de Gal(M(X) : C(x)),_que gozam das mesmas propriedades. 
O que mostra o pretendido, uma vez que L ~ M(X). 

Reciprocamente, suponhamos que existem geradores gi, ...,gT de G tais que g\...gr = 1 
e j j g CPi, para % = 1, ...,r. Pela versão topológica do teorema de existência de Riemann 
(teorema (2.25)), existe um revestimento de Galois finito / : X * P1 \ P com tipo de 
ramificação T. Seja / : X —> P 1 o revestimento ramificado associado a / . Pelo teorema 
(4.9), a extensão de Galois M(X) : C( / ) tem o mesmo tipo de ramificação. D 

Podemos agora sintetizar os resultados apresentados. 

Teorema 4.12. Seja G um grupo finito, P um subconjunto finito de P1 e y G P1 \ P. 
Então existe uma correspondência biunívoca entre os objectos: 

(1) As classes de C(x)isomorfismos de extensões de Galois L : C(x) com grupo de Galois 
isomorfo a G e com pontos de ramificação contidos em P. 

(2) As classes de isomorfismo de revestimentos de Galois f : X —> P1 \ P com grupo de 
automorfismos isomorfo a G. 

(3) Os subgrupos normais do grupo fundamental ^ ( P 1 \ P, y) com quociente isomorfo a 
G. 

Demonstração. A correspondência entre (2) e (3) resulta da teoria geral de revestimentos 
(teorema (1.52)). 

Vamos agora estabelecer uma relação entre (1) e (2). Para cada revestimento / como 
em (2), podemos associar, como no teorema (4.9), uma extensão L : C(x) de (1). E a 
menos de C(x)isomorfismos, revestimentos isomorfos induzem a mesma extensão. Logo, 
obtemos uma aplicação que envia objectos de (2) em objectos de (1). Esta aplicação é 
sobrejectiva pelo teorema (4.10). 

Sejam / e / ' dois revestimentos de (2) e sejam L e V as extensões associadas aos reves

timentos / e / ' , respectivamente. Suponhamos que existe um C(a;)isomorfismo 9 : L —► L'. 
Então L e V têm o mesmo tipo de ramificação T. Logo, pela alínea (c) do teorema (4.9), 
também / e / ' têm o mesmo tipo de ramificação, sendo, portanto, isomorfos. D 
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Consideremos o espaço de moduli Hr(G) dos revestimentos de Galois da esfera de 
Riemann perfurada e o revestimento * : Hr{G) —► OT. 

Para P G Or, vamos definir uma relação de equivalência entre os pares (L, v), onde 
L é uma extensão de Galois finita de C(x) com pontos de ramificação contidos em P e 
v : G * Gal{L : C(x)) é um isomorfismo. Dizemos que dois pares (L, v) e (U, 1/) são 
equivalentes se existir um C(x)isomorfismo p : L —> V tal que i/(p) = pv(g)p~1, para 
todo o elemento ^ de G. 

Teorema 4.13. .Enste uma correspondência biunívoca entre os elementos u = (/, p) de 
Hr{G) e as classes de equivalência de pares (L, v), onde L é uma extensão de Galois finita 
de C(x) comr pontos de ramificação eu: G *■ Gal(L : C(x)) é um isomorfismo. Sob esta 
correspondência, *(«) é o conjunto dos pontos de ramificação de L : C(x). 

Temos ainda que ao elemento CA{U) corresponde a extensão (L,u o A'"1), para cada 
A e Aut(G). 

Demonstração. A cada par u = (/, p) podemos associar o par (L, v) obtido por tomarmos 
L = M{X) ev = to pL, onde i é o isomorfismo Aut(f) ~* Gal(L : C(x)) definido no teorema 
(4.9). Do teorema (4.12), resulta que a correspondência entre classes de equivalência é 
biunívoca. Sabemos ainda, pela alínea (c) do teorema (4.9), que os pontos de ramificação 
de L são exactamente os pontos de ¢(¾) = P. 

Para u' = eA(u) = [P,Ao<p], temos que A o ^ = A op~x o $XQ = (po A1)1 o $ ^ , pelo 
que i/ = t o (p, o A'1) = u o A"1. D 

92 



Bibliografia 

[1] Bredon, Glen E.; Topology and Geometry, Springer-Verlag, New York, 1993. 

[2] Brison, Owen J.; Teoria de Galois, Universidade de Lisboa, Lisboa, 1999. 

[3] Fischer, Gerd; Plane Algebraic Curves, American Mathematical Society, 2001. 

[4] Farkas, Hershel M.; Kra, Irwin; Riemann Surfaces, Springer-Verlag, New York, 1980. 

[5] Forster, Otto; Lectures on Riemann Surfaces, Springer-Verlag, New York, 1981. 

[6] Fulton, W.; Hurwitz schemes and irreducibility of moduli of algebraic curves, Ann. 
Math. 90 (1969), 542-575. 

[7] Fried, Michael D.; Fields of definition of functions fields and Hurwitz families - groups 
as Galois groups, Communications in Algebra 5 (1977), 17-82. 

[8] Fried, Michael D.; Volklein, Helmut; The inverse Galois problem and rational points 
on moduli spaces, Mathematische Annalen 290 (1991), 771-800. 

[9] Hansen, Vagn Lundsgaard; Braids and Coverings: selected topics, Cambridge Univer
sity Press, Cambridge, 1989. 

[10] Hurwitz, A. ; Ùber Riemann'sche Flãchen mit gegebenen Verzweigungspunkten, Math
ematische Annalen 39 (1891), 1-61. 

[11] Kirwan, Frances; Complex Algebraic Curves, Cambridge University Press, Cambridge, 
1995. 

[12] Lee, John M.; Introducion to Topological Manifolds, Springer-Verlag, New York, 2000. 

[13] Narasimhan, Raghavan; Compact Riemann Surfaces, Birkhauser Verlag, Basel, 
Switzerland, 1992. 

[14] Rotman, Joseph J.; An Introduction to the Theory of Groups, Springer-Verlag, New 
York, 1995. 

[15] Volklein, Helmut; Groups as Galois Groups: an introduction, Cambridge University 
Press, New York, 1996. 

93 



[16] Volkleiii, Helmut; Moduli spaces for covers of the Riemann sphere, Israel Journal of 
mathematics 85 (1994), 407-430. 

94 



índice 

n-esfera singular, 7 
órbita, 2 

acção, 2 
discreta, 14 
livre, 14 
por homeomorfismos, 14 
transitiva, 10 

aplicação cobordo, 32 
atlas holomorfo, 17 
automorfismo de revestimento, 11 
automorfismo interno, 2 

carta holomorfa, 17 
cartas compatíveis, 17 
classe de conjugação, 1 
cocadeia, 32 
cociclo, 33 
corda, 61 
corpo das séries de Laurent formais, 80 
corpo de decomposição, 4 
Correspondência de Galois 

de extensões de corpos, 7 
de revestimentos, 16 

curva plana afim, 20 
curva projectiva plana, 21 

discriminante, 5 

esfera de Riemann, 17 
espaço de configuração, 60 
espaço projectivo, 19 
extensão algébrica, 4 
extensão de corpos, 4 
extensão de Galois, 7 
extensão normal, 4 

extensão separável, 5 

fibra, 9 
fibração localmente trivial, 9 

gerador distinguido, 39, 84 
grupo 

de Artin das tranças, 62 
apresentação de, 4 
automorfismos de um revestimento, 11 
cíclico, 1 
de Galois de uma extensão, 6 
de homotopia, 8 
de isotropia, 3 
estabilizador, 3 
fundamental, 8 
livre, 3 
simétrico, 2 

homotopia, 7 
homotopia de tranças, 62 

lacete, 7 

levantamento de um caminho, 10 

multiplicidade, 27 

normalizador, 2 
pólo, 28 
ponto de ramificação 

de um revestimento, 50 
de uma extensão, 86 
de uma função meromorfa, 27 

pontos ideais, 41 
própria, aplicação, 9 

relação cocíclica, 33 

95 



resultante, 5 
revestimento, 9 
revestimento de Galois, 13 
revestimento ramificado, 43 
revestimentos isomorfos, 15 

sucessão exacta, 1 
superfície de Riemann, 17 

teorema 
aplicação aberta, 24 
apresentação de Artin para o grupo 

das tranças, 68 
Artin, 6 
elemento primitivo, 6 
existência de Riemann (v. alg.), 91 
existência de Riemann (v. anal.), 34 
existência de Riemann (v. top.), 55 
existência revestimento universal, 16 
finitude, 33 
função implícita, 16 
identidade, 24 
módulo máximo, 24 
prolongamento de Riemann, 25 
sucessão exacta de uma fibração, 9 
zeros isolados, 26 

tipo de ramificação, 50 
extensão de Galois finita, 86 
revestimento de Galois finito, 50 

toro complexo, 18 
trança, 61 
trança elementar, 67 
trança trivial, 62 

valor crítico, 27 
variedade holomorfa, 17 
vizinhança admissível, 9 

96 


