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”...The hard won theory of matroids ...rich in connections with mathe-
matics, pure and applied, deeply rooted in the utmost reaches of combina-
torial thinking, strongly motivated by the toughest combinatorial problems
of our day, this theory has emerged as the proving ground of the idea that
combinatorics, too, can yield to the power of systematic thinking...matroid
theory reflects in an exemplary way the mathematical preoccupations of our
day, such as meeting of the cross-currents of pure and applied mathematics
and the cutting across party lines of separate fields, while not losing sight
of the concrete objectives of solving some of the longstanding problems of
contemporary mathematics.” Gian-Carlo Rota, [99].




1. Prefacio

1.1. Nota histdrica

A teoria de matroides nasce nos anos trinta, com uma primeira referéncia de
van der Waerden ([96]) 4 axiomatizacdo da dependéncia linear e algébrica,
e com o artigo de fundo de Whitney [101] onde é dada a axiomatica e
introduzido o termo matroide, sdo estabelecidas as nogoes bésicas da teoria
e sublinhada a relagéo estreita com a teoria de grafos. Nessa mesma época,
Birkhoff ([5]) e MacLane ([75]) estudam as ligagdes da teoria de matroides
a teoria dos reticulados e a geometria projectiva, respectivamente.

O assunto s6 encontra novo alento com a publicagdo, no fim dos anos
cinquenta, dos importantes resultados de Tutte ([94] e [95]), em particular
daqueles que estao ligados ao problema da coordenabilidade de matroides,
e, também, dos resultados de Edmonds e Fulkerson ([43]), Mirski e Per-
fect ([80]) que estabelecem a ligaciio da teoria de matroides com a teoria
transversal.

Rockafellar em 1967 ([88]) considera inevit4vel a orienta¢do de matroi-
des. Cita o artigo ([79]) onde Minty introduz a definigdo axiomadtica de uma
generalizagdo do conceito de grafo orientado e dé exemplos de conceitos e
resultados, em teoria de grafos e em programacao linear, que considera que
deveriam ser abrangidos pela teoria de mairoides orientados.

No entanto, e devido a diversas circunstancias, os dois artigos que in-
troduzem a teoria de matroides orientados s6 sdo publicados em 1978:

Bland e Las Vergnas ([2]) publicam um artigo conjunto, embora tenham
chegado separadamente & nogéao de matroide orientado; o primeiro motivado
pela abstrac¢do da nogao de dualidade em programacgao linear e o segundo
pela teoria de grafos e pela combinatéria. Por seu lado, a origem do trabalho
de Folkman e Lawrence ([50]) é a teoria de convexidade e o caracter do
artigo é geomeétrico.

Continuaram a aparecer novas abordagens as duas teorias, as quais
criam conexoes entre elas e os mais variados ramos da matematica, da
programacao linear a geometria algébrica, da topologia a teoria de convexi-
dade. Estas diferentes ligacdes tornam os seus resultados mais interessantes
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a nao-especialistas e trazem intuigdo e novos métodos para quem nelas tra-

balha.

1.2. Resumo da dissertacao

As operacoes de contraccio e supressdéo desempenham um papel fundamen-
tal em teoria de matroides. Dado um matroide M definido num conjunto
E, cada uma delas permite definir, em qualquer subconjunto de E, uma
estrutura de matroide induzida pela estrutura de M, e as duas estao rela-
cionadas pelo operador dual.

Em particular, estas operagdes possibilitam as demonstragdes por indu-
¢do. Qualquer matroide obtido de M utilizando consecutivamente qualquer
uma delas diz-se um menor de M.

No segundo capitulo da dissertagiao damos duas das possiveis defini¢oes
destas operagdes para clutters (ou familias incompardveis — familias de
subconjuntos de um conjunto finito, nao compardveis por incluséo). Estas
definicdes sdo a generalizagao natural das mesmas operacées nas familias
(incomparéveis) das bases e dos circuitos de um matroide.

O operador dual quando aplicado a um menor de qualquer matroide
troca a operacao de contracgao pela de supressdo (e vice-versa). Os opera-
dores complementar e bloqueador sdo também naturais em clutters quando
se pretende generalizar, respectivamente, as bases e os circuitos de um ma-
troide.

Usando a definicdo conveniente de menor de um clutter provamos que
o operador complementar [resp. blogueador| é o Unico operador de clutters
que troca supressao por contracgao (e vice-versa).

Estes resultados generalizam um teorema de Kung [68] sobre dualidade
de matroides, bem como um dos principais resultados de Bland e Dietrich
[10] sobre dualidades combinatdrias, unificando a literatura existente sobre
0 assunto.

Provamos também uma caracterizagdo por menor ezcluido dos clutters
que sao a familia das bases e dos que sdo a familia dos circuitos de algum
matroide.

O grafo das bases de um matroide é bem conhecido e foi completamente
caracterizado por Maurer ([77] e [78]); ele traduz em termos de grafos a
propriedade de troca de Steiniz que caracteriza a familia das bases de um
matroide.

Em [47] Farber et. al. definem um grafo, que pode ser associado a
qualquer clutter [45] e que conjecturam ser conexo quando determinado
por um matroide. Provam a conjectura para matroides graficos e notam
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que basta considerar o grafo associado a matroides cujo conjunto de suporte
é unido disjunta de duas bases, ditos blocos.

O grafo das bases-cobases de um bloco M, é o grafo cujos vértices séo
as bases de M cujo complementar também €é base e tal que dois vértices
estdo ligados por uma aresta se e s6 se as bases que lhes correspondem sé
diferem em dois elementos.

No terceiro capitulo da dissertagdo, provamos que no grafo das bases-
-cobases de de um bloco grafico (ou cogréfico) dois vértices quaisquer corres-
pondentes a bases disjuntas estao ligados por um caminho de comprimento
igual ao rank do bloco, melhorando simultaneamente o resultado de Farber
et. al. ja referido e um outro resultado de Kajitani et. al. [65].

O politope das bases de um matroide é o fecho convexo dos vectores
de incidéncia das bases e esta relacionado com problemas em areas da ma-
tematica tao distintas como a programacdo linear ([41] e [42]) e a geometria
algébrica ([52] e [54]).

Associamos a um bloco M o politope das bases-cobases de M que é a
intersec¢ao dos politopes das bases de um bloco com o do seu dual. Prova-
mos que este politope é um hipercubo se e so se a sua dimensao € igual ao
rank(M).

Damos ainda uma caracterizacao construtiva, bloco redutivel, dos ma-
troides em que a igualdade é verificada.

O dltimo capitulo da tese é dedicado a prova de um teorema de homo-
topia para matroides orientados.

Pelo Teorema de representacio de Folkman-Lawrence, os matroides ori-
entados podem ser vistos como uma generalizacdo dos arranjos de hiperpla-
nos. Estes sdo objecto de estudo de diferentes dreas da matemética (ver,
e.g., [85] e [103]). O estudo do tipo de homotopia de V = C%\ HE, comple-
mentar do complexificado de um arranjo de hiperplanos H em R¢, é objecto
de varios trabalhos de investigacio recentes. Em particular, Deligne em [37]
determinou o tipo de homotopia desta variedade no caso das componentes
conexas de R?\ H, cdmaras, serem cones sobre um (d — 1)-simplexo. Essen-
cial para a sua prova foi o seguinte resultado combinatdrio: duas quaisquer
galerias (caminhos minimais ligando ¢cdmaras) com as mesmas extremida-
des podem ser obtidas uma da outra por um numero finito de deformagoes
ditas deformagées elementares. Salvetti em [90] determinou o tipo de ho-
motopia de V no caso dos hiperplanos estarem em posi¢ao geral e salientou
que este resultado era essencial para obter uma apresenta¢do do seu grupo
fundamental.

O nosso teorema generaliza para qualquer matroide orientado este resul-
tado, mostrando, em particular, que a restricdo imposta sobre as cimaras
nao € necessaria.
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Este resultado permitiu novos avangos no estudo da variedade em questao
(ver [23], [24], [28]), tendo sido utilizado para obter uma apresentagio
do grupo de homotopia do complezo de Salvetti ([90]) associado a varie-
dade que, na verdade, é determinado pelo matroide orientado associado
ao arranjo real de hiperplanos. No fim do capitulo damos um exemplo de
aplicagdo.

Os resultados originais expostos nesta dissertacéo resultam de trabalho
conjunto com o meu orientador, Raul Cordovil, e estdo publicados em [27],
[31] e [32]. No primeiro artigo também participou Komei Fukuda.

No sentido de tornar a leitura da dissertagao acessivel a nao-especialistas,
incluimos duas sec¢des, 2.2 e 4.3, onde sdo introduzidos os conceitos e os
resultados basicos em teoria de matroides e de matroides orientados, res-
pectivamente.

Uma parte das figuras foi feita por Anténio Guedes de Oliveira, usando
o programa Mathematica.



”

This is not to say that all aspects of combinatorial theory can
be covered by the matroid umbrella; however, many parts of graph the-
ory, transversal theory, block designs and combinatorial lattice theory can
be more clearly understood by the use of matroids. Furthermore, since
matroids are closely related to classical linear algebra and geometry they
serve as a link between combinatorics an the more mainstream areas of

mathematics....” D.J.A: Welsh, [98].




2. Matroides e Familias Incomparaveis

2.1. Introducao

As vérias defini¢oes equivalentes da estrutura de matroide, além de estabele-
cerem conexoes entre esta teoria e diversos ramos da matematica, fornecem
a compreensao das relagdes entre os diversos conceitos da teoria e exemplos
capazes de estimular a intuic@o para a resolu¢ao de novos problemas.

Duas delas, ja incluidas no artigo de Whitney e directamente ligadas a
algebra linear e a teoria de grafos, axiomatizam, respectivamente, a familia
das bases e a dos circuitos de um matroide. Em ambos os casos, os elementos
destas familias sdo subconjuntos incompardveis do conjunio de suporte do
matroide.

Recentemente, varios autores tém definido e estudado estruturas que
generalizam os matroides em diferentes direcgoes conforme as propriedades
que interessa manter e os novos objectos que interessa enquadrar. Sdo
exemplo disso os greedoids [66] (veja também [97], [17]).

Em [44] foi introduzida por Edmonds e Fulkerson a nogao de clutter
com o proposito de encontrar um algoritmo capaz de resolver os chamados
problemas “bottleneck”, de que é exemplo o problema de determinar, num
grafo cujas arestas tém pesos, uma arvore T tal que é minimo o peso da
mais pesada das arestas que néo pertencem a 7.

Definigao 2.1. Um clutter ou uma familia incompardvel, S, é uma familia
de subconjuntos incomparaveis de um conjunto finito £ = E(S), i.e., para
tode ST &, S LY = §=T.

E = E(S) é o conjunto de suporte do clutter S. Quando for necessario
explicité-lo, escrevemos § = (8, E).

A familia das bases e a dos circuitos de qualquer matroide sao exemplo
de clutiers; vamos expor na segunda parte deste capitulo os resultados
obtidos em duas categorias de clutiers que generalizam cada uma destas
familias.
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As operacoes de supressio (\) e contraccdo (/) tém um papel muito
importante em teoria de matroides, em particular tornam possiveis as de-
monstracoes por indugao.

Damos duas das possiveis defini¢des destas operacoes em clutters, uma
generalizando as operagdes com bases e outra as operagoes com circuitos
de um matroide.

Um operador de clutter é wma aplicagdo ¢ da classe de todos os clutter
nela propria que associa a um clutter S de conjunto de suporte E um clutter

#(S) com o mesmo congunto de suporte — E($(S)) = E(S) = E.

Também vamos introduzir dois operadores na classe dos clutier, naturais
quando se considera os clutter como uma generalizacao de cada um destes
conceitos em teoria de matroides. Utilizando-as e os respectivos conceitos
de menor obtivemos uma generalizacido de um teorema obtido por Kung
([68], Teorema 1). Ele prova que a fun¢éo que a qualquer matroide associa
o seu dual é a Unica, nao-trivial, que troca contrac¢do por supressao.

No estudo das dualidades combinatdrias feito em [10], uma dualidade de
clutters é um operador de clutters, ¢, tnvolutivo (i.e., po¢d(S) = S, para todo
o clutter §) e que troca supressdo por contracgdo (i.e., o(S\X) = ¢(S)/X
e 9(S/X) = ¢(S)\X, para todo o X C E(S5)).

Provamos que os operadores complementar e blogueador sao as tunicas
dualidades combinatérias para cada uma das definicbes das operagoes de
menor, / e \.

Finalmente, damos uma caracterizagao por menor ezcluido dos clutter

que sio a familia das bases e dos que sdo a familia dos circuitos de um
matroide, usando em cada um dos casos a respectiva defini¢do de menor.

A semelhanca dos resultados obtidos em cada uma das categorias de
clutter sugere a existéncia de um functor entre elas. No entanto, nao fomos
capazes de o formalizar.

Na primeira parte deste capitulo, fazemos um curto resumo dos con-
ceitos basicos da teoria de matroides de modo a estabelecer notagoes e
permitir uma leitura autossuficiente da dissertacao. Incluimos também al-
guns resultados conhecidos, uns pela sua importdncia para a compreensao
deste resumo, outros porque serao utilizados nos capitulos subsequentes. A
titulo de exemplo escrevemos provas de alguns deles; o leitor interessado
tem wma exposigao da teoria nas duas primeiras referéncias obrigatorias em
teoria de matroides, o livro de Welsh [98] e o de Crapo e Rota [35], e uma
exposigao mais completa e actualizada, feita por especialistas em cada um
dos temas, nos dois livros editados recentemente por White ([99] e [100]).
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2.2. Matroides

2.2.1. Independentes — Bases

Da propriedade de troca de MacLane-Steiniz é possivel deduzir os resulta-
dos fundamentais acerca de conjuntos independentes e bases de um espago
vectorial. Ela é usada como axioma numa das defini¢oes de matroide:

Definigao 2.2. Seja £ um conjunto finito e B uma familia de subconjuntos
de E. B € a familia das bases de um matroide se e so se:

1 B #0;
2 para todo o par By, Bs € B e para todo o b; € By \ By existe by €
Bj \ B; tal que By U {b2}\ {61} € B:

O par M = (E,B) é dito um matroide, E = E(M) é o seu conjunto de
suporte e B = B(M) é a familia das bases do matroide M.

E consequéncia quase imediata da definigdo que os elementos de B sao
incomparaveis (por inclusdo) e que tém todos o mesmo cardinal, dito o
rank do matroide — rank(M) = |B|, para qualquer B € B.

Exemplos

1. E claro que um conjunto finito E de vectores de um espaco vectorial V
verifica os axiomas quando tomamos para B os subconjuntos de E li-
nearmente independentes e maximais. Neste caso, diz-se que My, =
(E,B) é um matroide linear ou vectorial e o rank deste matroide coin-
cide com a dimensao do subespago vectorial de V' gerado por E (em
particular, se E for um conjunto gerador rank(M) = dim(V)).

2. Um exemplo analogo é o de matroide afim, May = (E, B), cujas bases
sao os subconjuntos de £ maximais independentes afins. Neste caso,
a dimensdo do subespago afim gerado por E é igual a rank(M) — 1.

3. Fazendo E o conjunto das arestas de um grafo G = (V, E), a familia
B cujos elementos sdo as arestas das arvores geradoras de G (das
florestas geradoras se G for desconexo) verifica os axiomas das bases
de um matroide. Diz-se que M(G) = (E, B) é um matroide grifico e
rank(M(G)) = |V| — a, onde « é o nimero de componentes conexas
de G

4. Dois matroides, M| = (Ey,B;) e My = (E»,B3), dizem-se isomorfos
se existe uma bijeccao ¢ : E; — FE», tal que:

B; € By < ¢(B,) € B,.
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As categorias de matroides sdo definidas (como € usual) a menos de
isomorfismo, e.g., um matroide M é linear [resp. afim ou grafico] se
existe um matroide M' = Mp;, [M' = Mas ou M' = M(G)] tal que
M é isomorfo a M.

Tendo os exemplos em mente, sdo naturais as defini¢oes:

o Conjuntos independentes — um subconjunto I de E diz-se indepen-

dente se estd contido nalguma base, i.e., I C B para algum B € B.

E imediato da defini¢éio, que o conjunto vazio é independente e que
um subconjunto de um conjunto independente ainda é independente.

Usando o axioma 2 das bases prova-se que, dados dois conjuntos in-
dependentes I e J tais que |I| < |J|, entdo existe z € J \ I tal que
I'U{z} é independente.

Fungao rank:
rank : 28 — Z¥
X +— rank(X) = |elem. maximal Z(X)|
onde Z(X) = {I C X : I é independente}.

A funcdo rank estd bem definida em consequéncia das propriedades
dos conjuntos independentes atras mencionada.

E claro que, para todo X C E, 0 < rank(X) < |X| e que a fungio é
crescente, 1.e., para todo X, Y C E, X CY = rank(X) < rank(Y).

Menos 6bvia é a chamada desigualdade submodular:

VX, Y CE, rank(XUY) +rank(X NY) < rank(X) + rank(Y).

Mais exemplos

1. Seja E um conjunto com n elementos e seja k£ um inteiro £ < n; a

familia B dos subconjuntos de £ com k elementos verifica os axiomas
das bases de um matroide, dito matroide uniforme e notado U, x. No
caso k = n (todos os subconjuntos de E sao independentes) chama-se
matroide livre e nota-se F,.

O matroide uniforme Uy é o menor (com o menor nimero de ele-
mentos no conjunto de suporte) matroide nao gréfico.

2. Seja R C Y x I uma relacgao bindria e seja 4; = {y € Y : yRi}, para

cada ¢ € I. Os subconjuntos de ¥ que podem ser postos em corres-
pondéncia bijectiva com o conjunto I sao chamados sistemas de repre-
sentantes distintos da familia de conjuntos {A;};es; estes conjuntos
sdo as bases de um matroide M = (Y, B) dito matroide transversal.
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Sendo, por exemplo, 41 = {a,b,c} e Ay = {b,¢,d}, o matroide trans-
versal definido por estes dois conjuntos é isomorfo a Uy ».

Por outro lado o matroide M = (E,B), onde E = {a,b,c,d,e, f} e
todos os subconjuntos de F com dois elementos sao bases excepto
{a,b}, {c,d} e {e, f}, ndo é transversal.

3. Seja Gx(C™) a variedade de Grassmann dos subespagos de dimensao
k dos espago vectorial complexo de dimensao n.

E usual decompor G¢(C™) em Scubert cells [54]; dois elementos da
variedade estdo na mesma Scubert cell se é igual a dimensao da inter-
seccao dos dois subespagos com todos os elementos uma cadeia fixada
de subespagos coordenados de C™.

Gel’fand, no artigo [54] notou que esta decomposi¢io da variedade de
Grassmann esta directamente ligada a teoria de matroides:

Seja B = {e1, --,en} uma base de C" e, para todo o J C
{1,---,n}, C/ = espaco gerado{e; : i € J}; dois elementos X,
Gr(C™) estdo no mesmo estrato I' se:

F =
Y de

dim(X N CY) = dim(Y N C7), para todo J C E.

Estes estratos correspondem a interseccdes de Scubert cells e deter-
minam uma parti¢do de Gx(C™). A cada estrato I' é associada uma
aplicacao:

9 oy 7

J = rp(J)=dim(X/(X NnCEV)

TIe ¢

onde X é um qualquer elemento de I'.

Como foi notado no artigo ja referido, rp é a funcdo rank de um
matroide, Mr, dito o matroide do estrato I'.

Seja M um matroide definido num conjunto E = E(M):

e Um elemento z € E chama-se um lacete se ¢ ¢ B para toda a base
B do matroide M. Le., z é um lacete se e s6 se o conjunto {z} néo é
independente.

Os subconjuntos de E que nao sao independentes dizem-se dependen-

|

I -

! 2.2.2. Dependentes — Circuitos
F

tes; ou seja, ¢ é um lacete se e s6 se {z} é dependente.
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e Um subconjunto C de F diz-se um circuito se é dependente e é mini-
mal para a inclusao com esta propriedade, i.e., se C' é dependente e
todo o subconjunto X de C' é independente.

Dois elementos z,y € E dizem-se paralelos se o conjunto {z,y} é
circuito.

Um matroide M sem lacetes nem elementos paralelos diz-se um ma-
trotde simples.

E claro que esta nomenclatura — lacete, elementos paralelos, matroide
simples — provém de teoria de grafos; na verdade, para um especialista
nesta area a abordagem natural da teoria de matroides é feita pela familia
dos circuitos; sendo M um matroide definido no conjunto E representare-
mos por C = C(M) esta familia — C = {C C E : C é circuito de M}.

No caso de M = M(G) ser um matroide grafico determinado pelo grafo
G = (V, E), os circuitos de M correspondem aos ciclos elementares de G —
C(M)={C C E : C é o conjunto das arestas de um ciclo elementar de G}.

Decorre da defini¢do que os elementos de C sao incomparaveis (por in-
clusdo); além disso, é valida em qualquer matroide M a chamada proprie-
dade de eliminagdo dos circurtos:

VC1,C2 €C, (C1 #Ca)Vz € C1NC,,3C3 €C : C3 C(C1 UCY) )\ {=}.

Estas duas propriedades d&o a axiomatica de matroides usando a familia
dos circuitos.

a C e
. f
. < <l
d
g

A familia dos circuitos do matroide M(G), onde G é o grafo da figura,

C = { {h}7 {f7 g}’ {a? b? C}! {c’ d7 e}’ {a7 b’ d1 6}7 }
h é um lacete, f e g sdo elementos paralelos de M(G).

Sendo C; = {a,b,c} e C3 = {¢,d,e}, c€ C1 N Cy e {a,b,d,e} C(C1 U
C2) \ {c}, exemplificando a propriedade de eliminacéo de circuitos.
Exemplo — Se G = (V,E) é um grafo j& vimos que G determina um
matroide, M(G), também chamado matroide dos ciclos de G. Note-se que
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um mesmo matroide grafico pode ser determinado por varios grafos ndo
isomorfos, mesmo considerando grafos sem vértices isolados ( um exemplo
pode ser facilmente obtido se o matroide tiver um lacete, ja que a aresta que
lhe corresponde pode ser incidente em qualquer um dos vértices). Whit-
ney determinou qual a relagdo que existe entre dois grafos G e H, sem
vértices isolados, tais que os matroides M(G) e M(H) s@o isomorfos (ver
[99], Teorema, 6.3.1).

Note-se que o grafo G determina naturalmente um outro matroide no
conjunto E:

um subconjunto Y do conjunto das arestas do grafo G = (V, E) é um
conjunto de corte se o grafo que se obtem de G retirando as arestas de Y,
G\ 'Y, tem, pelo menos, mais uma componente conexa que o grafo G. Um
conjunto de corte com uma s6 aresta chama-se um sstmo.

C*={D C E : D éum conjunto de corte em G, minimal (para a inclusio)}

é a familia dos circuitos de um matroide chamado matroide dos cociclos
de G e notado M*(G).

Um matroide isomorfo ao matroide dos cociclos de um grafo diz-se ma-
troide cografico.

No exemplo da figura da pdgina anterior, a familia dos circuitos do

matroide dos cociclos do grafo G, M*(G), é:
C* == {{2}7 {f’g}5 {a'n' b}’ {d7 6}7 {G,C, d}’ {b’ C’ 6} {b'-‘ C't‘ d}? {al‘ci e}}

Portanto, neste caso, o matroide M*(G) é isomorfo ao matroide, M(G'),
dos ciclos do grafo G' representado na figura seguinte. Note-se que em
geral isto nao acontece, i.e., nem sempre um matroide grafico é cogréfico
(voltaremos a referir o assunto no paragrafo sobre dualidade).

As propriedades que se seguem irdo ser consecutivamente utilizadas nas
provas dos resultados do capitulo seguinte:
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1. Se B ¢ uma base de um matroide M = (E,B) e z € E\ B, eziste um
inico circutto C tal que C C BU {z}:

Como todas as bases tém o mesmo cardinal, o conjunto B U {z} é
dependente e, portanto, contem um circuito C. Se houvesse dois
circuitos contidos em BU {z}, z teria de pertencer a ambos e, usando
a propriedade de eliminac&o, obteriamos um circuito contido em B,
contradizendo o facto de B ser base.[]

Este circuito chama-se circuito fundamental de z na base B e vamos
nota-lo por Cf(B,z).

2. Seja M = (E,B) um matroide, B uma base de M ez € E\ B;
B\ {y}U{z} € base de M se e s0 se y € Cf(B,z):

Sendo B' = B\ {y} U {z} base de M, se y néo pertencesse ao cir-
cuito fundamental C'f(B,z) entdo este estaria contido na base B',
contrariando a defini¢do de circuito.

Reciprocamente, suponhamos que y € Cf(B,z) e B' = B\ {y} U {z}
nio é base de M. Como |B'| = |B|, B’ teria de ser dependente; por-
tanto, existiria um circuito C’ contido em B’ diferente de C'f(B, z),
porque y € Cf(B,z)\ C'. Como B' C B U {z} isto contradiz a
unicidade do circuito fundamental.l]

2.2.3. Fechados — Reticulado geométrico

A familia dos fechados de um matroide aparece como uma abstrac¢édo com-
binatoria das nogoes de ponto, recta, plano, etc., e das relagoes de incidéncia
entre estes objectos.

Se M = (E,B) é um matroide, chama-se operador de fecho a aplicacdo:

gy M g e
A - o(A)={z€E : rank(AU {z}) =rank(4)}

Diz-se que um subconjunto F' de E é fechado se coincide com o seu
fecho, .o, I = wlF).
A aplicagdo o verifica as seguintes propriedades:

e X Co(X), para todo X C E;
o X CV = 0o(X) Co(Y), para quaisquer X,Y C E;
e o(0(X))=0(X), para todo X C E.

Note-se que estas propriedades, juntamente com esta outra:
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e Sey ¢ o(X)ey € o(XU{z}) para algum z € E \ X, entdo z €
o(X U{y})

permitem definir a estrutura de matroide a partir deste operador.

O rank de um fechado, F', é igual ao cardinal de um subconjunto in-
dependente maximal contido em F. E usual chamar ponto, recta, plano,
hiper-recta e hiperplano do matroide M a um fechado de rank 1, 2, 3,
(rank(M) — 2) e (rank(M) — 1), respectivamente.

No caso do matroide M ser linear [afim] o fecho de qualquer subconjunto
do seu conjunto de suporte é a intersecgio com E(M ) do subespago vectorial
[afim] por ele gerado. Se M = M(G) é um matroide grifico, G = (V, E) e
A C E, uma aresta z esta no fecho de A se existe um ciclo elementar de G
contido em A U {z}.

A familia dos fechados de um matroide M, F = F(M), parcialmente
ordenada por inclusdo, é um reticulado (finite) limitado (ver defini¢bes de
reticulados no apéndice do tltimo capitulo):

e para todo F,G € F, F NG também é um fechado; como é o maior
fechado contido em ambos os conjuntos coincide com o infimo de F'

eG—FANG=FNG;

e (D) C F, qualquer que seja o fechado F'; portanto o(0)) é o elemento
minimo ou primeiro elemento do conjunto ordenado e representa-se
por 0 (note que os lacetes de M, quando existem, sdo os elementos

de o(0));

¢ ¢ claro que o conjunto de suporte E = E(M) é o elemento mdzimo
do reticulado;

e para todo F,G € F, a interseccdo dos fechados que contém ambos
os conjuntos F' e G € o seu supremo, ou seja, € o menor fechado
que contém ambos e coincide com o fecho da sua unido — FFV G =

o(FUG).

Além disso, para qualquer par de fechados F, G, toda a cadeta mazimal
entre F e G tem o mesmo numero de elementos, i.e., (F,C) satisfaz a
propriedade de Jordan-Dedekind. Assim, fica bem definida neste reticulado
a func¢ao altura:

h: F — £
= h

F (F) = comprimento de uma cadeia maximal entre 0 e F’

Esta funcao coincide com a restri¢ao da funcao rank aos fechados de M e
portanto podemos afirmar que este reticulado é semi-modular j4 que, para
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todo F,G € F,

R(F) + h(G) = rank(F) + rank(G) 2 rank(F U G) + rank(FNG) =
=rank(c(FUG))+rank(FNG)=hFVG)+ h(FAG)

Os pontos, i.e., os fechados da forma o({z}) com z € E, sdo os dtomos
do reticulado e qualquer fechado é supremo de atomos, ou seja, o reticulado
é atdmico.

U reticulado finito nestas condigdées — semi-modular e atémico — diz-
se um reteculado geométrico.

Na verdade o reciproco também é verdadeiro:

Todo o reticulado geométrico é reticulado dos fechados de algum ma-
troide; se o matroide for simples, ele € univocamente determinado pelo
reticulado dos fechados. Ou seja, existe uma bijecgdo:

matroides simples +— reticulados geométricos

V3ao ser-nos uteis as propriedades destes reticulados que se seguem —
se F é um qualquer reticulado geométrico entao:

e F é coatdmico, quer dizer que todo o fechado de um matroide é in-
tersecgdo de hiperplanos (codtomos);

o F é relativamente complementado, quer dizer que, se F C G C H sao
fechados de um matroide, existe um fechado G’ tal que GNG' = F e

o(GUG') = H;

e Todo o intervalo [A,B] = {F € F : A C F C B} de F ¢ ainda
um reticulado geométrico, ou seja, € ainda reticulado dos fechados de
algum matroide (no préximo pardgrafo, descrevemos essa estrutura).

Seja M um matroide simples de rank 3 e E = {&y,49, +,2n] 0 seu
conjunto de suporte; é usual representar geometricamente M num diagrama
onde se representam os pontos z; e se traca uma "recta” (se M néo for um
matroide afim a "recta” pode ter de ser uma curva!) para cada fechado de
rank 2 com mais de trés pontos. A intersec¢ao de duas quaisquer destas
"rectas” tem, no maximo um ponto.

Como M é simples, qualquer subconjunto de E com dois elementos
tem rank 2; com esta representacdo distinguem-se as bases porque sdo os
conjuntos de 3 pontos que nao estao numa “recta’”.

E claro que dado um destes diagramas de pontos e "rectas” determina
univocamente um matroide simples de rank 3.

No caso de o matroide ter elementos paralelos é usual sobrepor no dia-
grama os pontos que os representam.
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Representagao Euclidiana de um matroide de rank 3

Diagrama de Hasse do seu reticulado de fechados

2.2.4. Menores

Dado um matroide M = (E, B), ha duas operacdes fundamentais que per-
mitem definir em qualquer subconjunto X de E estruturas de matroide
diferentes mas que veremos estarem bem relacionadas — a supressdo e a
contrac¢ido dos elementos de Y = E\ X:

¢ O matroide obtido de M por supressio de Y nota-se M\Y e é o
matroide definido no conjunto X = E\ Y cuja familia de bases é:

B\Y = elementos maximais (inclusdo){B \ Y : B € B}.

e O matroide obtido de M por contrac¢io de Y nota-se M/Y e é o
matroide definido no conjunto X = E'\ Y cuja familia de bases é:

B/Y = elementos minimais (inclusdo){B \ Y : B € B}.

e Um matroide M’ é dito um menor de M se se pode obter de M por
supressdo ou contrac¢ido (ou ambas) de subconjuntos de E.
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O matroide obtido de M por supressdo de Y também é chamado a
restricgio de M a X = E\Y e notado M(X). Esta nomenclatura é a
natural quando se define este menor usando a fungdo rank, jd que esta
funcéo em M \ Y € igual a restricdo a ¥ da fun¢io rank definida em M:

para todo 0 A C X, ranky\y(A) = rank(A).
Enquanto no matroide M/Y":

para todo o A C X, rankyy/y(A) =rank(AUY) — rank(Y).

E de notar que estas operagoes sao associativas e comutam entre si, i.e., se
M é um matroide definido em F e A e B sao subconjuntos de F tais que
AnE={:

e M\A\B = M\B\A = M\(A U B);
o M/A/B=M/BJA=M/(AU B);
o M\A/B = M/B\A.

Portanto, para descrevermos os circuitos da restricio e da contraccao de
M = (E,C) (dteis & compreensio da segunda parte) é suficiente fazé-lo
para um subconjunto singular de E, {z} C E. A familia dos circuitos de
M\{z} é:

C\{z}={CeC(M):z¢C}

A familia dos circuitos de M/{z} é:
C/{z} = elementos minimais (incluséo) ndo-vazios{C \ {z} : C € C(M)}

A condi¢do "ndo-vazio” s é utilizada se {z} for um lacete; neste caso
M/{z} = M\{z}. Note-se ainda que a operagiao de contracgio de um
elemento baixa o rank do matroide, a nao ser que esse elemento seja um
lacete; a operacdo de supressao de um elemento sé baixa o rank do matroide
se ele for um istmo.

No caso de matroides graficos estas operagdes coincidem com as operagoes
usuais de supressdo e contrac¢do de arestas em grafos — se G = (V, E) é
um grafo e e € E uma aresta de extremos os vértices v,w € V:

o G\{e} é o grafo (V,E\ {e});

e G/{e} é o grafo que se obtem identificando o vértice v com o w e
fazendo as correspondentes alteracdes nas relagoes de incidéncia no
conjunto de arestas E \ {e}.
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Na figura est4 representada a supressdo e a contracgdo da aresta ¢ no grafo
G da figura da pagina 12; o matroide determinado por cada um destes
grafos é o matroide obtido, respectivamente, por supressao e contraccio do
elemento ¢ de M(G):

M(G\{c}) = M(G)\{c} e M(G/{c}) = M(G)/{c}

Notando que, sendo M um matroide, A C E(M)ez € E(M), z € c(A)
se e s6 se existe um circuito C € C(M) tal que z € C C AU {z}, nao é
dificil mostrar que, se X C E(M):

FM\X)={Fn(E\X): Fe F(M)}.
Por outro lado, se Y C E(M):
FM/Y)={FN(E\Y): FeF(M)e FDY}.

Assim, se Y C X C E(M) e X,Y sao fechados de M, entdo: o intervalo
[Y,X] do reticulado dos fechados de M é isomorfo ao reticulado dos fechados
do matroide M\(E\ X)/Y = M(X)/Y.

As classes dos matroides gréaficos e dos uniformes séo exemplos de clas-
ses hereditdrias de matroides; quer isto dizer que qualquer menor de um
matroide da classe ainda pertence a mesma classe.

Os matroides simples e os transversais sdo exemplo de classes ndo he-
reditarias. Em ambos os casos qualquer restricdo pertence & classe mas o
contraido de um matroide da classe pode nao lhe pertencer.

2.2.5. Dual

A propriedade de troca simétrica de elementos de bases que mencionamos
ao definir matroide é aparentemente mais forte que o axioma de troca mas
igualmente valida em qualquer matroide M:

Se By e By sdo bases de M = (E,B) entdo, para todo o z € By \ By eziste
y € By \ By tal que By \ {z} U {y} e By \ {y} U {z} sdo bases de M
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Fixemos € By eseja D, = {y € By : By \ {z} U {y} € B};
entao D, N (Cf(Bz2,z) \ {z}) # 0, porque se esta interseccdo fosse va-
zia entdo C' f(Ba,z) \ {z} estaria contido no fecho de By \ {z} e, portanto,
o(Cf(Ba2,z) \ {z}) € o(By \ {z}), o que é absurdo jd que z pertence ao
primeiro conjunto e néo pertence ao segundo. Qualquer y desta intersecgao
nao-vazia satisfaz a afirmagdo (veja-se a propriedade 2 dos circuitos).[]

E consequéncia imediata desta propriedade que, sendo M = (E,B) um
matroide, a seguinte familia de subconjuntos de E verifica os axiomas das
bases:

B*={E\B : B eB)}

e portanto é a familia das bases de um matroide, dito o matroide dual de
M e notado M* = (E, B*).

Por serem complementares, as bases de M* sdo chamadas cobases de M.
Esta nomenclatura é estendida aos outros conceitos — chama-se cocircuito
de M a um circuito do seu dual, um coponto [uma corecta,...| de M é um
ponto [uma recta,...] de M* | o corank em M de um subconjunto A de F
é o rank desse conjunto em M* (notado por rank*(A)), etc..

Entre estes conceitos duais tem particular relevancia o de cocircuito,
em geral e também nos resultados apresentados nesta dissertagdo. Vejamos
como pode ser caracterizada a familia

C*={C* CE : C* é circuito de M*}
Um cocircuito de M é um subconjunto X de F, dependente em M* e

minimal para a inclusdo, ie., X ¢ 7" eVz € X, X \ {z} € Z*, onde I* é a
familia dos conjuntos independentes de M*. Entao:

1. X ¢ T < VYB* € B*, X ¢ B* e portanto E\ X 2 E\ B*,
VB* € B”; i.e., qualquer que seja a base B de M, B ;t_ E\ X.

2. Como E\ (X \ {z}) = (E\ X)U {z}, dizer que para todoo ¢ € X,
X\ {z} € I'* é equivalente a dizer que para todo o z € X existe uma
base B, de M tal que B, C (E\ X)U {z}.
A conjuncao de 1 e 2 mostra que:

XelC' < (c(E\X)GCEeo((E\X)U{z})=E, paratodooz € X)

ou seja, X € um cocircuito de M se e s6 se E\ X ¢ um hiperplano de M.
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Representacao euclidiana de um matroide e do seu dual

Matroide afim isomorfo ao seu dual

Assim, se M = Mrin(E) [M = Mas(E)] é um matroide vectorial [ou
afim| e rank(M) = r, os hiperplanos de M sao os subespagos vectoriais [ou
afins] de dimenséo r — 1 [r — 2] e os seus complementares sio os cocircuitos
de M, ou seja, os circuitos do dual.

As seguintes propriedades dos cocircuitos sao frequentemente utilizadas
em teorla de matroides e também nos resultados que iremos expor:

1. Seja M um matroide e E o seu conjunto de suporte; um subconjunto
X de E € uma base se e 36 se X NC* # (), para todo o cocircuito C*,
e X € minimal com esta propriedade.

2. Seja M um matroide e C um circutto de M, entdo |[CNC*| # 1, para
todo o cocircuito C* de M. Na verdade, 0s circuitos podem ser ca-
racterizados como os subconjuntos minimais do conjunto de suporte,
E(M), com esta propriedade.

3. Se C' € um circuito qualquer de um matroide M e z,y sdo elementos
de C, entdo existe um cocircusto C* em M tal que C N C* = {z,y}.

Um cocircuito com um s6 elemento chama-se um istmo, terminologia mais
uma vez herdada dos grafos. Na verdade, se M = M(G) é um matroide
grafico, i.e., no caso de M ser o matroide dos ciclos de um grafo G, os
cocircuitos de M sdo os conjuntos de corte minimais, i.e., o dual do matroide

dos ciclos de G é o matroide dos cociclos de G, (M(G))* = M*(G).
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Em particular, se o grafo G tem um vértice incidente em k arestas e
nenhuma delas é um lacete entdo M(G) tem um cocircuito com k elementos
correspondentes as arestas que tém esse vértice como extremidade. E um
istmo de G é um cocicuito com um s6 elemento de M(G), i. e., um istmo

de M(G).

O matroide dual de qualquer menor de um matroide M definido no
conjunto £ = E(M) é um menor de M*, o matroide dual de M:

para todoo X C E, (M/X)* = M"\X e (M\Y)" = M*/Y.

H4 classes de matroides fechadas para a dualiza¢io; sdo exemplo disso
os matroides uniformes (é claro que (Unx)® = Unn—k), a dos matroides
coordendveis de que falaremos ja a seguir e que inclul os matroides lineares,
os afins e os graficos, ou a dos matroides orientdveis, de que falaremos no
ultimo capitulo.

Noutras classes ha matroides cujo dual nao pertence a classe. Sao exem-
plo disso os matroides transversais (ver exemplo em [100], §5.3), os vecto-
riais e os afins (basta tomar um exemplo com istmos!).

O dual de um matroide grafico também pode nZo ser grafico; é exemplo
disso o matroide M = M(Kj5), onde K5 € o grafo completo com cinco
vértices. Mais precisamente, o dual do matroide dos ciclos de um grafo G,
(M(G))*, também é um matroide grafico se e s6 se G ¢ um grafo planar
(ver [99], Teorema 6.1.7), i.e., G tem uma representagio no plano tal que
as arestas sdo curvas de Jordan que s6 se podem intersectar nos vértices
que sdo os seus pontos extremais. Neste caso, (M(G))* = M(G*), onde G*

€ o grafo dual de G.

Na figura seguinte estd representada a construgao do grafo G* dual do
grafo (planar) G da pagina 12. E fécil verificar que, neste caso, M(G*) é
isomorfo ao matroide M (G') dos ciclos do grafo G' representado na pagina

13, ou seja, M(G*) ~ M*(G) ~ (M(G))*.
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Portanto, a nogdo de matroide dual generaliza a de dual de um grafo
planar. Como, pelo Teorema de Kuratowski, um grafo nao é planar se e
s6 se tem um subgrafo isomorfo a K5 ou a Kj 3, pode-se afirmar que um

matroide cografico também é grafico se e s6 se nao tem qualquer menor
isomorfo a M(K5s) ou a M(Kj3).

2.2.6. Soma — Componentes conexas

A soma directa de matroides é uma construgao tao basica como as dos
menores:

Sejam M = (E;1,B;1) e My = (E, By) dois matroides quaisquer; a soma
directa M; @ M, é o matroide cujo conjunto de suporte é E;J E; e cuja
familia de bases é:

Bl @BQ:{leUBQ 2 Bl EBl GBQ EB‘Z}
Eclaroque:

¢ Os subconjuntos independentes de M, & M, sdo iguais a unido de
independentes de cada um dos matroides e, portanto, se A C Ey U FE;,
rcmk(A) = T'C\‘,nkl(./l n El) + rankg(A N Eg)

e A familia dos circuitos da soma é C(M; & M,) = C(M;) UC(M>).
e O conjunto dos fechados da soma é:
.F(M]_@MQ) = {F] UF2 cFieFie e ,’/"—2}

onde F; e F3 sao os conjuntos dos fechados de M, e M,, respectiva-
mente. Portanto, o reticulado dos fechados de M; @& M, é isomorfo
ao produto dos reticulados, F; x Fj.




24 2.2. MATROIDES E FAMILIAS INCOMPARAVEIS

e No caso de os matroides M; e M, serem ambos vectoriais [ou afins] a
sua soma directa coincide com a soma directa dos espagos vectoriais
[ou afins] gerados por E; e Es.

o Se M} = M(G1) e My = M(G») sdo matroides graficos a sua soma
directa é o matroide do grafo obtido pela identificacdo de um vértice
de G com um de Gj.

Um subconjunto A do conjunto de suporte de um matroide M diz-se
um conjunto separador se M = M(A) @ M(E\ A).

Um matroide M = (E,B) é conezo se s6 tem os conjuntos separadores
triviais, i.e., A=0 ou A = E.

Entao qualquer matroide M que tenha lacetes nao € conexo; sendo E o
conjunto de suporte de M e L o dos lacetes, M = M(L)@® M(E \ L).

A seguinte caracteriza¢do de matroides conexos é mais geométrica:

Um matroide M € conezo se e 30 se para quaisquer dois elementos z,y
do seu conjunto de suporte, E = E(M), eziste um circusto C € C(M) tal
que {z,y} € C

Se M ¢é um matroide e E o seu conjunto de suporte, as classes de
equivaléncia para a relacdo R definida em E(M) por:

tRy < {z,y} C C, para algum C € C(M)

sédo as componentes conexas de M.

Assim, sendo a = a(M) o nimero de componentes de um matroide M,
M =@ ,M(A;), onde, para todo o 7, A; é uma classe de equivaléncia para
a relacao R, portanto § G A; ¢ E e M(A4;) é um matroide conexo.
Exemplos

e Usando a terceira propriedade dos cocircuitos enunciada no paragrafo
anterior, ¢ claro que as componentes conexas de ul walroide e do

seu dual coincidem.

e A nocao de grafo conexo ndo tem qualquer traducao no matroide de-
terminado pelo grafo; na verdade, se M = M(G) é grafico pode-se
sempre encontrar um grafo conexo, H, tal que M(G) = M(H). No
entanto, estao bem caracterizados os grafos que determinam matroi-
des conexos:

Um grafo G = (V, E), com pelo menos trés vértices, diz-se 2-conezo se
ha dois vértices em V' que sendo retirados a G (bem como as arestas
que tém esses vértices como extremidades) dao origem a um grafo
com mais componentes conexas que G e 1sso nao acontece quando se
retira sé um qualquer dos seus vértices.
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Seja. G = (V, E) um grafo conexo, sem lacetes e com pelo menos trés
vértices; G é 2-conexo se e sO se para todo o par de arestas de G ha
um circuito elementar em G que as contem; ou seja, se e s6 se M(G)
é conexo.

2.2.7. Representabilidade — Menores excluidos

O problema da representabilidade de um matroide posto por Whitney em
[101], ainda ndo foi completamente resolvido, apesar de haver resultados
muito importantes ligados aos vérios aspectos deste problema.

Um matroide M definido num conjunto E é representdvel ou coordendvel
no corpo K, se existe uma aplicagdo ¥ : E — V, onde V é um espaco
vectorial sobre K, tal que, para todo o A C E:

i &S depenidntesm B =2 { 1/)(A)e l?nea-.rmente independente em V e
|4 é injectiva

Um matroide coordenavel num corpo de caracteristica 2 diz-se bindrio,
num de caracteristica 3 é terndrio. Um matroide coordenavel em qualquer
corpo diz-se unimodular ou regular.

E claro que um matroide vectorial é coordenavel, mas ha matroides
coordenaveis que nio sdo vectoriais. K facil encontrar um exemplo num
matroide M com varios lacetes. No caso de o matroide M ser simples as
duas defini¢des coincidem.

Se M = (E, B) é representavel e B € B entéo a dimensdo do subespago
W de V gerado por ¥(B) € igual ao rank(M) e ¥(E) C W; portanto, em
geral assume-se que dim(V) = rank(M) =r, ou seja V ~ K.

Por vezes é util dar uma forma matricial a representagio de um ma-
troide:

Seja @ : E — K" uma representacio do matroide M = (E,B), onde
|E(M)| = n e rank(M) = r. A matriz Ag € M,;xn cujas n colunas sao
as coordenadas numa base § de K" dos vectores imagem dos elementos de
uma base de M, determina a representacdo de M (conhecida a base 3 de
V).

Entdo, se M é representdvel sobre K, B = {by,---,b,} é base de M
e E = E(M) = {b1,--+,br,++,bn}, o matroide M tem uma matriz de
representa¢do Ag da forma [Iry, D]rxn, paraa base 8 = {1p(b1), -, ¥(b.)}
de K”.

Um dos resultados mais importantes sobre coordenabilidade, ja provado
por Whitney em [101] é:

O matroide dual de um matroide representivel em K € representdvel em

K.
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Mais, se a matriz [[.«, D] é uma representacao de M entdo a matriz
[D* Itn—ryx(n—r)) é uma representagéo de M*, onde D! é a matriz trans-
posta de D.

Exemplos

¢ Os matroides uniformes sdo coordenaveis em R.

e Os matroides graficos sdo representaveis em qualquer corpo K; se
M = M(G) e G = (V,E), a matriz de incidéncia de G, Ay |« g|, é

uma representacdao de M em qualquer corpo K.
e Os duais dos matroides vectoriais e afins sdao representiveis.

o A restrigdo de um matroide representavel é obviamente representavel.
Como, para todo o M e todo A C E(M), M/A = (M*\4)*, qualquer

menor de um matroide representavel também o é.

e O matroide de Fano, M = F5, é o matroide simples de rank 3 cujos
pontos e rectas sdo os pontos e rectas do plano projectivo com sete
pontos e sete rectas representado geometricamente na figura abaixo
— o plano de Fano.

Utilizando um resultado conhecido de geometria projectiva ([86]) é
facil ver que este matroide é coordenavel num corpo K se e 56 se a
caracteristica de K é 2.

Matroide de Fano

O matroide, M', da configuracio obtida desta retirando a "recta’
que passa nos pontos 4, 5 e 6, é representavel em K se e 56 se a
caracteristica de K é diferente de 2, para ndo forgar os pontos 4, 5,6
a serem colineares.

Assim, a soma directa M & M' é um exemplo de um matroide que
nao € representavel em qualquer corpo K.
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Uma classe hereditaria de matroides I', tem uma caracteriza¢io por
menores ercluidos se existe uma colecgao y de matroides tal que, qualquer
que seja o matroide M, M € I' se e sé se ndo existe em x nenhum matroide
isomorfo a um menor de M.

Ao trabalho desenvolvido por Tutte é devida grande parte destas carac-
terizacoes, cuja utilidade é manifesta.

Sao exemplo de caracterizagoes por menor excluido:

I'= Matroides bindrios x= {Us2}

I' = Matroides ternarios x= {Usz2,Usgs, Fr, F}}

I' = Matroides unimodulares = {Usp, Fr, F7'}

I'= Matroides gréficos x = {Usa, Fr, F7, M*(K5), M*(K33)}
I'=  Matroides cograficos x = {Usp, Fr, F7, M(Ks), M(K;3)}

2.3. Clutters

2.3.1. Clutters e bases

Como é natural fazer quando se considera uma generalizacdo da familia
das bases de um matroide, s6 vamos considerar clutters nao-vazios. Consi-
deremos entao um clutter § = (S, E), onde S é uma familia ndo-vazia de
subconjuntos de F ndo comparaveis por inclusao:

Definigao 2.3. Seja § um clutter e z € E(S):

e z é um lacete de Ssez ¢ B, VB € S;
e z éum istmode Ssez € B,VB€ES;

O clutter que se obtem de S por supressio do elemento z, nota-se S\z e é

definido por:

o ({B:z¢BeB¢cS},E\{z})ser nio é istmo de S;
o ({B\{z}: BeS},E\{z}) sez éistmo de S.

O clutter que se obtem de S por contrac¢do do elemento z, nota-se S/z e
é definido por:

o ({B\{z}: z€eBeBeS},E\{z}) sez ndo é lacete;
o ({B: BeS},E\{z})se z élacete de S.

Um menor de S é um clutter que se pode obter de S por uma sucessao de
operagGes de contracgao e supressiao de elementos de E(S).

O resultado seguinte é consequéncia imediata das defini¢oes:
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Proposicao 2.4. Se § ¢ um clutter e ¢ um elemento do seu conjunto de
suporte entdo x é um lacete ou um istmo se e sd se S\z = S/z.

Em geral as operagoes de contracgédo e supressao nao sdo associativas e
nao comutam:
Exemplo — Seja E = {1,2,3,4} e § = ({{1,2}, {1,3} {3,4}}, E); Entdo
S/4\3 = ({0}, {1,2}) e S\3/4 = ({1, 2}, {1,2}).

Vamos provar que, com esta defini¢do, os menores de um clutter S néo
dependem da ordem destas operagoes se e s6 se S é a familia das bases de
um matroide.

Antes disso, vamos ver que a dualidade da teoria de matroides tem um
analogo em clutters com estas operagdes de menor:

Operador complementar

Chamamos operador complementar ao operador de clutters, v, que a qual-
quer clutter S = (S, E) associa o clutter, ¥(S) = ({E\ B : B € §}, E).

Vamos ver que 7 é o unico operador nao trivial que, como a dualidade
em matroides, troca as operagoes ” /" e "\":

Teorema 2.5. Seja f um operador de clutter que troca a operacdo de con-
trac¢do pela operagdo de restricdo, i.e., para todo o clutter S e todo o

r € E(S), f(S/z) = f(S)\z e f(S\z) = f(S)/z. Entio f ¢é uma das

seguintes aplicagies:

1. o operador constante: (S, E) — ({E}, E), que a qualquer clutter
associa o clutter com um dnico elemento igual ao conjunto de suporte;

2. o operador constante: (S, E) — ({0}, E), que o qualquer clutter
associa o0 1.e., o clutter com wum Unico elemento igual ao conjunto
18210,

3. o operador complementar.

Para provar o teorema vamos comegar por mostrar que um clutter fica
determinado por um pequeno subconjunto dos seus menores.

Proposicao 2.6. Sejam § e 7 dois clutters com o mesmo conjunto de
suporte E; se ezistem dois elementos distintos de E, z e y tais que:

e S\e=T\z, S\y=T\y ¢,
8 Sle="T[g, Sly=T [y;

entdo S =7T.
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Prova — Queremos provar que, dado um clutter S e dois elementos z, y €
E(S8), = # y, os quatro menores S\z, S\y, §/z e S§/y determinam o clutter
S.

Comecemos por notar que se pode decidir se z é um lacete ou um istmo
de § usando os menores S\y e S/y:

Se z é lacete de S, i.e., z ¢ B,V B € S, entdo é imediato das definigdes
que z é lacete de qualquer um destes menores.

Reciprocamente, z nio é lacete de S, i.e., se existe B, € & tal que
r € B, entao:

e ou y € B, portanto y nao é lacete de S e z € B; \ {y} € S/y,
e ou y ¢ B, portanto y ndo é istmode S ez € B, € S\y;

portanto, ou z néo é lacete de S/y ou = néo é lacete de S\y.

De modo anélogo se vé que z é istmo de S se e s6 se é istmo de S\y e
de §/y.

Assim, usando as definigbes, podemos reconstruir o clutter & como se-
gue:

({B : BeS\z}, E) se z é lacete de &
S§=4{ ({BU{z}: Be€S\z}, E) se z é istmo de §
({B:BeS\z}U{BU{z} : B€ S/z}, E) nos outros casos

o que completa a prova.ll

Vamos agora provar trés lemas que estudam os operadores que obdecem
as hipdteses do teorema, a partir da imagem dos clutters cujo conjunto de
suporte tem um sé elemento. Em todos eles a fungao f é um operador de
clutters que troca contracgdo por supressao.

Lema 2.7. Se f(({{z}}, {z})) = fF(({0}, {z})) = ({0}, {=}) entdo, para
todo o clutter S, f(S) = ({0}, E(S)).

Prova — Vamos provar o resultado por indugéo no |E|.

Se |E| = 1 nao ha nada a provar; portanto, suponhamos o lema ver-
dadeiro para todo o clutter S tal que 1 < |E(S)| < n e consideremos um
clutter S tal que |E(S)| = n.

Usando as hipoteses sobre f e a hipétese de indugao podemos afirmar
que, para todo o z € E(S):

fS\z = f(S/z) = ({0}, E\{z}) = ({0}, E)\z e
f(8)/z = f(8\z) = ({0}, B\ {z}) = ({0}, B)/=

Como FE tem, pelo menos, dois elementos distintos, pela Proposigio 2.6,

fica provado que f(S) = ({0}, E).O
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Lema 2.8. Se f(({{z}}, {z})) = F(({0}, {z})) = ({{z}}, {z}) entdo,
para todo o clutter S, f(S) = ({E(S)}, E(S)).

Prova — Seja g = yofov. A fun¢do ¢ verifica as hipoteses do lema anterior
e portanto g(S) = ({0}, E(S)), para todo o S, e f(§) = yogo4(S) =
({0}, E(5))) = ({E(5)}, E(5)).0

Lema 2.9. Se f(({{z}}, {z})) = ({0}, {z}) e F(({0}, {=})) = ({{=}}, {=})
entdo, para todo o clutter S, f(S)=({E\ B : B S}, E) =+(S).

Prova — A prova deste lema ¢é andloga & do Lema 2.7.00

Prova do Teorema 2.5 — Suponhamos, por absurdo, que existe um
operador de clutters que troca supressao por contraccao e nao é nenhum
dos trés.

Nesse caso e usando os lemas podemos afirmar que:

F(({{z}} {=2})) = ({{z}}, {2}) e F(({0}, {=})) = ({0}, {=}).

Consideremos o clutter S = ({{1}, {2}}, {1,2}); usando as hipéteses sobre
f podemos afirmar que:

FIENL = £(S/1) = FI({0}, {2})) = ({0}, {2}) e
FSN2 = f(8/2) = F(({0}, {1})) = ({0}, {1}).

Entao, usando as defini¢des de menor, como nem 1 nem 2 sao istmos, tera

de ser:
f(8)= ({0}, {1,2}) ()
Por outro lado:

Lot Y

F8)/L = F(S\D = ({23, 21) = ({2}, @) o
£(8)/2= F(5\2) = S, {11) = {1}, (1),

entdo, como nem 1 nem 2 sdo lacetes:

(&)= ({12}, {1,2}),

contradizendo a afirmaggo (z).00

Como corolédrio deste teorema obtemos o resultado de Kung j4 referido:

Corolario 2.10. ([68], Teorema 1) Se G — G* € um operador de matroides
tal que (G/e)* = G*\e e (G\e)* = G*/e, entdo G — G* ¢é um dos sequintes
operadores:
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e 0 operador G — F, que a qualquer matroide associa o matroide livre
no mesmo conjunto de suporte;

e 0 operador G — Z, que a qualquer matroide associa o matroide nulo
(em que todos os subconjuntos do conjunto de suporte sdo dependen-
tes);

e 0 operador dual, que a qualguer matroide associa o seu dual.

O teorema seguinte € equivalente ao Teorema 2.5 e também generaliza
um outro resultado de Kung:

Teorema 2.11. ([68], Teorema 2) Seja f um operador de clutiers que co-
muta com as opera¢oes de contrac¢do e supressao, i.e., para todo o clutter
S e todo o z € E(S), f(S\z) = f(S)\z e f(S/z) = f(S)/z. Entao, se f
nao € um dos operadores triviais caracterizados em I e 2 do Teorema 1.5,
f € a aplicagio identidade.

Note-se que, como o operador complementar € involutivo, ele pode ser
considerado uma dualidade de clutters, no sentido dado em [10] e para as
operacoes de menor aqui definidas.

Assim, em consequéncia do Teorema 2.5, podemos afirmar que o opera-
dor complementar « € a unica dualidade de clutters.

2.3.2. Caracterizagao de clutters que sao bases de um matroide

No seu artigo [45] Farber torna os clutters uma classe hereditaria definindo
menor de um clutter e da uma caracterizagdo por menor excluido dos clut-
ters que sdo bases de matroides.

Os dois resultados seguintes sdo andlogos aos Teorema 2 e 4 de Farber
mas adaptados & defini¢do de menor de um clutier que foi aqui estabelecida.

Proposigao 2.12. Seja S um clutter; S € o conjunto das bases de um
matroide se e s0 se S nao tem qualquer menor isomorfo a um dos clutters
seguintes:

1. ({By,Bs2}, E = B1UB,), com |E| > 3;

2. ({{172}: {173}7{3:4}}1 {1729314});

3. ({1, 2},{1,3} {1, 4},{3,4}}, {1,2,3,4}).

Chamamos uniforme a um clutter (S, E) cujos elementos tém todos o

mesmo cardinal; nédo ¢ exigido que Uy csB = E. Note-se qua classe dos
clutters uniformes é hereditaria, i.e., todos os seus menores sao uniformes.
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Lema 2.13. Seja & um clutter uniforme; S € o conjunto das bases de um
matroide se e s6 se S nao tem qualquer menor isomorfo a um dos clutters
sequintes:

1 ({BI,BQ}, E= Bl L) Bg), com |B1| = |Bg| 2 2,’
2. condicio 2 da proposicio anterior;

3. condigdo § da proposi¢cdo anterior.

Prova — A prova do lema é andloga & do Teorema 4 em [45], j4 que ela é
valida para a definigdo de menor por nds considerada.[]

Prova da Proposigao 1.12 — Se o clutter S é a familia das bases de um
matroide, os menores de § sdo menores do matroide e entao, é claro que &
nao pode ter qualquer menor que néo verifique o lema de Steiniz como € o
caso de 1, 2, 3.

Para provar o reciproco suponhamos que o clutter S nao é familia das
bases de qualquer matroide. Na colec¢do dos menores de § que também
nao sao familias de bases de qualquer matroide, escolhemos o clutter 7 cujo
conjunto de suporte E(7) é minimal para a inclusao.

Se T for uniforme a proposi¢do decorre do lema anterior.

Se o clutter T nao ¢ uniforme, hé dois elementos de 7, By e B, tais
que |B1| # |Bal.

Como E(7) é minimal para inclusdo, E(7) = B1 By, sendo o clutter
T'=T/Y\X,onde X = E(T)\(B1UBy) e Y = B;N By, estd nas mesmas
condicdes que 7 mas E(7') ¢ E(T).

Se T = {B;,Bs} entao T é isomorfo ao clutter da primeira hipétese.

Se néo, existe B € T\ {By, Ba}; é claro que ou |B| # |Bi| ou |B| # |Ba|.
Suponhamos, por exemplo, |B| # |B1| e seja ¢ € By\ B. Entéo os conjuntos
B e Bj pertencem ao clutter T \z e portanto este clutter ndo é uniforme e
o seu conjunto de suporte, E(7)\ {z}, estd estritamente contido em E(7)
contradizendo a minimalidade deste conjunto.l]

Usando este resultado podemos agora provar o seguinte teorema:

Teorema 2.14. Seja S um clutter; as operacoes de supressio e contracgao
sdo associativas e comutam entre s1 se e s0 se S € a familia das bases de
um matroide.

Prova — Suponhamos que § nao é a familia das bases de um matroide.
Pela proposigéo anterior § tem um menor 7 isomorfo a um dos clutters 1,
2 ou 3:

o se T = ({By,B2}, E = BjUB,), com |E| > 3, entdo ou |B;| ou |Bs|

€ malor ou igual a 2.
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Suponhamos, por exemplo, |B1| > 2 e seja ¢ um elemento qualquer
de Bjy; entao:

T/(B1—)/By = ({{z}}, {z}) e T/By/(B1 — ) = ({8}, {=});
o se T =({{1,2},{1,3},{3,4}}, {1,2,3,4}) entdo:
T/4/1=({{3}}, {2,3}) e T/1/4 = ({{2}, {3}}, {2,3});

e se 7 = ({{1,2},{1,3},{1,4},{3,4}}, {1,2,3,4}) entdo:
T/2/4 = ({{1}}, {1,3}) e T/4/2 = ({{1}, {3}}, {1,3}).

Reciprocamente, se o clutter S é a familia das bases de um matroide
M entao os seus menores sao isomorfos aos menores de M e, portanto, as
operagoes sao assoclativas e comutam entre si.[]

2.3.3. Clutters e circuitos

Passamos agora a considerar clutters que generalizam a familia dos circuitos
de um matroide; por isso, vamos definir de outra maneira os menores de
um clutter e considerar o caso trivial do clutter vazio V = (). Para frisar a
diferenca, utilizamos letras diferentes para representar os clutters e também
para os seus elementos.

Sendo A uma qualquer coleccao de subconjuntos de um conjunto E,
vamos representar por min{A} a coleccdo de conjuntos:

{A € A : A é elemento minimal para a inclusdo}.
Definigao 2.15. Seja V um clutter e z € E(V):

e O clutter que se obtem de V por supressdo do elemento z, é o clutter:
We=({C:2¢CeCeV},E\{z}).
o O clutter que se obtem de V por contrac¢dio do elemento z, é o clutter:

V/z = (min{C\ {z} : C € V},E\ {z})

Um menor de V é um clutter que se pode obter de V por uma sucessao de
operagdes de contracgao e supressdo de elementos de E(V).

Até ao fim do capitulo, quando mencionarmos qualquer operagdo de
menor é a estas definigido das operagoes que nos referimos. Note-se que elas
sdo associativas e comutam entre si:

Proposigao 2.16. ([91], Lema 3) Se V ¢ um clutter e X,Y sdo subcon-
juntos do seu conjunto de suporte, E(V), entio (V/X)/Y = (V/Y)/X =
V(X UY), WXNY = WYX =W\(XUY) e (VXY = (W\F)/X.



34 2.3. MATROIDES E FAMIiLIAS INCOMPARAVEIS

2.3.4. Operador bloqueador

Chama-se operador bloqueador ao operador de clutters, 3, que a qualquer
clutter V = (E,V) associa o clutter,

B(V) = (min{D CE : DNC £0VC €V}, E).

Em [91] Seymour sublinhou a importancia deste operador para o estudo
de clutters com menores definidos deste modo; em particular, ele prova que
o operador [ troca contrac¢ao por supressao:

Proposigao 2.17. ([91], Lema 4) Seja V um clutter e X um subconjunto
de E(V); entdo A(V/X) = BNX ¢ BONX) = B(V)/X.

Além disso, como foi notado em [44], § é um operador involutivo.

Vamos entdo provar uma outra generalizagdo do teorema de dualidade
de Bland e Dietrich para estas defini¢oes de menor. Como ja referimos as
provas destes teoremas usam as mesmas ideias que as dos resultados do
paragrafo anterior relativo a fun¢io complementar.

Teorema 2.18. Seja f um operador de clutters que troca a operacdo de
contraccao pela opera¢ao de supressdo, 1.e., para todo o clutter V e todo o
z € E(V), f(V/z) = f(V)\z e f(V\z) = f(V)\/z. Entio f ¢é uma das

sequintes aplicagoes:

1. o operador constante: (V, E) — ({0}, E), que a qualquer clutter
associa o clutter com um Unico elemento igual ao conjunto vazio;

2. o operador constante: (V, E) — (0, E), que a qualquer clutter associa
o clutter vazio;

3. o operador blogqueador, 3.

O teorema é consequéncia da proposicao seguinte, que permite recons-
truir um clutter a partir da supressédo e da contracgao de um sé elemento do
conjunto de suporte, e dos Lemas 2.22 a 2.25, que caracterizam as imagens
de qualquer clutter V, a partir da imagem dos clutters cujo conjunto de
suporte tem cardinal zero.

Proposigao 2.19. Sejam V, e Vs dois clutters com o mesmo conjunto de
suporte E; se para algum z € E:

o Vi\z =W\z ¢,
L] Vl/l‘:VQ/.Z‘,‘

entdo Vi = V5.
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Prova — Se |E| = 0 néo ha nada para provar. Se ndo, usando as definicdes,
podemos reconstruir os clutters V; e V, como segue:

Vi=({C : CeV\z}u{CU{z} : C€Vi/z e C & Vi\z}, E)
Como os menores coincidem nalgum elemento de E, V; =V,. U

Nos lemas que se seguem a funcdo f é um operador de clutters que troca
contracgao por supressao.

Lema 2.20. e £(({0),9)) = ({0}, 0) fresp. (8,0)] entdo, para todo o
congunto finito E, f(({0}, E)) = ({0}, E) [resp. (0, E)].

Prova — Suponhamos f( ({0}, 0)) = ({0}, 0); vamos provar o resultado
por indugdo no |F|. A prova do resultado com a outra hipdtese é analoga.

Se |E| = 0 ndo ha nada a provar; portanto, suponhamos o lema ver-
dadeiro para todo o clutter V tal que 0 < [E(V)| < n e consideremos um
clutter V tal que |E(V)| = n. Seja ¢ € E(V), entdo:

FOVN\e = f(V/z) = ({0}, E\ {z}) = ({0}, E)\z e
fOV)/e=fV\z) = ({0}, E\ {=z}) = ({0}, E)/=

e o lema decorre da Proposi¢ao 2.19.01

Lema 2.21. Se f((0,0)) =(0, 0) [resp. ({0}, 0)] entdo, para todo o con-
junto finito B, f((0, E)) = (01 E) [resp. ({@}1 E)/.

Prova — Seja ¢ = fo fof. A fungdo g verifica as hipdteses do lema
anterior e este resultado decorre dele, se notarmos que f =~y og0 3.0

Lema 2.22. Ndo eziste qualquer f que satisfaca simultaneamente as se-
guintes condigdes inicials:

L f(({0}, 0)) = ({0}, 0);

2. f((0,0)) = (0, 0).

Prova — Suponhamos que existe um operador de clutters f satisfazendo
ambas as condigdes e seja V o clutter ({a}, {a,b}). Entéo:

fWN\a = f(V/a) = F(({0}, {8})) e
f(V)/a= f(V\a) = f((0, {5}))
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Portanto, usando os lemas anteriores podemos afirmar que:

fOV\a = ({0}, {b}) e f(V)/a = (0, {b})

o que é uma contradi¢do j4 que a primeira igualdade implica f(V) =

({0}, {a,b}) e portanto f(V)/a = ({0}, {b}) contradizendo a segunda.[]

Lema 2.23. Se f(

(0,0)) = f(({0},0)) = ({0}, 0) entdo, para todo o
clutter V, f((V,E(V

@1

) = ({0}, E(V)).

Lema 2.24. Se f((0,0)) = f( ({0}, 8)) = (0, 0) entao, para todo o clutter
v, [((V,E(V))) = (0, E(V)).

Lema 2.25. Se f((0,0)) = ({0}, 0) e £( ({0}, 0)) = (0, 0) entdo, f € o

operador bloqueador, 3.

As provas dos Lemas 2.23 e 2.25 sdo analogas a do Lema 2.20. O Lema
2.24 pode ser deduzido do Lema 2.23 da mesma maneira que o Lema 2.21
o foi do Lema 2.20.

Assim, o resultado de Bland e Dietrich é um coroldrio do Teorema 2.18:

Corolario 2.26. Hd um dnico operador de clutters involutivo que troca
supressao por contraccdo.

Além disso, o Teorema 2.18 tem a seguinte reformulagdo equivalente: a
dada:

Teorema 2.27. Seja f um operador de clutters gue comuta com as operagoes

de .‘:‘J!.:FJ’I‘P..Q._Q&O e COTI-tT’-’.’!—CgC_ID, 1.e. , para todo o clutter V e todo o elemento

vl U vriuisiwuvls

r € E(V), f(V\z) = f(V)\z e f(V/I) = f(V)/z. entdo, se f ndo é um

dos operadores triviais 1 ou 2 do Teorema 2.18, f € a identidade.

Prova — Como o operador ¢ = So f troca supressao por contracgao, basta
aplicar o Teorema 1.18 a g e notar que f = §o g.[0

2.3.5. Caracterizagao dos clutters que sao os circuitos de um ma-
troide

Teorema 2.28. Seja V um clutter; V nao € a familia dos circuitos de um
matroide se e s¢ se:

1. V € o clutter ({0}, E), onde E é um conjunto finito, ou,
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2. V tem um menor 1somorfo ao clutter ({{1,2},{1,3}}, {1,2,3}).

Prova — E claro que, sendo V a familia dos circuitos de um matroide
nenhuma das duas condigoes pode ser satisfeita.
Reciprocamente, suponhamos que V néo é a familia dos circuitos de um
matroide nem é o clutter ({0}, E), para qualquer conjunto finito E.
Consideremos W o menor de ), minimal nestas condigoes , i.e.:

e W nio é o clutter ({0}, 0) e,

e W nao é a familia dos circuitos de um matroide mas qualquer clutier
W', menor (estrito) de W o é, a nao ser que W' = ({0}, E'), para
algum subconjunto E' de E(W).

Queremos provar que, neste caso W éisomorfo a ({{1,2}, {1, 3}}, {1,2,3}).
Na verdade, como § ¢ W e W nao é a familia dos circuitos de um
matroide (portanto, W # 0) tém de existir dois elementos de W que nao
verificam o axioma de eliminagéo, i.e., existem C;,C2 € W (Cy # C3) e
existe um a € C; N Cy tais que, para todo C3 € W, Cs ¢_ (C1UCy) \ {a}.
Note-se que:

e E(W) = CyUC(3, pela minimalidade de W, ja que Cy,Cs € W\(Cy U
Cs).
® Cl M CQ = {a}

Suponhamos, por absurdo, que existia b € C; N Cy, b # a, e conside-
remos o clutter W' = W/b.

Como {b} e 0 ndo sio elementos de W (se algum deles fosse estaria
contido em (C; U Cy) \ {a}), o clutter W' ndo é do tipo ({0}, E);
portanto W' é a familia dos circuitos de um matroide M e os conjuntos
Ci{ =Ci\ {b} e C} = Cy \ {b} sdo circuitos de M.

Entdo existe Cj € W' talque Cj C (C] U C4)\ {a}. Portanto, ou
C; € W ou C3 U {b} € W, contrariando a hipdtese porque ambos
estdo contidos em (Cy U Cy) \ {a}.

e Além disso, |Cy| = |C2| = 2.

Suponhamos, por absurdo, que |C;| > 3. Sejam entdo b,c € C1, b # a
ec#a,eseja W =W/b.

Comecemos por mostrar que Cy € W':

Na verdade, se Cy ¢ W', decorre da defini¢cio de contraido que existe

CieW tal que C) ¢ Cr e Cy = C, U {b} € W.
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Se a ndo pertencesse a Cy entdo Cy C (C; U C3) \ {a}, contrariando
a hipdtese feita sobre W; portanto, a € Cy. Além disso, Cy # C)
porque senao ambos eram iguais a {a, b}, contrariando [C;| > 3.

Seja z um elemento de C; \ Cy (.. = # a); entdo C;,Cy € W\z
e, pela minimalidade de W, W\z é a familia dos circuitos de um
matroide; assim, como C; # Cy e a € Cy N Cy, existe Cy € Wz tal
que Cy € (C1 UCy)\ {a}, o que contradiz a hipétese porque Cy € W
e Cp C(C1UCy)\ {a}. Portanto Cs € W', como afirmamos.

Como, por outro lado, C] = C; \ {b} também pertence a W', C] #
Cy e a € C] N Cy, existe C§ € W' tal que C§ C (C} UCy) \ {a},
contradizendo a nossa hipdtese sobre o clutter W, ji que tanto Cj

como C3 U {b} sdo subconjuntos de (C1UC2)\ {a} e um deles pertence
aW.

Portanto, sob a hipétese [C1| > 3 chegamos a uma contradicio. E
claro que o mesmo aconteceria se suposéssemos |Cy| > 3.

Entao, existem Cq,Cy € 7 tais que |C1]| = |Ca| =2, C1NCy = {a} €

E(W) = C1UC}y, ouseja, W é isomorfo ao clutter ({{1,2},{1,3}}, {1,2,3}).0

Antes de terminar, vamos refazer a prova de um teorema de Vaderlind
([97], Proposic¢ao 2.3) que da uma outra caracterizacgio dos clutters que sao
matroides. A nossa prova utiliza dois lemas com um caracter matroidal.

Comecemos por definir um outro operador de clutters, a aplicagio *,
que a todo o clutter V = (V, E) associa o clutter:

*(V)=(min{X : XCE, X+#0e|XNC|#1, paratodoo C € V}, E).

Note-se que, se V = C é a familia dos circuitos de um matroide M, entdo
i NI *

F e o BT B am oo Ba o Y 1 1 Aax f L0a 0 P
T ¥ ) — L € dldillllla 405 CIICUlLOs U0 seu dudl, fw \Vt:_]Z:L Sé.é.t)).
Teorema 2.29. ([97], Proposigdo 2.3) Um clutter V € a familia dos cir-
cuitos de um matroide se e 30 se V € um ponto fizo do operador de clutters

Bovyo Fox.

Para frisar a analogia com resultados de teoria de matroides vamos usar
a seguinte notacdo: sendo C um clutter qualquer, escrevemos 3(C) = B*,
¥(B*) = B e B(B) = C*; como os operadores 8 e v sdo involutivos, um
qualquer dos clutters C, C*, B ou B, determina todos os outros.

Lema 2.30. Para todo o B € B e todo z € B eziste um C* € C* tal que
LT B=4u}.
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Prova — 3(B) = C* = B(C*) = B; portanto, para qualquer B € B,
Bemin{X CE: XNC* #0, para todo C* € C*};

assim, para todo o z € B, B\ {z} ¢ B(C*) , ou seja, existe C* € C* tal que
(B\ {z})NC* = 0. Como BN C* é nio-vazio, tem de ser igual a {z}.0]

Lema 2.31. C=min{C : C CE(B) e C £ BYB € B}.

Prova — Basta notar que C = fo~(B).0O0

Prova do Teorema 2.29 — Como J e « sdo involutivas:

BoyoBox(C)=C < BovyoB(C) =x(C).

Se C ¢é a familia dos circuitos de um matroide, #(C) é a dos cocircuitos
e a igualdade é verificada (ver § 2.2.5).

Reciprocamente, seja C um clutter tal que § o~ o S(C) = *(C) e supo-
nhamos, por absurdo, que C ndo é a familia dos circuitos de um matroide.

Entdo, existem Cy,Cy € C (C; # C3) e existe a € Cy N Cy tal que
Cy € (Cy U Cy)\ {a}, para todo Cy € C. Usando o Lema 2.31 podemos
afirmar que, para algum By € B, Cy U C; \ {a} C By.

Aplicando agora o Lema 2.30 a um elemento ¢ de By, tal que z € C1\Cs,
podemos afirmar que existe Cj € C* tal que Cy N By = {z}.

Como C* = B o0 B(C) e, por hipétese, 8 oy o B(C) = *(C), entdo
Cy € #(C) e, portanto, C§ N Cy = {a,z}, ja que |C§ N Cy| # 1.

Entdo, C§ N C2 = {a} contradizendo a hipdtese.]

Corolario 2.32. Um clutter é o conjunto das bases de um matroide se e
80 se € um ponto fizo do operador Foxo0 Fo7.

Prova — Notando que, C é a familia dos circuitos de um matroide se e sé se
v03(C) é a familia das bases do mesmo matroide, o corolério é consequéncia
imediata do teorema.[]
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”...We will explore a remarkable connection between the geometry of
Schubert cells in the Grassmann manifold, the theory of convex polyhedra,
and the theory of combinatorial geometries in the sense of Crapo and Rota
([35])....We believe that combinatorial methods will play an increasing role
in the future of geometry and topology.” I.M. Gelfand et al. [52].




3. Grafo e Politope de Bases-cobases

3.1. Introducgao

Um matroide pode ser definido como uma colecgdo B # () de subconjuntos
de um conjunto finito £ = {1,2,---,n} que verifica a propriedade de troca
de Steiniz, para quaisquer B, B' € B:

para todo z € B\ B' existe y € B'\ B tal que B\ {z} U {y} € B.

Os elementos de B sdo as bases do matroide M = (E, B).

O estudo dos matroides a partir da nocao de base tem-se mostrado par-
ticularmente interessante quer para salientar e utilizar o caracter algébrico
desta estrutura como para desenvolver métodos algoritmicos, em particular
algoritmos capazes de decidir se um matroide é ou nao coordenavel.

A conexao entre as propriedades de troce nas bases e as identidades dos
“brackets” (ver [67]) deu corpo a ideia de Rota de que a teoria de matroi-
des deveria estar estreitamente ligada a teoria dos invariantes em espacos
projectivos [89]. Nesta teoria tém particular importancia a variedade de
Grassmann e os polindmios de Grassmann-Plicker. Na verdade, os matroi-
des e os matroides orientados podem também ser vistos como variedades
algébricas sobre Z, e Z3, respectivamente ([11], [59]). Os polinémios que
definem estas variedades sdo obtidos a partir dos polinémios de Grassmann-
Plucker.

Gelfand em [52] e [54] utiliza a relagdo entre a variedade de Grassmann
e os matroides de um ponto de vista geométrico — ele estuda as classes de
equivaléncia determinadas nesta variedade pela acgao de um certo grupo e
associa a cada classe um poliedro. Este poliedro é o politope das bases de um
matroide coordenavel em C. Ele salienta que o estudo da geometria destas
classes de equivaléncia pode ser util em problemas tdo diversos como a com-
preensao das fungoes hipergeométricas generalizadas e a representabilidade
de matroides.

Os resultados que vamos expor neste capitulo estao directamente rela-
cionados com o politope das bases e utilizam fortemente a propriedade de
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troca de Steiniz do conjunto das bases de um matroide.

Esses resultados dizem respeito a um grafo e a um politope associados a
qualquer matroide M = (E, B) cujo conjunto suporte £ ¢ unido disjunta de
duas bases; a um tal matroide chamamos um bloco. A uma base B de um
bloco M cujo complementar £ \ B também é base chamamos base-cobase.

Acerca do grafo e do politope das bases-cobases fizemos uma curta in-
troducao.

Em apéndice fizemos um resumo curto da caracterizacao de Maurer do
grafo das bases de um matroide. Damos, também, a definicdo e algumas
propriedades dos grafos série-paralelos.

Se B C E e z € FE usamos a notagdo B — z para o conjunto B \ {z} e
B + z para o conjunto B U {z}.

Se B é uma base de M [resp. uma cobase| e £ ¢ B usamos a notagdo
Cf(B,z) [resp. Cf*(B,z)] para o (inico) circuito [resp. cocircuito] contido
em B U {z}, ja introduzida no primeiro capitulo.

3.1.1. Grafo das Bases-cobases

Se M é um matroide e B é uma base de M, qualquer outra base B' pode
ser obtida de B trocando um par de elementos de cada vez e obtendo a cada
passo uma base de M.

Esta consequéncia do axioma de troca sugeriu que a qualquer matroide,
M , se associasse um grafo, G(M), grafo das bases de M, cujos vértices sdo
as bases e cujas arestas sao os pares de bases cuja diferenca simétrica tem
dois elementos.

O grafo das bases de um matroide foi estudado por variados autores:
Cummins [36] provou que o grafo das arvores é hamiltoniano, i.e., tem
um ciclo que passa por todos os vertices uma e uma s6 vez (dito ciclo
gerador); Holzman e Harary em [63] provaram que G(M) é uniformemente
hamiltoniano, i.e., que dada uma qualquer aresta deste grafo ha um ciclo
gerador que a contem e um outro que a evita. Maurer em [77]| e [78]
caracterizou os grafos de bases usando, essencialmente, o conceito de grafo
das vizinhangas comuns (ver apéndice). Ele d4 um critério baseado neste
grafo para saber distinguir se um matroide € ou nao binario.

Em [47] Farber et al. introduzem um outro grafo de bases associado a
matroides cujo conjunto suporte € uniao disjunta de duas bases e conjectu-
ram que esse grafo é conexo, tendo-o provado no caso dos matroides graficos
e cograficos e, mais tarde em [46], para matroides transversais; chamamos
a esse grafo — grafo das bases-cobases.
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Definicao 3.1. Se M = (E,B) é um bloco, i.e., um matroide cujo conjunto
suporte E é unido disjunta de duas bases, chama-se grafo das bases-cobases
de M ao grafo G(M,M*) = (V, A) onde:

V={BeB:E\BeB}e
4 =1{(B,B":|BAB|=2}.
Conjectura 3.2. [47] G(M, M*) é conezo.

Uma outra conjectura feita por Kajitani et.al. em [65] que utiliza uma
certa defini¢io de ordem no conjunto suporte de um matroide pode ser
reformulada em termos deste grafo como segue:

Conjectura 3.3. [65] Se M ¢ um bloco, hd dois vertices v ev' em G(M, M™)
correspondentes a bases disjuntas tais que d(v,v’') = rank(M).

Esta conjectura, provada pelos seus autores para matroides graficos (e
cograficos) [65], tem uma aplicagdo interessante: um matroide M = (E, B)
que a verifica é basedvel, i.e., sendo r = rank(M ), ha 2r bases em M tais que
cada elemento e € F estd em exactamente r dessas bases; fol provado em
[62] que esta condigao é suficiente para a convergéncia de uma generalizagdo
do integral de Feynman.

Vamos provar, na primeira sec¢do deste capitulo, um resultado mais
forte: qualquer par de bases disjuntas de um bloco grdfico (ou cogrifico)
estd ligado por um caminho de comprimento igual ao rank do matroide. Na
verdade conjecturamos valido para qualquer bloco o seguinte enunciado:

Conjectura 3.4. Se M € um bloco e rank(M) = r entdo qualquer par de
vertices de G(M,M*), correspondente a bases disjuntas, estd ligado por um
caminho de comprimento r.

Note-se que nédo é valida em G(M, M*), como o era no grafo das bases,
G(M), a propriedade seguinte: entre duas quaisquer base-cobases B e B’
eziste um caminho de comprimento igual @ rank(M) — |B N B'|. Damos a
seguir um contra-exemplos para matroides transversais; veja [46] para um
contra-exemplo com matroides graficos. E no entanto facil provar, usando
inducéo no rank do matroide, que no caso dos matroides induzidos por
grafos série-paralelos a distdncia entre duas bases-cobases ¢ dada por esta
diferenga (ver apéndice).

Exemplo 3.5. — Seja M matroide transversal de rank 4 sobre o conjunto
E(M) = {1,---,8} de apresentacéo representada no seguinte grafo bipar-
tido:
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A=1{1,3,5}, B={2,4,6}, C={3,6,7}, D= {4,5,8}

Entao By = {1,2,3,4} e B, = {1,2,5,6} sdo base-cobases de M e qualquer
caminho ligando B; a By em G(M,M™) tem comprimento estritamente
malor que 2.

As conjecturas ja referidas sugeriram o problema de determinar o diametro

de G(M, M*):

Conjectura 3.6. [61] Se M € um bloco entao o didmetro de G(M,M*) é
igual a rank(M).

3.1.2. Politope das Bases-Cobases

Definicao 3.7. Seja M = (F,B) um matroide de rank r sobre um con-
junto E . Chama-se politope das bases de M, K(M), ao fecho convexo dos
vectores de incidéncia das bases de M, i.e.:

K (M) = fecho convexo{vg € RF : B ¢ B}

onde:
j 1 ifee B

ﬂ‘ﬁ\
PETL 0 ife¢B

Comecemos por notar algumas propriedades interessantes deste poli-
tope:

P1 Como foi observado por Edmonds [41], K (M) coincide com o conjunto
das solugoes do sistema linear:

K(M)={zeR? . z,>0paratodoecE,

Z r, < rank(A) para todo A C E,
e€A

Z:cezr}

ecel
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P2

P3

P4

P5

Fb

e 0s seus vértices sao os vectores de incidéncia das bases.
O 1-esqueleto de K(M) é o grafo de bases G(M):

E claro que, sendo B e B' duas bases tais que |[BNB'|=r—-1,0
conjunto { = {z € K(M) : > .cpnp Te = — 1} € uma aresta de
K (M) que liga o vertice vpg ao vertice vps.

Reciprocamente, se [ é aresta de K(M) unindo os vertices vp e vpr,
seja U € (RE)* a forma linear que a define, i.e.,

Yz = e=>aEl
¥z) & e=zecKM)\L

Sendo ¥ = }_,.p Aebe*, na base canénica de (R¥)*, e be BUB'\
B N B' tal que Ay é minimo, suponhamos que b € B. Entdo existe
a € B'\ B tal que B" = (B—b+a) € B. Pelaescolha de b, ¥(vp) >
U(vp ) e pela definigao de ¥, ¥(vgn) < ¥(vp/) e portanto B = B'.[0

O (n, k)-hipersimplezo definido por Gelfand et. al. em [52] é o poli-
tope das bases de um matroide de rank &k definido num conjunto E
de cardinal n. Os (n,k) — hipersimplezos que sdo aicaracterizados
como politopes admissiveis sdo politopes das bases de um matroide,
coordenavel em C, associado a um estrato da variedade de Grassman,
matroide do estrato (ver §2.2.1).

As 2-faces de K(M) sdo necessariamente triangulares ou quadrangu-
lares.

Basta considerar dois vertices contiguos a um qualquer vertice vp
de K(M) — vB—gtz, VB—bt+y- S€e a = bouz = y a 2-face é um
tridngulo; se ndo, como os vectores (VB—at+z — VB) € (VB—b+y — UB)
sao linearmente indepentes, o inico outro vertice de K(M) que esta
no mesmo plano € vps, onde B' = (B\ {a,b} U {z,y}).0

Os politopes das bases de um matroide M e do seu dual M* sao
isomorfos; na verdade eles podem ser otidos um do outro pela iso-
metria ¥ de que a cada ponto z € RF associa ¥(z) = —z + ¢ onde
e=(1,1,--+,1) € RE.

E claro que este politope esta contido no hiperplano H = {z € RE :
Y ecp Te = T} € portanto dim(K(M)) < |E| — 1. Mais, se M é um
matroide conexo (portanto, sem lacetes), entdo dim(K(M)) = |E|-1.

Este resultado foi salientado por Edmonds em [41] a propésito de um
problema de optimizagdao em programacao linear.

Exemplos
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— M =Upt1,n = K(M) é o n-simplexo.
— M =Usy @ Uy = K(M)~ K(M*) ~ tridngulo xsegmento

K(M)

i 7R %
o0

L}
L]
L

N
(o]

PT K(My & M) = K(M;) x K(M,), ja que, sendo M = M; & M, e
E = E(M) = Ey(M;) U E3(M;) o seu conjunto de suporte, entio,
para todo o A C E, rank(A) = rank;(AN Ey) + ranka(A N Ey).

Na verdade, se M tem a componentes conexas — M = M; @& My, &
- @ My — o seu politope das bases pode ser obtido por translaccao

do produto K(Mj) x K(Mj) x --- x K(M]), onde M! é o matroide
M; ou o seu dual, para todoo 1,1 <1< a.

Neste caso, dim(K(M)) = |E| — a ([55]).

Exemplo Seja M = M* = U, 5; entdo K(M) é o octaedro. As suas
faces sao todas triangulares e sao elas préprias politopes de bases:

K(M(i)® M/i) ~ K(F;) x K(Us 1) ~ tridangulo, Vi € {1,2,3,4}

£ 1.2

(3,4)

P8 A todo o subconjunto A de E corresponde uma face de K(M), o
politope das bases do matroide (M(A) ® M/A) [42]. Em particular,
se M(A) e M/A sdo conexos obtemos faces de codimensdo 1. No
entanto, nem todas as faces de K (M) podem ser obtidas deste modo.
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P9 Como consequéncia da caracterizagao de Maurer do grafo das bases
jé referida, se um grafo G = (V| E) é o 1-esqueleto de um politope das
bases, P, entdo é possivel etiquetar os vértices de G (pontos extremais
de P) com os elementos de uma familia, B = {B, : v € V}, de
subconjuntos de um conjunto F de tal modo que (v,v') é aresta de
G se e s6 se |B,ABy| = 2, ie., o l-esqueleto de P pode ser bem
etiquetado (ver apéndice). Portanto, o 1-esqueleto de um politope de
bases P 5¢ pode ser bem etiquetado pelas bases de um matroide, M,
tal que K(M) ~ P.

No caso de o matroide M ser um bloco, é claro que as suas bases-cobases
sao os vertices do politope K(M,M*) = K(M)N K(M?*), que chamamos
politope das bases-cobases.

Exemplo

K(M,M?*) = quadrado

Sao os resultados obtidos no estudo deste politope que iremos apresen-
tar na segunda parte deste capitulo. Em particular, fazemos uma caracte-
rizagdo construtiva dos matroides M cujo politope das bases-cobases é um
rank(M )-cubo, como no exemplo da figura, e provamos que eles coincidem
com os de dimensdo minima.

Chamamos hipercubo a um politope que é um d-cubo para algum d > 0.

Um politope P é um d-cubo se é a soma de Minkowski de d segmen-
tos mutuamente ortogonais todos do mesmo comprimento. Portanto, num
sistema de coordenadas adequado

hipercubo = {(z1,--,z4) € R :0<z;<1,1<: < d}, para algum d > 0

O nidmero de faces de dimensdo k de um d-cubo é fx(Cy) = 2¢7%(4); em
particular, um d-cubo tem 2¢ vértices e 2d faces de codimenséio 1.
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Note-se que, em geral, o grafo G(M, M*) néo é o 1-esqueleto do politope
K(M, M*).

Considere-se, por exemplo, o matroide do grafo Ky, representado na
Figura abaixo, e as suas bases-cobases By = {1,4,5} and By = {3,4,6}; os
seus vectores de incidéncia, vp, e vp,, sdo vértices das faces de dimensao 2
de K(M) e de K(M*) representadas na mesma figura. A intersecgao destas
duas faces é uma aresta de K(M,M*) e néo é aresta de G(M, M*).

14 146 145 134
KM= | s oo [ken
345 346 | o 456 346

3

G(M, M*) nao é o l-esqueleto de K(M, M*)

Nos artigos [20] e [48] é feito o estudo de outros politopes relacionados
com o politope K (M, M*); adiante faremos referéncia a uma das contrugoes
do segundo artigo.

3.2. Caminhos curtos no grafo das bases-cobases

Teorema 3.8. Se M € um bloco grifico e rank(M) = r entio qualquer
par de vertices de G{M, M™*), correspondente a bases disjuntas, estd ligado
por um caminho de comprimento 7.

Prova — A demonstragao vai ser feita por inducao no rank do matroide. Se

rank(M) = 1 o resultado é trivial; suponhamo-lo verdadeiro para qualquer

bloco grafico de rank menor que r e seja M = M(G) umn matroide grafico

tal que rank(M) = r e cujo conjunto de suporte é unidao de duas bases.
Comecemos por notar que um grafo, G = (V,E), cujo conjunto de

arestas é uniao de duas arvores tem, pelo menos, um vertice de grau 2 ou

de grau 3, ja que |E| = |A1| + |42| = 2(|V]| = 1) e >, cv grau(v) = 2|E|.
Seja C* o cocircuito correspondente a um tal vértice.

e Se C* = {a,b} e B é base-cobase entdo ou a € B ou b € B e nao
ambos, j4 que qualquer base tem intersec¢iao ndo-vazia com qualquer
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cocircuito. Portanto o conjunto das bases-cobases de M coincide com
o do matroide M\{a,b} & M*({a,b}). Assim, supondo que a € B,
B = {by, - ,br_1,a} e E\ B ={e,---,cr—1,b} e usando a hipétese
de inducdo para M; = M\{a, b} temos um caminho de comprimento
r—1em G(My,M;}) aligar B—a a (E\B)—b e portanto, um caminho

de comprimento r a ligar as duas bases complementares.

e SeC* = {a,b,c}, sejam B e B' = E\ B duas quaisquer bases disjuntas
de M. Podemos supor, sem perda de generalidade, que BN C* =
{a,b} (porque BNC* #0e B'NC* #0) e que a € Cf(B,c) (porque
a interseccdo de um circuito com um cocircuito tem cardinal diferente

de 1).

Como a € Cf(B,c), B—a+ c é base de M e o seu complementar
B' — ¢ + a também é base porque |Cf(a,BYNC*| # 1eb ¢& B;
portanto, B—a e B'—c séo bases complementares do matroide M/a\c
cujo rank é (r — 1).

Decorre da hipdtese de indugdo que hé r bases-cobases deste matroide,
B —a= By, B;,...,Br-1 = B' — ¢, tais que |B; N Bj41| =r — 2 para
todo:, 0 <1 < r—2.

E consequéncia da definicio de M/a\c que B;+a é base e B;+c cobase
de M, para todo o i, porque B; é base e cobase, respectivamente, de
M/a\c.

Vamos provar que, se b € B;, B; + a é também cobase de M e se
b ¢ B;, B; +c é também base de M, para todo ¢, 0 <1 <r—1. Além
disso, se b € B;, um dos conjuntos B;+c e ((Bi+a)—b)+c é também
uma, base-cobase of M:

— se b ¢ B; é claro que b ¢ Cf(B; + a,c) e como a intersecgdo
deste circuito com C* nao pode ser reduzida a um elemento,

a € C(B; +a,c), 1e., (B;+a)—a+c= B;+c é base de M.

— sebe B;, Cf*(B;+c,a) = {a,b,c}, portanto c é elemento deste
cocircuito fundamental, i.e., B; + a € cobase de M. Além disso,
ou a ou b sao elementos do circuito fundamental Cf(B; + a,c)
que j4 intersecta C* em c; assim, se a € Cf(B; + a,c) [resp.
be Cf(B;+a,c) entdo B; + ¢ [resp. ((B;i + a) — b) + c| é base
de M.

Podemos agora definir um caminho em G(M, M™) que liga os vertices
Be B'":

B=B,=DBy+a,B] =B +a,..,B,=B,+a,




50 3.3. GRAFO E POLITOPE DE BASES-COBASES

f !
;—H: s4s =Bap1+¢,.,B. =B _1+c= B’

onde s é o maior inteiro tal que b € B,.

t11 € Bs+cou ((Bs —b) + a) + ¢, conforme é a ou b que pertence

a Cf(Bs+ a,c).

E claro que, para todo i, 0 <7 < r — 1, |BiNBi | =r—1, o que
conclui a prova.[J

3.3. Blocos bem comportados

3.3.1. Politopes das bases-cobases de dimensao minima

Proposicao 3.9. Seja M um bloco no conjunto E e rank(M) =r. Entdo:

o dim(K(M,M*))>r.
o dim(K(M,M*))=r se e sd se K(M,M*) é um hipercubo.

Prova - Se B é uma qualquer base-cobase de M, para cada z € E\ B
existe y(r) =y, € B tal que B —y, + z também é base-cobase de M (basta
tomar para y, um elemento do conjunto C(B,z) N C*(B,z) \ {z} que é
nao-vazio).

Assim, quando z percorre E \ B, o conjunto V = {vp}U{vp_y 4z}, de
r+ 1 pontos de RZ, é independente afim, o que prova a primeira afirmagao.

Seja agora M um bloco tal que dem(K (M, M*)) = rank(M).

Comecemos por notar que, neste caso, os conjuntos {z, y, } definem uma
particao de E em subconjuntos de dois elementos. Se isto nao acontecesse,
haveria, pelo menos, um elemento b € B que nao era utilizado para construir
as r bases-cobases B = B — y; + z, ie, b € (B I B;). Como
E\ B também & base-cobase b seria um elemento do sen complementar,
e repetindo o argumento usado no primeiro paragrafo, (E \ B) — ap + b
seria uma base-cobase de M, para algum a; € (E \ B); portanto, o seu
complementar, B’ = B + a; — b seria uma base-cobase de M e b ¢ B'.
Assim, o vector vgr — vy seria linearmente independente dos r vectores
vp, —vp € a dimensdo de K(M) estritamente maior que r, contrariando a
hipétese.

Seja entdo {z,y; }WU{z2,y2}U...u{z,, yr} = E essa particao.

Note-se que qualquer base-cobase de M tem que intersectar cada con-
Junto da particdo em exactamente um elemento para pertencer ao subespaco
gerado pelos vectores vg_y, 4+, —vp com = € E \ B (se para alguma base-
cobase B' € B(M) N B(M*) e para algum ¢, 1 <1 <r, B'N{z;,y;} =0
seria (vp )z, = 0 # —(vp )y, = —(-1) =1).
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Portanto, é claro que K(M, M™) é um r-cubo.

Reciprocamente, suponhamos que K = K(M, M*) é um hipercubo em
R¥ e seja {F, F'} um par de faces paralelas e de codimenséo 1 de K. Qual-
quer vertice de K esta numa destas faces e a cada vertice de F' corresponde
um (dnico) vertice de F' que sé difere dele em duas coordenadas, i.e.,

T €F<:>-'E+(07'"107_1(:001‘(1.1:)0;'-.‘)011C007'd.j10:"-10) E F"

Assim, estabelace-se uma correspondéncia entre o par de faces {F,F'} de
K e os elementos {7,j} de E, tal que B € F [resp. B € F'| seesbései € B
and j ¢ B [resp. ¢ ¢ B and j € B]. Esta correspondéncia entre as faces de
codimensao 1 de K e os elementos de E é claramente bijectiva, ou seja, K

é o r-cubo e portanto dim(K (M, M*)) = rank(M ).

A prova deste teorema sugeriu uma primeira caracterizagao dos blocos
com politope das bases-cobases de dimensao minima:

Definigao 3.10. Um bloco M é fracamente redutivel se existe uma partigdo,
{a1,as2}, ..., {azr—1, a2}, do seu conjunto de suporte E(M) tal que toda a
base-cobase de M tem intersec¢do nao-vazia com cada conjunto da particéo.

Nota

¢ E imediato da proposi¢ao que, sendo M um bloco, sdo equivalentes
as seguintes afirmacoes :

— M é fracamente redutivel.
— dim(K (M, M*)) = rank(M).
- K(M,M*) é um hipercubo.

e Decorre da definigdo que um bloco M é fracamente redutivel se e s6 se
o seu dual M* o é; a nogao de bloco fracamente redutivel é, portanto,
auto-dual.

e Se M é um bloco fracamente redutivel e {a,b} é um subconjunto de
E(M) que tem intersecgdo nao-vazia com qualquer base-cobase, entao
{a, b} é um dos conjuntos da partigio. Se nao fosse, a’ e ', os "pares”
de a e de b na partigdo, estariam numa base-cobase B e BN{a, b} = 0.

Assim, se M é fracamente redutivel, a particio de E(M) é tinica.

E possivel dar uma caracterizagdo construtiva dos blocos fracamente
redutiveis, portanto mais 1til para determinar matroides M cujo politope
das bases-cobases é um hipercubo de dimenséo rank(M).
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Definigdo 3.11. Um bloco M é fortemente redutivel se existe uma particio
ordenada {aj,az},...,{asr—1,a2-} do seu conjunto de suporte, E(M), tal
que:

e O conjunto {as,—1,as,} é um circuito ou um cocircuito de M.

e Paratodo k, 1 <k <r—1, o conjunto {asx—1,a2x} é um circuito ou
um cocircuito de M/{a2k+2, vy (12,-}\{&2]:4.1, i 6127-_1}.

E claro que esta segunda nogdo de redutibilidade também é auto-dual.
Além disso, qualquer matroide fortemente redutivel € fracamente redutivel:

Sendo {ai,as}, ..., {azr—1,a2,} a particio dada pela redutibilidade forte
e supondo, e. g., que {asr—1,a2,} € um cocircuito de M, é claro que B N
{asr—1,a2:} # 0 e (E'\ B) N {azgr—1,a2,} # 0, para todo B base-cobase
de M. Assim, sendo, por exemplo, as, o elemento deste ultimo conjunto
que estd em B, B — as, é base de My = M/as,;\a2,—~1 cujo complementar
(E\ B) — agr_1 também é base de M,; a afirmacéio decorre por indugio.

Um bloco que nao é fracamente redutivel diz-se irredutivel.

Note-se ainda que, se M é um bloco, quer exista um circuito quer um
cocicuito de M com dois elementos, {a,b}, o par de matroides (M, M*)
é redutivel no sentido dado por Fonlupt e Zemirline no trabalho atras re-
ferido [48]. Segundo essa defini¢do terd de existir uma parti¢do do con-
junto de suporte E(M) em dois subconjuntos Fy e Es, ndo-vazios, tais que
rank(E) + rank*(Ey) = rank(E) = rank*(E). Conforme {a, b} é circuito
ou cocircuito de M, a parti¢do de E deve ser By = {qa, b}, E; = E(M)\{a, b}
ou By = E(M)\ {a,b}, E; = {a,b}. Quer dizer que a intersecgao dos po-
litopes K(M) e K(M™*) é uma face de ambos os politopes; por exemplo
no caso de {a,b} ser cocircuito, K(M)N K(M*) = K(M(E,)® M/E,) =
K(M*/Ey & M*(Es)).

Exemplos

¢ O matroide determinado pelo grafo obtido pela duplicacéo das arestas
de uma arvore é fortemente redutivel.

¢ O matroide determinado pelo grafo com 8 arestas da figura seguinte
é fortemente redutivel relativamente a seguinte particao do conjunto
das suas arestas: {1,2},{3,4},{5,6},{7,8}. Note-se que este grafo
nao ¢ série-paralelo porque tem como menor Ky = M(G)/6\8.
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1
3
\ 3
4 4 1|12
/ 2
2

¢ O matroide M representado na figura abaixo é fortemente redutivel
relativamente & seguinte parti¢ao do conjunto dos seus pontos : {1,2},
{3,4}, {5,6}, {7,8}. Note-se que M ndo ¢é bindrio porque tem como
menor Uy o = M/{5,6, 7}\4.

.
M
1
5
| 2 2
® @ :3 :
M"=M'/(5,6) bM/(3,4)

e Para todo n > 2, chama-se n-roda, Wy, ao grafo com n + 1 vértices,
n deles ligados entre si num ciclo e todos ao vértice "central”. O
matroide deste grafo é um bloco, tem 2n elementos e rank n, e é
irredutivel, para todo n.
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M(Wjg) é irredutivel

Vamos provar que todo o matroide fracamente redutivel também é for-
temente redutivel, o que permitird concluir o seguinte teorema:

Teorema 3.12. Seja M um bloco e rank(M) = r; entdo as seguintes
afirmagdes sao equivalentes:

o M € fortemente redutivel;
o dim(K(M,M*))=r;
o K(M,M*) ¢ um hipercubo.

Para o fazer, vamos dar uma outra defini¢do, aparentemente mais forte
do que a Definicdo 3.11 mas, na verdade, equivalente.

Definicao 3.13. Um bloco M de rank r é fortemente redutivel se existe
uma particdo ordenada, {ay,as},--,{as,—1,a2,}, do seu conjunto de su-
porte tal que:

e {as,_1,a9,} é um circuito de M;

e para todo o k, 1 < k < r — 1, {ask—1,a2r} €é um circuito do bloco
lw/{a2k+lv"')a2r}-

Proposicao 3.14. As duas definicées de redutibilidade forte sio equiva-
lentes. :

Prova — Comecemos por notar que todo o matroide M que verifica esta
segunda defini¢do também verifica a primeira, para a mesma particio de
E(M), porque, se {a,b} é um circuito de um matroide M entdo M/a\b =
M/{a,b}.

Para provar o reciproco, vamos usar indugdo em r = rank(M). Se
rank(M) = 1, o bloco M é um circuito com dois elementos e nao ha
nada a provar. Suponhamos a proposi¢do verdadeira para todo o bloco
M tal que 1 < rank(M) < r e seja M um bloco de rank r que satisfaz a
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primeira definicao de redutibilidade forte para uma certa parti¢do ordenada
de E(M), {021, ag}, veny {agr__l, ag,-}.

Podemos admitir que {aar—1,a2,} é um cocircuito de M; caso contrario
seria um circuito e a proposicao decorreria da hipétese de indugao aplicada
a M/asr—1\azr = M/{az2r—1,az2,}, bloco de rank r — 1.

Neste caso {asr—1,a2-} também é um cocircuito do matroide M' =
M/(E\{agr—1,a3,}). M' é de novo um bloco e rank(M') = 1, portanto
{agr—1, a2} é um cicuito de M'.

Por outro lado, usando a hipétese de indugio para o matroide M" =
M\{a3r—1,a3,}, existe uma particio ordenada de E(M) \ {azr—1,a2.},
{a},ab}, ..., {ab,_3,05,._4}, tal que M" satisfaz a segunda definicdo de re-
dutibilidade forte. Note-se que esta particdo tem de ser uma reordenacao
da anterior porque, como parti¢des nao-ordenadas, ambas coincidem com
a dada pela redutibilidade fraca.

Entao {a),_s,ah,_,} é um circuito de M" e portanto também é circuito
de M.

M”Além ”d_isscf), para to,do ok, 1<k<r—2 {a,_;,ab;} é circuito de
= M" [{ajy 41, G2, —3}; como

My = M\{GZf—laa%}/{a’Qk-i-l: "':a’2r—2} =

= M/{a§k+1 yeey afzr—2}\{a2r—1, agr},

{ahy_,,ab;} também é circuito de M/{ah; 1,y Gpr_o}-
Portanto M satisfaz a segunda definicao de redutibilidade forte para a
seguinte partigdo ordenada do seu conjunto-base:

{0',2,-_1, a?f‘}y {a,h a’2}7 vesy {a;r-fi) GET—Q}'
|

Como a nog¢ao de redutibilidade forte é auto-dual podemos obter uma
terceira defini¢do dualizando a segunda, i.e., trocando na segunda defini¢gao
a palavra circuito pela palavra cocircuito e a operacdo /" pela operagdo
H'\H' .

Estamos agora em condigbes de provar o Teorema 3.12 e para isso basta,
como ja observamos, provar que todo o bloco fracamente redutivel é forte-
mente redutivel, para uma certa ordem nos conjuntos da mesma partigdo:

Prova do Teorema 3.12 — Vamos fazer a prova por indug¢ao no rank do
bloco; se rank(M) = 1,2 a afirmacé@o é ébvia e vamos supd-la verdadeira
para todo o bloco M tal que 2 < rank(M) < r.

Consideremos entao um bloco M tal que rank(M) = r e M é fracamente
redutivel, e seja P = {aj1,az},---,{@2r—1,02-} a particio de E(M) dada
pela sua redutibilidade.
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Comecemos por notar que M/asi—1\a2; ainda é um bloco fracamente
redutivel, se {a2;-1, as;} é um dos conjuntos da parti¢do. Na verdade, se B
é base-cobase de M/ay;—1\ay; entdo B + agi—; e B + as; sdo bases-cobases
de M, ou seja, M /as;_1\as; é fracamente redutivel para a particdo induzida
por P em E(M)\ {a2i-1,a2:}:

{ﬂlyﬂz}, T, {a’li—37a2i—2}: {02i+1:a2i+2}: oy {azr—l,flzr}-

Assim, se algum dos conjuntos da parti¢do de E(M) fér um circuito ou
um cocircuito o teorema decorre da hipotese de indugéo.

Suponhamos, por absurdo, que nenhum dos conjuntos da parti¢do é um
cicuito ou um cocircuito de M.

Por hipétese de indugéo os blocos de rank r — 1, M' = M/ayr—1\aar
e M" = M/asr\azr—1 sdo fortemente redutiveis, para uma certa ordem da
particdo induzida em E(M) \ {a2,—1,a2,} pela parti¢ido P de E(M).

Usando a segunda defini¢do de bloco fortemente redutivel para M’ e
a sua dual para M" bem como a unicidade da parti¢do (ndo-ordenada)
podemos afirmar que um dos conjuntos da particdo, {z,y}, é wm circuito
de M' e que um dos conjuntos da particdo, {z,w}, é um cocircuito de
M". Como, por hipétese, nenhum deles é circuito ou cocircuito de M, o
conjunto A = {z,y, agr—; } serd um circuito e o conjunto B = {z,w, as,—1}
um cocircuito de M. Como asr—1 € ANB e |ANB| # 1, os conjuntos {z,y}
e {z,w} tém intersec¢ao nao-vazia e portanto, como ambos sio elementos
da particdo, sdo iguais.

Ou seja, nestas condigées , B = A = {z,y,a2,~1} €é um circuito e um
cocicuito de M.

Consideremos entdo o bloco M; = M/z\y, fortemente redutivel por
hipétese de indugdo, e seja {by, b2}, -+, {bar—3,b2r—2} a particio ordenada
de E(M)\ {z,y} para a qual o matroide M, satisfaz a segunda definicao.

Entao {b1,b2,2} e {bar—3,b2,—2,2} sdo circuitos de M e sdo distintos
porque, rank(M) > 2 = rank(M;) > 2 e, portanto, {b;, by} ¢é diferente de
{b2r—3,b2r_2}.

Como o matroide My = M, /(E \ {b1,b2,2,y}) é um bloco de rank 1
cujo conjunto de suporte é {by,by}, {b1, b} € circuito e cocircuito em M,
e, portanto, é também um cocircuito de M;.

Assim, sob a hipétese de nenhum conjunto da parti¢do ser (circuito ou)
cocircuito de M, {by, by, y} serd um um cocircuito de M.

Chegamos a uma contradigao jé que, por um lado,

y € {7,y a0r—1} N {1, 09, y} => {z, a2, 1} N {b1,02} # 0

por outro lado,

TEC {er—:},bgr_g,fL'} N {:E:y:a?r—l} - {er—S,b')r—-?} N {y)a‘zr—l} ?é @
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ou seja, {by,ba} N {bar—3,b2,—2} # 0 e portanto o primeiro e o ultimo
conjuntos da partigdo P teriam de coincidir, contrariando rank(M;) > 2.0

Em blocos gréaficos podemos estabelecer um critério mais imediato para
determinar aqueles cujo politope das bases-cobases tem dimensado minima
— contar o ntmero de vertices do politope, i.e., o niimero de bases-cobases
do matroide:

Proposicao 3.15. Seja M = M(G) um bloco grdfico e r = rank(M);

entao:

o |{vertices de K(M,M*)}| > 27;
o |{vertices de K(M,M*)}| =2"se e sd se K(M,M™*) é um hipercubo.

Prova — Comecemos por provar a primeira afirmagao por inducdo em 7.
Se r = 1, G é um ciclo com duas arestas e M(G) tem 2 bases-cobases.
Suponhamos entdao que a afirmacido € verdadeira se rank(M) < r e consi-
seremos M = M(G) um bloco grafico de rank r.
Se G tem exactamente duas arestas incidentes nalgum dos seus vértices,
seja {a, b} o cocircuito que lhes corresponde em M(G). Entdo

K(M,M*) = K(N,N*), onde N = M\{a,b} & M*({a, b}),

e o numero de bases-cobases de M é duas vezes o numero de bases-cobases
de M\{a, b}, que, por hipétese de inducdo, é maior ou igual a 271,

Se G nio tem nenhum vertice de grau dois entao existe um cocircuito
com trés elementos em M(G), {a,b,c}. Seja B uma qualquer base-cobase
de M. Sem perda de generalidade (ver prova do Teorema 3.8), podemos
supor que B N {a,b,c} = {b,c} e que b € Cf(B,a) (i.e. B— b+ a é base-
cobase de M). Assim os matroides M' = M/b\a e M" = M\b/a séo blocos
de rank r — 1 e, por hipétese de inducio, tém mais de 27! bases-cobases.

Seja By uma qualquer base de M’ [resp. M"]. Repetindo o argumento
usado na prova do Teorema 1.9, podemos afirmar que: se ¢ € By entdo
By +b [resp. By +a] é uma base-cobase de M; se ¢ ¢ By entédo By +a [resp.
By +b] é uma base-cobase de M. Portanto, M tem mais de 2771 42771 = 27
bases-cobases.

Note-se que, no caso de M ter exactamente 2" bases-cobases, e usando
o argumento anterior, podemos afirmar que todas elas ou tém a como ele-
mento ou tém b e ndo ambos. Le., K(M,M*) = K(Ni,Ny) onde N; é a
soma directa do bloco (grafico) M/a\b e do bloco (grafico) de rank 1 cujo
conjunto-base é {a, b}.

Assim, usando de novo indugdo no rank (os casos de rank(M) = 1,2 sdo
imediatos) podemos supor a equivaléncia vélida para todo o bloco grifico
de rank menor que r.
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Se M tem 27 vértices, entdo M /a\btem 27! e, por hipétese de indugao,
o seu politope é um hipercubo, na verdade, um (r —1)-cubo pela Proposicao
3.9. Como K(M,M*) é K(N;,Ny) tem de ser um r-cubo. O reciproco, é
consequéncia imediata da Proposigao 3.9.0]

3.3.2. Politope das bases de um bloco redutivel

Sendo o politope das bases-cobases de um bloco redutivel completamente
caracterizado é natural perguntar como sao os politopes das bases destes
matroides. Uma primeira resposta é consequéncia, quase imediata, do que
aqui ja foi dito:

Proposigao 3.16. Se M € um bloco redutivel e rank(M) = r entdo uma
r-face de K(M) ¢ um hipercubo.

Prova — Como ja referimos, para todo o matroide M e todo o subconjunto
A do seu conjunto-base, E(M), o politope K(M(A)@® M/A) é uma face de

Seja {aj,az}, -, {asr—3,a2r—2},{a2r—1,a2,} a particio ordenada de
E(M) associada, pela segunda defini¢ao, a sua redutibilidade forte. Entao
K(M({aar—1,a2:})® M/{asr—1,a2,}) é face de K(M) e M({azr—1,a2,}) é
um bloco de rank 1; de novo:

e {asr_3,a2r—2} é circuito do matroide M' = M/{asr-1, as};

e opolitope K(M'({azr—3,a2r—2})BM' [{asr—3,a2r—2}) é face de K(M');

o (M'({asr-3,a2r—2}) é um bloco de rank 1;

Repetindo este processo para os consecutivos conjuntos da parti¢do e os
consecutivos blocos conclui-se que o politope K(N) é face de K(M), onde
N = Ny(a1,a2) ® ... ® Ny(azr—1,0a2r) €, para todo ¢, 1 <: < r, N; é um
bloco de rank 1, portanto K (V) é um r-cubo.(]

A propésito desta proposigao podem ser formuladas duas perguntas per-
tinentes:

e Se o seu reciproco é verdadeiro.

e Se no politope das bases de um bloco de rank r varias r-faces podem
ser hipercubos.

Para dar resposta a estas questOes, no caso do matroide ser binario
vamos utilizar um resultado sobre morfismos fracos definidos num matroide
binario. Comegamos por fazer um curto resumo das nogoes utilizadas; nos
capitulos 8 e 9 do livro de White [99] é feita a exposigdo das defini¢oes e
dos resultados mais importantes sobre morfismos de matroides.
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Morfismos fracos

Para a pergunta — quais sao os morfismos na categoria dos matroides? —
hd duas respostas razoaveis e usuais:

¢ Oschamados morfismos fortes sdo a abstrac¢do combinatéria da nogao
de transformacdo linear, definidos por a 1magem reciproca de um fe-
chado ser um fechado.

o Os morfismos fracos cuja idela geométrica subjacente € a de pontos
em posi¢do mais ou menos geral num espago vectorial.

A qualquer morfismo fraco entre dois matroides, M(E) e N(F), esta
associado um morfismo fraco equivalente entre dois matroides sobre
o mesmo conjunto de suporte (obtido por troca dos nomes dos ele-
mentos de um dos conjuntos de suporte):

Definigao 3.17. Sejam M e N dois matroides definidos no mesmo
conjunto E; a aplicagdo id : E — E é um morfismo fraco de M
em N se todo o subconjunto A de E independente em N também é
independente em M.

Quer dizer que os elementos de F estdo em posi¢do mais geral em M
do que em N e, em particular, ranky(A) > ranky(A4), para todo o
subconjunto A de E.

Tém particular interesse para a caracterizagao dos morfirmos fracos
aqueles que preservam rank — diz-se que existe um morfismo fraco
entre M(E) e N(E) que preserva rank (e usa-se a notagdo MELN)
se atd : E — E é um morfismo fraco de M em N e rank(M) =
rank(N).

Assim, MZ5 N se e 56 se todas as bases de N sdo bases de M.

Pode-se definir uma ordem parcial nos matroides sobre o mesmo con-
junto e do mesmo rank, por: M > N se e s6 se existe M2 N. Diz-se
que um morfismo fraco entre M e N é simples se M cobre N nesta
ordem. E claro que qualquer morfismo fraco se pode escrever como
uma composi¢cdo de morfismos fracos simples.

Lucas em [74] fez um descri¢io completa dos morfismos fracos simples
entre matroides binarios.

Teorema 3.18. ([74], Teorema 6.17) Se M ¢ um matroide bindrio e
MELN entdo eziste A C E(M) tal que N = M(A)® M/A. Mais, se
o morfismo for simples N tem mais uma componente coneza do que

M.
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Assim, no caso de M ser matroide binario, para cada matroide N tal
que rank(N) = rank(M) e N < M na ordem fraca, K(N) é face de
K(M); e se N < M essa face é de codimensao 1.

Por outro lado, para qualquer M, a uma face de K (M) corresponde
um matroide N cujas bases sdo os vértices dessa face, ou seja, corres-

ponde um matroide N do mesmo rank que M mas com menos bases,
Ve
ie., N tal que MEN.

Entado, num matroide bindrio existe uma correspondéncia bijectiva
entre as faces do seu politope das bases e os morfismos fracos definidos
no matroide e que preservam rank.

Para matroides nao-binarios isto nao acontece:

M N
——o—o—o— > i
/
2 3 4 3 <

K(N) =pirdmide quadrangular, nio é face de K (M) =octaedro

O teorema seguinte é um dos resultados obtidos por Lucas na carac-
terizagao dos mapas fracos:

 Teorema 3.19. ([74], Teorema 6.16) Seja M wm matroide bindrio,

E o seu conjunto de suporte e M=-N. Entio eziste uma componente
coneza C' C E do matroide N tal que os matroides M e N coincidem

em C, i.e. M(C)= N(C).

Também é observado por Lucas que este resultado néo é vélido para
matroides néo binarios, dando como exemplo o morfismo fraco, M -5 N,
entre os matroides M = U, 3 e N = N1 @ N,, onde Ny e N, sao ambos
blocos de rank 1.

Voltando as questdes sobre o politope das bases de um bloco podemos
entdo afirmar o seguinte:

Teorema 3.20. Seja M um bloco bindrio e rank(M) = r. Entdo sdo
equivalentes as sequintes afirmagaies:

1 M é redutivel.
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2 K(M) tem uma r-face que é um hipercubo.

$ MEZLN onde o matroide N € soma directa de r pares de elementos
paralelos.

Prova (1 = 2) Foi provado atras;

(2 = 3) Basta tomar para N o matroide definido no mesmo conjunto
suporte que M cujas bases sao as bases de M que sdo vértices da face que
é um r-cubo;

(83 = 1) Como M é binario e as componentes conexas de N séo os pares
de elementos paralelos, usando o teorema de Lucas acima referido podemos
afirmar que M({a,b}) = N({a,b}) para algum desses pares. L e., {a,b} é
um circuito de M.

Entdo, como M/{a,b} continua a ser um matroide binario e é claro que
M/{a, b} N/{a,b}, usando indugéo no rank conclui-se que M/{a,b} é
fortemente redutivel.

M/{a,b} fortemente redutivel e {a,b} circuito de M garantem M for-
temente redutivel.[]

Como consequéncia deste teorema e da unicidade da particao do con-
junto de suporte de um matroide redutivel obtemos:

Corolario 3.21. Se M ¢é um bloco bindrio de rank r e alguma r-face de
K(M) é wm hipercubo, ela é inica.

Fica em aberto a resposta a pergunta ébvia — Sera esta ultimo resultado

valido para qualquer bloco?

3.4. Apéndice

3.4.1. Caracterizagao de Maurer do grafo das bases

Definicao 3.22. Diz-se que um grafo G = (V, A) é bem etiquetado se todo
o vertice v € V pode ser etiquetado por subconjuntos B, de um conjunto
finito, F, de tal modo que

(o,0') € A &= (|By \ By|=1e |By \ By =1}
Note-se que:
¢ Decorre da definigdo que, sendo G = (V, A) bem etiquetado e v,v’

vertices de G entdo |B,| = |By| e que,se B={B, : ve V} éo
conjunto das bases de um matroide entdao G é o seu grafo das bases.




62 3.4. GRAFO E POLITOPE DE BASES-COBASES

Definicao 3.23. Seja G = (V, A) um grafo sem lacetes nem elementos
paralelos e v,v' € V tais que d(v,v') = 2, onde d(v,v"), a distancia de v a
v', é o numero de arestas de um caminho minimal ligando v a v'.

Chama-se grafo das vizinhangas comuns a v e v', VC(v,v'), ao grafo
induzido por G no conjunto de vertices V' = {u € V : d(u,v) <
1ed(u,v') <1}

Teorema 3.24. ([77], Teorema 2.2)Seja G = (V, A) um grafo conezo e bem
etiqguetado por uma colecgao B de subconjuntos de um conjunto finito E.

M = (E,B) é um matroide (e G = G(M)) se e s6 se, para todo o par
de vertices v,v' € V, o seu grafo das vizinhangas comuns, VC(v,v'), é um
quadrado, uma pirdmide quadrangular ou um octaedro.

VC(v,v") no grafo de bases de um matroide

Definigao 3.25. Um nivelamento do grafo G = (V, A) a partir do vértice

vg ¢ uma parti¢do do conjunto dos vértices, V', em subconjuntos Vi, k =

1,2, <m, taisquer Vp = e €V : dlvg, o) =k}
Se G esta nivelado a partir de vy, chama-se grafo dos vizinhos de vy,

N(vg), ao grafo induzido por G em V3.

Lema 3.26. ([77], Lema 1.6) Se G = (V,A4) ¢ o grafo das bases de um
matroide e VC um grafo de vizinhangas comuns octaedral contido em G,
entdo verifica-se uma das sequintes condigdes:

e para algum k, VC estd contido em Vi, 1.e., todos os vertices do octa-
edro distam o mesmo de vy;

o VC atravessa dois niveis, V; e Vjy1, i.e. trés vertices do octaedro
estdo d distincia j de vy € 08 outros trés d distdncia j + 1;

e V( atravessa trés niveis.
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Esta condigdo de posicio também € satisfeita pelos outros dois grafos VC
quando considerados como subgrafos do octaedro.

Lema 3.27. ([77], Lema 1.8)Se G = (V,A) € o grafo das bases de um
matroide e vo € V entdo o grafo dos vizinhos de vy, N(vg), € o grafo
das arestas de um grafo bipartido BG. Le, os vertices de N(vo) estdo em
correspondéncia bijectiva com as arestas de BG e dois vertices de N(vg)
estio ligados por uma aresta se e 56 se as correspondentes arestas de BG
tém um vértice comum.

E\B
. M
=6
S
> L4 L4 >
¥ 1 2 3 4
B

Grafo das arestas de N({1,2,4}) no grafo de bases de M

Teorema 3.28. ([77], Teorema 2.1) Seje G = (V, A) um grafo.
G € o grafo das bases de um matroide se e so se:

o G ¢ conezo;

e para todo o par de vertices v,v' € V, o seu grafo das vizinhangas
comuns, VC(v,v'), € um quadrado, umae piraémide quadrangular ou
um octaedro;

e para todo o vy € V os grafos de wmzinhancas comuns satisfazem a
condigcdo de posi¢ao;

e para todo o vg € V o grafos dos seus vizinhos, N(vg) € o grafo das
arestas de um grafo bipartido.

3.4.2. Grafos série-paralelos

Em circuitos eléctricos sao fundamentais as operagoes de juncdao de com-
ponentes em série e em paralelo. Os grafos que vamos definir sdo carac-
teristicos deste tipo de redes eléctricas; o leitor interessado pode recorrer
ao sexto capitulo de [99] e as suas referéncias.

Definigao 3.29. Um grafo I’ = (V, A) sem vértices isolados é série-paralelo
se pode ser obtido de um lacete ou de um istmo por uma sucessao de
extensoes em série e em paralelo.
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['1 é uma extensdo em paralelo de T’y se existe um ciclo com dois ele-
mentos em 'y, {a, b}, tal que I';\b = Ty.

I'; é uma eztensdo em série de Iy se existe um cociclo com dois elemen-
tos em I'y, {a,b}, tal que I'; /b = T'y.

Na figura abaixo, esta representada uma sucessdo de extensoes alterna-
damente em paralelo e em série de um istmo.

0PhOQG

Do mesmo modo que o Teorema de Kuratowski caracteriza os grafos pla-
nares, o teorema seguinte da uma caracterizagao do tipo subgrafo ezcluido
dos grafos série-paralelos:

Teorema 3.30. ([16],[38],[39]) Um grafo T com, pelo menos, uma aresta
¢ série-paralelo se e s6 se o matroide por ele definido, M(L") é conezo e T’
nao tem qualquer subgrafo 1somorfo a K.

Lema 3.31. Seja I' um grafo série-paralelo tal que o matroide por ele de-
finido, M(T"), € um bloco. Entdo, para todo o par, (B,B') de bases-cobases
de M(T') existe um caminho de comprimento rank(M) — |B N B'| ligando
0s vértices que lhes correspondem mo grafo das bases-cobases.

Prova Para fazer a prova por inducdo no rank de M(I') e como para
rank(M(T')) = 1 o resultado é ébvio, suponhamos o resultado verdadeiro
se rank(M (L)) < r e consideremos um grafo série-paralelo T tal que M(T")
é um bloco de rank r.

Entao, sejam B e B' duas bases-cobases de M(T") eseja |[BNB'| =35>0
(se s = 0 o lema é um caso particular do Teorema 3.8). Quer o grafo T’
tenha sido obtido por uma extensio em série quer por uma em paralelo,
1.e., quer exista um cocircuito quer um circuito com dois elementos, {a, b},
em M(T'), sé pode acontecer uma de duas hipdteses:

1 Um destes elementos estd em ambas as bases e o outro em nenhuma

delas,e.g., a € BNB'eb¢ BUB'.

2 Cada um destes elementos estd numa das bases, e.g., a € Be b € B'.

Suponhamos entdo que {a,b} é um cocircuito de M(T").
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o Na primeira hipétese By = B —a e B} = B’ — a sdo bases-cobases do
bloco série-paralelo My = M/a\b de rank r — 1. Usando a hipétese
de inducao, sabemos que existe um caminho ligando estas bases em
G(M;y, M}) de comprimento (r—1)—|ByNBj| = (r—1)—(s—1) = r—s.
Como, para toda a base-cobase D nesse caminho D + a € base-cobase
de M, construo o caminho em G(M,M*) usando exactamente as
bases D + a.

e Na segunda hipdtese By = B —a e B} = B’ — b séo bases-cobases do
bloco série-paralelo M; = M/a\b de rank r — 1. Usando a hipétese
de inducao, sabemos que existe um caminho ligando estas bases em
G(M;, My) de comprimento (r—1)—|B1NB}| = (r—1)—s =r—s—1.
Construo o caminho em G(M, M*) usando as bases-cobases D + a e
acrescento-lhe um ultimo passo que permite, trocando o elemento a
pelo b, chegar a B'.

No caso de {a, b} ser um circuito de M(I') a prova é andloga.[]
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... I would like to survey the somewhat related field of arrangements
of hyperplanes, which I expect to become increasingly popular during the
next few years... the theory of arrangements may be developed, much
like topology, in rectilinear or curved versions as well as in discrete and
continuous variants, and that in these developements it impinges upon
many aspects of convexity, topology, and geometry which seem to be quite
unrelated.” B. Griinbaum, [57].



4. Matroides orientados e arranjos de
hiperplanos

4.1. Introducgao

Um arranjo de hiperplanos, H = {Hy,---,Hp}, é um conjunto finito de
subespacos afins de codimenséo 1 de um espago vectorial de dimensao finita.
‘H é um arranjo central se todos os hiperplanos contém a origem.

Se H = {Hy,---,H,} é um arranjo central de hiperplanos em R?, o
complezificado de H é o arranjo complexo HE = {HT .- HE} definido
em C? pelas mesmas equacoes que H, ie., H* =CQ® H;,Vi=1,---,n.

Recentemente, os arranjos de hiperplanos tém sido estudados sob vari-
ados pontos de vista: do da topologia algébrica, da geometria diferencial,
da teoria invariante, etc. (ver, e.g., [57], [58], [84], [85], [103] e as suas
referéncias), criando ligagoes entre ramos diversos da matematica e eviden-
ciando, em alguns dos resultados obtidos, como a estrutura combinatoria
subjacente influencia a estrutura algébrica, topologica e geométrica.

Em 1972, Deligne [37] resolve uma importante conjectura de Brieskorn —
determina o tipo de homotopia do complemento em C? do complexificado
de um arranjo real de hiperplanos H, Y(H®) = C%\ Ugex HE, para o
caso de todas as regides determinadas pelo arranjo (componentes conexas
de R?\ Upger H) serem cones simpliciais abertos.

Em 1975 Zavlasky [102] deduz férmulas de contagem das células maxi-
mais determinadas por um arranjo real de hiperplanos que s6 dependem do
seu reticulado de intersecgies , i.e., do matroide associado ao arranjo, Myy.
Este resultado é um caso particular (coordendvel) de um teorema provado
independentemente por Las Vergnas para matroides orientados em 1974
([71], Prop.8.1).

Em 1987 Salvetti [90] conjectura que, em geral, o tipo de homotopia da
variedade Y('HC), so depende do reticulado das interseccoes da parte real.
Ele constroi um CW-complexo regular, Ag,i(Y'), homotopicamente equi-
valente a Y (H) e, utilizando-o, determina o tipo de homotopia de Y(H®)
no caso dos hiperplanos estarem em posigio geral. Obtém ainda uma boa
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apresentacao do seu grupo fundamental e sublinha que para a obter é es-
sencial o seguinte resultado, utilizado por Deligne no caso particular dos
arranjos simpliciais:

Dois quaisquer caminhos minimais e positivos em Y (HT) com as mes-
mas eztremidades $ao homotdpicos.

Vamos mostrar que este resultado é generalizavel a uma estrutura com-
binatéria mais fina que a de matroide, os matroides orientados, e da qual
os arranjos reais de hiperplanos podem ser vistos como um caso particular,
o caso coordendvel.

Esta generalizagdo foi usada em [28| para dar uma apresentagdo do
grupo fundamental do complexo de Salvetti associado a um matroide ori-
entado.

Posteriormente, varios trabalhos procuram saber que propriedades (to-
polégicas) de ¥ (H®) ficam determinadas pelo matroide orientado definido
por H, veja-se [T], [8] e [83]. Em particular, Cordovil em [23] generalizou
o principal resultado de Deligne do artigo atras referido, mostrando que o
complexo de Salvetti associado a um matroide orientado simplicial é um
espago K(m, 1) e determinou o centro do seu grupo fundamental, [24].

A exposicao feita neste capitulo desenvolve-se do seguinte modo:
Comegamos por associar a um arranjo de hiperplanos um matroide (co-
ordenavel) que traduz a sua estrutura unicamente combinatéria.

Depois, definimos matroide orientado de modo a salientar o facto de
esta estrutura poder ser encarada como uma generalizacao dos arranjos de
hiperplanos; damos ainda algumas defini¢oes tuteis e fazemos um resumo de
alguns resultados basicos.

Em seguida descrevemos duas estruturas ordenadas directamente rela-
cionadas, o reticulado dos covectores e o reticulado das faces do matroide
orientado. O primeiro traduz a decomposigdo celular do espago vectorial
induzida pelo arranjo de hiperplanos e generaliza-a para um matroide ori-
entado qualquer. O segundo, permite olhar para um matroide orientado
(aciclico) como uma estrutura mais geral do que os politopes convexos.
Damos particular atengao as faces de dimensao 1 e 2 e aos intervalos corres-
pondentes no reticulado dos covectores porque vao ser utilizados na provas
do resultado.

Aparentando ambos ser estruturas puramente algébricas sdo, no en-
tanto, estes dois reticulados quem fornece, via o teorema de representacao
de Folkman-Lawrence, grande parte da intui¢do geométrica em matroides
orientados. O aspecto geomeétrico foi salientado ao longo de todo o capitulo.

Finalmente, e para poder chegar ao resultado que queremos provar,
falamos dos covectores mazimais ou topes, i.e., das células de dimensao
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maxima da decomposi¢ao celular determinada por um matroide orientado.
Considerando ligadas duas células adjacentes definimos caminhos minimass
ou galerias ligando topes e damos uma nogao de equivaléncia de caminhos
que, além de ser generalizagao da definicao de Deligne, é também uma
definicdo natural em matroides orientados.

Depois da prova do teorema fazemos, no final do capitulo, um curto
resumo da constru¢ido do CW-complexo associado a um matroide orientado,
Agai(M), da apresentacdo do seu grupo fundamental e ainda um exemplo
de aplicagio .

Escrevemos também um apéndice com algumas definigoes e resultados
utilizados no texto para que este ndo ficasse sobrecarragado e ao mesmo
tempo nao fosse necessario recorrer a bibliografia para esclarecer alguns
conceitos paralelos ao aqui versado. Este apéndice esta subdividido em
secgoes curtas para facilitar a consulta.

4.2. Matroide associado a um arranjo de hiperplanos

/

/ \

Figura 1

Na figura estdo representados dois arranjos de rectas, no exemplo da
esquerda todas as regides limitadas definidas pelas rectas sao triangulares
e no da direita as rectas estdo em posicdo geral, i.e., ndo ha trés rectas a
passar no mesmo ponto; este tipo de informagao transparece na estrutura
de matroide associada a um arranjo.

Vamos passar a considerar arranjos centrais referindo, quando necessario,
o caso geral.

Os exemplos da figura podem ser vistos como a intersecgao com o plano
z =1 do arranjo central em R® cujos elementos s&o os subespagos (vectori-
ais) de dimensdo 2 gerados pelas rectas. Vista assim, a figura da esquerda



70 4.2. MATROIDES ORIENTADOS E ARRANJOS DE HIPERPLANOS

representa um arranjo central de planos, H,, em que todas as componentes
conexas do complementar sdo cones sobre um 2-simplexo e a da direita, um
arranjo central, H,, em que os planos se intersectam dois a dois em rectas
todas distintas.

A estrutura de matroide associada a qualquer arranjo central H é de-
terminada pelo modo como os seus elementos se intersectarmn:

O matroide associado ao arranjo central H = {H,,- -, H, }, notado My,
é o matroide linear definido por uma colec¢do de vectores de K¢ ortogonais
aos hiperplanos de H:

M(H) = MLin({u1,' . ,un}) onde Uj 1 Hi, A2 c {1,7?1}

Vejamos que o reticulado dos fechados deste matroide, F(H) é isomorfo
ao reticulado das intersecgoes, R(H):
Seja R(H) = {Lx = [\gex H : X C H} parcialmente ordenado por

inclusido inversa:
VL, L' e R(H), L<p L' <= L'CL

E claro que o espago vectorial V' e o subespago (4 ¢H H séo, respecti-
vamente, o elemento minimal e maximal deste conjunto parcialmente orde-
nado e que, para quaisquer L e L' de R(H), a sua intersec¢ao cobre ambos,
i.e., o supremo LV L' = LN L' Isto faz de R(H) um reticulado onde o
infimo de dois quaisquer elementos é dado por

LAL = ﬂ H.

HEeH
HDLuUL'!

A altura de um qualquer elemento L € R(H) é h(L) = d — dim(L).

Como ambos os reticulados R(#) e F(H) sdo atdmicos para ver que
eles coincidem e fazendo a correspondéncia ébvia entre os dtomos H; < u;
basta notar que:

Hi S’R (HI‘VRHJ') «— H. D (HiVRHj) =l Hiﬂﬂj = HgﬂHjﬂHk —

=% Ve € Vi< wyug b=k 205 b= S moyup =) =
= up = aui—l—,ﬁ’uj, a, fEK & uy € (u,'\/}"u.j) < UL S_‘F (u,—V;uj).

Entao, € claro que o matroide associado ao arranjo de planos H, € o
matroide uniforme Uy 3.

Na figura seguinte esta representado o reticulado dos fechados do ma-
troide associado ao arranjo central de planos H,.
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Dizem-se simpliciais todos os arranjos centrais em K¢ que, como H,,
verificam a propriedade de todas as regides de dimensao d determinadas
pelo arranjo serem cones sobre um (d — 1) — simplero. Esta é uma das
propriedades de um arranjo H que sé depende do seu reticulado R(H), i.e.,
do matroide associado [103].

Um outro exemplo de uma propriedade deste tipo € o facto do arranjo
central ser, como H,, genérico, i.e., ser um cone sobre um arranjo em
posicao geral. Neste caso, o matroide associado ao arranjo € uniforme.

No entanto, o matroide My nio distingue os arranjos de planos, H;
e Ha, representados pela figura seguinte. Eles tém o mesmo reticulado
de intersecgoes, MHI = MHZ = U$, mas podem ser distinguidos por uma
propriedade combinatoria simples: uma das regices maximais determinadas
por H; é um cone hexagonal (com o maior numero possivel de faces) e em
H,, todas as regides maximais tém um menor numero de faces.

Sé com o matroide do arranjo ndo é possivel saber se a recta 3 esta
"acima” ou "abaixo” da intersec¢ao da rectas 6 com a recta 2, por exemplo.
A estrutura de matroide orientado, que veremos poder ser naturalmente
associada a um arranjo real e, em particular, o seu reticulado dos covectores,
permite distinguir estes dois arranjos.
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Sendo o complexificado de um arranjo real de hiperplanos, H, em R
a familia de hiperplanos de C%, ‘H®, dada pelas solugdes complexas das
mesmas equagoes cujas solugoes reais definem H, é claro que os dois arranjos
tém o mesmo reticulado de interseccdes, 1.e., MHc = My.

Além disso, algumas propriedades importantes de H® sé dependem de
My;; Orlik e Solomon [84] provaram que isso acontece com a cohomologia
do seu complementar em C?, Y(H®) = C*\ Ugen HE. Foi provado por
Randell [87] e Salvetti [90] que o nuunero de geradores e de relagdes do
grupo fundamental de ¥ (H®) = C%\ Unen H€ ¢ outra propriedade de H
nestas condigoes, resultado que motivou a conjectura de Salvetti referida
na introdugao .

’

E importante ainda notar que os complexificados dos arranjos reais sao
um subconjunto estrito dos arranjos de hiperplanos complexos. Como ve-
remos, ao associar um matroide orientado a um arranjo real joga um papel
importante o facto de R ser um corpo ordenado. Os arranjos complexos
ndo tém, em geral, um matroide orientado naturalmente associado e ha
exemplo de matroides (nao-orientados) coordenaveis em C, i.e., matroides
associados a arranjos de hiperplanos complexos, que nao sdo coordenaveis
em R e, portanto, ndo correspondem a qualquer arranjo real (ver em [9],
ex.6.6.2, exemplo de um matroide, o mairoide de MacLane, com 8 pontos,

........ bidsem] pmen B e S AT H amAaaaT Aa o | P e A o, i
rE€preseritaver €l © Iias nad €m ; apesar af qualduer S€U IMenor O S€r ).
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4.3. Matroide orientado

Os matroides orientados podem ser vistos como uma generallzagao combi-
natoria dos arranjos centrais de hiperplanos.

Um arranjo de hiperplanos em R? define uma decomposi¢io celular
deste espaco & qual é naturalmente associdvel um matroide orientado co-
ordenavel. Se dermos alguma liberdade aos hiperplanos, permitindo-lhes
serem antes imagens homeomorfas "bem comportadas” de hiperplanos de
R? cujas interseccoes sio também "bem comportadas”, obteremos arran-
jos de pseudo-hiperplanos com os quais € possivel obter uma representagao
de qualquer matroide orientado. E, grosso-modo, esta a ideia do teorema
de representacdo de Folkman e Lawrence [50] que referiremos com mais
precisao depois de definirmos matroide orientado.

Seja entdo H = {Hy,---,H,} um arranjo central no espago vectorial
real V =Réonde H; ={z €V : (z,u;) =0}, ¥i € {1,---,n}.

Consideremos o conjunto £ = {1,---,n} e a funcdo :

sinal : V — {—,0,+}F

definida por

sinal(z) = ((stnal(z)):)ier = (sinal((z,u;)))icg, Ve e V.

Assim, (sinal(z)); = (sinal(y)); = + se e sé se os pontos z e y estdao no
mesmo "lado” de H;, i.e., estao no mesmo semi-espaco aberto definido por
H;, H' ={z €V : (z,u;) > 0}. Portanto esta fun¢do define a localizacdo
de cada ponto do espago vectorial relativamente ao arranjo de hiperplanos,
1.e., dois pontos de V' tém a mesma imagem se e sO se estao na mesma célula
da decomposicao celular de V' definida por H. O fecho de cada célula é um
conjunto {z € V : (z,v;) <0,t € E}, onde v; = tu;, Vi € E, ou seja, é
um cone poliedral.
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Na figura est4 representada a intersec¢do com a esfera do arranjo central
de quatro planos em R3, H,.

E claro que a restricio da fung¢do sinal a esfera vail ter como imagem o
mesmo conjunto de vectores de {—,0, +}F, exceptuado o vector (0,0,0,0).

A imagem da func¢do sinal traduz a decomposigao celular de R® deter-
minada por H, e determina o matroide orientado associado a este arranjo,

My = My .
Veremos que ela é o conjunto dos covectores do matroide orientado co-
ordendvel, Myn(uy, -, uq), definido pelos sinais das dependéncias lineares

dos vectores ortogonais aos hiperplanos, representados na figura. A ima-
gem pela funcio sinal das doze componentes conexas de R?\ UHeH Héo
conjunto dos covectores mazimais ou topes do mesmo matroide orientado.

4.3.1. Defir

ofin matroide aorientadao

icao de

Consideremos um conjunto finito E, |E| = n.
Se X e Y sio subconjuntos sinalizados de E, i.e., elementos de {+,0, —}©
chama-se:

e suporte de X ao conjunto X = {e € E : X, # 0};

Xt = {e€E : X,=+4)}
X~ {ee E : X, =-}

X = {e€eE: X, =0}
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e se A C E, 7X é o conjunto sinalizado que se obtém trocando os sinais
das coordenadas indexadas por elementos de A, 1.e.:

Xt =(XT\AHUX NA4), 72X~ =(X"\4)uU(X™nA4).

e oposto de X é o conjunto sinalizado —X =% Xj;

e para quaisquer X, Y define-se a composi¢do ou unido conforme XoY
por

(Xo¥)e=X. s X,#0
(XY =Y, s Xi=0

Note-se que esta operagao ¢ associativa mas nao é comutativa.

XoY =YoX seesdse X e Y sdo conformes, i.e., se o conjunto
S(X,Y)={e€ E : X, =-Y, # 0}, dito conjunto separador de X
e Y, for vazio.

Definicio 4.1. Um matroide orientado, M, é um par (E,V*), onde E é
um conjunto finito e V* é um subconjunto de {+,0, —}¥ que verifica:

V*1 - 0€V* (0, =0, Ve € E);

V*2 = v* — _V*;

V*3 — V* é fechado para a composigao ;

V* - se X,Y € V*e f € S(X,Y) entdo existe um Z € V* tal que Zy =0
eVee E\S(X,Y),Z.=(X oY), =(Y 0 X)e..

V* diz-se o conjunto dos covectores do matroide orientado M.

Os elementos de V* de suporte minimal ( para a inclusdo ) formam
o conjunto C* dos cocircuitos do matroide orientado M = (E,V*) e eles
ja determinam M; mais, qualquer covector é a composi¢do de todos os
cocircuitos conformes com ele (ver [9] Prop. 3.7.2).

O conjunto dos suportes dos cocircuitos de M,
C*={X : X € V* ¢ X minimal para a inclusao }

verifica os axiomas de (co)circuitos para matroides nédo-orientados. M =
(E,C*) é dito o matroide subjacente a M e notado por M. Em particular,
o rank do matroide orientado M é, por defini¢do, rank(M).

Os elementos de V* de suporte maximal formam o conjunto, 7 = 7 (M),
dos topes ou partigoes ndo-Radon de M.
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Como o conjunto dos covectores é fechado para a composigao os elemen-
tos maximais de V* tém todos o mesmo suporte:
seTe€T(M)entatoT =E\Lg,onde Lp={e€ E : X. =0,VX € V*}.
Assim, e € Lg se e s6 se e nao esta no suporte de qualquer cocircuito de
M, i.e., se e s6 se {e} é um circuito do matroide subjacente; portanto, Lg
é o conjunto dos lacetes de M.

Um matroide orientado é aciclico se existe um tope T' € T tal que
T. =+, Ve € E\ Lg, o que equivale a dizer, pelo que notamos acima, que
todo o elemento de E \ Lg estd nalgum cocircuito positivo.

Dois matroides orientados M(E) e M'(E) pertencem & mesme classe
de orientacdo se e so se podem ser obtidos um do outro por reorientagdo,
i.e., se esése3dJACE tal que M’ =— M, onde:

M =(EzV*), onde zV* ={zX : X € V*}.

Todo o matroide orientado tem uma reorientacdo aciclica com tope positivo
fixado; quer dizer,se '€ T (M) existe ACE (A={e€ E : T, = —}) tal
que o matroide orientado 7 M ¢é aciclico e 71" € o seu tope positivo. E claro
que existe uma correspondéncia bijectiva entre as reorientagoes aciclicas de
um matroide orientado e o conjunto dos seus topes. '

Os hiperplanos (fechados de corank 1) do matroide subjacente a M,
sendo os complementares dos suportes dos cocircuitos, sao os conjuntos da
forma E \ C = C° com C € C*. Como, para todo o covector X € V*

X =0 o, 8---8C; com € €€*, entéo

k k
X" = ﬂ C'J?‘_ — ﬂ H;, é um fechado de M VX € V*

e qualquer fechado, sendo intersecgdo de hiperplanos, pode ser assim obtido.

O matroide M é univocamente determinado por M mas a correspondéncia

nao ¢ bijectiva:

¢ dado um matroide M num conjunto E pode nao existir qualquer
matroide orientado M = (E,V*) tal que M = M; diz-se, nesse caso,
que M nao € orientdvel.

O matroide de Fano, é nao orientavel; na verdade, um matroide
bindrio € orientdvel se e sd se € unimodular ([94] e [95]) e, como
referimos no primeiro capitulo, o matroide de Fano é coordenavel em
K se e s6 se car(K) = 2.
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O problema da orientabilidade de um matroide continua a ter mui-
tas questoes em aberto e, em particular, nao existe um algoritmo de
decisdo. Negativamente, é sabido que nao existe qualquer critério
de menores excluidos porque ha familias infinitas de matroides nao-
orientaveis cujos menores sao orientaveis Em [59] Guedes de Oliveira
da um processo algébrico de decisao da nao-orientabilidade de um
matroide utilizando os chamados polinomios finais.

e em geral ha mais do que uma (classe de) orientagdo para um mesmo
matroide; por exemplo, os matroides orientados M; e M, associados
pela func¢do sinal, respectivamente, aos arranjos de hiperplanos H;
e Hs na figura da pégina 72 sdo diferentes (nem sequer pertencem a
mesma classe de orientagdo ) mas My = M, = U§. No caso de o
matroide ser unimodular entao € orientavel e tem uma tnica classe de
orientacao; estdo neste caso os matroides orientados definidos pelos
grafos orientados.

Estendem-se a matroides orientados as operagoes de contragao e res-
tricao ja definidas para matroides, de tal modo que qualquer menor de
um matroide M, subjacente ao matroide orientado M, é orientavel pela
orientacao nduzida por M.

Assim, sendo M = (E,V") e A C E, define-se:
M(A) = (A, V*(A)), onde V' (A) = {X]|4 : X € V"}

M[A=(AV*/A), onde V' /A= {X|p\a : X €V e ACX")
e verifica-se que: M(A) = M(A) e M/A = M/A
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4.3.2. Representabilidade

Vejamos que a fungdo sinal associada ao arranjo H define um matroide
orientado M4y = (E,V};) cujo conjunto de covectores, V3, é a imagem
desta funcao :

¢ Como o arranjo é central sinal(0) =0 € V,i;

e O arranjo tem simetria central — sinal(—z) = —sinal(z), e portanto
XeVy &= -XecVy

e Sejam X = sinal(z) e Y = sinal(y) € V3i;

se considerarmos um ponto z muito préximo de z, sé ligeiramente
deslocado na direccao de y de forma a deixar os hiperplanos a que
z pertence mas y nao pertence — z =z + §(y — z), com 0 < § <

= |<z,uj>| o ~ .
mznjzl,,__,n{——gla_y,u»i} entao:

sinal(z) =X oY € V3

e Se jo € S(X,Y), 1e,se (< z,uj, >.<y,u;, >) <0, entdo:
tomando um ponto w na intersec¢do segmento que une z a y com o
hiperplano Hj,, é claro que w sé pode ter sinal diferente de z e y
nos indices de outros hiperplanos que separem estes dois pontos, i.e.,
sendo 0 <e<1ltalque <z+e(y—z)uj, >=0ew=z+¢y —2):
sinal(w) € V3, verifica as condigdes de V*,.

O reticulado dos fechados de My coincide com o reticulado das inter-
secgoes R(H), porque:

k
F é fechado de My seesése F =[] C%, Cj, € C*(My);

=1

VC € C*(My), C' = {e € E :< z,u, >= 0, Yz € sinal"1(C)} entdo
sinal ™} (C) C () ceco He; e se y € () .eco He entio (sinal(y))? = C°

-He € = . HeE
porque o Suporte de C e mlnlma]..

Portanto My = Miin({u1,- -, un}).

No matroide orientado M, (figura da pagina 74), o matroide subja-
cente é isomorfo a Mp;,({u1,us2,us,us}) cujo reticulado dos fechados esta
representado no paragrafo 4.2; por exemplo, {2,3,4} é um fechado de rank
2 deste matroide e {2,3,4} = C°, com C = (+,0,0,0) € V3§ ou o seu
simétrico.

E natural definir M4, usando o conjunto dos covectores quando se pre-
tende traduzir a decomposicao de R? induzida pelo arranjo H. No entanto,
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obtém-se o mesmo matroide orientado pela orientacao dos seus circuitos C
[resp. pelos seus vectores V] dada pelos vectores de {+, —,0}" dos sinais
das dependéncias lineares minimais [resp. quaisquer| da familia de vecto-
res ortogonais aos hiperplanos {uj,---,u,}. Esta é a maneira natural de
associar um matroide orientado a uma configuracio de vectores de R.

Resumindo, ha dois modos duais de definir o mesmo matroide orientado
M(H) — a dualidade de matroides estende-se a matroides orientados.

Se M = (E, V") é matroide orientado e M = M entdo o matroide dual
de M, M*, é orientavel e o conjunto dos seus covectores é o conjunto dos
vectores de M:

Y ={X e{-,0,+}F : X éortogonal a Y, VY € V*}
onde X ortogonal a Y quer dizer:
XNY=0oude,feXnY : X..Y.=-X;Ys.

Os elementos minimais de V sdo os circuitos de M (cocircuitos de M™).

Exemplo

e Sejam e, f € FE dois elementos paralelos do matroide subjacente a um
matroide orientado qualquer, M; como C = {e, f} é um circuito do
matroide subjacente, qualquer cocircuito que intersecte C' contem C.

Portanto, usando a condi¢do de ortogonalidade, ou para todo o X &€
V*(M) X, = —Xy, ou paratodoo X € V* X, = Xy, conforme e e f
tém sinais iguais ou contrarios no vector cujo suporte é C.

Las Vergnas em [71] generalizou para matroides orientados o lema dos
arcos coloridos, estabelecido por Minty para grafos orientados. Como co-
rolario desse resultado obteve que todo o elemento do conjunto de suporte
de um matroide orientado ou estd num circuito positivo ou esta num cocir-
cuito positivo, mas ndo em ambos (consequéncia imediata da ortogonali-
dade entre circuitos e cocircuitos). Assim um matroide orientado é aciclico
se e s se nao tem qualquer circuito positivo.

Em particular, se M é um matroide orientado afim, 1.e., associado a
uma dada configuracdo de pontos em R? e cujos circuitos sio definidos pelos
sinais das dependéncias afins minimais, resulta da defini¢do de dependéncia
afim que M nao pode ter qualquer circuito positivo: um matroide orientado

afim é aciclico.

O conjunto de vectores imagem da funcao sinal no caso de um arranjo

A nio-central em R? nio é combinatoricamente caracteristico. No entanto
’ . . “ . !

também a um tal arranjo pode ser associado um matroide orientado M'(.A)
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tal que um subconjunto bem caracterizavel do seu reticulado de covectores

munido da ordem induzida descreve a decomposicao celular determinada
por A em R? (ver [28]).

Nem todos os matroides orientados sdo definidos por arranjos de hi-
perplanos. O mesmo é dizer que nem todos sdo determinados por uma
configuragdo de vectores; os que o sdo dizem-se representdveis ou coor-
dendveis. Esta nogao estende a nogéo de representabilidade em matroides
J& que um matroide que se sabe coordenavel sobre um corpo ordenado é ori-
entavel. No entanto, o problema da representabilidade complica-se quando
se passa da teoria de matroides para a de matroides orientados. Em teoria
de matroides ha caracterizacées de matroides coordenéveis usando menores
excluidos; este tipo de caracterizagfio nao pode ser feita em matroides orien-
tados. Nem sequer para matroides orientados uniformes, contrariamente ao
que tinha sido conjecturado por Griinbaum para arranjos simples de pseu-
dorectas no plano projectivo (ver [56]), i.e., ndo existe uma familia finita de
matroides orientados uniformes de rank 3 tal que todo o matroide orien-
tado uniforme néo coordenavel tenha um deles como menor (veja-se em [15]
a construcao de uma familia infinita de matroides orientados uniformes, de
rank 3 e ndo realizdveis).

A frente, na figura do pardgrafo 4.3.5 esta representado um destes ma-
troides orientados ndo coordendveis. O estudo de métodos de prova da
representabilidade (sequéncias soliveis) e da ndo-representabilidade (po-
lindmios finais) de um matroide orientado dado tem sido feito pela escola
de Darmstadt (ver [13],[14],[59]).

4.3.3. Reticulado dos Covectores

No conjunto dos covectores de um matroide orientado M4 é natural definir
a relagao de ordem parcial correspondente a considerar na decomposicio
s Ve siamanaoatzealue au A we Ton iy silflea b ey o - A SR - . ) S U |
Lliuial ass0tidada a /1 (O 05 1eCh0sS das Celuldas sdau Colles polliedrals de
dimensao, no maximo d) uma célula menor que outra se e sé se o fecho da
primeira é face do fecho da segunda.

Por exemplo, no matroide orientado M, (figura da pagina 74) os covec-
tores ¥; = (0,—,—,+), Y2 = (+,—,—,0) e ¥3 = (+,—,0,+) sido menores
que o covector X = (+,—,—, +), ja que o fecho de cada uma das células cor-

respondentes a Y7,Y3, Y3 é face do fecho do cone triangular correspondente
a X. Entao:

Cy = sinal (YY) < stnal (X)) = Cx
<= Cy é face de Cx <—
<= Cy=CxN{HeH:Cy CH} =
& (sinal(Y) # 0 = sinal(Y) = sinal(X))
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A esta relacdo corresponde,num matroide orientado qualquer, a seguinte
ordem parcial definida em V*:

VX,Y GV*(YSX<=> existe ACE : YIA ZXlACY[E\AZOE\A@

e S(X.Y)=0e¥ C X).

Juntando um elemento maximal 1 a V* (X <1, VX € V*), o conjunto
parcialmente ordenado £ = V* U {1} é um reticulado finito; tem um ele-
mento minimo, o vector nulo, e dados X,Y € V* existe sempre o menor
dos elementos maiores que ambos:

XVY=Xo0YseXoY=YoX, senfoXVY =1

Em M(H), o supremo de dois covectores conformes X,Y, é o covector
7 correspondente & celula, Cz = sinal™!(Z), de menor dimensdo tal que
Cx e Cy sao faces de C.

Por exemplo, no matroide orientado M, o supremo dos covectores X =
(+,0,0,0) e Y = (0,—,+,+) é o covector Z = (4, —,+,+).

A generalizagio a um matroide orientado qualquer ¢ imediata, se defi-
nirmos fecho de um covector X € V* como o intervalo [0, X] de £ e face do
fecho de X como qualquer intervalo [0,Y] onde ¥ < X.

Como qualquer covector é unido conforme de cocircuitos e estes sao
covectores de suporte minimal (cobrem 0 em L), o reticulado é atémico de
atomos os cocircuitos.

Sendo F(M) a familia dos fechados de M, é claro que a fungzo:

fr (V<) — (FIM),C)
i — X0

é sobrejectiva e inverte a ordem (Y < X = X° C V7).

Mais, se X cobre Y no reticulado dos covectores, entio Y° cobre X° no
reticulado dos fechados.

Fazemos aqui a prova deste resultado ([9], Lema 4.1.12) porque consi-

deramos que ela é um exemplo das técnicas de demonstragio recorrendo
directamente a axiomatica.
— Suponhamos que isto ndo acontece, ou seja, que, para alguns X,Y € V*
eF=2"¢FM),Y <« XeX'CZ2°CY%ie,Y<XeYCZCX.
Podemos admitir que Z > Y (se S(Y, Z) # 0, substituimos Z por Y o Z, ja
que (Y 0 Z)? = Z9).

Se S(X,Z) =0, como Z € X obtemos imediatamente a contradi¢do .

Se existe f € S(X, Z), entdo, pelo axioma Vj, existe W € V* tal que
Wi=0eW,=(Xo02Z), see¢ S(X,Z) Entio:
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Y < W porque, paratodoe € X\ Z #0,0=Y, # W, = X,;
s WC X (Wy=0#Xr)e|S(X, W) £|5(X,2)|.

Portanto, ou S(X,W) = 0 e ja temos a contradigdo , ou repetindo o pro-
cesso com Z = W acabamos por encontrar um vector W € V* tal que
Y<w<X0O

Assim, a imagem de qualquer cadeia maximal de (V*,<) é uma ca-
deia maximal (invertida) do reticulado dos fechados de M que sabemos
ser geométrico de altura rank(M). Entdo, no reticulado dos covectores,
L, todas as cadeias maximais tém o mesmo comprimento, i.e., £ verifica a
condigdo de Jordan-Dedekind e tem altura rank(M) + 1. Designamos por
altura de um covector X € V* como o comprimento de uma cadeia de 0 até
X em V™.

E de notar que nao existe uma caracterizagdo algébrica completa do
reticulado dos covectores, no entanto, os seus intervalos de altura 2 e 3
sao caracteristicos e relevantes no resultado que vamos provar. Fazemos a
sua descrigao depois de vermos a representagdo topologica de um matroide
orientado qualquer.

+ Dado um matroide orientado M = (E V™) esté-lhe naturalmente asso-
ciado um matroide orientado simples, M, i.e., tal que o matroide subjacente
a M é simples. O conjunto E dos pontos de .M é obtido de E retirando os
lacetes e aglutinando elementos paralelos:

E={e: ecE\lg}ondee={fcE\lg : f|le},YVe€c E\Ig

O reticulado dos covectores de M é isomorfo ao de M.
Também ja vimos que todo o matroide orientado tem uma reorientagao
aciclica cujo reticulado de covectores é também obviamente isomorfo a L.
Portanto, ao estudar propriedades que digam respeito a £ néo se perde
generalidade em supor o matroide orientado simples e aciclico; é o que fare—

o l'lahf“‘f\ﬂa +
maos {']P ngr\rn am r'119n+n negte texto o nnn cer qn e men clone o contrario.

4.3.4. Reticulado das faces

A nogao de face de um matroide orientado, introduzida por Las Vergnas em
[69], generaliza a de face de um politope convexo e d4 uma visdao geométrica
dos matroides orientados definidos por configuracdes de pontos.

Se M(E) é um matroide orientado aciclico:

e facetas, ou faces de corank 1, sdo os fechados de M de corank 1
(hiperplanos) cujo complementar é suporte de um cocircuito positivo
— H éfacetaseesése E\H =C =Ct, C €C*. E o mesmo que
dizer que todos os pontos de E estao todos para um "lado” de H, i.e.,
no mesmo semi-espago fechado H U C™.
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e faces sdo quaisquer intersecgOes de facetas e chama-se pontos extre-
mais ou vértices as faces de rank 1; diz-se M é um politope matroidal
se todos os pontos de E sdo vértices.

No matroide orientado M, da pdgina 74, todos os pontos excepto o 3
sdo extremais e todas as rectas excepto a recta {1,3} sdo faces.

O conjunto das faces de M ordenado por inclusdo é um reticulado —
Lp(M). Decorre da definicdo de face que, se F' e G sdo faces de M,
FAG=FnAG.

Como M é um matroide orientado aciclico o tope Ty : (Tj). = +, Ve €
E esta em V*, e as facetas de M estdo em correspondéncia bijectiva com
os cocircuitos C € V* : C < Ty, i.e., os dtomos de £ no intervalo [0, Tp].
As i-faces:

Fi=H0-NH M- =H AN My
correspondem os covectores
X=Cyo:0 rank(M)—i = CyVv---V Crﬂﬂk(M)“"

e como C; < Ty, Vj, o covector X também esta no intervalo [0, Ty]:

O reticulado L é isomorfo ao oposto do intervalo [0, Ty| de £ e portanto
L7 tem a propriedade de Jordan-Dedekind e altura rank(M). Além disso,
para qualquer reorientacfo aciclica de M, M, o vector T'tal que T = A
e T~ = E\ A é um tope de M e o reticulado das faces de tM ¢é isomorfo
ao oposto do intervalo [0,7] do reticulado dos covectores. Portanto, do
reticulado dos covectores podem-se deduzir os reticulados das faces de todas
as reorientacoes aciclicas do mesmo matroide; i.e., enquanto Lp traduz a
convexidade de M, £ traduz a convexidade de qualquer matroide orientado
da classe de orientacgao de M, justificando a nomenclatura grande reticulado
das faces utilizada para £ por alguns autores.

Na figura seguinte estd representado o intervalo [0, ++++] do reticulado
dos covectores do matroide orientado M.

++++

+0++ +++()

<

Q0++ Q++0

0000
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Notando que:
F C FE é face de rank s de um mat. or. aciclico M de rank r <

< F=N_{H; com E\ H; =C; =C},C; e C*(M)

<> E\F=Cy0---0C,_; onde C; € C*(M) estd contido em E \ F, Vi
<= E\F=X=X", onde X € V(M) <
<= E\F=X=X", onde X € V*(M/F) =
<= M/F é um matroide or. aciclico.

é facil ver que se G é face de M/X e X é face de M entdo M/ X UG =
(M/X)/G é aciclico, i.e., X UG é face de M e v.v., se H é face de M con-
tendo a face X, H\ X éface de M/X. Resulta assim que qualquer intervalo
(X, E] do reticulado das faces Lp(M) do matroide orientado aciclico M é
1somorfo ao reticulado das faces do matroide M/X.

Usando argumentos do mesmo tipo (ver [69],lema 1.1.1 ¢ lema 1.1.3)
prova-se que os intervalos de Lz(M) da forma [0,Y], onde Y é face de M
sdo isomorfos a Lp(M(Y)); resumindo, se X e Y sdo facesde M e X <Y
entao:

[X,Y] em Lp(M)é isomorfo ao reticulado das faces de M(Y)/X.

As nogOes usuais de convexidade sdo um caso particular das defini-
das para matroides orientados j4 que no caso de termos um r-politope
de vértices vy,...,vg, o matroide orientado de rank (r + 1) definido pelas
dependéncias afins dos vértices M, ¢(1,---,k) é aciclico e o fecho convexo
de {vi,,---,vi, } € uma j-face do politope se e s6 se {i1,--+,1,} é uma face
de rank (5 +1) de M.

Assim, sempre que um matroide é realizdvel o seu reticulado das faces
L é politopal, i.e., é isomorfo ao reticulado das faces de algum (rank(A) + 1)-
politope. No entanto as duas nogdes nio sdo equivalentes e o problema de
determinar um exemplo de um matroide orientado com reticulado das faces
nao-politopal permaneceu aberto durante algum tempo (ver em [9], §1.5,
um exemplo de matroide orientado uniforme e nao-realizdavel cujo reticulado
das faces é politopal).

Outras nog¢oes e resultados usuals em convexidade podem ser generali-
zadas para matroides orientados. Sdo exemplo as de subconjunto convexo,
de fecho convexo de um conjunto ou o teorema de Carathéodory. Em par-
ticular é valida para matroides orientados a férmula de Euler:

ra.nk(M} .
> (—1)fiM) =0onde fi(M) = |{F € LF(M) : rank(F) = i}|

=0
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e a funcdo de Mobius definida no reticulado das faces, L, de um matroide
orientado aciclico verifica a relagao :

u(0, F) = (=1)7"H 5, VF € Lp(M)

A prova deste resultado feita em [30], obtem como coroldrio a generalizagao
para matroides orientados simpliciais das relagdes de Dehn-Sommerville
para politopes simpliciais.

4.3.5. Representagao topolégica

Do ponto de vista topoldgico, as duas nogdes — a de matroide orientado e
a de arranjo de hiperplanos — aproximam-se.

J4 referimos que num matroide orientado realizivel definido num con-
junto F, a familia dos seus covectores estd em correspondéncia bijectiva,
através da funcdo sinal, com a familia das células (abertas) da decom-
posicio celular determinada em R? por um arranjo central de |E| hiperpla-
nos.
A cada Y € V7, corresponde a célula Cy = {z € R? : sinal(z) =Y}.
O fecho destas células é um cone poliedral cujas faces estao em corres-
pondéncia bijectiva com os elementos do intervalo [0, Y[ de £, i.e.:

e ao fecho da célula, Cy, corresponde o intervalo fechado [0,Y] de Vi

e & fronteira destas células, 9Cy = Cy \ Cy corresponde o intervalo
[0,YT.
Além disso, R? = UYGV?{ Cy e Co = {0}.
Esta decomposicio celular de R? traduz geometricamente a estrutura
combinatéria da familia dos covectores de M(H).

Como ja observamos, a decomposi¢do celular determinada na esfera
unitdria, ¢!, pelas intersecgoes com a esfera dos hiperplanos do arranjo
H estabelece 0 mesmo tipo de correspondéncia com os vectores de V7,\ {0}.

S=HNS¥t={S, = H.NS%! : e € E} diz-se um arranjo sinalizado
de esferas e é caracterizado por:

o Ve € E, S. é uma esfera S%7%; $471\ S, tem duas componentes
conexas:

St = {ze8?: (z,u) >0}
8 = {ze8 Vs {zu)<0)

o Sy = ﬂeEA S. é uma esfera para todo o subconjunto A de E;
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eseec E,ACFEelSy ;t_ S, entao 5S4 N S, é uma esfera em S4 de
lados S4 N ST e SaNS. (as duas componentes conexas de S4N Se).

e Se meeE H, = {0} entdo meEE Se = 0 e o arranjo S diz-se essencial.

A imagem da funcio s = sinal|ga-1 é V*\ {0}.

As células (abertas) da decomposicdo celular da esfera, S%~1, deter-
minada pela fun¢do s, oy = s 1Y) = Cy N S%! sio homeomorfas a
discos abertos (a intersecgdo com a esfera do interior dum cone poliedral);
o seu fecho Ty = [Jycx<y s~ '(X) é homeomorfo a um disco fechado e
a sua fronteira uma unido finita de discos abertos — doy = Ty \ oy =

Uocx<y s7H(X).

Resumindo, A = {Ux}XEV"\{O} é um CW-complezo regular cuja rea-
lizagio geométrica ||Al| é a esfera S9!, Esta decomposicio celular regular

da esfera € a esséncia da representagao topologica de um matroide orientado
qualquer:

Se no arranjo & ndo nos restringirmos a esferas lineares e permitir-
mos que, para todo o e € E, S, seja imagem homeomorfa da esfera —
Sg = h(S?7?), onde h é um homeomorfismo de S?~!, mantendo as outras
condigbes, obtemos um arranjo sinalizado de pseudoesferas (essencial se
Nees Se = 0).

Para toda a pseudoesfera S, S%~1\ S, tem duas componentes conexas
cujo fecho é homeomorfo a uma d-bola, i.e., para cada S, podemos escolher
um "lado” positivo e um "lado” negativo, S e S;”. Assim, podemos definir
uma fun¢dio o : S%! — {— 0,4+}F que localiza cada ponto de §%~!
relativamente as pseudoesferas do arranjo &, analogamente ao que foi feito
para o arranjo de esferas:

{_.L ce fr-CQ+

i) = (e e asdelalal, = { 0 & zES,
— se z€S_

A imagem desta fun¢io V*(S) = {o(z) : = € S} U {0} C {—,0,+}F
verifica os axiomas dos covectores de matroides orientados definindo uni-
vocamente, a menos de reorientagdo, o matroide orientado simples de rank
d, M(S).

Mais, A = {71 (X) : X € V*(S)\ {0}} é a familia das células de um
complezo celular regular, A(S), tal que |A(S)|| = S¢1.

O reticulado das faces deste complexo € isomorfo ao dos covectores pela
aplicagao que leva X € V*(S) na célula fechada §x = {y € S9! : o(y) =
X}
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Reciprocamente, se M = (E,V*) é um matroide orientado de rank d,
o reticulado dos covectores, L, é isomorfo ao reticulado das faces de uma

decomposi¢io celular regular, A, da esfera Grank(M)-1)

Este CW-complexo determina em [|A || = S9! um arranjo de pseu-

doesferas § = (S¢)ecE, onde S, = (Aﬁ)g ={Xel: X =0}

Este arranjo é tinico, a menos de homeomorfismo, é essencial e pode ser
tomado com simetria central, i.e., Se = —5,, Ve € E.

Resumindo, hd uma correspondéncia bijectiva entre classes de orientacdo
de matroides orientados simples de rank (d+ 1) e classes de equivaléncia
de arranjos sinalizados (essenciais) de pseudoesferas em 5%, (onde dois ar-
ranjos sdo equivalentes se ezistir um homeomorfismo de S% que leva um no
outro) (teorema de Folkman-Lawrence).

Como estes arranjos podem ser tomados com simetria central e usando
a identificacio usual de pontos antipodas de S¢ para obter o espago projec-
tivo real P?, aos arranjos de pseudoesferas em S? correspondem arranjos
de pseudo hiperplanos no espaco projectivo P4, Assim qualquer matroide
orientado pode ser representado por um arranjo de pseudohiperplanos no
espaco projectivo.

No caso de d = 3, e usando a identificagdo usual, ao arranjo de pseudo-
esferas em S? corresponde um arranjo de pseudorectas no plano projectivo
real portanto qualquer matroide de rank 3 pode ser visto como tal (ver [21],
Teorema 2.1). E de notar que alguns problemas sobre arranjos de rectas
puderam ja ser resolvidos usando matroides orientados que depois se prova,
usando métodos algébricos, serem coordenaveis; ver [73] para um exemplo.
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Um matroide orientado € representdvel ou coordendvel se for possivel
"esticar” as pseudoesferas até ficarem esferas, i.e., se existe um homeomor-
fismo de S¢ que leva as pseudoesferas em conjuntos da forma

Se={z €R™ : (z,u)=0e]z] =1}

O arranjo de pseudoesferas do lado direito na figura representa um matroide
orientado nao-coordenavel. "Esticando” as pseudorectas obtém-se o arranjo
de esferas do lado esquerdo, ja que, pelo teorema de Pappus, a "pseudo-
circunferéncia esticada” tem de passar pelos trés pontos de intersecgao das
outras circunferéncias. Os dois matroides orientados sao distintos, neste
caso até os matroides subjacentes o sdao porque é obviamente diferente o
reticulado das intersecgdes.

A nocao de arranjo de pseudoesferas e o teorema de representacao foram
dados por Folkman e Lawrence em [50], um dos artigos que introduziu a
teoria de matroides orientados. Quatro anos depois Mandel ao fazer na sua
tese [76] o estudo dos matroides orientados do ponto de vista topoldgico,
simplificou e esclareceu conceitos e resultados desse artigo.

Acrescentemos ainda que um importante resultado de Las Vergnas [70]
permite ver os matroides orientados como "geometrias sinalizadas local-
mente realizaveis”. Mais precisamente Las Vergnas prova que : se M é um
matroide e S é uma qualquer sinalizagdo dos seus cocircuitos (atribuigdo
de sinais ao complemento de cada hiperplano de M) essa sinalizagdo € uma




4. 4.3. MATROIDE ORIENTADO 89

orientagdo de M se e 36 se para toda a corecta L, M/L com a sinalizagdo
induzida € um matroide orientado.

Como L é fechado de M e rank(L) = rank(M) — 2, rank(M/L) = 2.
Decorre do teorema de representacdo que qualquer matroide orientado de
rank 2 é coordendvel e portanto M /L é sempre coordenavel. Pode-se assim
reformular o teorema dizendo que um matroide M é orientavel se e s0 se €
possivel sinalizar os cocircuitos de tal modo que em torno de cada corecta
se obtem uma geometria real, 1. e., um matroide orientado coordenével.

Este resultado permite simplificar os algoritmos de determinacgdo da
orientabilidade nos casos em que pre-existe uma estrutura de matroide, dos
quais € significativo exemplo o dos matroides orientados uniformes. Neste
caso, ele é equivalente & utilizagdo dos polinémios de Grassmann-Plicker
de 3 termos na definicdo de um quirotope simplicial (ver [11]).

4.3.6. Veértices e arestas de um matroide orientado

Usando a correspondéncia atras definida entre os reticulados das faces e dos
covectores, vamos ver a que correspondem na representagao de Folkman-
Lawrence de um matroide orientado as suas faces de rank 1 e 2:

Seja M um matroide orientado aciclico de rank d:

Vértices do reticulado das faces — Como M ¢ aciclico o tope positivo
Tp € T(M); a um ponto extremal e de M corresponde um covector X €
[0,Tp] tal que X° = {e}. Como X < Ty, X = X e portanto Ty =
Xo(=Tp) € T(M). Entao X =Ty ATy e ointervalo [X, 1] de £ (de altura
2) tem estes 4 elementos.

Quer dizer que, na decomposicio celular de S%~! determinada pelo ar-
ranjo de pseudoesferas que representa M, a cada ponto extremal e cor-
responde a (d — 1)-face da célula maximal correspondente ao tope T que a
separa do tope g1p. Se M = M(H) é matroide orientado representavel,
aos pontos extremais de M correspondem as faces de dimensdo d — 1 do
fecho da célula maximal (ou componente conexa de R? \ H) determinada
pelo "lado” positivo H ¢+ de todos os hiperplanos H; € H.

E claro que o mesmo se passa com toda a reorientagao aciclica de M,
i.e., com todo o subconjunto A de E tal que 7T € um tope de M: e é
ponto extremal de 7M se e s6 se WTQ também é tope de M. Usando
a referida bijecgdo com o reticulado das faces de M se vé que o vector ¥’
dado por Y% = {e}, YT =E\Ae Y~ = A\ {e} é covector de M, infimo
em L dos topes 71 e ng.

Além disso,

|{pontos extremais de zM}| =

= |{covectores de £L(M) cobertos por zTp}| =



90 4.3. MATROIDES ORIENTADOS E ARRANJOS DE HIPERPLANOS

= |{(d - 1)-faces do fecho da célula o= (To)}| > d

Quando o numero de pontos extremais de M ¢é igual ao rank também o
nimero de facetas é igual a d ([69]). Neste caso, o reticulado das faces é
isomorfo ao oposto do intervalo [0,57Ty] de £ que é booleano e portanto é
isomorfo ao reticulado das faces de um (rank(#) — 1)-simplexo. Um matroide
orientado M é simplicial se todas as reorientagdes aciclicas de M tém
rank(M) pontos extremais.

Uma das mais antigas conjecturas em matroides orientados, posta por
Las Vergnas em [69] e verdadeira para matroides orientados coordensveis
(ver [19]), afirma que todo o matroide orientado tem uma reorienta¢do
aciclica simplicial, i.e., uma das células maximais da representacido do ma-
troide € um pseudo-simplexo de dimensao rank(M) — 1.

4

O matroide orientado uniforme M, determinado pelo arranjo de pla-
nos H, representado pelo arranjo de rectas da figura, tem quatro pontos
extremais e o seu reticulado das faces é isomorfo ao intervalo [0, 4+ + ++]
do reticulado dos covectores representado na figura seguinte, ou seja, ao
reticulado das faces de um quadrado.

4+

Note que, e.g., o matroide orientado M, é uma reorientagao aciclica
de M,, tem trés pontos extremais e o seu reticulado das faces é isomorfo ao
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de um tridngulo e, portanto, € isomorfo ao reticulado das faces do matroide
orientado M,.

Arestas do reticulado das faces — a uma face de rank 2 de M, F», =
{e1,-++,em}, corresponde um covector ¥ € [0,Tp] (i.e., Y+ = Y) tal que
Y g, eyl e

Em LF o intervalo [0, F3] (isomorfo ao reticulado das faces de qualquer
matroide orientado aciclico de rank 2) é um "diamante” indicando quais
os pontos da aresta que sdo os seus vértices.

O intervalo [Y, 1] do reticulado £ permite obter a ordem dos pontos na
aresta; esta informacdo também pode ser deduzida do conhecimento dos
vértices das reorientagdes aciclicas de M por mudanga de sinal em pontos
de Fy:

olhando para um matroide orientado aciclico M(E) de rank 2 como uma
recta com |E| pontos, é facil notar que, sendo a e b os pontos extremais de
M, z1 # a é ponto extremal do matroide orientado aciclico 7 M se e s6 se
r1 é o ponto de F que se segue a a quando se percorre a recta no sentido de
a para b. E assim sucessivamente até obtermos uma reorientacao aciclica
de M, 3=5-M, que tem novamente b como ponto extremal.

Sejam a = e; € b = e; os vértices de F; e X, e X} os vectores que
lhes correspondem no intervalo [Y,Ty] s de altura 2 isomorfo ao oposto de
[0, F3] - Além de X, e X} no intervalo [Y, 1] estd qualquer vector Z € V*
tal que Z =Y o Z e s6 estes.

Os vectores nestas condigbes sdo os topes correspondentes as reori-
entagoes aciclicas de M por mudanga de sinal em pontos de F;, e os covec-
tores de corank 2 (em L) correspodentes aos vértices dessas reorientagoes.
Portanto, na representagao topolégica de M, o fecho da célula o 1(Y) é
face dos fechos das células correspondentes a todos estes covectores (e s
deles).

Pode-se assim definir uma correspondéncia entre conjunto dos topes e
o dos covectores de corank 2 em [Y,1]| partindo, por exemplo, de Tj e
esgotando dois a dois os elementos de ambos os conjuntos até chegar de
novo a dois covectores cobertos por um mesmo tope. Entdo, um intervalo
[Y, 1] de altura 3 em £ é isomorfo ao reticulado das faces de um poligono
com tantos lados como o numero de topes nesse intervalo. Note-se que esse
numero tem de ser par ja que

YoZ €lY,1]] < Yo(-2) €[Y¥,1]

e maior ou igual a quatro; da-se a igualdade quando a face F, so tem dois
pontos — os seus vértices.
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O que foi observado é consequéncia quase imediata do teorema de Folkman-
Lawrence se notarmos que para todo o covector Y, o intervalo [Y,1] de £ é
1somorfo ao reticulado dos covectores do matroide orientado aciclico M\ Y.
Como este matroide, no caso de Y'° = F}, tem rank 2, decorre do teorema
de representacao que este intervalo de £ é isomorfo ao reticulado das faces
de uma decomposigdo celular regular de S! e este é obviamente isomorfo
ao das de um poligono.

Na verdade usando argumentos semelhantes é facil ver que qualquer
intervalo de altura 3 de £ é deste tipo, sem a obrigatoridade do numero de
lados ser par (ver [9], prop.4.1.17).

4.4. Como se pode passear num matroide orientado

4.4.1. Camaras ou Topes

A familia T(M) C {+, —}¥ dos covectores maximais ou topes de um ma-
troide orientado determina-o por si s6, como foi observado por Mandel [22]:

Ve X E{4,0,~} : XoTECT}

Ao contrario de todas as outras, esta defini¢do de matroide orientado
nao generaliza qualquer conceito de teoria de matroides ([25], [72], [92]),
tornando particularmente interessante um dos primeiros resultados de Las
Vergnas, ja citado na introdugdo, que mostra que o niimero de reorientagdes
aciclicas de um matroide orientado aciclico M sé depende do matroide
subjacente M:

IT(M)| = D |ur(,F),
FeF

onde pr € a fungdo de Mobius do reticulado F dos fechados de M.

Ja vimos que sendo M um matroide orientado aciclico 7 (M) pode ser
visto como o conjunto das reorientagoes aciclicas de M:

A=T7, TeT(M) & M é aciclico.

No caso de o matroide orientado ser representavel esta familia de vec-
tores tem interpretagdes geométricas particularmente interessantes:

e Se M(E) ¢ definido por uma certa configuracio de pontos em R¢
(portanto aciclico), M é reorientagdo aciclica de M se e s6 se:

— existe uma transformacdo projectiva ¢t : RY — R?, nao-singular
e permissiva para o conjunto £ de pontos de M tal que z M é
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o matroide orientado definido pelos pontos da imagem ¢(E) (ver
[34]).

ou

— existe um hiperplano de R? que separa os pontos de A dos de
E\ 4, i.e., os fechos convexos (em R?) de A e de E\ A ndo se
intersectam (ver [33]); esta interpretacio geométrica explica a
nomenclatura particoes ndo-Radon.

e Se M(E) é definido por um arranjo central M de hiperplanos de R?
j4 vimos que aos topes correspodem bijectivamente as componentes
conexas de R? \ ‘H. No problema que vamos resolver olhamos para
T (M) como uma generalizagao desta situagao geomeétrica, i.e., como
um conjunto em bijec¢io com o conjunto das células maximais (de
dimensdo topoldgica rank(M)) da decomposicao celular da esfera

§(rank(M)=1) Jeterminada por M.

4.4.2. Galerias

Duas componentes conexas de R? \ H sdo adjacentes se tém uma face de
dimensao (d—1) em comum. Esta nogéo utilizada por Deligne em [37] para
arranjos simpliciais tem como generalizagao natural em matroides orien-
tados considerar adjacentes dois topes que na representagdo de Folkman-
Lawrence tém uma (d — 1)-face comum.

Seja M um matroide orientado simples e aciclico definido num conjunto

E:

Definicdo 4.2. Dois topes T e U de T(M) séo adjacentes se existe um
covector X € L tal que [ X°|=1e X =TAU.

Chama-se grafo dos topes, G(T ), ao grafo cujos vértices sdo os topes e
cujas arestas sao os pares de vértices adjacentes.

(Veja, na figura do paragrafo 4.4.3, o grafo dos topes do matroide ori-
entado M,).

Faz entio sentido falar em caminhos neste grafo e em caminhos minimais
a que chamamos galerias. Note-se primeiro que:

T,U € T(M) sio adjacentes se e sé se Je € E tal que T =g U

Como S(T,U) = {e} decorre do axioma de eliminagio, Vj, a existéncia do
covector X nas condigdes da definicdo . A outra implicacao é imediata com

fel = X",

Defini¢dao 4.3. Uma familia G = (Ty,71,--+,Tn) de n + 1 elementos de
T (M) é uma galeria entre Ty e T}, se:
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o T; é adjacente a T;_; para todoo i, 1 <i < n;

o |S(Th, Tn) ={e € E : (To)e = —(Tn)e}| = n.
Observe-se que:

e Existe sempre uma galeria ligando dois quaiquer topes de M.

Na verdade, dada uma reorientagdo aciclica de M, zM, existe uma
ordem nos pontos extremais de M pertencentes a A de tal modo que
os matroides orientados obtidos pelas sucessivas mudangas de sinal
nessa ordem sdo todos aciclicos (ver [21]) - ligando dois quaisquer
vértices T e U do grafo dos topes existe um caminho de comprimento
|S(T,U)|. Em [26] estd provado que G(7) é mesmo (rank(M))-conexo
e notado que este resultado € o melhor possivel j4 que no caso de M
ser coordenavel, M = M(H), pelo menos uma componente conexa
de R? \ H é um (rank(M) — 1)-simplexo, i.e., existe um tope T' € T (M)
que tem exactamente rank(M) topes adjacentes.

O grafo dos topes, ndo-etiquetado, determina o matroide orientado
de maneira unica, a menos de reorientagao ([7]); em [26] é dado um
algoritmo para a construcdo do conjunto dos topes de M a partir
deste grafo. Algumas caracteristicas deste grafo sio simples de obter
— o grau de qualquer vértice é maior ou igual a rank(M), o didmetro
do grafo é dado pela distancia entre dois topes simétricos e é igual
ao numero de elementos de E, o grafo é bipartido.No entanto, ndo
é conhecida (exceptuando o caso de rank(M) < 3 [51]), uma carac-
terizacdo grafica de G(7); ela daria uma nova axiomatiza¢ao para
matroides orientados.

Ha exactamente duas galerias ligando dois topes T e U de M se e
s6 se um pode ser obtido do outro por mudanga de sinal numa face
de rank 2 da reorientagio aciclica de M a que ele corresponde. Dito
doutro modo:

Lema 4.4. Ezistem exactamente dois caminhos em G(7T) de compri-
mento |A| entre T e U se e 36 se, sendo A={e€ E : T, = —U,} ¢
B={e€E :T.=—(To)e =—}, A é uma face de gM de rank 2.

Prova — Se A ¢ face de rank 2 de gM e Y é o covector que lhe
corresponde em £ (Y < T,Y < U e Yy = A) vimos, no paragrafo
4.3.6, que existem exactamente dois caminhos correspondentes a per-
correr os pontos da face A nos dois sentidos possiveis: aqueles cuja
primeira aresta é cada um dos covectores correspondentes aos pontos
extremais de A em gM.
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Reciprocamente, se existem exactamente duas galerias ligando os to-
pes T e U entdo, sendo Y = T AU € L, o intervalo [Y,1] de L é
isomorfo ao reticulado das faces de um poligono e portanto tem al-
tura 3. Pela correspondéncia que definimos entre Lp e os intervalos
[0, 7] de £ isso quer dizer que Y é face de rank 2 da reorientacdo
aciclica de M correspondente ao tope T.[1

4.4.3. Caminhos equivalentes

Pelo que foi observado faz sentido definir do seguinte modo a equivaléncia
entre caminhos minimais ligando dois topes:

Definigao 4.5. Duas galerias com as mesmas extremidades,
G = (T Brs 3 Tu) o @ = (T} =Ty, T, T, =T,)

sao equivalentes se podem ser obtidas uma da outra efectuando um numero
finito de deformacdes elementares.

A galeria G = (Ty,Th,- -+, Tn) é uma deformagdo elementar da galeria
G i 2 T 0 i Ty 22 Ty )

1. Existem dois inteiros p e ¢, 0 < p < ¢ < n tais que, para todo o
iz gmpgsigsn=—=1=T

2. As galerias Gy = (T, Togs,, 1y) ¢ Gy &= (T3, gy, T) sB0
tinicas em 7 (M) com estas extremidades.

Ou seja, sao, por defini¢do, equivalentes os caminhos que sé diferem no
sentido de percurso de um ntmero finito de faces de rank 2 de algumas
das reorientagdes aciclicas de M correspondentes a topes que sdo vértices
comuns. Podemos agora enunciar:

Teorema 4.6. No conjunto dos topes de um matroide orientado duas quais-
quer galerias com as mesmas extremidades sdo equivalentes.

Como ja referimos, este resultado foi provado por Deligne para um ar-
ranjo de hiperplanos, H, em que todas as cimares sdo cones simpliciais.
Neste caso, na decomposigao celular definida pela intersec¢ao dos hiperpla-
nos de H com a esfera todas as células maximais sao simplexos, ou seja, o
matroide orientado M = M(H) é simplicial.

Num outro caso particular, o de rank(M) = 3, o teorema esta implicito
em [21]. Na verdade do Teorema 2.1 deste artigo pode ser deduzido que , no
caso de rank(M) ser 3, além de duas galerias com as mesmas extremidades,
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-

Ty e Ty, serem equivalentes, o nimero minimo de deformagdes elementares
para chegar de uma até a outra é igual ao ntiimero de rectas do matroide

orientado M(A) onde A={e € E : (Tp)e = —(T0)e}-

Vamos provar o teorema por indugdo no comprimento das galerias e para
1sso precisamos de garantir a possibilidade de conseguir galerias equivalentes
as dadas mas com um "bom primeiro passo”; dar um bom passo é, por
definicdo da equiléncia, percorrer faces de rank 2 de M ou de alguma
reorientagao aciclica conveniente.

Consideremos entdo o conjunto das reorientacoes aciclicas de M,

AC=ACM)={ACE : A=T", paraalgun T € T(M)}

e, para cada elemento deste conjunto, A € AC, o grafo G 4:
os vértices [resp. as arestas| de G 4 sdo os fechados de M de rank 1 [resp.
de rank 2] incluidos em A e pertencentes ao conjunto AC.

Proposigcao 4.7. Para todo 0 A € AC o grafo G4 € conezo.

Nota 4.8. 1. Se A for um fechado do matroide subjacente M entdo
existe um covector X € L tal que X° = A e X € [0,Tp] N [0,7To],
portanto X = E\ A e A é face de M.

Sendo A face de M vimos que [0,A],  Aq) = Lr(M(4)). Entéo,
neste caso o grafo G 4 € o l-esqueleto do reticulado das faces do ma-
troide orientado aciclico M(A) e portanto é conexo.

2. Se M for simplicial, para todo 0 A € AC, wM tem r = rank(M)
pontos extremais e o intervalo [0,7 Tp] é booleano. Neste caso, o grafo
G 4 é o grafo completo K, e portanto é (r — 1)-conexo.

3. Se considerarmos o conjunto AC parcialmente ordenado por inclusio

m m minim ™ m m F ananti nta
ele tem elemento minime e elemento méximeo, # e F| respectivamente.

Em geral este conjunto parcialmente ordenado nao é um reticulado,
nem mesmo quando o M é coordendvel (ver em [40] um exemplo). No
entanto, qualquer cadeia maximal de ultimo elemento 4 € AC tem
comprimento |A| pelo que j foi observado a propésito da conexio do
grafo dos topes. Como conjunto ordenado, .AC, é isomorfo ao conjunto
dos topes 7 (M) com a relagio de ordem definida pelas mudancas de
sinal relativamente a um tope fixado, e.g., Top € 7(M). A altura
de um qualquer T € T(M) da o cardinal do conjunto separador
dos dois topes, |S(T,Tp)|, e no caso de M = My, da o nimero de
hiperplanos que é preciso "atravessar” para chegar da camara Ty & T
sem "atravessar” duas vezes o mesmo hiperplano (ver um exemplo na
figura seguinte).
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Diagrama do conjunto parcialmente ordenado AC(M,)

4. Na prova da proposi¢io vamos utilizar um resultado de Cordovil que
relaciona a generalizagdo da formula de Euler para matroides orien-
tados com os elementos deste conjunto AC:

Teorema 4.9. ([22], Teorema 2.2) Sejo A € AC tal que A # { e

A # E; entio:
Z (__1)rank(F) =1 & Z (_1)rank(F) -0
relp(M) relzM)
FoA=# FriaAze

Como coroléario do teorema anterior, Cordovil calculou a funcao de
Mébius em AC; este coroldrio generaliza para matroides orientados
um resultado de Edelman em [40] para arranjos de hiperplanos.

Coroldrio 4.10. ([22], Corolédrio 2.10) Se A € AC entdo:

[ (=1)renkA) ge A ¢ uma face de M
YA = { 0 se nao €

Prova da proposigao — No caso de |A] <2, G4 resume-se a um veértice
ou a dois vértices ligados por uma aresta, e o resultado é imediato.

Suponhamo-lo verdadeiro para todo o A € AC tal que |A| < n e consi-
deremos B C E tal que M ¢é aciclico e [B| =n + 1.

Podemos supor que B nio é face de M porque, caso o seja, a proposicao
decorre do que foi observado na Nota 4.8.

Seja u a funcdo de Mdbius do conjunto parcialmente ordenado AC e
consideremos um vértice z, qualquer, do grafo Gp. Vejamos que z nao
pode ser um vértice isolado:
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e Por definicio de funcdo de Mobius de um conjunto parcialmente or-

denado:

p(@,{z}) = -1
u(®,B) = — > u(®,4)

AGB
aeAC
Mas
Y. ow@®4)= > w04
AEB ACB\{z}

rEAEAC

e a segunda soma vale zero porque, mesmo que B \ {z} ¢ AC, como
|B| > 2, hé, pelo menos um y # z em B que é ponto extremal de M.
Le., hé, pelo menos um A € AC, nao-vazio, tal que A C B\ {z}.

Assim, resulta das duas igualdades anteriores que:

u(0,B)=— > u(0,A);

&
z€AGH

acAC
Pelo resultado referido em 4, p(0,A) # 0 s6 se A for face de M,

portanto:

0=u(0,B)=— Z p(0, A).

ze€AGB

ae ACnL p (M)

Sendo esta ultima soma igual a zero e u(0, {z}) = —1 tem de existir
uma face A de M que tem z como um dos seus pontos extremais e
que é um subconjunto proprio de B.

Entéo, existe uma face A’ C A tal que ¢ € A’ e rank(A') =2, ie., z
é vértice de (pelo menos) uma aresta da face A. Isto porque, sendo
Lp(M) um reticulado de Jordan-Dedekind, as cadeias maximais cujo
elemento maximo € A tém comprimento igual a p(A) = rank(A) > 2.

A' é a aresta de B procurada.

Como nenhum vértice de G é isolado escolhamos um vértice zg € B

tal que B\ {zo} € AC. A existéncia de um tal vértice é garantida pela
conexao do grafo dos topes que ja referimos.

Por hipétese de indugao, o grafo Gpy\(z,} € conexo; além disso, todas as

suas arestas sao arestas de Gp. Como G p s6 tem mais um vértice que nao
¢ isolado, este grafo é conexo.l]
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Prova do teorema — Por indug¢édo no comprimento das galerias.
Sejam G e G' duas quaisquer galerias diferentes e com as mesmas ex-
tremidades,

G =(Tp T, v Tn) e G =(Ty = T, T3, Ty =Ty

Se n = 2 entéao T2 :W Tg € G = (TQ,WTQ,TQ) e G’ = (TO,WTO,TQ),
ou v.v.. Sendo assim, G e G' sdo Unicas com estas extremidades e portanto
podem-se obter uma da outra fazendo uma sé deformagao elementar.

Suponhamos o teorema verdadeiro para galerias com n elementos e pro-
vemos que isso faz de G e G' galerias equivalentes:

e Vamos supor que (Ty)e = +, Ve € E. Nao se perde generalidade,
porque isso acontece numa reorientagdo aciclica de M e a nocao de
galerias equivalentes depende da classe de orientagao e ndo do ma-
troide orientado. Sendo A = {e € E : T, = —Tp} o conjunto das
coordenadas negativas de T, A € AC.

Sejam a e b os elementos de A tais que T3 = To e T =07
Tp,respectivamente. Entfo a e b sdo vértices do grafo G4; no caso
de serem iguais o teorema decorre da hipodtese de indugdo . Sendo
distintos, acabamos de provar que existe um caminho em G 4 ligando
os dois vértices.

¢ Suponhamos que esse caminho tem uma sé aresta, l.e., a e b sdo os
pontos extremais de uma aresta de Lp(M) contida em A:

Fy = {a,b} = fecho em M de {a,b}.

Como vimos no Lema 4.4, hd exactamente duas galerias com Tj e
U =%, To como extremidades; sejam elas G e Gs.

Compondo cada uma destas galerias com uma terceira ligando U a
T, (existe pelo menos uma por causa do grafo dos topes ser conexo)
obtemos duas novas galerias, UG; e UG, com T e 15, como extre-
midades; estas duas sdo, por construgao, equivalentes.

Por outro lado, G e UG, sdo também equivalentes — tém T e T} em
comum e, por hipdtese de inducgdo, duas quaiquer galerias entre T; e
T, sdo equivalentes. E claro que o mesmo acontece com G' e UG, e
podemos assim concluir que G e G’ sdo equivalentes.

Usando este argumento consecutivamente e para todas as arestas do
caminho que liga a com b em G4, obtemos o teorema.[]
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4.5. Aplicagao do teorema

Como referimos na introdugdo, para estudar a topologia do complemento
do complexificado de um arranjo real de hiperplanos, Y(’Hc), Salvetti as-
sociou a ¥ um CW-complexo regular e finito, Agy(Y"), homotopicamente
equivalente a variedade Y. Usando o teorema de Deligne que acabamos de
generalizar para matroides orientados, ele deu uma apresentagdo do grupo
fundamental II,(Y") em que o nimero de geradores bem como o de relagoes
s6 dependem do reticulado das interseccoes R(H). Estes resultados sio
tao mais importantes quanto nao-trivial é a variedade em questdo, mesmo
quando o arranjo M é relativamente simples (veja-se [29]).

Tanto Ziegler em [103] como Gel’fand e Rybnikov em [53] notaram que
o complexo de Salvetti associado a um arranjo de hiperplanos depende uni-
camente do matroide orientado (representavel) por ele determinado, i.e., se
a dois arranjos reais, H; e Hs, esta associado o mesmo matroide orientado
entao as variedades por eles determinadas sdo homotopicamente equivalen-
tes:

My = My = Y(HT) = Y(HS).

Dada a representagdo topoldgica de um matroide orientado, é natural
perguntar se esta construgao de Salvetti é generalizdavel a um matroide ori-
entado qualquer. A resposta afirmativa a esta questdo foi dada em [28];
vamos aqui descrever sucintamente a construgdo do CW-complexo de Sal-
vetti Apg = Agai(M) determinado por um matroide orientado qualquer
e o resultado do mesmo artigo que utiliza o Teorema 4.6 ¢ obtém uma
apresentacao do seu grupo fundamental, II;(A p4), em que o nimero de
geradores e o numero de relagdes s6 depende de M.

4.5.1. CW-complexo de Salvetti determinado por um matroide
orientado

Consideremos ‘H = {H;, Hz} um arranjo central de duas rectas em R?, por
exemplo, H, = {(z,0) : z € R} e H, = {(0,y) : y € R}. E seja:

Y =Y(H®) =C*\ ({(,0) : ze CIU{(0,w) : w e C})

o complemento em C? do complexificado de H.

O complexo de Salvetti associado a M ¢é construido do seguinte modo:
para cada tope T € T(M) e cada covector X € [0,7], associamos ao par
(X,T) uma célula de dimensdo igual a (rank(M) — h(X)), onde A(X) é a
altura de X no reticulado dos covectores.

Assim, neste caso, hd quatro células de dimensdo 0, quatro células
de dimensdo 2 e oito células de dimensdo 1. Cada covector X, tal que
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rank(M) — h(X) = 1 define duas arestas, uma para cada um dos tope a
que ¢ adjacente.

Uma célula (Y,U) é face de (X,T) seesése X <Y eU =Y oT,
ie., U é o tope adjacente a Y mais proximo de T. Entao € claro que, no
exemplo, todas as 2-células tém quatro vértices, correspondentes aos pares
(T,T), representados na figura por um ponto na regiao correspondente ao
tope T. Cada uma das arestas correspondentes a um mesmo covector X
esta representada por um segmento que "o0” cruza e orientada para o tope
que a determina. As 2-células, correspondentes aos pares (0,T), tém todas
quatro arestas e estao representadas a cinzento na regiao 7.

O complexo de Salvetti determinado por M é homotopicamente equiva-
lente a um toro, cuja decomposi¢cdo nas quatro células de dimensao 2 estd
representada na figura abaixo.

Em geral, se M = (E, V") é um matroide orientado e 7 o conjunto dos
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seus topes, em
P=PM)={(X.T) eV xT : X £T},
defina-se a relagdo de ordem:
(Y INL(X,T) 2= X <Y sll=YoT
Para todo o (X,T) € P sédo isomorfos os conjuntos parcialmente ordenados:
{RLUIeP : (Y, U) £ (XT)} =Perxry = Vag={B eV 1 2> X},

Pelo teorema de Folkman-Lawrence, o segundo é isomorfo ao reticulado das
faces de uma decomposigéo celular regular da esfera de dimenséo rank(M \
X). P é isomorfo ao reticulado das faces de um complexo celular regular
Ap( My, tnico a menos de homeomorfismo ([6], ver apéndice).

Definicao — O CW-complezo de Salvetts de M € o complezo celular
regular, A g = /—\‘P(M)f determinado, a menos de homeomorfismo, por

P(M).

4.5.2. Uma apresentagao do grupo fundamental II;(A 44)

E sabido que o grupo fundamental de um complexo celular conexo, A, pode
ser calculado a partir de A<y, 0 2-esqueleto de A:

IT; (A) é o quociente do grupo dos caminhos nas arestas pela relagio de
homotopia combinatéria (ver apéndice).

Em A 44 o conjunto dos vértices (0-células) identitifica-se com T(M),

V=C={T7T):Te M}

Uma aresta (1-célula) de A 4 é um par (X,T) € V* x T tal que T cobre
X em L({M), X < T. Como vimos em 1.4.1., isto quer dizer que | X% =1e
existe (um unico) T" € 7 tal que X = T AT". Claro que neste caso (X, T")
também € uma aresta de A p4. Como {T,T'} é uma aresta do grafo dos
topes, pode-se identificar o 1l-esqueleto de A 44 com o grafo que se obtem
de G(7) duplicando as arestas:

E=C={e=(T,T),e" =(T",T) : {T,T'} é aresta de G(T)}.

A relacao de homotopia combinatéria além de identificar caminhos que
so diferem em percorrer uma aresta consecutivamente nos dois sentidos
também o faz aqueles que s6 diferem num caminho que percorre a fronteira
de uma 2-célula. Assim, para calcular II;(A M), além de se necessario de-
finir uma orientagdo das 1-células de A M Precisamos também de conhecer
a fonteira das 2-células:
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¢ Os elementos de E podem ser canonicamente orientados considerando
que o primeiro elemento do par é o vértice inicial,i.e., sendo e =
(T,T"), e(e) = + se e s6 se a aresta e é percorrida de T para 7", como
no exemplo da figura Santonio.

Um caminho nas arestas de A 4, diz-se positivo [resp. negativo] se
todas as suas arestas sdo percorridas no sentido positivo [resp. ne-
gativo]. Um caminho, 7, nas arestas de A 4 diz-se minimal se o
seu comprimento ¢ o menor dos comprimentos dos caminhos com os
mesmos vértices inicial e final que ~.

e A fronteira de uma célula de dimensao 2, o9, do complexo A 4 é
igual & uniao de dois caminhos nas suas arestas, minimais, positivos
e com os mesmos vértices inicial e final, porque:

a célula o, corresponde um covector X € V* tal que X 0= F, é uma
2-face de alguma reorientagao aciclica de M; Fy € Lp(gM), para
algum B C E.

Do que foi visto no §4.3.6 se deduz que os vértices da fronteira de o9
correspondem, bijectivamente, aos elementos de 7 (M) pertencentes
ao intervalo [X,1] de £L(M) e as arestas & duplicagdo ("orientada”)
das arestas da restri¢gio do grafo dos topes, G(T), a estes vértices.
Em particular, os topes T = (B, E\ B) e U = T 7s80” vértices de
gs.

Pelo Lema 4.4 hd exactamente dois caminhos em G(7) ligando os
topes T' e U de comprimento |F|. E claro que caminhos minimais em
G(7T) estdo em correspondéncia bijectiva com caminhos nas arestas
de A p4, minimais e positivos. Da construgéo dos caminhos dados por
aquele lema decorre que a unido dos vértices e das arestas nos dois
caminhos que lhes correspondem em A 44 € a fronteira de oy. Além

disso, é possi,vel orientar (topologicamente o 2-esqueleto de A 44 de
tal modo que a fronteira de cada 2-célula se obtém percorrendo um
dos caminhos no sentido positovo e o outro no negativo; (ver exemplo
no fim do paragrafo).

Assim, podemos reescrever o Teorema 4.6 como segue:

Teorema 4.11. Sao combinatoriamente homotdpicos quaisquer dois cami-
nhos nas arestas de A p4 minimais, positivos (ou negativos) e com os mes-
mos vértices inicial e final.

Para poder calcular o grupo fundamental e fazendo, se necessario uma
reorientagdo de M, fixemos o vértice Ty ((Tp); = +, Vi) e consideremos os
caminhos fechados de veértice inicial e final Tj.
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O numero de geradores deste grupo teria de ser no maximo igual ao
numero de arestas de A 4. Na verdade, had um conjunto de geradores bem
menor — os caminhos que, partindo de um vértice (tope) fixado vao dar
uma volta em torno de cada um hiperplanos (pseudohiperplanos).

Teorema 4.12. ([28], Teorema 3.4.) Seja v9 = ajas - an @ um caminho
positivo nas arestas de A(M) correspondente a uma galeria que liga Ty a
—Ty fizada.Entio: O conjunto {@;}i=1,...n ¢ um sistema de geradores de
I (Apg), onde @; € a classe de equivaléncia do caminho nas arestas:

3 1. —1 :
@; =ajay---a;a;a;_,---ay a; , para 1 <i < n.

Portanto o grupo tem uma apresentacdo com tantos geradores como 0s
fechados de rank 1 de M.

Para obter este resultado foi utilizada a equivaléncia entre caminhos mi-
nimais positivos com as mesmas extremidades e as fronteiras das 2-células.

Nas duas dltimas figuras esta parcialmente representado o conjunto dos
covectores do matroide orientado M. Foram tracadas todas as arestas de
A p4 correspondentes aos topes representados e sublinhada a equivaléncia,
entre os caminhos (ds) e 3(by) e os caminhos geradores ay e asy, respecti-
vamente.

B(ds) = A2 A3 AsA1dy D3 D7 DT ~ oy = D1 D> D3 Dydy D3 Dy DT

,B(bg) = D1D2D3D4bng—lB4_lD;1 ~ (g = D1D2d2D1_1.

No primeiro caso, a equivaléncia € consequéncia do Teorema 4.11, ja que
o ?

Yo = Ag A3 A4 Ay e vy = D1D2D3 Dy sdao caminhos minimais positivos com
as mesmas extremidades.

o o s . DS S TSP DUNY ) SURTS TN DR ¢

PR Db‘c':L.LJ.J.uU lJJ-DLzJ.DqJ.J.J.UD UT udadl ) 11ULIuTlida wua LTueolula U.g — \J_ J.U
onde Y é o cocircuito (—,0,0,0); é facil ver que esta fronteira é unido dos
caminhos minimais positivos, v = D3 Dybs e v = dy B4 B3

¢k
O

E conhecido que cada 2-célula de Ay determina uma relagao nos ge-
radores do grupo fundamental, na verdade o nimero de relagoes também
foi em [28] substancialmente reduzido:

Teorema 4.13. ([28],Teorema 3.8.) Sejam (Y,Y oTp) e (Y'Y 0 Ty) duas
quaisquer 2-células de Ay  tais que Y0 = (Y entio as relagies nos
geradores do grupo determinadas por estas células sao conjugadas. Portanto
II1(Apq) tem uma apresentagdo com uma relagdo para cada fechado de
dimensao dois de M.
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4.6. Apéndice

4.6.1. Conjuntos parcialmente ordenados, reticulados

Damos unicamente as definigdes dos conceitos de teoria de reticulados uti-
lizados no texto; ao leitor interessado referimos [81].

Definiciao 4.14. Seja P um conjunto (finito) parcialmente ordenado pela
relagao <; diz-se que:

1. o dual ou oposto de P, P* é o conjunto parcialmente ordenado que
se obtem invertendo a ordem em P 1.e.,

r<p-y & y<pc.

2. P é limitado se tem um tnico elemento maximal e um unico elemento
minimal; por P ser finito estes elementos sdo, respectivamente, o
mé&ximo e o minimo de P e sdo geralmente notados por 1 e por 0.

3. se a, b sdo elementos de P diz-se que b cobre a e nota-se a < b, se
a<beVrePa<z =b<z)

4. quando P tem elemento minimo, os dtormos de P sdo os elementos
de P que o cobrem e os coatornos os que sdo cobertos pelo elemento
méximo (quando ele existe).

5. uma cadeia de P é um subconjunto C de P totalmente ordenado pela
mesma relagio ; o comprimento de uma cadeia C é igual a |C| — 1.
Uma cadeia C)s diz-se mazimal se todo o elemento de Cjs cobre o
seu antecessor.

6. P tem a propriedade de Jordan-Dedekind se todas as cadeias maximais
em P tém o mesmo comprimento [, dito o comprimento de P. Neste
caso, define-se a altura de qualquer elemento z € P, p(z), como o
comprimento do conjunto parcialmente ordenado P, = {y € P : y <

7. se z,y € P, se existe elemento minimo do conjunto {w € P : z <
wey < w} ele éo supremo de z e y e nota-se zVy. De modo analogo
se define o infimo de dois elementos de P, z A y.

8. P é um reticulado se existem z Ay e zVy para todo o par de elementos
z,y de P. Um reticulado é:

(a) atdmico se todo o elemento z de P é supremo de dtomos de P e
é coatdmico se todo o elemento é infimo de codtomos.
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(b) relativamente complementado se
Va,y,zeR:z<y<zW eR: (yVy =2,y Ay =2).

(c¢) booleano se é isomorfo ao conjunto das partes de um conjunto
ordenado pela relacao de inclusdo.

9. Se (P1,<1) e (P, <3) sdo reticulados, o seu produto é o reticulado
(Py x Py,<),onde P; x P, ={(a,b) : a€ Py, b€ Py} e a relagao de
ordem neste conjunto é definida por:

(a,b) <(c,d) <= a<1cebdb<sd.

4.6.2. Funcgao de Mobius e relagao de Euler

Definigcao 4.15. Seja P um conjunto parcialmente ordenado finito. A
fungao de Mobius de P é a funcado inteira g = pp definida em P x P
por:
_Zzgzq, ulz,z) se z<y
ppley) =5 1 g8 =7y
0 se zgy

E caracteristica da fungio de Mobius a propriedade de inversdo, par-
ticularmente utilizada nalguns conjuntos parcialmente ordenados bem co-
nhecidos como < P(X),C>, o conjunto das partes de um conjunto X
ordenado por inclusfo, e < N, | >, os naturais ordenados pela relagido de
divisibilidade: Se f é uma funcdo de valores reais, definida no conjunto
parcialmente ordenado P e g(y) = 3, ., f() entao a fungdo de Mdbius do
conjunto parcialmente ordenado P permite obter f em fungao de g

fw) = g(z)up(z,y)

<
e

O livro de Aigner, [1], é uma boa referéncia para um estudo completo das
caracteristicas desta fungdo bem como de resultados uteis ao seu calculo
particularmente no caso de P ser um reticulado.

No livro [100], é feito um resumo dos resultados conhecidos sobre a
func¢ao de Mébius do reticulado dos fechados de um matroide. E também
definido o polindmio caracteristico de um matroide e traduzido para lin-
guagem matroidal o chamado problema critico que permite obter nesta
linguagem um problema equivalente ao da coloragao de um mapa com 4
cores.

Para poder classificar matroides orientados aciclicos de rank n, como
no caso dos n-politopes convexos, uma das perguntas plausiveis é:
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Quais 03 n-uplos ordenados (zy,--,zy) admissiveis se, Vi : 1 <1 < n,
z; = f; for o nimero de faces de rank ¢ do matroide orientado?

Para politopes este problema sé esta completamente resolvido em di-
mensdo 3. No entanto, para qualquer politope convexo C de dimensao
n ha uma relacdo linear entre todas as coordenadas de um tal n-uplo, a
chamada relacdo de Euler:

n
> (~1)".£:(C) = 0 onde, por definigio, f-1(C) =1
1=—1
Como ja referimos no texto a relagao de Euler é valida para matroides
orientados.

4.6.3. Complexos celulares regulares

As decomposigbes celulares de que falamos nesta seccao sdo uma classe
particular dos CW-complezos, proxima dos complexos simpliciais — os CW-
complezos requlares e finitos. As defini¢Oes e resultados mais gerais podem
ser consultados em qualquer livro basico de topologia algébrica, ver, e.g.,
[93]. Aqui restingir-nos-emos ao que foi utilisado no texto.

Definigao 4.16. 1. Uma célula (de dimensdo d) é um espago homeo-
morfo a By = {z € R? : ||z|| < 1} para algum d; e uma célula aberta
(de dimensdo d) € um espago homeomorfo ao Int By.
2. Um CW-complezo, A, é uma colecgao de células abertas disjuntas,
{o}sea, cuja unido é um espaco topologico de Hausdorff, ||A|], e tais
que:

C Para cada o existe uma aplicacdo continua, f, : Bgs — |A]
que restrita ao interior de By é um homeomorfismo sobre o e
cuja imagem da fronteira de By esta contida numa uniao finita
de células abertas de dimensdo menor que d;

W Um conjunto F' é fechado em ||A|| se F N7 é fechado em 7 para
todo o &.

3. Se a colecgdo de células abertas € finita diz-se que A é um CW-
complezo finito. Note-se que neste caso a condigdo [W] € redundante.

4, Se para todo ¢ se puder tomar para fungdo caracteristica f, : By —
|A|| um homeomorfismo tal que fo(Sq—1) é tgual a uma unido finita
de células abertas de dimensdo menor que d, o CW-complexo diz-se
reqular.

Os exemplos mais comuns de complexos celulares regulares sao os comple-
xos poliedrais II, cujas células sao politopes convexos que se intersectam
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segundo faces comuns; quando estes politopes sao fecho convexo de um
conjunto independente afim de pontos de R%,i.e., os elementos de II sdo
simplexos, entao o complexo é simplicial.

o Seo, 7€ Aeoc Cr diz-se que o é face de 7.

e O conjunto parcialmente ordenado das faces de A, F(A), é o conjunto
das células de A ordenado por inclusao.

o ' C A é um subcomplezo se toda a célula de A que é face de uma
célula I' também ¢é célula de T'.

o O k-esqueleto de A é o subcomplexo A<y = {c € A : dimensdo de o <
k}. As células de dimensdo 0 [resp. 1| chamam-se vértices [resp. ares-
tas).

e Se um espago topoldgico T é homeomorfo a ||A|| diz-se que A é uma
decomposi¢cio celular reqular de T.

Definicao 4.17. Seja < P,<> um conjunto parcialmente ordénado. O
complezo das cadeias de P, K,r4(P), é o complexo simplicial abstracto
cujos veértices sdao os elementos de P e cujos simplexos sao as cadeias de
P i.e., os subconjuntos totalmente ordenados de P.

Representamos por || K,r¢(P)|| ou por ||K|| a realizacao geométrica de
um tal complexo.

Proposigao 4.18. ([9], Prop.4.7.8) Se A é um complezo celular regular
entio o espago topoldgico ||A|| € homeomorfo d realizacdo geométrica do
complezo das cadeias do conjunto das faces de A, || Kora(F(A))]|-

Este homeomorfismo pode ser escolhido de tal modo gque a sua res-
trigcio a uma qualquer célule o € A € um homeomorfismo sobre o com-
plezo geoméirico associado ao conjunto parcialmente ordenado F<, = {7 €

F(A) : 7 <o}, [ Kora(Feo)ll-

Coroldrio 4.19. Se A € um complezo celular regular entdo ||Al| € deter-
minado, a menos de homeomorfismo, por F(A). Mais, para todo o o € A,
| Kora(F<o)|| é homeomorfo d esfera S(#mo=1),

Assim, se P ~ F(A) entdo o complexo simplicial ||Kyrg(P)| é uma
subdivisdo baricéntrica de |Al|. Reciprocamente, é possivel caracterizar os
conjunto parcialmente ordenado obtidos deste modo — os conjuntos parci-
almente ordenados CW:

Teorema 4.20. ([6]) Seja P um conjunto parcialmente ordenado tal que,
para todo 0oz € P, z # 0, o complezo simplicial | Korg(P<z)|| € homeomorfo
a uma esfera; entdo eziste um complezo celular regular, A, tal que P ~

F(A).



4. 4.6. APENDICE 111

4.6.4. Homotopia combinatdria

Seja A um CW-complexo conexo. O 2-esqueleto de A, Ay = V U E,
determina o grupo de homotopia de A.

Consideremos as arestas (células de dimensdo 1) de A com uma ori-
entacdo fixada; entao:

Definigao 4.21. 1. Um caminho nas arestas de A, -y, é um produto
finito de arestas sinalizadas:

y=eites? --e;r ondee; € E, ¢ € {—1,+1}, Vi, 1 <7< n

tals que o vértice inicial de qualquer aresta é o vértice final da anterior
e uma aresta e; € percorrida segundo o seu sentido se e s6 se €; = +.

2. O comprimento de um caminho é dado pelo nimero de arestas do
caminho, comprimento(y) = n.
3. E também um caminho de arestas o caminho vazio, i.e., aquele que é
constituido por um vértice isolado.
4. v é um caminho fechado se o vértice inicial de e; coincide com o
vertice final de e,.
5. O produto de dois caminhos fechados, v e 4/, com o mesmo vértice
inicial € dado pela justaposicao dos dois caminhos, i.e.:
! €1 €2 €n Ifll Ifrz fe:z
qury = g et i veilaen’ By e ral R
Definigao 4.22. Dois caminhos, v e ¥/, com o mesmo vértice inicial sao

combinatoriamente homotdpicos, v = 7', se é possivel obter um do outro
efectuando um nudmero finito das seguintes deformacoes elementares:

e Inserir ou retirar uma aresta que € percorrida consecutivamente num
sentido e no oposto, ef.e™® &

¢ Inserir ou retirar um caminho fechado que percorre a fronteira de uma
célula de dimensédo 2, v( fronteiracs) = {.

Proposigao 4.23. 0 grupo fundamental II,(A) coincide com o grupo cujos
elementos sdo as classes de caminhos fechados nas arestas de A e de vértice
inicial fizado, O:

T={7 7' =7}
e onde o produto de duas classes € a classe do produto de dois dos seus
respectivos representantes.
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