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0.1 Introducao

Neste trabalho estudamos as aplicacoes livres do plano, que sao os homeomorfismos de
R?, que preservam a orientacdo e que ndo tém pontos fixos.

O exemplo mais simples de uma aplicagao livre é a translacdo T'((z,vy)) = (z+1,y)
e é imediato verificar que qualquer translagao do plano, 7", é conjugada a T, isto &,
existe um homeomorfismo de R?, C, tal que T o C' = C o T". Assim, do ponto de vista
dinAmico estas aplicagoes sao iguais.

Naturalmente coloca-se a questao de saber se qualquer aplicacao livre é conjugada
a uma translacao. Brouwer foi o primeiro a apresentar exemplos de aplicacoes livres
que nao sao conjugadas a uma translacao. A Brouwer deve-se também um teorema
(teorema da translagdo no plano) que descreve de uma forma semi-global a dinamica de
uma aplicagao livre. Sem entrar em detalhes, podemos resumir parte desse resultado
do seguinte modo: dada uma aplicagao livre H e fixado um ponto qualquer do plano, z,
existe um aberto néo limitado (saturado de um dominio de translagio) que é invariante
por I e tal que a restricao de H a esse aberto é conjugada a uma translagao.

Quando esse saturado é igual a R? é claro que a aplicacdo é conjugada a uma
translacao. Assim, a questao que se coloca é a de caracterizar as aplicacgoes livres que
nao sao conjugadas a translagdes. A resposta a esta questdo é obtida introduzindo a
nogao de regioes de divergéncia para infinito, nocao essa que essencialmente traduz o
modo como os iterados de um ponto divergem para infinito. De facto, uma aplicagio
livre é conjugada a uma translagdo se e s se todas as Orbitas divergem para infinito
do mesmo modo.

Este trabalho estd organizado do seguinte modo:

No Capitulo 1, obtém-se varios resultados sobre a dinamica das aplicagdes livres,
resultados esses que serao essenciais para a demonstracao do Teorema de translagao
no plano. Em particular, mostra-se a existéncia de arcos de translacao para aplicacoes
livres e demonstra-se que o conjunto nio errante de uma aplicagao livre é igual ao
conjunto vazio.

No Capitulo 2, apresenta-se uma demonstragao do Teorema da translacio no plano.



No Capitulo 3, introduz-se a nocao de regidao de divergéncia. Mostra-se que uma
aplicacao livre é conjugada a uma translagao se e so se possuir apenas uma regiao de
divergéncia. Apresentam-se exemplos de aplicacoes livres com um nimero impar de
regioes de divergéncia e demonstra-se que uma aplicacao livre nao pode ter exactamente
duas regioes de divergéncia.

O Capitulo 4, é dedicado a um exemplo: o Hénon conservativo. Neste Capitulo
estuda-se a dinamica desta aplicacao e com base nesse estudo constréi-se uma conju-
gacao entre o Hénon e uma translagao.

Finalmente, no Capitulo 5, constroi-se uma medida invariante para uma aplicacao
livre qualquer. A construcao dessa medida apoia-se na dinamica destas aplicacoes que

sera apresentada no Capitulo 1.



Capitulo 1

Nas aplicacoes livres todos os pontos

sao errantes

1.1 Introducao

O objectivo principal deste capitulo é mostrar que se H : R? — R? ¢ uma aplicacio
livre, entdo o conjunto dos pontos ndo errantes de H é vazio (Teorema 1.22). As
demonstragdes aqui apresentadas seguem de perto [3].

O esquema da demonstracio é o seguinte:

1. Considerar H : R?> — R? um homeomorfismo que preserva a orientacio e tal

que Q(H) # ;

2. Mostrar que H é isotépico a um homeomorfismo H; tal que Fiz(H) = Fiz(H,)

e H, tem um ponto periédico de periodo 2 (Proposicao 1.7);

3. Compactificar R? com um ponto e estender H; a um homeomorfismo H; : $2 —»
S2. Tal H, preserva a orientagao e tem pelo menos um ponto fixo (o ponto de
compactificacdo). Mostra-se entdo que Fz’x(fll) = Fi\UF,, onde F; e F, sao
fechados, nao vazios e disjuntos (Proposi¢ao 1.19). E obvio que este ultimo

resultado mostra que Fiz(H) # 0.

Na seccao 1.5 apresentamos trés exemplos que mostram que este resultado nao pode

ser melhorado:



e Nao se pode garantir a existéncia de pontos peridédicos de periodo maior que um.
e Nao se pode remover a hipétese de o homeomorfismo preservar a orientagéo.

e Nao vale para dimensao maior que dois.

Por fim, na sec¢ao 1.6 apresentamos algumas consequéncias deste resultado.

1.2 Construcao de Isotopias

Iremos considerar, seguidamente, deformagoes continuas de homeomorfismos de R?,
ou seja dados os homeomorfismos ' : R? — R? ¢ G : R? — R?, consideramos as

aplicagoes continuas 6 definidas por:

6: [0,]]xR — R?
(t,X) — 6(X)

onde t € [0,1] é a variavel de deformagao e 6 é tal que:
e Parat=0,6y=Feparat=1,0, =G,
e 0, é um homeomorfismo Vt € [0, 1].
Definicao 1.1 Uma aplicagao 0; nestas condi¢oes diz-se uma isotopia.

Neste caso diz-se que F' é isotopica a G ou que F' é isotopicamente equivalente a G,
na medida em que fica claramente definida uma relagao de equivaléncia no conjunto
dos homeomorfismos de R?.

No que se segue, usaremos isotopias que enviam um ponto z num ponto y dentro
de um compacto e que sao a identidade no complementar desse compacto. Mais pre-
cisamente, vamos ver que ¢ possivel encontrar aplicaces 6, t € [0,1], tais que 6, é
um homeomorfismo, 6y = Id , 6,(z) = y e O|g2_x = Id (onde K é um compacto que
contém z e y no seu interior).

Comecemos por considerar:



Dois pontos distintos A = (a,b) e B = (¢,d) de R?;

O vector de translagao AB = (v1,v2) = (¢ — a,d — b);

O rectangulo Ry = [ag, a3] X [bg,b3] com az < a, ¢ < a3, by < b, d < bs;

O recténgulo R, = [(1’11,(14} X [bl,b4] com ey < ag < az < aq € bl < bz < by < b4;

Uma fungdo ¢ de classe C™ tal que ¢(t) = 1, Vt € [ag,as], e (t) = 0, Vt €

| — 00, a1] U [ag, +00];

e Uma funcao v de classe C* tal que ¥(t) = 1, Vit € [by,b3], e ¥(t) = 0, Vt €
| — 00, b1] U [bs, +00[. (ver figura 1.1).

(asby)
(a; ,bj)
B
(vi.vz) (c,d)
A
(a,b) 5
(ay.b;) Rz

(ajlb‘l )

Figura 1.1:

Consideremos agora o campo de vectores X((z,y)) = ¢(z)¥(y)(vi, v2) e a equagio

diferencial associada:

() (&'(1),y'(1)) = X((2,9))

Note-se que se (z,y) ¢ int(R2), entdao X((z,y)) = (0,0) e que se (z,y) € R, entao
X((z, ) = (v1,v2).



Seja @ : Rx R? — R? o fluxo associado a equagao diferencial, ou seja ®(¢, (o, 1))
¢ o tempo t da curva solugdo de (*) com condi¢do inicial (xg,yp), para t = 0. ® é

continua e para cada t € R a aplicagao:
o,: R — R?
(Iay) = (IJ(t’ (l‘,'y))

¢ um homeomorfismo, ®; = Id por construgao:
Qyp2_p, =1d etambém @,(A) = A+ (v,1) = B.

Considere-se entao a isotopia (9t)te[0,1], definida por 8, = &,, que claramente safisfaz
o pretendido.

Notemos que a escolha dos rectangulos R, e R, nao é relevante. De facto, se D é um
disco topolégico qualquer, isto é, homeomorfo & bola unitaria fechada, e A, B € int(D),
para obter uma isotopia (6;)icpo.1), tal que 6y = Id, Oyge_p = I1d,Vt € [0,1], e 6;(A) = B

procedemos do seguinte modo:

Considera-se um homeomorfismo F de D em R, sendo R rectangulo de R?. E
claro que F'(A) e F(B) pertencem a int(R). Agora em R constroi-se, como atras, uma
isotopia (@;)te[g,l], tal que 6y = Id, f’)},Rz_R =1Id, vVt €[0,1], e gl(F(A)) = F(B).

Finalmente define-se (6;)cjo,1) por 8,(X) = - ogt oF(X),se Xe€D,ef(X)=X
se X ¢ D, Vt € [0,1]. E claro que esta isotopia satisfaz as condi¢des impostas.

A construgao de fungoes ¢ e ¥ de classe C'™° que verificam as condigdes anteriores

pode ser encontrada em [6], na pagina 29.

1.3 Criacao de pontos peridédicos de periodo 2 através
de isotopias
Vejamos em primeiro lugar algumas defini¢bes elementares:

Definicao 1.2 Seja X um conjunto, dada uma aplicacao H : X — X diz-se que x €
um ponto fizo para H se H(x) = z. Diz-se que um ponto é periddico de periodo

n, se H%(z) = x ¢ H¥(z) # 5. Ve {12, .un—1}
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Notacgao 1.3 Denota-se por Fiz(H) e Per,(H), o conjunto dos pontos fizos e o con-

junto dos pontos periddicos de periodo n de H, respectivamente.

Definicao 1.4 Seja X um espago topoldgico, dada uma aplicagao H : X — X, diz-se
que € um ponto nao errante para H se qualgquer que seja a vizinhanca V de z,

exista um n € N tal que H*(V) NV # (.
Notagao 1.5 Denota-se por Q(H) o conjunto dos pontos nao errantes para H.

E claro que Fiz(H), Q(H) e Per,(H) sdo invariantes por H, que Fiz(H) C Q(H),
Per,(H) C Q(H) e que Fiz(H) e Q(H) sdo conjuntos fechados.

Na construgao das isotopias, conforme o descrito anteriormente, pretendemos enviar
um ponto noutro, de modo a ficar invariante um conjunto, ou seja a deformacio actua
simplesmente num compacto fixando todos os pontos fora desse compacto. Vamos pois

precisar da seguinte definicao:

Definigao 1.6 Seja H : R* — R? um homeomorfismo. O Suporte de H, Supp(H),
é a aderéncia do complementar de Fiz(H), isto é Supp(H) = Ad{t € R? : H(t) £ t}.

Note-se que Supp(H) ¢ invariante por H e que R2 = Supp(H) U Int(Fiz(H)).

Queremos provar a seguinte:

Proposicao 1.7 Seja H : R2 — R? um homeomorfismo que preserva a orientacéo.

Se H tem um ponto ndo errante, nao pertencente a Fiz(H), entdo eriste uma
isotopia {Hy : t € [0,1]}, tal que:

1) Hy=H;

2) No complementar de um compacto contido em R* — Fiz(H) tem-se H, = H,
Vi € [0,1];

3) Fiz(H,) = Fiz(H);

4) Hy tem um ponto periddico de periodo 2.

Comecemos por estabelecer alguns resultados. Tais resultados podem ser enuncia-
dos num contexto mais geral, no entanto fixamo-nos a R?. O Lema seguinte é 6bvio,

contudo vai ser 1util na demonstracao do Lema 1.9.

g



Lema 1.8 Sejam Hy, H,, ..., H, homeomorfismos de R?. Se X C R?, entao
HioH, 19..0H{X)CXU ('QJlSupp(Hi)).

Demonstracgao:
Para n = 1 temos claramente que H,(X) C X U Supp(H,).
Supondo vilido o resultado para n — 1, ou seja

Hy 10H, 30..0H(X)EXU (ﬁQ;Supp(Hi)), obtemos:

HyoH, jo..0H(X) C Hp(XU (ﬁ_OIISupp(Hi)))

n-—1

c [Xu(

-

Supp(H;))| U Supp(H,)

1

C?Jﬁ

= X1JJ

i=1

e por inducao temos o resultado pretendido. O
O Lema seguinte, vai ser usado na demonstragao do Lema 1.14.

Lema 1.9 Sejam H,, Hs, ..., H, e H homeomorfismos de R?.
Se H(Supp(H;)) N (‘CJlSupp(Hj)) =0, Vi € {1,...,n}, entdo
J:
Fiz(H,oH, y0..0H o H)= Fiz(H).

Demonstragao:

(2) Temos em particular que H(Supp(H;)) N Supp(H;) =0 , e como esta situacio
se verifica Vi = 1,...,n podemos concluir que o conjunto dos pontos fixos de H nao
intersecta Supp(H;) Vi =1,...,n. Logo Fiz(H) N (iLihlSupp(Hj)) = (), o que implica a
inclusdo Fiz(H) C Fiz(H,o H,_10...0 H o H). )

(C) Vamos provar por indugdo sobre n:

=1

Se Hyo H(z) = z, ousejase z € Fiz(H, o H)), e se z ¢ Fiz(H) teriamos que
H(z) # z. Logo, por definicao de suporte, H(z) € Supp(H,) e também x € Supp(H,)
(isto porque z = H, o H(z)), o que é manifestamente um absurdo, pois por hipétese
temos que H(Supp(H,)) N Supp(H,) = 0. Assim H(z) = z.

Supondo agora que Fiz(H,_j0H, 90..0H,oH) C Fiz(H), vamos mostrar que
Fix(Hy,oH, 0.0 HoH)C Fiz(H) .

10



Seja z € Fiz(H,o H, 10..0 H; o H). Assim:
H,oH, jo0..0H oH(z)=uz, o0queé equivalente, por H, ser homeomorfismo, a

H, 1 oHy 96 .0 H o H{x) = H-'(x).

n

Note-se que podem ocorrer duas situagdes: ou z € Supp(H,) ou = ¢ Supp(H,).
Se z € Supp(H,,), entdo H(z) € H(Supp(H,)). Por outro lado, aplicando o Lema

1.8 obtemos:
H(z) = Hy'oH, ‘o..oH joH (z) C {w}U(.CJlSupp(Hi‘l)) = {SE}U(QISupp(Hf))-

Como, por hipétese, H(Supp(H,)) e _&ISupp(Hi) sao disjuntos, segue que H(z) =
1=

Se z ¢ Supp(H,) , entdo = ¢ Supp(H;'), logo z = H;!(z) = Hy_yo...0 H o H(z),

n

0 que, por hipoétese, implica que z € Fiz(H), como era pretendido. O

Vejamos agora uma defini¢ao 1til para o que se segue e que esta ilustrada na figura

1.2.

Definigao 1.10 Seja H : R2 — R? um homeomorfismo. Um arco injectivo T C R2

diz-se um Arco de Transla¢ao para H, se:

1. 7 liga algum ponto  a sua imagem H(x);

2. Hn)NT =0 (ondet =7— {z,H(z)})
H(x)

T H(1)

H’(x)

Figura 1.2:
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Nota 1.11 7 nao contém pontos fizos de H. De facto a ezistir um tal ponto seria
necessariamente x ou H(z). Logo, tertamos H(z) = z, o que contraria a injectividade

de .

Nota 1.12 H(z) pertence sempre a TN H(7) , e se x pertencer a esse conjunto entdo

T € ponto periddico de periodo 2.

Lema 1.13 (Brouwer) Seja H : R* — R? um homeomorfismo. Se y e H(y) es-
tio contidos na mesma componente conera de R* — Fiz(H), entdo existe um arco de

translagao, 7, tal que y € T .

Demonstracgao:

Seja U a componente conexa de R* — Fiz(H) que contém y e H(y). Seja entdo
D um disco topolégico contido em U, tal que y € int(D) e tal que H(D)N D = {,
uma vez que U & conexo podemos considerar uma isotopia em U, {6, : t € [0, 1]}, que

verifique as seguintes condicoes:
2. 6(y) =y, Vt€[0,1];

3. 6,(H(y)) € D.

Figura 1.3:

Consideremos D, = ;' (D); por compacidade existe um primeiro ¢ €]0, 1, tal que
D, N H(D,) # 0. Vamos chamar s a esse primeiro ¢ e analisando a figura 1.3, temos

entao que:

12



(a) y € Int(Dy) (por construgao da isotopia);

(b)Int(Ds) N H(Int(Dy)) (por escolha de s);

(¢) D, intersecta H(D;) num ponto que pertence a fronteira de cada um deles. Se
chamarmos H(x) a esse ponto entdo x pertence também & fronteira de Dy, pois pontos
da fronteira sdo enviados em pontos da fronteira.

Logo, podemos escolher um arco injectivo 7 contido em D; que liga z a H(z) e tal
que 7 esteja no interior de D, . Por (b) tem-se que H(7)N 7 = 0 e, portanto, 7 & um

arco de translacao nas condic¢oes do enunciado. O

Lema 1.14 Seja 7 um arco de translacao para o homeomorfismo H : R? — R? . Se
H™(1)N7 # 0 para algum n > 2, entdo existe uma isotopia {Hy : t € [0,1]} que verifica

as sequintes condicoes:
1. HO = H,’

2. No complementar de um compacto contido em R* — Fiz(H) tem-se H, = H

vt € [0,1];

?

3. Fiz(H;) = Fiz(H), ¥t € [0,1];
4. Hy tem um ponto periddico de periodo 2.

Demonstragao:

Vamos chamar z e H(z) as extremidades de 7. Por defini¢io de arco de translacao
tem-se que 7 N H(7) C {z,H(z)}. Se 7N H(7) = {z, H(z)} entdo, de acordo com a
Nota 1.12, z é um ponto periédico de periodo 2 e o resultado é trivial. Suponha-se
entdo que 7 N H(7) = {H(z)}. Chamemos n + 1 ao primeiro inteiro maior ou igual a
2, tal que H™(r)n7 # 0.

Seja z € H™"(r) N 7. E interessante notar que 2 # H(z); isto porque se n +1=2
e z = H(xz) ter-se-ia um ponto de periodo 2, pois H*(H(z)) = H(z) ese n +1 > 3,
entao como z = H(z) implica que H *(z) =z € 7 ¢ como H™'(z) € H"(7), ter-se-ia
que H*(7) N1 # 0, 0 que é absurdo pela escolha de n.

Vamos orientar o segmento injectivo z_lﬂf_jojﬁ”'(v') de z para H"1(z); designemos por

< a ordem natural induzida por esta orientacdo com r < H(zx).

13



No caso de n + 1 ser igual a 2 pode acontecer que H?(z) < z ou H%(z) > z
contudo se n + 1 > 3, a unica situagao possivel ¢ H2(z) > z .

Vai estudar-se, em primeiro lugar, o cason+1 =2 e H ?(2) < z, ver figura 1.4.

Seja v C 7 — {H(z)} o subarco compacto que une H~%(z) a z . Temos claramente
que H(y) N~y = 0. Tomemos um disco topolégico V' contendo v e que verifique a

condi¢do H(V) NV =0, o que é sempre possivel por compacidade de 7.

H3(x)

Figura 1.4:

Considere-se uma isotopia de R?, 0;, t € [0, 1], com suporte compacto contido em V
que verifique 8, = Id e 0, (z) = H %(z). Vejamos que a isotopia definida por H; = 6,0 H

verifica as condigoes do Lema:
1. H@ZBOOH:IdOH:H.

2. Como Vt € [0,1] se tem que Supp(6;) C V, decorre que se w ¢ H~'(V) entdo
Hy(w) = 6,(H(w)) = H(w). E também claro que H~(V) N Fiz(H) = 0.

3. Como Supp(t;) CV e HV)NV = 0, temos que H(Supp(6;)) N Supp(8,) = 0.
Logo, pelo Lema 1.9, temos que Fiz(H,) = Fiz(f, 0o H) = Fiz(H).

4. Vejamos entao que fH, tem um ponto periodico de periodo 2. Mostremos em
primeiro lugar que 6, (H~'(z)) = H '(2). Como H=%(z) € V, temos que H!(z) €
H(V) e como H(V)NV = @ e Supp(6,) C V, temos que H(V) N Supp(d;) = 0.
Assim, H~'(z) ¢ Supp(6,) e, portanto, H'(z) é fixo por 6;.

Vejamos agora que H?(z) é periédico de periodo 2 para H;:

14



Hi(H2(2)) = (010 H) o (H2(2)) = 6;(H™'(2)) = H™'(2). Logo, H ?(z) nao é
fixo para H;,

H}(H™*(2)) = (6o H)o (610 H')(2) = (1o H) o HY(2) = 61(2) = H%(2).

Considere-se agora o caso em que H%(2) > z, (ver figura 1.5).

Escolhemos zp = z2 € 21 € ... € z = H‘z(z), uma, particao do arco de extremos
z e H™?(z), de modo a que o subsegmento [z, z;] seja disjunto de H([z_, z]) para
¢t =1,...,k, tomemos como parti¢ao:

20=2,21= H(ﬂ:), 23 = H(Z)1 <3 = Hg(g:)a Z4 = H2(2)1 Y Hﬁz(z)‘

H'x)  H"® )
Hz)=z,

Figura 1.5:

De um modo geral a partigao é escolhida no segmento :EJ;H Hor),

A escolha dos arcos garante que existem vizinhangas compactas Vi, Vs, ..., Vi, ..., Vi
de [z, z1], [21, 22].., [Zi-1, 2], -+, [26-1, 2k, TeSpectivamente, tais que H (V;)N( QJIVJ) = 0.
Constréi-se agora uma sequéncia de isotopias 60}, ..., f com suporte compacgt;, tais que
0i(z-1) = = e Supp(f}) C V;, para i = {1, ..., k}.

Para cada ¢t € [0, 1] considere-se H; = 6F o ...0 8} o H. As conclusdes 1 e 2 seguem
directamente da constru¢ao. Como Supp(0?) C V;e H(K;)ﬂ(jli)lvj) = Qparai=1,...,k,
pelo Lema 1.9 conclui-se que Fiz(6F o ...0 6} o H) = Fiz(H), o que mostra 3. Além

k
disso, como H'(z) € H(V},), que ¢ disjunto de _UISupp(Bi) , obtém-se:
1=
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(0Fo..00f o H*(H2(2)) = (fFo..08lcH)o(fFo..00! 0o HYH(2)) =

(

(0Fo..00l cH)o(0Fo..00)(H ' (2)) =
= (6Fo0..00] o H)(H \(2)) =

(85 0..08})(20) = (8F0...060)(z) =

(6 0...067)(22) = ... = O (2k-1) =
= 2 =H7(2),

o que mostra 4. O

Como Corolario do Lema 1.14 obtém-se um resultado mais forte, pois a hipétese

de H™(7) N7 # @ & substituida pela condicao Ad(_L_T_IJQH"(T)) N7 # 0.

Corolario 1.15 Seja T um arco de translagdo para um homeomorfismo H : R> — R2.
Supondo-se que algum ponto de T estd na aderéncia de .LT_IJQHi(T), entdo eriste uma
1=

isotopia {Hy : t € [0,1]} que verifica as sequintes condigoes:
1. Hg = H,'

2. No complementar de um compacto contido em R? — Fiz(H), tem-se H; = H,

vt € [0,1];
3. Fix(H;) = Fiz(H), ¥t € [0,1];
4. Hy tem um ponto periddico de periodo 2.

Demonstracao:

Pode-se supor que inH ‘() N7 = 0, e seguidamente vai-se encontrar uma isotopia
{H; : t € [0,1]} que verifica as condigdes 1, 2, 3 e 4 do enunciado e tal que 7 & um arco
de translagdo para cada H; e HY(7) N7 # () para algum p > 2.

O resultado segue entao aplicando o Lema 1.14 a H;.

Denote-se por x e H(z) as extremidades do arco de translacdo 7. Seja z € 7 —
{H(z)} um ponto de acumula¢io de iQZH (1), seja V uma vizinhanga conexa do ponto

z suficientemente pequena e que nao intersecta H(7) (ver figura 1.6).
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Figura 1.6:

Seja p = 2 o primeiro inteiro tal que HP(7) intersecta int(V).
Seja {#, : t € [0,1]} uma isotopia com suporte compacto contido em V, tal que

0p = Id e z € 6, o HP(7). E suficiente agora definir H; = 6,0 H. 0O

O préximo resultado é o elo de ligacdo que falta para provar a Proposicdo 1.7, no

caso em que H deixa invariante cada componente conexa de R? — Fiz(H).

Lema 1.16 Seja H : R2 — R? um homeomorfismo. Suponhamos que H tem um
ponto nao errante que ndo € firo por H, entdo existe uma isotopia {H, : t € [0,1]} que

verifica as sequintes condicoes:
1. HQ = H,

2. No complementar de um compacto contido em R* — Fiz(H), tem-se H; = H,

vt € [0,1];
3. Fiz(Hy) = Fiz(H), Vt € [0,1];
4. Hy tem pelo menos um ponto periddico de periodo maior do que 1.

Demonstracgao:

Seja z o ponto nao errante (que ndo é fixo); seja V uma vizinhanca conexa de z
e suficientemente pequena que verifica H(V) NV = (); seja p > 2 o menor natural
tal que H?(V) NV # 0, escolha-se z € HP(V)NV # () e considere-se uma isotopia

{6, : t € [0,1]} com suporte compacto contido em V e tal que 8, = Id e 0, (H"(z)) = z.
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E suficiente agora definir H; = 6, o H. E claro que H, satisfaz 1, 2 e 3 e que Hi (%) =

6o HP(z)=2z. O

Estamos ja em condi¢oes de provar a Proposi¢ao 1.7, no caso em que H deixa
invariante cada componente conexa de R? — Fiiz(H). Para o caso em que H nio deixa
invariante cada componente conexa de R? — Fiz(H), vamos provar um resultado que
é uma adaptacdo de um Teorema de Brown e Kister [21]. Vejamos algumas definigdes
que serao tteis no Lema 1.18:

Seja z € R?. E claro que m;(R? — {z}) = Z. Se H & um homeomorfismo de R2,
entdao H induz um isomorfismo de m;(R? — {z}) em =;(R? — {H(x)}), H* : Z — Z.

Assim, HZ(k) = k, Vk € Z ou H*(k) = —k, Vk € Z. E fécil de verificar que nao
depende do ponto z escolhido, pois se y é outro ponto de R?, entdo H* = HY. Por

isso, designamos HT apenas por H,.

Defini¢do 1.17 Seja H : R? — R? um homeomorfismo. H preserva a orientac¢édo

se H, = Id. H reverte a orientacao se H, = —1Id.

Lema 1.18 Seja H : R?2 —3 R? um homeomorfismo. Entdo, uma das sequintes situ-

agoes ocorre:

1. Todas as componentes de R? — Fiz(H) sao invariantes por H;

2. Dada uma componente coneza U, nio vazia, de R? — Fiz(H) tem-se que R? =

UUHU)U Fiz(H), H*(U) = U e H reverte a orientagdo.

Demonstragao:
A ideia da prova é supor que ndo se verifica I e chegar a 2.
Suponha-se que nao se verifica 1. Seja entdo U uma componente conexa de R —

Fiz(H) tal que H({U)NU = 0 e, defina-se uma fungao F' do seguinte modo:

H(z) zelU
F(z)=4 H\(z) ze€HU)

T zeR - (UUHU))
Note-se que:
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1. F+# Id,
2. F? = Id;

3. F' é um homeomorfismo.
Como 1. e 2. sao imediatas, mostremos 3:

Vejamos em primeiro lugar que U é aberto. Seja entdo z € U, como U é com-
ponente conexa de R? — Fiz(H), temos que z ¢ Fiz(H). Logo, 3¢ > 0, tal que
B(z,e)NFiz(H) = 0. Isto porque Fiz(H) é fechado. Vamos ver que B(z,g) C U,
donde concluiremos que U é aberto. Assim, temos que (UUB(z,e))NFiz(H) =0
e é claro que U U B(z,¢) ¢ conexo, pois é unido de conexos cuja interseccio é nio
vazia. Temos, entdo que, U U B(z,e) C U.

Obviamente que Fjy = Hjy e é continua em U (U & aberto), Fiuu) = Hl;r'l(U)
é continua em H(U) (H(U) é aberto) e também que em Int(R* — (U U H(U)))
a fungao F' é continua. Falta ver para o caso em que z € Fr(U U H(U)). Seja
z € Fiz(H), tem-se que:

I1F(y) = F(z)ll = lly — =[], se y € B(z,6) — (UUH(V));

I1F(y) = F(z)l| = |H(y) — H(z)l|, se y € B(z,d) NU;

1F(y) — F(z)ll = |1H ' (y) — H~(z)|], se y € B(z,8) N H(V).

Conclui-se, assim que, F' é continua em z.

4. F preserva a orientacao se e s se H preserva a orientagio.

E claro que se existir um aberto V' tal que Fiv = Id, entao F preserva a orientacgao.
Observe-se também que, como H(U) N U = (), a fronteira de U nio tem pontos

1solados.

Seja v uma curva simples contida em H(U) de extremos X e Y distintos e per-
tencentes a fronteira de H(U). Dados a e b no inteiror de H(U), ¢ claro que
estes pontos sao de periodo 2 para F' (ver figura 1.7). Consideremos agora F(7);

U F(v) & homeomorfo a S!, pois X e Y, sendo fixos e por continuidade de F,
Y 84
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"colam” as duas curvas. Note-se que o arco ab é enviado por F' no arco F' (a)F(bi

e, portanto, F' reverte a orientagao, onde a seta indica a orientagao.

U
H(U
F(b) , (U)
F(Y) oy
a
F(a)
Figura 1.7:

Seja T = R2 — (U U H(U)). Se Int(T) # 0, entdo F preserva a orientacio, ja que
Flingry = Id. Assim, provamos que o interior de T é vazio. Logo, Fiz(F') tem interior
vazio. Temos entdo que R? = U U H(U) U Fiz(H), que é equivalente a R? — Fiz(H) =
UUH(U), ou seja, R2 — Fiz(H) tem exactamente duas componentes conexas que sio

trocadas por H e H reverte a orientacao. 0O

Vejamos entao agora a demostragao da Proposicao 1.7:

Demonstragao:

Seja H : R? — R? um homeomorfismo que preserva a orientagio e z € Q(H),
tal que z ¢ Fiz(H). Se z é um ponto periédico de periodo 2 o resultado é imediato,
considerando Hy = H, Vt € [0,1]. Suponha-se entao que z nao é periédico de periodo
2. O Lema 1.16 garante que H é isotopico a um homeomorfismo de R?, H,, tal que
Fiz(H,) = Fiz(H) e H, tem um ponto periédico de periodo maior do que 1. Como H
preserva a orientacao, também H; preserva a orientacio e, portanto, segundo o Lema
1.18, fixa todas as componentes de R? — Fiz(H,;). O Lema 1.13 garante que existe um
arco de translagio 7 associado ao ponto periodico de Hi, tal que Hf(7) N7 # () para
algum k£ > 2. Agora o Lema 1.14, permite-nos afirmar que existe um homeomorfismo
de R?, H,, isotopico a H,, tal que Fiz(H,) = Fiz(H;) e Hy tem pelo menos um ponto
periddico de periodo 2.

Assim, H ¢é isotopico a Hy e Fiz(H) = Fiz(H,).

Finalmente, a propriedade 2 é assegurada pelo modo como foram construidas as

varias isotopias. 0O
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1.4 Conjunto dos pontos fixos para homeomorfismos
de S? que preservam a orientacao e que tém pon-
tos de periodo 2

Proposigao 1.19 Seja H : S — §? um homeomorfismo que preserva a orientacdo.
Se H tem pontos periddicos de periodo 2, entao Fiz(H) = F} UF, , onde Fy e Fy sio

fechados e nao vazios.

Demonstracgao:

Seja z um ponto periodico de periodo 2. Consideremos C' = §?— {z, H(z)}; temos
que 71(C) = Z. H induz um isomorfismo H, : 7 (C) — m (C).

Observando a figura 1.8 conclui-se facilmente que o facto de H preservar a orientagao

implica que H,(k) = —k, Vk € Z.

H(x)

Figura 1.8:

Vamos agora escolher um anel fechado A, contido em C, suficientemente grande
de tal modo que quando composermos a aplicagdo H : A — C com uma retracc¢ao

R: C —> A, obtemos uma aplicagdo H : A — A que verifica as seguintes condigdes:

1. Fiz(H)N Fr(A) = 0;
2. Fiz(H) = Fiz(H);

3. Numa vizinhanca do conjunto dos pontos fixos, tem-se H = H.

Ver figura 1.9
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HfFr(A))

-r,

rrA)
\

Figura 1.9:

Seja A = [0,1] x R o revestimento universal de A e P : A — A a projeccao
canoénica associada, P((z,y)) = P((z,y + 1)), ¥(z,y) € A (ver figura 1.10). Note-se
que o anel 4 é homeomorfo a C' e também a um cilindro.

Seja H: A —> A um levantamento de H,istoé Po H = H o P. Mostremos que
H verifica H=T o Ho T, onde T((z,y)) = (z,y + 1).

Como PoH=HoPe P((z,y)) = P((z,y + n)) para todo o n € Z, temos que:

PoH((x,y+1)=Ho P((z,y+1)) = Ho P((z,y)) = Po H((z,y)). Logo, pela
definigio de P, existe um k € Z, tal que H((z,y+1)) = H((z,y)) + (0, k), ¥(z,y) € A.
Note-se, observando a figura 1.10, que £ < 0 e usando um argumento sobre o nimero
de voltas de H o P(y) = Ro H o P(v), onde v = {z} x [y, y + 1], obtemos |k| = 1, logo
k = —1. Temos entao que:

H((z,y+1)) = H((z,)) + (0, -1)

& H((z,y+1) +(0,1) = H((z,9)) &

& ToH((z,y+1)) = H((z,

y)) <
& ToHoT((z,y)) = H((z,y)

),
como se queria mostrar.
Podemos agora estender Ha compactificacao de A pelas suas duas extremidades

£_ € &4, por uma aplicagao H, que troca estas duas extremidades. Temos entdo que
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A A A
(0.1} — (1,1) +1 -
(T Waed) {| Ao
1. P
Y 1
Bt &

(0.0f 1) ‘ A Al(O.y+1))

(x3-1) \ |
(0,-1 L-1

“lxy-2) (h=1)

By _———X=H(H(x))
(\._x//> AN e
H{(x) H(x)
Figura 1.10:

AU {e_,e.} é homeomorfo a um disco D e H,(X) = H(X), se X € A, Hye)=¢,
e EC(E+) = ¢_. Vejamos que o conjunto Fy = Fiz(H,) verifica as seguintes proprien-

dades:

1. R #0, (pelo teorema do ponto fixo de Brouwer);
2. ﬁl é compacto;
3. F} néo intersecta o bordo de D (por construgio);

4. P.Fﬁ é injectiva.

Queremos ver que na fibra correspondente a X € F 1, constituida pelos pontos

X +(0,n), com n € Z, s6 X é fixo para H,. Temos, entio, que:

X +(0,n) = H(X 4+ (0,n)) = H o T*(X) = T~ 0 H(X) = X + (0,—n), de

onde se conclui que n = 0. Logo, na fibra, s6 X ¢ fixo.

Definimos agora F) = P(F}). F} é compacto e Fy C Fiz(H).
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Seja X € Fy, entdo:
ToH/(X+(0,n))=ToH oT"X)=ToT ™o Hy(X)=X +(0,1—n).

Temos entdo que X + (0,n) nao pode ser ponto fixo de T'o H,, pois nessa hipotese
terfamos n = 3, o que é absurdo.
Seja Fy = Fiz(T o H,). Do parégrafo anterior obtemos que F, N Fy = 0. Vejamos

algumas propriedades de 1—52:

1. Fy #0;

2. ﬁ'g é compacto;

3. ﬁg nao intersecta o bordo de D;

4. Pg, € injectiva.
Queremos ver que na fibra correspondente a X € ﬁg, constituiida pelos pontos
X +(0,n), com n € Z, s6 X é fixo para T o H,. Ora,

ToH (X +(0,n)) =ToH,oT(X)=ToT "o H(X)=T"0T o H,(X) =
T ™(X) =X+ (0,-n), donde se conclui que n = 0. Logo, na fibra, s6 X é fixo.

Se definirmos Fy, = P(FQ), temos que Fy N Fy = (. Com efeito, se existisse = em
A que pertencesse a F; e F}, entdo existiria na fibra P~'(X), um ponto de ﬁl e outro
de ﬁg, 0 que, como vimos atrés, ndo é possivel. Tem-se entdo que £, C Fiz(H). Com
efeito, se X € Fy, entdo X = P(X) para algum X € Fy. Assim, H(X)=HoP(X) =
PoH,(X)=PoT }X)=X,jaqueToH/(X)=X.

Concluimos deste modo que Fiz(H) D F, U Fy. Mostremos a inclusdo contraria:

Seja X € Fiz(H); como X € Fiz(H), tem-se que H (X)) = X + (0,n), para algum
n € Z, onde P(X) = X.

Se n =0, entdo X € F;

Se n = 2k, entdo

H(X +(0,k)) = HoTH(X) =T * o H,(X) = X + (0,n — k) = X + (0, k);

logo, X + (0, k) € F}, donde se conclui que X € F.
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Se n = 2k — 1, entao
ToH(X+(0,k)) = ToH,oT*(X) = ToT* o H/(X) = X+(0,n+1—k) = X +(0, k)
logo, X + (0, k) € Fy, donde se conclui que X € F.

3

Finalmente, como Fiz(H) = Fiz(H), temos a proposicao demonstrada. 0O

Nota 1.20 Note-se que a hipdtese de H preservar a orienta¢do € essencial, como

podemos observar pelo sequinte exemplo:

H : S? - S?
(35'7?!; Z) — ("Euyu —Z)

H tem uma infinidade pontos periddicos de periodo 2. Contudo, Fiz(H) = S'x{z = 0}.

1.5 O Lema de Brouwer para arcos de translacao

Definigao 1.21 Diz-se que H : R* — R? ¢ uma aplicagcao livre se for um homeo-

morfismo que preserva a orientacdo e que nao tem pontos fizos.

Agora se combinarmos a Proposigao 1.7 e a Proposi¢ao 1.19, obtemos o seguinte:

Teorema 1.22 (Lema de Brouwer para arcos de translagao) Seja H : R? —

R? wma aplicagio livre, entdo H néo tem pontos periddicos e cada ponto é errante por

H. Além disso, se T é um arco de translacao, entao UZH”(T) € homeomorfo a R e
ne

nao se acumula sobre ele proprio.

Demonstracao:

Seja H : K2 — R? um homeomorfismo que preserva a orientacio e tal que QLH):
(. Suponha-se que H tem um ponto ndo errante que nio é fixo. Pela Proposicio 1.7
H ¢é isotopico a um homeomorfismo H; : R* — R? tal que Fiz(H) = Fiz(H;) e H;
tem um ponto peri6édico de periodo 2. Consideremos agora S* como compactificado (a
um ponto) de R? e o homeomorfismo induzido por H,, H, : $? —s S2.

H, preserva a orientagao, Fi:c(}mfl) = Fiz(H;) U{w}, onde w é o ponto de com-

pactificagio, e H 1 tem um ponto periédico de periodo 2.
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Pela Proposigao 1.19 conclui-se que F zx(ﬁl) = Fy U F, sendo Fy e F, fechados ¢
nao vazios. Decorre que Fiz(H,) = Fiz(H) # 0.

A segunda conclusao do Teorema é consequéncia directa do Corolario 1.15 e da
Proposicao 1.19. O

Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 1.23 Considere-se a rotagio R, : R2 — R? de dngulo 27 e centro na
origem, sendo « irracional.

Neste caso Q(R,) = R? e R, tem um tinico ponto fizo (0,0) € R?, e ndo tem pontos
periodicos de outros periodos.

Considerando S* como compactificado (a um ponto) de R?* obtemos o homeomorfis-
mo induzido Ry : S — S2, sendo que Q(R,) = S Fiz(Ra) reduz-se a dois pontos e

Ry nao tem pontos periddicos de outros periodos.

Exemplo 1.24 Considere-se a sequinte aplicacao:

H: R — R?
(#,y) — (I+z-v°-y)
Como det(DH(z,y)) = —1, V(z,y) € R?, € claro que H reverte a orientacio. E

também claro que Fiz(H) = (. Por outro lado tem-se que H*((0,1)) = (0,1) e portanto
Q(H) # 0.

Exemplo 1.25 Este exemplo permite notar que pode-se ter um homeomorfismo H :
R® — R® sem pontos fizos, que preserva a orientagdo e contudo com pontos periddicos
de outros periodos, o que mostra que o resultado provado é vdlido em dimensio 2, e
nao em dimensdoes maiores. Vamos indicar como obter um tal homeomorfismo:

Seja entao:
H: R — R3
(m,y,z) — ($?y=z+ 1)
Vamos considerar a curva vy definida por 7(t) = (cos(2nt),sin(2xt), kt), onde t € [0,1]

ek > 2.
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Temos que H*((1,0,0)) = (1,0,k) e yN Hi(y) =0, Vi € {1,....,k — 1}.

Vamos considerar uma vizinhanga compacta e coneza D de vy, tal que v C int(D),
suficienternente fina para que

DNHYD) =0,Vie{l,...k—1}, é claro que DN H*(D) # 0, ver figura 1.11.
Agora vamos considerar uma isotopia @ com suporte compacto contido em D que envia
(108 e {1,0:0]-

Seja Hy = 6 o H; Hy preserva a orientacdo e tem-se que

H¥((1,0,0)) = (90 H)¥((1,0,0)) = 6((1,0,k) = (1,0,0) e

H}((1,0,0)) = H’((1,0,0)) # (1,0,0), Vj € {0, ...,k — 1}.

-

(1,0,k) -

Figura 1.11:

Portanto (1,0,0) € um ponto periddico de periodo k. Por outro lado se Hy(z) = z
temos que 6 o H(z) = z, 0 que € absurdo se H(z) ¢ D; se H(z) € D entao #o H(z) =
z€ DNH™Y(D), o que é absurdo. Assim H, ndo tem pontos fizos.

Esta construgdo assenta no facto de que existe um disco topoldgico D tal que H(D)N
D=0 e HYD)ND # 0, para algum k > 2. Veremos na prozima seccio que tal nao

acontece em dimensdo 2.

1.6 Algumas consequéncias do Teorema 1.22

O préximo resultado da-nos uma caracterizagdo dinidmica da noc¢ido de preservar a

orientagio para homeomorfismos de R* que nao tém pontos fixos.
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Corolario 1.26 Seja H : R2 —» R? um homeomorfismo sem pontos fizos. Se H
preserva o orienta¢ao, entao para qualquer disco topoldgico aberto D tal que H(D)ND =

0 tem-se que H*(D)ND =0, Vn € Z — {0}.

Demonstragao:

A demonstragao desta implicacdo, pode-se encontrar em [4], contudo uma demons-
tracao alternativa pode ser vista em |[2].

Vamos entdo supor por absurdo que existe n tal que H*(D) N D # (. Vamos
considerar p o menor inteiro positivo tal que H?(D)ND # 0. Vamos considerar também
um elemento z € DN H ?(D), logo z ¢ HP(x) pertencem a D, seja entdo v uma curva
poligonal contida em D com extremos H?(z) e z.

Escolha-se uma vizinhanga V' compacta de v suficientemente pequena para estar
contida em D. A ideia agora é considerar uma isotopia {H, : ¢ € [0,1]} com suporte
compacto V', que envia H?(z) em z ao longo de v, ou seja Hy(H?(z)) = z. Consider-
emos F' = H o H,. Note-se que F' nao tem pontos fixos no complementar de D, pois
por construcao da isotopia, fora de V' C D a aplicagdo H; é a identidade, também
é claro que em D a aplicagdo F' ndo tem pontos fixos pois F(D) = H(D) que por
hipotese é disjunto de D. Mas entdo temos que F(H?(z)) = H o H;(H”(z)) = H(z),
logo FP(HP(x)) = HP(z), e portanto F' tem pontos peri6dicos sem ter pontos fixos, o

que contraria o Teorema 1.22. 0O

A implicacao contraria também se verifica, uma demonstra¢ao deste facto pode
ser encontrada em [2]. Obtém-se assim uma nova caracterizagio das aplicacoes livres
do plano, que sdo portanto, os homeomorfismos H do plano, sem pontos fixos e que
verificam a condi¢do H(D)ND =0 = H™(D)ND =0, Vn € Z — {0}, e D qualquer
disco topologico aberto.

O proximo resultado é também uma consequéncia directa do Teorema 1.22 e sera

utilizado no Capitulo 3.

Corolario 1.27 Seja H : R? — R? uma aplicagdo livre. Entdo para qualquer z € R?,

tem-se ||[H"(z)|| — oo.
n—r%00
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Demonstracao:

Por absurdo suponha-se que existem z € R?, (ns)sen —> —+oo(ou —00) e um
compacto K C R* tais que H™(z) € K, Vs € N. Se w é um valor de aderéncia da
sucessdo (H™(z))sen, que existe por compacidade, entdo é claro que w € Q(H). Assim

QU(H) # 0, o que contraria o Teorema 1.22. [

Observe-se que se H : R* — R? reverte a orientagio e Per(H) # 0, entdo F =
H o H preserva a orientacao e Per(F') # (), assim, pelo Teorema 1.22, F tem um ponto

fixo z e portanto ou H(z) = z ou H%(z) = z. Mostramos assim o seguinte:

Corolério 1.28 Seja H : R? — R? um homeomorfismo que reverte a orientacdo e

que tem algum ponto periddico. Entao H tem um ponto fizo ou um ponto de periodo 2.

O seguinte Corolario néo vai ser usado no que se segue, contudo é um resultado que

permite concluir a existéncia de um ponto fixo no disco aberto.

Corolario 1.29 Seja H : D — D um homeomorfismo no disco aberto D que preserva

a orientagao e a drea. Entao Fix(H) # 0.

Demonstracgao:

Supondo que H # Id é possivel encontrar um disco V tal que VN H(V) = 0.

Se Fiz(H) = 0 entdo a aplicacdo H é uma aplicagdo livre e portanto VNH™(V) = 0,
Vn € Z — {0}, o que implica que H*(V) N HI(V) = 0, Vi # j, e portanto {H™(V)}nez
é uma familia de abertos dois a dois disjuntos cuja unido tem éarea infinita ja que H

preserva a area, o que é absurdo. 0O

29



Capitulo 2

O Teorema da translacao de Brouwer

2.1 Introducao

No periodo de 1909 a 1919, L.E.J.Brouwer formulou e demonstrou o Teorema da
translacao. Inicialmente, Brouwer supunha que as aplicac¢oes livres eram sempre con-
jugadas a uma translacao. Contudo, posteriormente apresenta um contra-exemplo, ou
seja, constréi uma aplicagao livre que nao é conjugada a uma translacao. No proximo

capitulo, serd debatida mais profundamente esta questao.

\

%

& ‘..‘...._—‘-v T e s, I B b a
. e e A e il e N 0 i SR

. AT A e g ;
—2 i e IR ;d./d‘%—_:(n——._-m% A i e,
> f\/’iﬂd’ﬂc B A b

Figura 2.1: Brouwer corrigindo o seu artigo em 1919.

Em 1912, Brouwer publica o artigo "Beweis des ebenen translationssatzes” [15]
onde usa pela primeira vez o Lema para arcos de translacdo (Teorema 1.22). No
decurso das tentativas para provar o Teorema da Translaciao, Brower usa argumentos
que foram consideradas, por diversos matemaéticos, confusos e até errados. Em [5]
Lucien Guillon afirma que a prova de Brouwer é ”...dificil de seguir, senao incompleta
ou mesmo errada.”.

Brouwer debruga-se neste problema na tentativa de provar um resultado mais geral,
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concretamente o 5° problema que Hilbert apresentou no Congresso Internacional de
Matemética, em 1900.

Desde 1920 varios foram os matemaéticos que apresentaram provas do Teorema
da Translacao de Brouwer, corrigindo erros anteriores e tentando simplificar o mais
possivel a prova. Kérékjarto [23]|, Scherrer [22], Teresaka [24], Sperner [25] e mais
recentemente Slaminka [18] sdo alguns exemplos. Apesar das diferencas, todos estes
autores concordavam que o ponto de partida para esta teoria era o Lema de Brouwer
para arcos de translagao.

A prova aqui apresentada é da autoria de J.Franks e foi apresentada em 1992. Este
teorema continua a fascinar autores, ndo sendo exclusiva a abordagem contemporanea
de Franks, pois, em 1993, L.Guillou apresenta outra prova seguindo um caminho bas-

tante distinto do que é aqui apresentado.

2.2 Demonstracao do Teorema da translacao de

Brouwer

Definigao 2.1 Sejam X e Y espagos métricos, f : X — Y é um mergulho se f
€ continua, injectiva e € um homeomorfismo sobre a imagem, f(X). Se, além disso,

[ YK) € compacto para qualquer compacto K de Y, f diz-se um mergulho préprio.

Note-se que, se f : R — R? ¢ um mergulho préprio, entdo A = f(R) é um fechado

de R? e R? — X tem duas componentes conexas.

Definicao 2.2 Seja H um homeomorfismo de R%. Um dominio de translacdo D
para H é um aberto conezo de R* cuja fronteira €é A\UH()), onde X € a imagem de um

mergulho proprio de R em R* e tal que A separa H()\) de H~()).

A existéncia de dominios de translagao @ para homeomorfismos de R? ¢ dinimica-

mente significante, pois sendo U = gZH "(Ad(D)) segue que:
e [J é aberto;
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H'(\) A H())

H'(D) D H(D )

Figura 2.2: Exemplo de um dominio de translagao
e H(U) =U (U é invariante por H);

e Hy ¢ topologicamente conjugado a uma translagio de R.

O Teorema seguinte mostra a existéncia de tais dominios de translacido para as

aplicagoes livres do plano.

Teorema 2.3 (da translacao de Brouwer) Seja H : R2 — R? uma aplicagdo

livre, entdo, Vx € R?, z estd contido em algum dominio de translacdo D.

Vejamos a defini¢do seguinte que sera tutil para o que se segue:

P

Definicao 2.4 Diz-se que uma sequéncia finita de pontos do plano x = 1,19, 23,..., %, €

uma e-cadeta de © a y para a aplicacao H se:
o d(H(xz;),xiy1) <eVie {1,2,...,n—1};
o d(H(x,),y) <e.

Sejam H : R* — R? uma aplicagao livre e 7 um arco de translacio para H
(conforme a Defini¢ao 1.10). Para cada ¢ > 0 seja U, o conjunto dos pontos y de R?
tais que existe uma e-cadeia de algum ponto de 7 até y. Pela definicdao de e-cadeia, U,
¢ um aberto, e também é claro, pela defini¢do de U, que H(7) esté contido em U,, pois

dado um ponto arbitrario z do arco de translagio tem-se que z, H(z) ¢ uma cadeia.
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Figura 2.3: z = x9, %1, %2, T3 € uma e-cadeiade z a y

O Lema seguinte mostra que uma aplicacao livre do plano é conjugada, via um
difeomorfismo, a uma aplicacao em que cada ponto estd a uma distancia nao inferior

a 1 da sua imagem.

Lema 2.5 Seja H : R2 — R? uma aplicacao livre. Entdao existe um difeomorfismo
F:R? — R? tal que Hy = Fo Ho F~! ¢ uma aplicacdo livre que verifica

d(Hy(z),z) = 1,Vz € R®.

Demonstragao:
Para cada r € R{ considere-se D, o disco aberto centrado em z = (0,0) e de raio
r. Escolha-se uma funcao diferencidvel f : Rf — R tal que para todo ¢t € R],
f(t) > 1, f'(t) = 0 e também que tome valores suficientemente grandes para que f(r)
J N . ’ 1
seja estritamente malor que mazx T—H@I"

€D 41
Note-se que é sempre possivel encontrar uma fungao nestas condigoes.

= . . 1 ’
E imediato que 775 < iy lz — H(x)|| .

Defina-se agora um difeomorfismo:

F: R — R
(r,0) — (rf(r),0)

(onde r e 6 sdo coordenadas polares).
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Considere-se as bases ortonormadas (g—r, %.(;99) (r,0) e (Br’ Tfl(r) gg) em F((r,6))

entao a matriz da aplicacao derivada DF, 4 relativamente as bases apresentadas é:

fr)+rf'(r) 0
0 f(r)

Donde se obtem pelo teorema da funcao inversa:

1 ) 0
=3 +r !
DFF(:- i = fr)+r fi(r 1
S ()
E consequentemente:
1
[P < N0

Mostremos que ||F(H(z)) — F(z)|| = 1,Vz € R. Suponha-se, por absurdo, que existia
um z € R? tal que |F(H(z)) — F(z)|| < 1, aplicando o teorema da desigualdade do
valor médio ao difeomorfismo £~ : R? — R? obtém-se:

|FH(F(H(z))) = F7\(F(2))| < o

(z) = F(H ()]

DF(llt) (z)+tF(H(z

Logo existe y € R* no segmento de recta que une F'(z) a F\(H(x)), que verifica:
|H () - 2 < | D IF(H@) - F)ll < |DE |

Logo obtém-se:

1
”H(I) - QZ'” <SR f(’!') & 22}711 ||Z - H(Z)”
onde r = ||[F(y )|| Contudo F'~! & uma contracgio, ja que HD F(rﬂ) f(r) <le
f'(t) = 0, logo ||z — F~'(y)|| € ||F(z) —y|| < 1, portanto sempre que r = ||F~(y)]|

tem-se z € D,,;, que é absurdo.
Segue que, para todo o z € R? se tem |[|[F(H(z))— F(z)|| > 1. Se se definir
Hy=FoHoFentio ||Hi(z) —z|| = |[F(H(F Yz)) - F(FY(z))]| >1. ©

Lema 2.6 Seja H : R2 — R? um homeomorfismo que preserva a orientacio e
suponha-se que existe algum & positivo, tal que d(H(z),z) > §,Vx € R?. Entdo se

0 < g1 < 4, nao existe alguma €,-cadeia periédica de y até y, Yy € R?.
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Demonstragao:

Vamos supor, por absurdo, que existe uma ¢;-cadeia periédica y = z1, 23, ..., 2, =y
e vamos concluir ser possivel encontrar um homeomorfismo F' : R? — R? tal que
F(H(zt)) = k41 € que d(F(z),2) < &, Yz € R2.

Em primeiro lugar, e se necessério, altera-se os pontos da cadeia a excepc¢ao dos
extremos que sao ambos y, de modo a que todos os pontos da cadeia e as suas imagens
por H sejam distintos.

Considere-se agora todos os segmentos oy que ligam H (z) a Zx+1, que por definicao
de e-cadeia tém comprimento inferior a €,, e seguidamente parametriza-se estes seg-
mentos oy, : [0, 1] — R? proporcionalmente ao comprimento de arco.

Agora, e também se necessario, alteramos ligeiramente estes caminhos de modo a
que sejam arcos poligonais, parametrizados proporcionalmente ao comprimento de arco
e de modo a evitar interseccoes dos segmentos no mesmo tempo, ou seja de modo a que
i # J = 0i(s) # o;(s), Vs € [0,1].

Seja § = min d(0i(s),0;(s)), onde s € [0,1] e o par ¢, j assume todas as possibili-
dades & excepcao ¢ = j, e escolha-se um inteiro positivo N suficientemente grande para
que % o g.

Por estarem parametrizados proporcionalmente ao comprimento de arco e por ser
uma &;-cadeia obtém-se que todos os arcos ork([i;vl, ﬁ]), ie{l,..,.N}Lke{l,..,n—1}
tém comprimento menor que %, além disso pela definicao de ¢ e posterior escolha do
tamanho da partigao (N) tira-se que fixando ¢ os arcos ox ([, &), k € {1,...,n — 1}
sao dois a dois disjuntos.

Agora, para cada ¢ € {1,..., N} constroi-se uma isotopia #! : R> — R? que verifique
as seguintes propriedades:

1. O suporte de 6} esta contido na unido de pequenas vizinhangas V¥, duas a duas

disjuntas, dos arcos 0% ([, =]), Vk € {1,...,n — 1}, (Supp(6}) C :L;Jiv;k)’

2. d(0i(z),z) < B, Yz € R%,Vt € [0,1];

3. Gi(ok(F)) = ok(%), Vk € {1,..,n— 1},

Finalmente defina-se F : R? — R? como F =6 o810 ... 0 4]
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V;k I V2H V,-'H V:: %k-f
H(x, ,)=0,,(0) ©,(1/N) ©,,(2/N) O ([(i-1)/N,i/N]) O, ((N-1)/N) Oy, (1)=x,
0! 02 9 ch
Vf‘c V; vt VNISI Yt
P ey
H(x, )=0,(0) O, (I/N) ©,(2/N) Eyﬂ\’,m}) 6 ((N-IVN) 6 (1)=x,,,
o/ 0; 8 0,
Figura 2.4:

No caso particular de z; tem-se:

o1 02 o
z, — H(z,) — 01(%) 25, 01(%) — . =/ o01(l) =

E claro que:

N
d(F(z),2) <> d(0] 0 0] 0...00}(z),0i o0 ... 0 O}()) < N.% =&, Vz € R?

j=1

e que F(H(zy)) = z41. Logo, 0 homeomorfismo G = Fo H, tem zy, ..., z,, como 6rbita

periodica e pelo Teorema 1.22, 0 homeomorfismo G' tem um ponto fixo w, logo tem-se:
6 < d(H(w),w) = d(H(w),G(w)) = d(H (w), F(H (w)))
Usando o facto de d(F'(z), z) < &1, conclui-se que:
d <d(H(w),w)<e <8

Este absurdo surge do facto de se ter considerado a existéncia de uma e,-cadeia

periodica. 0O
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Lema 2.7 Seja H : R? — R? wma aplicagdo livre tal que d(H(z),z) > 1, Vz € R2, ¢
T um arco de translagao para H. Entao existe pelo menos um nimero positivo e, tal

que H™Y(7) e U, sao disjuntos.

Demonstracao:

Vai-se mostrar que se para um valor de g suficientemente pequeno, existe uma
gg-cadeia y1,¥ys, ..., y» de um ponto y; € 7 a z € H™ (1) entdo é possivel substituir H
por uma aplicagdo H; tal que d(H;(z),z) > § Yz € R?*(Lema 2.5) e de modo que H;
possui uma e;-cadeia periddica de y; € 7 para £; < §, o que contraria o Lema 2.6.
Obtém-se portanto o resultado pretendido, ou seja, H'(7) N U,, = 0.

Seja 7 um arco de translacao para H e x, H(x) os seus extremos.

Considere-se entao um disco topologico D centrado em z que verifique as condicdes:

e diam(D) < §;

e diam(H (D)) < 1;

47

e HD)ND =1.

Sejam v, = 7 — int(H(D)) e vo = 7 — int(D); 71 e 72 sao subarcos compactos de
7. Escolha-se &y € [0,1] de modo a que existam vizinhancas compactas V; de ; com

d(V;, H-1(V)) > 6, onde i € {1,2).

14

Escolha-se g9 < min{;, %

} e suponha-se que existe uma gq-cadeia y;, o, ..., ¥, de
¥ € 7 az € H (7). Alterando um pouco a gg-cadeia, se necessario, pode-se assumir
que y; € 7 e {yo, oY H(1)y -y H(yn) } N1 = 0.

Caso 1: Suponha-se que y; € DUH(D) e z € HY(D)U D. Se y1,z € D entéo
d(H(Yn)s 1) < d(H(yn),2) + d(2,41) < §+ 1 = 3- Logo, se 1 = 1, entdo y1, 19, .-, ¥n
€ uma &;-cadeia periédica de y; a y, para H. Logo tomando H; = H e § = 1 entra-
se em contradi¢do com o Lema 2.6. Analogamente, se y; € H(D) e z € D, ou se
y1 € Deze H (D), entdo y1, %2, ..., Yn, 2, 41 & uma e;-cadeia periodica de y; a Y-
Do mesmo modo se y; € H(D) e z € H™ (D) entao y1,¥2, ..., Yn, 2, H(2), 71 é uma ¢,-
1

cadeia periddica de y; a y;, logo nestes casos pode-se tomar também H, = H, ¢, = 5

e 0 = 1 e chegar a uma contradi¢gao com o Lema 2.6.
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Caso 2: Se nao ocorre o 1°Caso entdo o subarco de 7 que une y; a H(z) esta contido
em 7, ou contido em ;.

Suponha-se que tal arco esta contido em 7, (0 outro caso ¢ analogo), ver figura 2.5.
Seja 6, : R* — R?, ¢t € [0,1] uma isotopia tal que 6,(H(z)) = y; e com suporte
numa vizinhanca de <, suficientemente pequena para estar contida em V] e disjunta
de {2, .-, Yn, H(¥1), ..., H(yn)}. Define-se H; = 6, o H . Como Hy(z) = 6, 0o H(z) =
e Hi(yi) = H(y), 1 € {1,...,n}, tem-se que existe uma ep-cadeia periédica para,
H,, a saber y;,¥2, ..., Yn, 2,y1. Como g9 < §y < 1 tudo o que falta para obter uma
contradi¢do com o Lema 2.6 é mostrar que d(H,(z),z) > &y, Yz € R%. Observe-se que
se x € H™'(V1) entao d(H;(z),z) > &y por escolha de V; e de &. Se ¢ H (V) entéo
H(z) = Hy(z), logo d(H,(z),z) 2 1 > 8. Consequentemente d(H,(z),z) > &, Yz €
R?. Logo tem-se um homeomorfismo H;, que preserva a orientacio, tal que Vz € R?
d(H,(z),z) > dg, com uma gp-cadeia periodica yi, %2, ..., Yn, 2,71 0 que contradiz o

Lema 2.6 come; =¢gped =46, 0O

Figura 2.5:

Vejamos seguidamente o iltimo Lema necessério para provar o Teorema da translacio

de Brouwer.

Lema 2.8 Sejam H : R*> — R? uma aplicagdo livre, 7 um arco de translacdo para
H,e0>0tal que HY(1)NU,, =0, U = Usg ¢V = H(Ad(R?* — Ad(V))) entao:
Ad(HU)) CU eV CR® — Ad(U)

Demonstracgao:
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Dado y € Ad(H(U)), como Ad(H(U)) = H(Ad(U)) segue que H™'(y) € Ad(U).
Como Ad(U) C Uy, tem-se que para algum z € 7, existe uma ey-cadeia z = 1, 2, ..., z,,
de z até um ponto w com d(w, H'(y)) < 4, onde & & escolhido de modo a verificar
d(w, H ' (y)) < 6 = d(H(w),y) < &o (usando a continuidade de H). Assim, tem-se
que z = I1,ZT2,..., Ty, w € uma gp-cadeia desde z até y, logo y € U. Mostrou-se entio
que Ad(H(U)) C U, donde também se conclui imediatamente que Ad(U) C H-(U).

Para provar a segunda inclusao, como se viu atras Ad(U) € H~}(U) o que implica

que V = H™'(Ad(R? — Ad(U)) = R? — H-Y(U) C R? — Ad(U). O

Note-se que V' e Ad(U) sdo disjuntos.

Estamos agora em condi¢oes de apresentar a demonstragio do Teorema da translacao
de Brouwer.

Demonstragao:(do Teorema 2.3)

Pelo Lema 2.5 pode-se assumir que d(H(z),z) > 1, Vo € R%. Seja entdo z, € R?
arbitrrio. Considera-se um arco de translagio para H que liga zo a H(zp) (Lema
1.13). Para £ > 0, seja U, definido como anteriormente. Pelo Lema 2.7, existe £, tal
que H Y1) NU,, = 0. Sejam U = U e V = H '(Ad(R? — Ad(U))), como no Lema
2.8. V & fechado e V N Ad(U) = (. Assim, considerem-se as fun¢des de classe C'°,

ug: R2 — R e vy : R? — R, definidas do seguinte modo:

=0 , sex € Ad(U) =0 ,sez€eV
uo(7) vo(T)
>0 , sex¢ Ad(U) >0 ,sezx¢V
Para a existéncia de tais funcdes ver, por exemplo, 7] pagina 321.
Em seguida define-se a fun¢io g : R* — R, também de classe C™, & custa de ug e
Tp COmMO Se apresenta:
g: R2 — R

Ug(z)

“ wo(@)+vo(x)

é claro que g verifica:
=il , se z € Ad(U)
9(z) ¢ €)0,1[ , sez € R? — (Ad(U)UV)
=1 ,sex eV
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Note-se que:

g(z) € 0,l[<=zeR - (AdU)UV) <= z€ (B - AdU))N(R? - V) =
— z€ (R - AdU)NHU) =
= ze€ HYU) - AdU)

Donde se conclui que H(z) € U e consequentemente g(H (z)) = 0, do mesmo modo
H='(z) € V e portanto g(H'(z)) = 1, logo se g(z) €]0,1[ tem-se g(H(z)) < g(z):
também se z € Ad(U), como H(Ad(U)) C U, obtemos que g(H(z)) = 0 = g(z). Se
z € V éclaro que g(H(z)) < 1= g(x). Assim, g(H(z)) < g(z), Vz € R2.

Como H~Y(1)NAd(U) = 0 e g é ndo nula fora de Ad(U), vem que min(g(z) ) >

-y
0. Pelo facto de g ser de classe C'*°, pode-se aplicar o teorema de Sard e concluir que o
conjunto dos valores regulares de g é denso em R, logo existe um valor regular ¢ €]0, 1]
de g que é menor que este minimo.

Considere-se agora a subvariedade g~'(] — 0o, ¢]) de R*. Como H(7) C U e g é nula
em U, vem que H(7) € ¢g~'(0), logo H(7) esta totalmente contido no interior de uma
componente conexa, M, de ¢g7'(] — oo, ¢]). Note-se que H(M) C int(g~'(] — oo, c])),
isto porque dado um z € M, tem-se que g(z) €] — 00,¢|, e como g é ndo negativa
obtém-se g(z) € [0, 1], o que pelo que foi visto atrds implica a seguinte desigualdade
g(H(z)) < g(z). Ora, se g(z) = 0, entdo g(H(z)) = g(z). Se g(z) €]0,1], entdo
g(H(z)) < g(z) e em ambos os casos se conclui que H(z) C int(g~(] — o0, c])). Esta
inclusdo e o facto dos extremos de H(7), H(z,) e H%(z¢) estarem ambos em M leva a
concluir que H(M) C int(M).

Tem-se que Fr(M) é a unido das componentes de g7'(¢) (sendo cada uma um
fechado em R? e cada uma destas componentes ¢ a fronteira de uma componente do
complementar de M). Pela escolha de ¢, 0 arco H™'(7) é disjunto de M, logo xy ¢ M.

Denote-se por N a componente do complementar de M que contém zg, e seja A a sua
fronteira (A = Fr(N)). A é conexo e g(A) = {c}. Mostremos que H~'(N) C int(N).
Como zo, H }(zo) € N tem-se que H™Y(N) NN # 0, por H(M) C int(M) obtém-se
M C H™'(int(M)) e por conseguinte H1(N)N M = 0, logo H '(N) C N, ver figura
2.6. Basta agora ver que dado y € Fr(N) tem-se H™'(y) ¢ Fr(N), para isso note-se
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que g(y) = ¢ donde, por g(H '(y)) €]0,1], segue que g(H '(y)) > g(H(H '(y))) =
g(y) = ¢ > 0, e portanto H(y) ¢ Fr(N).

B cresce

Figura 2.6:

Sendo 7 um arco que liga xy € int(N) a H(xg) € int(M), por conexio do arco de
translacao, este tem que intersectar A = F'r(N). Como A C Fr(M) e H(Fr(M)) C
H(M) C int(M), decorre que H(A) C int(M). E ainda A € N = Ad(N) (por N ser
fechado), por isso H1(\) C H Y(N) C int(N). Logo, pode-se concluir que A, H()) e
H~Y()) sdo dois a dois disjuntos e A separa H()\) de H~1(}).

Observe-se que A nao é compacto. Com efeito, se o fosse teria que ser homeomorfo
a S' donde se obteria que A delimitava um disco topolégico D e ter-se-ia M C D ou
N = D. No primeiro caso H(D) € D e no segundo caso H~ (D) C D e ambos os
casos levariam, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, a existéncia de um ponto fixo
de H, o que por hipdtese nao ocorre, logo conclui-se que A nao é compacto. Como A é
uma componente conexa nao-compacta de g~!(c) e ¢ é um valor regular de g, decorre
que A é uma subvariedade nao-compacta e fechada de R?, de dimensdo 1, assim \ é
um mergulho préprio de R em R2.

Finalmente, para concluir que zy estd no dominio de translagao limitado por A e
H~1(A), note-se que H~'(7) contém z, e um ponto de H *()\), mas nio contém algum
ponto de A, enquanto 7 contém zp e um ponto de A, mas nenhum ponto de H~1(}).

O
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Capitulo 3

Regioes fundamentais de divergéncia

3.1 Introducao

Como ja foi referido, inicialmente Brouwer pensava que as aplica¢oes livres eram sempre
conjugadas a uma translagdo do plano. Posteriormente explicita uma aplicagao livre
que nao poderia ser topologicamente conjugada a uma translacdo, na medida em que
se podiam distinguir trés regioes invariantes que constituiam uma particao de R? e tais
que em cada uma delas a aplicagao era conjugada a uma translaciao mas a "divergéncia
para infinito” era distinta de regiao para regido. Este exemplo é generalizavel para mais
do que trés regides com veremos. Em [16], Brouwer afirma ”...contudo a questao serd
possivel que T’ de cada transformacao T encha todo o plano T', tem de ser respondida
negativamente, como foi indicado por mim na nota de rodapé da pagina 37 no artigo
do Mathematische Annalen”, aqui T designa o saturado de um dominio de translacao
e o artigo referido por Brouwer é [15].

As regioes fundamentais de divergéncia serao definidas como sendo as classes de
equivaléncia de uma relacao definida no plano.

No seguimento da conjectura de Brouwer apresentaremos um resultado que é a sua
reformulagdo e que afirma que, se uma aplicagio livre tiver unicamente uma regiio
fundamental de divergéncia, entdo é conjugada a uma translacao, obteremos portanto

uma condi¢ao necessaria e suficiente, pois é imediato que tal condi¢io é necessaria.
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Mostraremos também que uma aplicacao livre nao pode ter exactamente duas
regioes fundamentais de divergéncia.

Este capitulo tem por base um artigo de S. A. Andrea [2].

3.2 O contra-exemplo de Brouwer e outros

Seja H : R? — R? uma aplicacio livre do plano. Diz-se que x estd em relacio com
Y, T ~ Y, se existir um arco compacto v de extremos x e y de modo que arbitrado o
compacto K C RZ, exista ny € N, tal que para qualquer n > ng e n < —ng, tem-se
H*(y)NK =0.

Note-se que, a relagao assim definida é uma relacao de equivaléncia, pois a simetria

e a transitividade sdo imediatas sendo a reflexividade consequéncia do Corolario 1.27.

Definicao 3.1 As regides fundamentais de divergéncia sio as classes de equiva-

léncia da relacao definida anteriormente.

Dizemos entao que dois pontos estao em relacao se existe um arco que os una
que "foge” de compactos. Estas regides, por vezes tém a designagdo de classes de
convergéncia para infinito, no que se segue estas regides serao designadas por regides
de divergéncia.

Da definicdo, resulta imediatamente que uma translacido tem uma unica regiao de
divergéncia e que, se uma aplicacao livre é conjugada a uma translagdo, entao tem

exactamente uma regiao de divergéncia.

Exemplo 3.2 (contra-exemplo de Brouwer) Considere-se as regides:
Ry ={(z,y) e R :y > 1}
Ry={(z,y) eR?: -1<y< 1}
Ry ={(z,y) e B : y < 1}
e a aplicacio H definida do sequinte modo:
Hig, ((z,9)) = (z+ 1,y)
Hig,((z,y)) = (z — 1,y)
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Em R, consideram-se as curvas (. = m—_ﬁ +c¢, onde ¢ € R, parametrizadas pelo

comprimento de arco e define-se uma aplicagio Hg, de tal modo que para todo c € R

e todo 0 X € (. tem-se que H(X) € (. e d.(H(X),X) =1, onde d.(.,.) € a distancia

em (., ver figura 3.1. e também a figura 2.1.

Figura 3.1:

A aplicagao H assim definida € uma aplicagdo livre e tem trés regides de divergéncia
que sao exactamente 0s R;, 1 =1,2,3.

Escolhendo dois pontos x ey em R;, € claro que x ~ y, 1 = 1,2,3. Escolhendo,
por exemplo, um arco compacto que intersecte Ry e Ry entao existem pontos desse arco
que tendem para co em direc¢des opostas por iteracdes positivas, logo a partir de certa
ordem todos os iterados desse arco intersectam o compacto {0} x [—1,1], e portanto,
sex € Ry ey € Ry € claro que x ~ y. No caso de Ry e Ry o raciocinio é andlogo,

considerando iterados negativos. No caso de Ry e R € imediato.

Exemplo 3.3 Com o exemplo anterior, podemos generalizar para um nimero impar de
regioes de divergéncia que se pretenda, e também para um nimero infinito (numerdvel),

indicamos na figura 3.2 um exemplo com 5 regides.

Exemplo 3.4 Este exemplo mostra que nem sempre € possivel mergulhar uma apli-
cacao livre H num fluzo, ou seja numa familia de aplicagdes livres que varia continu-
amente a um pardmetro t, H,, tal que Hyo H; = Hy, s , Hy=1d e H, = H.
Consideram-se 5 regioes R_y, R_y, Ry, R, ¢ Ry de modo que:
Hir_,((z,9)) = Hir,((z,9)) = (= + 1,9)
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R,
—_
— » y=1
R “‘\%—\N.{f(x)
2

N .
’\ . y=-

Figura 3.2:

Hig,((2,9)) = (= - 1,y)

Hg,((z,y)) e Hr_,((z,y)) € sugerido pela figura 3.8 sendo a distdncia entre (z,y)
e H((z,y)) calculada ao longo da curva parametrizada pelo comprimento de arco, con-
forme o primeiro exemplo.

H ¢ uma aplicagao livre e possui 5 regioes de divergéncia.

R,

—__\—/——-‘\
——— Tt el by ,.__\\//_"‘-—//-
R ) ¥ 1 Y ¥ Y
0 R K k N ? R

5
>

R,

Figura 3.3:

E claro que ndo se pode mergulhar H num fluzo, pois se tal fosse possivel Ry seria
enviado pelo fluzo em si mesmo, mas qualqguer homeomorfismo de Ry em si mesmo
teria que enviar {H"(z)}nez em si mesmo, sendo x um ponto que desconecta Ry.
Como Hy = Id em {H"(z)},cz € para o tempo t = 1, H; = H, que € a translacdo
de uma unidade em {H"(x)}nez, tem-se que, para 0 < t < 1, Hy(z) pertence ao disco
que contém = e H(z) e nao pode ser igual a algum destes pontos o que € claramente

impossivel.
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3.3 As aplicacoes livres nao podem ter exactamente
duas regioes de divergéncia

Na sec¢ao anterior, vimos que existem aplicagoes livres com um qualquer niimero impar
de regioes de divergéncia, seguidamente mostramos que uma aplicagéo livre ndo pode

ter exactamente duas regioes de divergéncia.

Lema 3.5 Seja H : R? — R? uma aplicagio livre do plano e {C,} uma colecgio
finita de conjuntos abertos, conezos por arcos e dois a dois disjuntos. Se cada H(C;) é

igual a algum C;, entio H(C;) = C; para todo o C; € {C,}.

Demonstragao:

Por hipotese tem-se que H induz uma permutacdao na colecgdo {C,}. Se, por
absurdo, H(C;) # C; VC; € {Ch}, entao H(C;) N C; = 0, contudo existem C; € {C,}
e p € N tais que HP(C;) = C;. Escolha-se z € C; e como C; é aberto e conexo por
arcos, pode-se considerar um disco topolégico D C C; em que z, H?(z) € D, mas entdo
tem-se que H*(D) N D # () apesar de H(D)N D = 0 o que contraria o Corolario 1.26.
O

Recorde-se que dada uma aplicacao livre H e 7 um arco de translagao para H entao
UZH "(7) € um mergulho de R em R?, que separa R? em duas componentes conexas
ne
{2 e £y, que pelo Lema 3.5 sdo invariantes, ou seja, H(§2;) = Q, e H(},) = Q,.

Teorema 3.6 Seja H : R? — R? wma aplicagcdo livre do plano, entdo H nao pode
] p

ter ezactamente duas regides de divergéncia.

Demonstragao:

Vai-se sup6r que H tem exactamente duas regioes de divergéncia, X e Y, e dai
concluir que essas regioes se intersectam, o que é absurdo.

Observe-se que se R ¢ uma regido de divergéncia também o é H(R), neste caso
ou HX)=XeHY)=Y,ou HX)=Y e HY) = X. O Lema 3.5 elimina a 2¢

hipotese.
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Como H nao tem pontos fixos é possivel escolher z € X e y € Y de tal modo que
o segmento de extremos z e y seja disjunto da sua imagem por H.

Seja v uma curva de extremos z e H(z) e tal que H"(v) 3. 00 a existéncia
de tal curva é assegurada pelo facto de z e H(z) pertencerem a X. Seja y 0 menor
sub-arco fechado de v, com extremo z e w tal que H () Ny # 0. Tal segmento existe
jaque H(y) Ny #0.

Caso 1) Se p = 7 entdo y é um arco de translagdo, e por conseguinte escrevendo

&, = UZH”(fy), tem-se que P, é a imagem de um mergulho de R em R?.
ne

o

Caso 2) Se pp # v e w € H(p), entdo o sub-arco 7 de H(u) de extremos w e H(w)
é um arco de translacdo e consequentemente ®, = nLéJZH "(u) serd a imagem de um
mergulho de R em R?, com cabelos colados, sendo esses cabelos o saturado do arco a,
de extremos H(z) e w.

Caso 3) Se p # v e H(w) € 1, entdo o sub-arco 7 de p de extremos w e H(w)
¢ um arco de translagiao e consequentemente ¢, = nLerH "(p) serd a imagem de um
mergulho de R em R?, com cabelos colados, sendo esses cabelos o saturado do arco a,
de extremos H(w) e z.

E claro que estes trés casos sio exclusivos pois 2) e 3) ndo podem ocorrer simultane-
amente, ou caso contrario teriamos H'(w), H(w) € a (arco de extremos z e w), mas
o sub-arco 3 de a de extremos H~!(w), H(w) verifica H(B)NB=0e H2(B)N B #0
o que contraria o Corolario 1.26, ver figura 3.4.

No caso 1) em que g = < pode-se considerar cada H"(x) como um cabelo de
comprimento zero. Como «, C v, segue que H"(a;,) T3 %

Para y € Y faz-se uma construcdo inteiramente analoga, ver figura 3.5.

Considerem-se agora os conjuntos ®, U H"(ay) e ®, U H*(qy), seja € 0 menor
segmento fechado do segmento de extremos z e y, construido no inicio, que une estes
dois conjuntos. O facto destes conjuntos serem fechados garante a existéncia de tal .
Pelo facto do segmento € ser o menor nestas condigdes, ele nao pode intersectar mais do
que um cabelo H™(a,) nem mais do que um cabelo H™ (a,), logo pode-se unir &, a o,
por um arco 3 usando ¢ e escolhendo os cabelos que este intersecta ou, eventualmente,

usando apenas o segmento ¢.
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Caso 2)

x Hx)  Hx)

w H(w)

Caso 3) H(w)

Figura 3.4:

E importante notar que H(s) Ne = .
Obtém-se portanto um arco 3 e se nao foi necessario usar os cabelos, entio 3 = ¢.

Logo H(B) N3 = 0. Se § = HP(a,) U H(ay,) Ue, entdo H(B) N B =, isto porque:
o HP(ay), H(ay,) e € sio disjuntos das suas imagens;
o H?(a,) N HY(eyy) =0, Vp,q € Z,
e H'(a,)Ne =0 parai#p, e H(a,)Ne =0 para i # g, por escolha de ¢.

Portanto, pode-se resumir que:

@, e ®, sao imagens de mergulhos nas regides X e Y respectivamente;

B intersecta ®, em um s6 ponto;

[ intersecta ¢, em um s6 ponto;

BnH{B)={.

Vamos agora definir dois conjuntos nao limitados €2, (respectivamente €,) como

sendo a componente de R* — &, (respectivamente R* —®,) que nao contém @, (respec-
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Figura 3.5:

tivamente ®.). Seja A a componente conexa de R* — {®, U®, U 8} que nio intersecta

Q,,Q, e H(B), (ver figura 3.6).

Figura 3.6:

Seja M = Ad(£2;) U Ad(A) U Ad(£2,).

Por constru¢io ¢ imediato que M C H(M) C H?*(M) C ... Mostremos que o
saturado de M é todo o plano, ou seja nLerHn(M) = R2.

Fixemos z € R* — M; z € X ou z € Y. Suponha-se que z € X ¢ seja § um

arco de extremos z e um ponto z; € ®,, sendo este z; escolhido de modo a que

0 — {z1} CR? — (Ad(2) U Ad(Q,)), e tal que H™(J) 7. o0
n—=xoo

Logo, para algum p € N, tem-se H ?(z;) € Ad(A) e H?(§)N 3 = 0. Por H(R?> —
(2, UQ)) =R — (2, UQ,) segue que H?() CR? — (Q, UQ,).
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Assim H?(8)NFr(M) = @; Como H P?(x,) pertence a M, conclui-se que H?(§) C
M. Como HP(z) € M segue que z € HP(M) o que é suficiente para mostrar que
nLgZH“(M) =T,

E imediato que, se z € M, entdo z € int(H"(M)) para algum n. Assim {int(H™(M))}nez
é igual a R?.

Seja agora K um qualquer compacto. Pelo que foi visto atras, existe algum my tal
que K C int(H™(M)), Ym > my e, consequentemente, K N H™(B) = 0, Ym > my.
Analogamente, considerando N = Ad(Q,) U Ad(Q,) U Ad(R? — A), entdo existe algum
no tal que K C int(H "(N)), Vn > ng, e consequentemente K NH"(8) = 0, Vn > ny.
Assim, conclui-se que 3 é um arco que "foge” de compactos e que tem extremos em @,
e ®,, logo X NY #0, o que é absurdo. 0O

Teminamos esta sec¢ao, observando que nao se conhecem exemplos de aplicacoes
livres com um nimero par (maior que dois) de regides de divergéncia. S. A. Andrea

conjectura que nao existem tais exemplos.

3.4 Caracterizagao topologica das aplicagoes livres com
uma s regiao de divergéncia
Nesta sec¢ao vai ser mostrado que, se uma aplicacio livre H : R? — R? tiver somente

uma regido de divergéncia, entao é topologicamente conjugada a uma translacao. Note-

se que o reciproco é imediato.

Teorema 3.7 Uma aplicacio livre H : R? — R? tem somente uma regidgo de di-

vergéncia se e somente se for topologicamente conjugada a uma translagdo.
Considere-se em primeiro lugar a seguinte:

Proposigao 3.8 Seja H : R? — R? uma aplicagdo livre com apenas uma regido de

divergéncia. Entdo, para qualguer compacto K C R?, tem-se que H*(K) — oo.
g n—toc
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A Proposicao seguinte vai ser usada na demonstragao da Proposigdo 3.8. A demons-

tragdo desta proposi¢ao pode ser encontrada em [1].

Proposigao 3.9 Dada uma aplicagdo livre H : R? — R? e qualquer compacto K C
R?, entdo existe um conjunto nao limitado e conezo A C R? tal que, Vn € Z, tem-se

HYK)NA=0.

Demonstragao:(da Proposicao 3.8).

Seja z € R%2. Como H tem s6 uma regiio de divergéncia existe uma curva ¢ de
extremos = e H(xz), tal que H"(J) 2 oo Considere-se a classe dos sub-arcos
fechados de § com extremos w e H(w); é claro que o préoprio § faz parte dessa classe.
Seja 7 um elemento minimal. Tem-se que; 7 tem extremos wy e H(wq), H(7) N7 =
H(wp) (por minimalidade), e H"(7) vt Assim, 7 é um arco de translacao e
pelo Teorema 1.22, é imagem de um mergulho proprio de R em R?. Compondo com
um homeomorfismo conveniente, pode-se assumir que nLEJZH ™(1) & o eixo dos z's e que
H((z,0)) =(z+1,0),Vz € R.

Sejam K e K; compactos. K U K; é compacto e se HH{KUK;))N(KUK;) =10
para qualquer n tal que |n| > ng, entdo é claro que H™(K) N K; = §, desde que
|n| = ng. Assim, para mostrar que H"(K) =3 K compacto, basta mostrar que
H™(K)N K # () apenas para um ntimero finito de ntimeros naturais n.

Pelo Lema 3.5 os semi planos y < 0 e y > 0 sd3o ambos invariantes e portanto
para mostrar o Teorema basta mostrar que, para qualquer compacto K de R?, se tem
HYK 4y 2 }) 7., 00 € que HYMKEN{y £ }) 2. Como os dois caso sio
analogos restrlnglmo-nos a compactos contidos no &.eml—plano superior.

Seja entao K um qualquer compacto contido no semi-plano y > 0 e seja D um
semi-disco, com centro contido no eixo dos z's, que contém K. Pelo que foi visto basta
provar que H*(D)N D # () apenas para um nimero finito de niimeros naturais n. Pela
Proposigio 3.9 existe A C R?, conexo e nio limitado, tal que H"(D)NA =0, Vn € Z.
Como H sé tem uma classe de divergéncia, fixados 5 € A e 7y pertencente ao eixo

dos z's, existe um arco o de extremos zg e yo tal que H"(a) 2., Em particular
Nn—rTo0

existe Ny € Ny tal que para |n| = Np se tem H"(a) N D = ); além disso é possivel
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escolher Ny tal que H™ () intersecte o eixo dos z's & direita de D e H~"°(a) intersecte
0 eixo dos z's & esquerda de D. Seja Ny € N, N > 2N, tal que H (D) intersecte o
eixo dos z's & direita de wy,, sendo wy, o ponto de intersec¢do de H"°(a) com este
eixo, (ver figura 3.7-A).

Agora, tem-se que HY(D)N D =0, VN > N;. Com efeito, suponha-se que para
algum N > Nj se tem HY(D)N D # (). Seja vy um arco cujos extremos sio C (o centro
de D) e HY(C) e que esta totalmente contido em D U HY (D).

Juntando a v um arco de extremos C' e H"(C) e contido no semi-plano y < 0
(com excepgdo de C' e HV(C')) obtemos uma curva de Jordan 8. Como H™(A) nio é
limitado, este conjunto est4 contido na componente conexa néo limitada de R? — 3; por
construgao wy, pertence & componente conexa limitada de R? — 8. Como H™(A) U
H™(a) & conexo, resulta que (H™(A) U H(a)) N B # 0 e portanto HN(a)ND £ 0
ou HY(a)NHN (D) # 0,ver figura 3.7-B. A primeira hipotese est4 excluida por escolha
de N, da segunda hipétese obtemos HY=V(a) N D # () o que também nao é possivel
ja que Ny — N < —N,.

Assim HY(D)N' D = ), YN > Ni, como pretendiamos mostrar. 0O

HNoa) H M) ;
HM(a)
Wa, s "'B YN, :'HH(C)

Figura 3.7: A e Figura 3.7: B

Seja H : R* — R? uma aplicagdo livre e considere-se o espago quociente R?/H
cujos elementos sio as classes {H"(z) : n € Z}, v € R?. Este espaco ¢ designado por
espaco das orbitas. Seja P : R* — R?/H a projecgio canonica; em R? / H considera-
se a topologia quociente, cujos abertos sao exactamente os subconjuntos cuja imagem
reciproca por P é um aberto de R?.

O Lema seguinte sera essencial no que se segue.
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Lema 3.10 Seja H : R2 — R? wuma aplicacao livre com uma tinica regidgo de di-

vergéncia entdo R*/H é homeomorfo a um cilindro (sem bérdo).

Demonstracao:

Comecemos por observar que R?/H é localmente homeomorfo a R?2. Com efeito
fixado um [z] € R?/H seja D um disco topolégico contendo z no seu interior e tal
que DN H(D) =0, j4 que H ndo tem pontos fixos. Pelo Corolario 1.26 obtemos que
DNH™D)=0,Yn € Z —{0}. Agora é claro que Pjinyp) : int(D) — P(int(D)) é um
homeomorfismo.

Vejamos agora que R? /H é um espago de Hausdorff.

Para [z],[y] € R?/H escolhemos discos topologicos D, e D, centrados em z e y
respectivamente. Como H tem apenas uma regido de divergéncia, pela Proposicao 3.8,
conclui-se que existe ny € N tal que H"(D,)N D, =0, Vn € Z com |n| > ny. Assim, e
diminuindo D, e D,, se necessario, obtemos que H*(D;)ND, = 0, Vn € Z. E imediato
agora que P(D,) e P(D,) sao vizinhangas disjuntas de [z] e [y] respectivamente.

E claro que R? /H é conexo e separavel. Assim R?/H é uma variedade topologica
de dimensao 2, orientével porque H preserva a orientagao, sem bordo e tendo R? como
revestimento universal. Assim, m;(R?/H), é isomorfo ao grupo das transformacoes de
revestimento actuando em R2, isto é, ao grupo gerado por H.

Observe-se que, se H"* = Id, para algum n € N, entdo H terd um ponto periédico
de periodo n e portanto um ponto fixo, o que nao ocorre. Assim, o grupo gerado
por H é ciclico infinito e em particular R? /H nao é compacto. Decorre que R?*/H é
homeomorfo a um cilindro sem bérdo (para um Teorema de classificagao de variedades

topologicas ndo compactas de dimensao 2, orientaveis e sem bordo refere-se [20]). O
Estamos em condi¢oes de provar a seguinte:

Proposicao 3.11 (Teorema de Sperner) Dada uma aplicagio livre H : R? — R?
suponha-se que para qualquer compacto K C R? se tem que H*(K) j) 00, entao
n—Ioo

H ¢ topologicamente conjugada a wma translacao do plano.
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Demonstragao:

Sejam P : R* — R?/H definida como acima e © : RZ ; — R?/H uma parametriza-
¢ao do cilindro R?/H a partir do plano em coordenadas polares Rig, de tal modo
que O((z1,601)) = O((22,0)) se 21 = z9 ¢ 8, = k + 6, para algum k € Z. Como
R? & simplesmente conexo P & um revestimento universal para R2 /H, sendo a apli-
cacao H o gerador do grupo das transformagdes de revestimento. Analogamente, o
plano R?; e © constituem um revestimento universal para R?/H, sendo a aplicacio
T((2,6)) = (2,0 + 1) o gerador do grupo das transformacdes de revestimento. Entio
por R? ¢ ]Rg’g serem ambos espagos de revestimento universal para R?*/H existem apli-
cagbes continuas A R, — R* e B:R* — R%, taisque PoA=0©eOQoB = P.
Assim, Po(AoB) =P e © =00 (BoA), ver figura 3.8

“r A
IR? )T A IR

IR*
“H

Figura 3.8:

E possivel escolher A e B de modo a que Ao B e e Bo A tenham ambas pelo menos
um ponto fixo. Temos entdao que A o B é uma aplicacao sobrejectiva de R? em R? tal
que Po Ao B = P e que tem um ponto fixo, logo Ao B tem que ser a identidade. Do
mesmo modo se mostra que B o A é a identidade, logo A é um homeomorfismo.

Consideremos agora o homomorfismo ¢ : {T" : n € Z} —{H" : n € Z} do grupo
de transformagoes de revestimento em R’ ; no grupo de transformagoes de revestimento
em R? definido por ¢(T") = AoT" 0 A~", como ¢~ ' (H") = A~Lo H"0 A é 0 homomor-
fismo inverso, obtemos que ¢ é um isomorfismo de grupos. Como T' e T~ ! sdo geradores

do grupo de transformagao de revestimento e geradores sao enviados em geradores por
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isomorfismos obtemos que p(T) = Ao T oA ' =Hou (T ) =AoT 'oA ! = H.
Em qualquer dos casos conclui-se que H é topologicamente conjugada a uma translacio
do plano. 0O

Podemos agora terminar a demonstracao do Teorema 3.7:

Demonstragao:( do Teorema 3.7)

Dada uma aplicagao livre H : R? — R? com somente uma regido de divergéncia,
pela Proposigao 3.8, arbitrado um qualquer compacto K C R?, tem-se que H*(K) . jw
00, e pela Proposigao 3.11 segue que nestas condigdes H ¢ topologicamente conjugada
a uma translacao do plano. 0O

Observe-se que se H : R* — R? é uma aplica¢do livre com mais que uma regiao
de divergéncia, entao o saturado de qualquer dominio de transla¢io é sempre diferente

de R2.

29



Capitulo 4

O Hénon conservativo

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos apresentar um exemplo de uma aplica¢ao livre, denominada
por Hénon conservativo, que é topologicamente conjugada a uma translacio, via um
homeomorfismo que vai ser explicitado. De facto, a conjugacao aqui construida é
somente de classe C°, contudo é possivel construir conjugacies de classe C°°.

Apesar de mostrarmos que o Hénon conservativo tem uma s6 regiao de divergéncia,
e por conseguinte, usando o Teorema 3.7, ser imediato concluir que é conjugado a
uma translagao, vamos de facto, como ja referido, exibir essa conjugacao. Como os
dominios de translacido e as rectas invariantes sao por vezes dificeis de determinar
numa aplicacao livre genérica, no caso particular do Hénon conservativo, uma vez
determinada a conjugagdo, esses mesmos objectos serdo imagem, pela conjugacao, de

objectos homologos que numa translagao sdo obviamente de determinacao imediata.

o6



4.2 A dindmica do Hénon conservativo

Definicao 4.1 A aplica¢io H,y nos parametros a,b € R :

Hop: R — R?

(z,y) — (a—2z%—by,z)

designa-se por aplica¢do de Hénon. No caso particular de |b| =1 a aplicacdo conserva
a drea (|det(DH,,)| = 1) e designa-se por Hénon conservativo. Se b = 1, entio
H,, preserva a orientagdo, jd que det(DH,,) = 1. Dependendo do pardmetro a, H,
pode ter ou nao pontos fizos. De facto, € imediato verificar que Fiz(H,,) = 0 se e s6

sea < —1.

Seguidamente, fazemos o estudo da aplicagdo H,,, que por brevidade serd desig-
nada por H e se nada for dito em contrario considera-se sempre a < —1.

E facil de ver que o Hénon conservativo ¢ um homeomorfismo de R? com inversa

Hgi((z,y)) = (y,a — y* — 2).
Nota 4.2 Note-se que, sendo S((z,y)) = (y,z), tem-se So H ' o S = H, pois:

SoH 'oS((x,y)) =SoH (y,z) = S(z,a — 2> —y) = (a — 2* — y,z) = H((z, 7))

Logo, H € topologicamente conjugada d sua inversa via reflexao na rectay =, HoS =
S o H™'. Neste caso a conjugagdo € igual a sua inversa S = S~'. Temos entio, que a

aplicacio H™' pode ser vista como a reflerdo relativamente & recta y = x do proprio

H.

Vejamos entao qual é a dinAmica do Hénon conservativo.
Vamos designar os quadrantes do 1° ao 4° por I, II, III e IV respectivamente, a

sub-regido de 111, {(z,y) € R? : z < y} por D* e finalmente S(D*) = D~
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Lema 4.3 Valem as sequintes inclusoes:
1) H(D*) C D e H*(D%) C int(D™), Vn > 2
2) HY(D)C D™ e H™(D™) Cint(D™), ¥n > 2

Demonstragao:

Note-se que 2) decorre de 1) tendo em consideragéo a nota 4.2 e o facto de S(D*) =
b=,

Vejamos que dado (z,y) € DT, H((z,y)) = (a—z*—y, =) tem ambas as coordenadas
negativas e a — z2 — y < z, donde se conclui que (a — 2° — y,z) € D*.

E claro que a 2%coordenada, z, é menor ou igual a zero, vejamos também que
a—z? —y < z. Note-se entdo que, Vz € R, a — 2% — 2z < 0, logo a— 2% —z < 2 e como
—y < —z segue que a — z° —y < a — 22 — 2 < r donde se conclui que a —z? —y < x,
logo H((z,y)) € D* e portanto H(D') C D*.

Finalmente, para vermos que H™(D%) C int(DT), Vn > 2, notemos em primeiro
lugar que o tnico ponto de D que é enviado em Fr(D%) é o ponto (0,0). Como
H?((0,0)) = H((a,0)) = (a — a?,a) € int(D*), concluimos que H*(D*) C int(D*) e
portanto H*(D") = H"?(H*(D")) C H"?(int(D*)) Cint(D*),Vn >2. O

Lema 4.4 Dado um ponto (z,y) de R? tem-se:

1) Se (z,y) pertence a I, entdo H((x,y)) pertence a I

2) Se (z,y) pertence a I1, entao H((z,y)) pertence a DF

3) Se (z,y) pertence a IV, entio H((z,y)) pertence a I ou a II

4) Se (z,y) pertence a I11, entao H((z,y)) pertence a I11 ou a IV; se H"((x,7))
pertence a 11, Vn € Ny, entdo existe k € Ny tal que HF((z,y)) € D*.

Demonstracao:

1) Se (z,y) € I, entdao como H((z,y)) =(a—2* —y,z),a—2°—y<a<0ezx >0
logo H((z,y)) € I1.

2) Se (z,y) € 11, entdo como H((z,y)) = (a— 2 —y,z), s <0ea—22—y <z

pois note-se que Vz € R, a — 2> — 2z < 0 (porque a < —1), logo a — 2% —z < z e,

28



como —y § —, segue como ja foi visto atras que a — 2> —y < a—z* -z <z . Logo
H((z,v)) € D*.

3) Se (z,y) € IV, entdo como H((z,y)) = (a — 2% — y,2) e z = 0 & 6bvio que
H((z,y))pertence a I ou I1.

4) Se (z,y) € 111 entdo, como H((z,y)) = (a — 2> — y, ), ter H((z,y)) em IIT ou
em IV é equivalente a z < 0, o que é 6bvio.

Seja agora (zo,y0) € I tal que H"((zo,y0)) € III, ¥n € N. Assuma-se que
H™((zo, %)) ¢ DT, Vn e N.

Designando (z,,y,) = H™((z0, %)) temos:

02 2Zn 2 yp = 2n1, Vn € N. Assim, (2,)nen € uma sucessiio crescente e limitada,
logo converge para a € Ry. Como y, = z,_; decorre que (y,)ncn . _::OO a. Assim

H"((z0,%)) e (a,a) e portanto (a,a) é ponto fixo de H, o que é absurdo. [

Os Lemas 4.3 e 4.4 permitem-nos concluir que para qualquer (z, y) € R? existe ng
(que depende de (z,y)) tal que H™"((z,y)) € int(D"), Vn > ny. Analogamente sc
conclui que existe n; tal que H"((z,y)) € int(D ), Vn > n,. Resta portanto estudar
a dinamica de H em D% (respectivamente a de H~! em D~). Na figura 4.1 indica-se

as imagens por H das quatro regioes.

i I
N 7 )
H(IT)
1 v Hym)
Figura 4.1:

Lema 4.5 Seja (7o, y0) € D" e defina-se (2, yn) = H"((z0,10)). Entdo Ing € N, que
depende de (zo,yo), tal que Vn € N com n > ng se tem:
1) $n+1 Tn + a

<
2) Ynt+l S Yn € Ynyo S Yp +a
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Demonstragao:

Dado (z1,11) = (@ — 22 — yo,20) tem-se que y; = 7o < Yo e 71 = a — TH —yp <
a — zf — 7o < o, logo as sucessdes (Z,)nen © (Yn)nen Sa0 decrescentes.

Note-se que, V(z,y) € D*, existe ng € N, tal que z,,, < —2, pois por um argumento
Ja apresentado a sua negacdo implicava a existéncia de um ponto fixo.

Como para z < —2 se verifica que z,,; =a — 12 —y, < a — 12—z, € 2, +a, 1)
estd mostrado.

Para mostrarmos 2) é s6 notar que a primeira desigualdade segue de (y,,)ncn ser

decrescente e a segunda de Y42 = Tny1 S Thn+a <y, +a. O

O Lema 4.5 dé-nos a indicagdo que para haver uma deslocagiio para "baixo” de pelo
menos 1 e para a "esquerda” de pelo menos 2 (ja que a < —1) sdo suficientes duas

iteracoes. O que nos dé bastante informagdo da dinamica do Hénon conservativo.

Proposicao 4.6 O Hénon conservativo tem wma tinica regido de divergéncia.

Demonstracao:

Sejam A e B pontos de R?, v um segmento compacto de extremos A e B e seja
também K C R? um qualquer compacto. E claro que K C @k para algum Qp,
quadrado com centro na origem. Os Lemas 4.3 a 4.5 sdo suficientes para concluir que
Jni € N tal que Vn > ny tem-se H"(y) N Qx = 0. De facto, fixado um Z € v, existe
nz € N tal que H"#(Z) ¢ Qg, H"?(Z) € int(D") e a abcissa de H"#(Z) é menor que
—2. Logo, Vn > nz, H"(Z) ¢ Q e por continuidade nz serve para uma vizinhanca
aberta de Z, Vz, suficientemente pequena. Seja agora {V} zey uma cobertura aberta de
7, como 7y & compacto {Vz}ze, admite uma sub-cobertura finita {Vz,, ..., V2 } e como
fizemos atrés a cada Z; associamos um ng, tal que H"% (V;,)NQg = 0, H"# (V,,) C D+
e a abcissa de qualquer ponto de H"Z(V,,) é menor que —2. Agora, ¢ s6 escolher
ng = maz{ng,,...,nz} e temos que para n > ng, H*(y) N K = 0.

Analogamente se mostra que, H "(y) N K = (), usando a aplicacio S em D~. 0
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4.3 Construgao da conjugacao Hénon-Translacao

Usando a Proposi¢ao 4.6 e o Teorema 3.7 podemos concluir que H é conjugada a
uma translagao, contudo nao nos limitaremos a saber da existéncia da conjugacio mas
iremos explicita-la. Essa conjugacao sera feita num fechado, o dominio fundamental, e
posteriormente estendida a todo o R%. A escolha natural para o dominio fundamental
serd DU{A, H(A)} onde D é um dominio de translacio para H, e {\, H(\)} a fronteira
sendo A a recta y = z e a sua imagem H()), a pardbola H((z,z)) = (a — 2? — z,x).
Designemos por © esse dominio. Vejamos em primeiro lugar que o saturado de D é o

R?.
Lema 4.7 UZH"(Q) = B
ng

Demonstracgao:

Notemos que ¢é suficiente mostrar que dado um ponto (z,y) com z < y, existe n € N,
tal que H™"((z,vy)) € D, pois para a regido r > y usa-se o factode H' = So H o S.
Note-se também que, para (z,y) € I — D, tem-se H ((z,y)) € D.

Resta entdo o caso em que (z,y) € Dt —D. Entdo H™'((z,y)) pertence a I ou a
I11. Note-se que, se H™'((z,y)) pertence a I1, ou se existe n € N tal que H"((z,y))
pertence a II, entdo H'((z,y)) € ® ou H?((z,y)) € . Assim, resta analizar o
caso em que (z,y) € D¥ e H™"((x,y)) pertence a III, Vn € N. Suponha-se, por
absurdo que H™"((z,y)) ¢ ©, Vn € N; entdo como (z,y) € Dt — D obtemos que
T < a—y®—y e portanto H~'((z,y)) € D*. Obtemos assim uma sucessao em D+,
(T, Y—n) = H™((z,9)),n € N, talque z_,, > T_py1€¥Y_n > Y_pnt1, V2 € N. Portanto
((Z—n,Y—n))nen converge para (zo, yo) que serd necessariamente um ponto fixo, o que é

absurdo. 0O

Nota 4.8 E imediato verificar que int(D) N H™(int(D)) = 0, ¥n € Z — {0}.
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Vamos agora proceder a construcdo da conjugacgio topologica, ou seja determinar

um homeomorfismo C : R* — R? que torna o seguinte diagrama comutativo:

R L R
do le
R - R

Onde T : R* — R? ¢ a translagdo T((z,y)) = (z +1,7).

A ideia é encontrar um homeomorfismo C : © —s D, tal que 5()\) = A &
C(H(\)) = T()\), onde A\, é atectaz = 0 e D, = {(z,y) e R? : 0 < z < 1}.
De facto, qualquer homeomorfismo nestas condigdes serve, contudo como pretendemos
explicitar um, vamos considerar o mais natural, ou seja, 0 homeomorfismo que para

cada z € R envia o segmento orientado de (z,z) para H((z,z)) = (a — 2° — z,2) no

segmento orientado de C((z,z)) para 5(H((x,a:))) = C((a — 2% — z,7)). Uma vez
construido o homeomorfismo nesse dominio fundamental, é s6 estende-lo ao R? inteiro,
ver figura 4.2.

Consideremos entdo uma parametriza¢do do primeiro segmento:
(1-t)(z,z) +t(a —2° — x,%), t €]0,1]
e pretendemos que seja enviado por C no segundo segmento:
(1-1)(0,z) +¢t(1,z), t € [0,1]
ou seja:

C((1—t)z+tla—2*—1x),2)) = (t,2)

Seja agora (z,y) € int(D), este ponto pertence ao segmento de extremos (y,y) e

(a — y* —y,y), logo existe um e um s6 ¢ € [0,1] tal que:

(z,9) = A=)y, 9) + tla — 3> — y,y)

donde:

=Y

= (1—t tla—y?’ —yoeor—y=ta-y* - st=— 9
r=(1-ty+tla—y -y) Sr—y=tla—y* —2) P
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A C(h)=h. T(\.)=C(H(}))

D
H()) \
(mx% (x,x) (0,x)

(1,x)

lq.

Y

Figura 4.2:

e como C((y,¥)) = (0,) e C((a — y* — y,3)) = (1,) segue que:

&~

Py m2y,y)

Cl(z,y)) = (1 = 1)(0,9) + t(1,y) = (t,y) = (

Logo o homeomorfismo C ¢ definido por:

c: ©» — D,
(I:y) — (E_ZT;E_%y)y)

Note-se que, por construcio, se X € \ entdo C o H(X)=To 5(X)

Para estender C' a R? comecemos por observar que, VX € R2, Iny € Z , tal que
H"™*(X) € D. Este facto é consequéncia directa do Lema 4.7. Observe-se que, se
X € int(H™ (D)), para algum n € Z, entdo ny é unico. Se X € Fr(H"X (D)), para
algum n € Z, entao existe nx tal que H™* (X) € A e H™*T1(X) € H()).

Defina-se:

C: R — R?
X — T oCoH™(X)

Note-se que, se H"X(X) € A entdo:

T~ 1oCo H™t(X) = T~ o C o H(H™ (X)) =
= T nx-l oToé(an(X)) =
— Oé(an(X))a

o que mostra que C est4 bem definido.

Da construcgao segue imediatamente que:
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Figura 4.3:

Proposigdo 4.9 A aplicacio C : R2 — R? definida por T~"% o C o H"X (X) € um
homeomorfismo e Co H =T o C.

No caso do Hénon conservativo com a = —1, a aplicacao deixa de ser livre, pois
aparece um ponto fixo, ndo sendo portanto conjugada a uma translacao. Apesar disso
a dinamica desta nova aplicagdo é bastante semelhante 4 estudada neste Capitulo, ver

figura 4.3.
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Capitulo 5

Medidas invariantes para aplicacoes

livres

5.1 Introducao

No Capitulo anterior, foi estudada uma aplica¢io que como vimos era conservativa, ou
seja a area era preservada por H. Contudo, esta situagao é particular e geralmente as
aplicacodes livres nao possuem esta propriedade.

Podemos entao pensar na possibilidade de, dada uma aplicacéo livre H : R> — R?
genérica, existir uma medida p definida nos borelianos de R?, que possua algumas pro-
priedades razoaveis e tal que y seja H-invariante, isto é, u(H '(A)) = u(A). Entenda-
se por propriedades razodveis u ser em certo sentido semelhante 4 medida de Lebesgue

A, ou seja:
e A medida de conjuntos limitados ser finita;

¢ A medida em abertos ser positiva;

e Pontos terem medida nula.

Veremos neste Capitulo, que se considerarmos uma aplicagio livre, H, é possivel
construir uma medida g com boas propriedades e H-invariante e que, além disso, a

medida de Lebesgue ¢ absolutamente continua relativamente a p, A < p (i.e. u(X) =
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0 = A(X) = 0). Por fim, ser4 apresentado um exemplo que mostra que nem sempre

se verifica u < A.

5.2 Construcao de uma medida H-invariante

Definigao 5.1 Uma medida p completa definida na o-dlgebra dos Borelianos, diz-se

razodvel se verifica:
1. u(X) < oo, VX C R?, limitado;
2. u(U) > 0, VU C R?, aberto e nao vazio;

8. Se X CR? ¢ tal que A(F(X)) = 0, para qualguer homeomorfismo F de B2, entdo
u(X) = 0;

4. A<

Vejamos seguidamente um Lema que sera essencial para a construcao da medida e

que usa na sua demonstracao o Corolario 1.26.

Lema 5.2 Seja H : R* — R? uma aplicagao livre e U um aberto tal que H({U)NU = §
+o0 )
e MU) < 1. Entao a medida p definida por u(X) = 20 MH(X)NU) satisfaz as

1=—00

sequintes propriedades:
1. E o-aditiva;
2. u(X) < oo, para todo 0 X C R? p-mensurdvel e limitado;

3. Se X CR?® é A\-mensurdvel e \(F(X)) = 0, para qualquer homeomorfismo F de
R?, entdo pu(X) = 0;
4. YV CR?, tal que HV)NV =0 eV € aberto, tem-se p(V) < 1;

5. AW) = (W), para qualquer aberto W de U;

6. pw(H Y(X)) = u(X), VX C R?, y-mensurdvel.
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Demonstracgao:
Comecemos por observar que, de acordo com a defini¢do de x, um conjunto X é
p-mensuravel se H'(X) N U for A-mensuravel, Vi € Z, e que u(X) é infinito se a série

diverge.

1. Sejam X, j € N, p-mensuraveis e disjuntos dois a dois, entao:

Uy = LaerJonn = > UH

P ILE Zu
t=—o00j=1

2. Seja X C R?, limitado e suponha-se que x(X) = oo. Dividindo sucessivamente
X em subconjuntos de didmetro a tender para zero e com p-medida infinita,

obtemos um ponto z € U tal que pu(U) = oo, YU aberto contendo z.

A existéncia de tal x é incompativel com o facto de existir 1) aberto contendo z

tal que, H(D) N D =0, o que acontece por H ser livre.

p(X) = 3 AHX)NU) < Y0 AH(X) =0

E imediato que, A(HY(X)) =0, Vi€ Z , pois H' & homeomorfismo, Vi € Z.

4. Consideremos V aberto tal que H(V) NV = (), tem-se:

— i MH(V)NU) S MU) L1

1=—00

A desigualdade verifica-se, pois se considerarmos V; como sendo as interseccoes de
H* (V) com U, pelo Corolario 1.26, segue que V;NVj = 0, porque H(V)NHI (V) =

(0 para i # j.

5. Basta notar que H*(U)NU =0, Yn € Z — {0}, logo:

= Y AH(W)NU) = AW NU) = \(W)
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oo o0

pHTY(X) = Y AMHET(X)NU) = Y AHT(X)NU) = p(X)

i=—00 i=—00

a

Teorema 5.3 Seja H : R? — R® uma aplicacio livre, entdo eziste uma medida
L

razodvel ¢ H-invariante.

Demonstragao:

Como H nao tem pontos fixos, dado um ponto qualquer z, existe U, uma vizinhanca
aberta de z, tal que H*(U,)NU, = 0, Vk € Z — {0}. E claro que U, pode ser escolhido
tal que, A(U,) < 1. Seja i ={U;,Us, ...} uma cobertura numeravel de R? formada por
tais vizinhancas. Agora, para cada U,, vamos definir uma medida associada a U,, de

acordo com o Lema 5.2, ou seja:

o0

p(X) = 30 MH(X) N U,)

T=—00

Estamos em condigoes de definir uma medida razoavel que é H-invariante.
n(X) =3 27 (x)
=1
Vejamos que p(X) é razoavel:

1. Se V é um aberto tal que H*(V) NV =0, Vn € Z — {0}, entdo da definicio de

p e de 4 do Lema 5.2 decorre que u(V) < 5.27% = 1. Deste facto, e de modo
t=1

anélogo ao que foi feito para provar 2 do Lema 5.2, conclui-se que p é finita em

conjuntos limitados.

2. Segue directamente da definicao de p e de 5 do Lema 5.2.

3.
w(X) = ZQ’iMi(X) = Zg-f'(z MH(X)NT;)) <
< ZQ”(_Z MHY (X)) =0, ja que A(HI(X))=0,Vj € Z
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4. Vejamos entao que A < p.

Seja X C R? tal que u(X) = 0 entao:

p(X) = 0<:>i2“pz-()():0<=>pi()()=0,Vz'eN<=>
= (i MH(X)NU;) =0, Vi €N

Logo, obtemos A(H/(X)NU;)) = 0, Vj € Z e Vi € N. Em particular A(X N;)) =

0, Vi € N o que implica que A(X) = 0, ja que {U, Uy, ...} é uma cobertura de R?.
m -

Finalmente, como p = > 27'u, e p, é H-invariante, Vn € N, decorre que p é

n=1
H-invariante. O

Consideremos agora o seguinte:

Lema 5.4 Seja H : R? — R? um homeomorfismo tal que 3a,b € Rt com a < b tais

que:

1 <b, Vz,y € R?

Se A(X) = 0, entdo A(H'(X)) =0, Vi € Z.

Demonstragao:

Comecemos por observar que diamH (B(zo;7)) < 2br e que diamH ™ (B(z¢;7)) <
2a~'r, onde B(zo;r) denota a bola de centro zq e raio r. Segue que A(H(B(z;7))) <
40*. A(B(zo;1)) e MH Y(B(z0;7))) < 4a 2M(B(zo;7)); destas designaldades segue
facilmente o resultado. O

Nas condigoes do Lema 5.4, ou seja quando a variagdo da aplicagao esta controla-
da, decorre imediatamente que a medida construida no Teorema 5.3 é absolutamente
continua relativamente & medida de Lebesgue.

Vamos ver, seguidamente, um exemplo que mostra que nem sempre tal medida é

absolutamente continua relativamente & medida de Lebesgue.
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Exemplo 5.5 Sejam € = {C}, Cs,Cj, ...} conjuntos de Cantor em [0,1], tais que C,, C
Crni1, Vn €N, {0,1} C C; e AN(Cy) Nary B 1.

Pretendemos definir uma aplicagdo livre h : R — R.

Definimos em primeiro lugar h em [0,1], de tal modo que h preserva a orientacéo,
h([0,1]) = [1,2] e h(Cy) = Dy onde Dy é um conjunto de Cantor com medida de
Lebesgue nula.

Definimos agora h em [1,2], de tal modo que h([1,2]) = [2, 3] e para isso considera-
se uma fungdo gs : [0,1] — [2,3] tal que g2(C2) = Dy onde Dy é um conjunto de
Cantor e A(D;) = 0. Agora definimos hlj 2 = g2 0 h™|j19.

Para o intervalo [2,3], h serd definida a custa da fungdo gz : [0,1] — [3,4] tal
que g3(C3) = D; onde D3 é um conjunto de Cantor e A\(D3) = 0. Agora definimos
hli2,3 = g3 0 h™%|;2,5)-

Recursivamente, para o intervalo [n,n + 1], h serd definida & custa da funcdo h
restrita aos n intervalos unitdrios anteriores e da fun¢ao g,y 1 [0,1] — [n+ 1,n + 2]
tal que gny1(Crt1) = Dpy1 onde Doy € um conjunto de Cantor e AN(Dyyy) = 0.
Finalmente definimos h|jpni1] = gnt1 © B nn1)-

Fica assim definida h para x 2 0, para © < 0 consideramos h(z) = z + 1.

Vejamos que a tinica medida o-aditiva que € h-invariante e absolutamente continua
relativamente a medida de Lebesgue ¢ a medida nula.

Notemos que se pu € h-invariante entdo, Vn € N, tem-se:
#(Dn) = #’(h’mn(Dn)) = Au'(h_n+1 @ h_l(Dn)) = ”(h_n+1 L2 (gn 0 h_n-}“l)il(Dn)) =

= M(Q’n_l(Dﬂ)) = pu(Cr)

(o0}
Por construgao, tem-se que A(|JD,) = 0 e portanto, se u <& X\ tem-se que,
n=l1

1( fj D,) = 0, o que, pela observacao inicial implica que u(fjcn) = 0. Decorre
quz:/i([[], 1)) =0 (jd que A(Cy) K 1) e, como h™"([n,n + 1,]1):1: [0,1], decorre que
€ a medida nula.

Finalmente, para obter uma aplicagao livre no plano, consideramos:

H: R? =% R?
(z,y) — (h(z),y)
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