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Resumo

Neste trabalho estuda-se o comportamento de um sistema reactivo consti-
tuido por um reactor perfeitamente agitado - CSTR com um controlador
tipo Proporcional-Integral (PI), onde ocorrem duas reacgoes simultaneas de
primeira ordem, irreversiveis e exotérmicas.

A caracterizac¢io das bifurcacoes estdticas e dinamicas deste sistema re-
activo é efectuada usando a teoria de singularidades.

No sistema proposto sé ocorrem bifurcagdes estaticas quando Ky é nulo.
Neste caso, aplica-se a teoria de singularidades escolhendo para parametro
de bifurcagio trés parimetros distintos do sistema. Para cada um desses
paramelros faz-se a andlise do tipo de bifurcacdes que o sistema pode exibir.

As bifurcagoes dinamicas do sistema sdo estudadas considerando como
parametros de bifurcagoes os ganhos do controlador. Nesta parte do tra-
balho sdo descritos os resultados de Serra e Tablino-Possio sobre modelos
tridimensionais para um CSRT com controlador PI, apresentando demons-
tragoes diferentes e consideravelmente simplificadas. Obtem-se um resultado
distinto para as auto-intersec¢des do lugar geométrico das bifurcactes de
Hopf. Por tltimo, os resultados sdo descritos para o caso particular do sis-
tema reactivo, com controlador PI, onde ocorrem duas reaccoes simultianeas
de primeira ordem, irreversiveis e exotérmicas.

Palavras chave: Sistema dindmico, sistema reactivo, teoria de singu-
laridades, bifurcagoes, reactor CSTR, controlador proporcional-integral.



Abstract

The local behavior of a proportional-integral controlled continuous stirred
tank reactor - CSTR is studied for a reactor with two simultaneous, first-
order and exothermic reactions. Singularity theory is used to analyse the
static and dynamic bifurcations of the system.

Static bifurcations of this reacting system take place only when Ky = 0.
The type of bifurcations that the system can exhibit is analysed for each of
a choice of three bifurcation parameters.

The dynamic bifurcations of the system are studied using the controller
gains as bifurcation parameters. The general results of Serra e Tablino-
Possio for a three-dimensional model of a Pl controlled reactor are presented
with different and quite simplified proofs. A different result are obtained for
the self intersections of the Hopf bifurcation locus. The results are then
refined for the specific case of two simultaneous, first-order and exothermic
reactions.

Key words: Dynamical system, reacting system, singularity theory,
bifurcations, CSTR reactor, proportional-integral controller.
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1 Modelo matematico do sistema

Neste trabalho vamos estudar o comportamento de um sistema reactivo
constitufdo por um reactor quimico, designado por Reactor de Fluxo Conti-
nuo Perfeitamente Agitado - CSTR (Continuous Flow Stirred Tank Reactor)
com um controlador tipo Proporcional-Integral (PI) cuja representagéo, es-
quemética, é apresentada na figura 1.
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Figura 1: Representagio esquematica do reactor continuo perfeitamente
agitado - CSTR - com um controlador PIL.

Neste modelo o fluido que contém o reagente é introduzido no reactor
de volume V, a um caudal F};, com uma determinada concentragao C; de
reagente e uma dada temperatura, T;. No reactor ocorrem duas reacgoes
simultaneas, de primeira ordem, irreversiveis e exotérmicas, dando origem a
produtos. O reactor é perfeitamente agitado, o que significa que a concen-
tracio e a temperatura no interior sao uniformes. O caudal de safda é igual
a0 caudal de entrada e a concentragio e a temperatura a safda sao iguais as
da mistura dentro do reactor. Estas hipSteses permitem descrever o sistema
reactivo através de duas equacgoes diferenciais, que resultam da aplicagao
das leis de conservagao de energia e de matéria (Fogler[2])

ac

VE%'_ =F(C; —C)—=Vir1 +m)C (1)

dT’
VpC

\ T = FoCy(Ti=T) + VI(~AH)r + (~AH)RIC ~UAT~T.) (2)



Para reac¢des com uma cinética do tipo Arrhenius, a variagdo das cons-
tantes cinéticas, vy e 79, com a temperatura, usando como temperatura de
referéncia Tgot, € dada por:

& 1= Tiset)
RTget T

£y T'— Tiset)

== I"
T2 Lo€Tp (RTiset T

ry = Kiexp (

sendo:

A - Area de transferéncia de calor;

C;,C - Concentracao do reagente na alimentagao e no interior do reactor,
respectivamente;

C, - Calor especifico da mistura (considerado constante);

I, Fy - Energia de activagdo da reacgdo 1 e da reacgiio 2, respectivamente;
F;, F' - Caudal de alimentacdo e de saida, respectivamente;

ry, 72 - Constante cinética da reaccio 1 e 2, respectivamente, & temperatura
T;

R - Constante de Boltzmann;

t' - Tempo;

T. - Temperatura do fluido arrefecedor;

T;,T - Temperatura da alimentacdo e da mistura no reactor, respectiva-
mente;

T:set - Valor de referéncia da temperatura da alimentacdo do reactor;

U - Coeficiente global de transferéncia de calor;

V - Volume do reactor;

p - Massa volimica da mistura (considerada constante);

(=AH,),(—AH,) - Calor das reacgdes 1 e 2, respectivamente (estas quan-
tidades sdo positivas para reacgdes exotérmicas);

K1, K5 - Constante cinética da reaccao 1 e 2, respectivamente, a tempera-
tura Tiget -

Para manter constante a temperatura do sistema utiliza-se um fluido
arrefecedor que circula numa serpentina a temperatura 7.. O sistema de
controle actua de forma a manter a temperatura no reactor num valor pre-
viamente seleccionado, Tgaq. Isto é, se a temperatura medida, T, diferir do
valor desejado, Tat, 0 controlador detecta a diferenca ou o erro € = Tt — 7T
e faz o ajuste conveniente na temperatura do caudal de entrada, alterando o
valor de T3, que era Tiget, para um novo valor, de forma a obter I' = Tgpq. De
acordo com este esquema de controle a varidvel T é designada por varidvel
de controle e a temperatura de entrada no reactor, T; , é designada por
pardmetro manipulado. A acgao do controlador Proporcional-Integral (PI)
é traduzida pela relagdo (Coughanowr [4])

/

t
i = Tiget = ~K(T = Tyet) = K1 [ (T = Toer)di (3)
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onde K, K; sdo constantes que caracterizam os mddulos proporcional e in-
tegral, respectivamente, do controlador PI e sao designados por:

K, - ganho proporcional do controlador;

K1 - ganho integral do controlador.

A relagdo (3) mostra que no sistema controlado, 7; depende do tempo de
acordo com a seguinte relacdo:

Ti(t’) = Tiget — Kp(T(t,) - Tset) - "f)(f’)a (4)

onde

¢wy4n£%T-gmma (5)

Com o objectivo de simplificar as equagdes (1), (2) e (3) introduz-se os
seguintes parametros:

F, K, V Ky
= m— (83 = it O = A
EI i 4 IX—I ) 7

X3

Estas expressoes estao de acordo com o agrupamento dos parametros origi-
nais do sistema feito por Balakotaiah e Luss [1].

Neste trabalho define-se, ainda, parametros com ligeiras alteragdes relati-

vamente aos apresentados em [1]:

UA I (-AH,)C; (—AH)C;
= = — g = ————.

o = —chp; Qy = R’ o5 = oC, 6 oC,

A diferenca entre as expressoes destes pardmetros e as expressdes dos para-
metros definidos por Balakotaiah e Luss é esclarecida na secgao 3.2.

Define-se também os parametros:

og = T; Qg = Tset; tp = F; 11 = TiSEt'
Introduz-se, ainda, as expressoes:
T — Tiget
FI Lo ) = emp (a—’se) ;
2 TTget

Ti = Tiget — KP(T = Tset) -5

=

X
&
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onde a pode tomar os valores ay e azas.

Efectua-se também as mudancas de varidveis:

= — e UZ(X,T,¢):(‘ulvu2vu3)'

@10

Tendo em conta aqueles parametros e as novas variaveis, as equagoes (1),
(2) e (3) tomam a forma:

d
% = —uy+ (1 — ul)a7 [f(’u,g,ag,au)+ O£4f(u2, 01205310511)] ; (6)
du .
ar(l— ul) [a5f(ug, g, aqp) + a4a5f(u2, QaQg, 0’11)] ) (7)
du .
d_t3 = apok(ug — ag). (8)
com

Uy — Qa1
Ug, G, —expla——— ).
f( e H) p( Ua¥11 )

O sistema de equagoes diferenciais ordindrias constituido pelas equagoes
(6), (7) e (8) ¢é representado pela equagdo:

O(u,p,t)=0 (9)
onde ® é o operador
du
d(u,p,t) = i F(u,p)

e a notagao usada é:

w = (uq,u2,u3) é o vector das varidveis e u € R3:
p=(pm, K, K,) € R é o vector dos pardmetros, com p; = (ay, g, -+,
051]) € R,

A aplicacio F : R® x R!'?> — R? é de classe C*® e é definida, em termos
das suas fung¢des coordenadas Fy, F,, F3, por F = (Fy, Fy, F3):

Fi = —up + (1 —up)ar[f(ug, a2, 011) + aq f(ug, ages, a11)];

F, = o1 —ug — Ky(ug —ag) —uz — ay(ug — ag)+
ar(1 — uyp) [as fug, g, 0q1) + agae f(ug, agas, aqq));

F3 = Cltlgﬁ’](ug—-ag).

11



O conjunto dos valores das variaveis e dos pardametros que sdo fisicamente
aceitaveis, ; C R, é definido da seguinte forma:

h = {(upi= Ll 8 K lgytnd = 10 05 11) 1 w0950,
uz € R, K;,Ix’p > 0,qp > 0}.

12



2 Pontos de equilibrio

Para estudar os diagramas de bifurcacao do sistema € importante determinar
quais sdo as coordenadas do vector u quando o sistema estd em equilibrio.
Quando tal acontece verifica-se que ®(u,p,¢) = F(u,p) = 0 e as coordenadas
do vector u = (uqy,ug,u3) satisfazem:

ay [f(ug, agony) + g f(ug, agasz, 1))
Uy ) (10)
L4 a7 [f(ug, g, 11) 4+ a4 f(ug, aaz, aq1)]
uz = oy — ug — Kp(ug — ag) — o (ug — ag) +
a7l — uy) [es f(ug, ag, aq1) + aqoe fug, asas, aq1)];  (11)
0 = aipkg (’U.2 — ag) i (12)

No que diz respeito a coordenada u; podem ocorrer duas situacoes distintas
e que se passa a enunciar nas subsecgdes seguintes.

21 Kyp>0

Nesta situagdo o sistema estd em equilibrio quando ug — ag = 0. As coor-
denadas do vector u satisfazem (10) e (11), com

U9y = Qg. (13)

Substituindo (10) e (13) em (11) resulta a expressio:

as f(ag, ag, a11) + agos fag, agas, agq)
1+ a7 [flag, ez, a11) + asf(ag, agas, agq)]

Uz = a1 — g —ay(g—ag)+ar

Relativamente a esta expressdo é de notar que:
1. ag é o valor da temperatura desejada no reactor.

2. As coordenadas do vector u em equilibrio nio dependem do valor de
K,, nem de K, desde que este ultimo seja positivo. Neste caso, fixado
o vector de parimetros p; = (ay, g, -, (g, 11 ) existe um inico valor
de u = (uy, uz, uz) em equilibrio cujas coordenadas sdo analiticamente
definidas pelas expressées (10), (11) e (13).
Uma vez que K # 0 este é o tnico ponto de equilibrio e, portanto,
nao ha bifurcagoes estaticas no sistema.

2.2 IX/[ =0

Neste caso up — g pode ser diferente de zero. As coordenadas do vector u
sao (uy,ug, us) que satisfazem (10) e (11).

13



O facto de K ser igual a zero significa que apenas esta activo o médulo
proporcional do controlador. Esta situagao corresponde a ter o sistema re-
activo a ser controlado s6 por um controlador tipo proporcional. Sabe-se
que nos sistemas onde actuam controladores deste tipo, o equilibrio pode
ser atingido sem que a varidvel de controle alcance o valor pretendido[4].

Relativamente ao sistema em estudo é possivel afirmar que para cada
valor dos parametros p; = (ayq,---,ag,a11) e de K, e para cada valor uy
da temperatura existem valores u; e us para os quais o sistema estd em
equilibrio. Uma vez que uy — ag pode ser diferente de zero, o sistema pode
atingir um ponto de equilibrio no qual a temperatura no reactor, ug, é dife-
rente da temperatura pretendida, ag. Este resultado confirma o fenémeno
que foi acima referido como uma caracteristica dos controladores tipo pro-
porcional.

No sistema com controlador sem modulo integral o espago de fase tem
dimensao dois e os pontos de equilibrio satisfazem (10) e (11) com uz = (.
No sistema em estudo, quando K; = 0, cada um dos planos uz = constante
é invariante pelo fluxo, O caso K1 = 0, com ug # 0 ndo tem significado fisico
e o estudo de sistemas, nestas condicoes, sé tem interesse como caso limite
da situacdo K; > 0. Nos pontos de equilibrios com Kj = 0 e uz # 0 acon-
tecem algumas bifurcacdes importantes nos modelos tridimensionais para o
CSTR com controlador PI[5]. Assim, este caso é interessante como centro
organizador, muito degenerado, do sistema. Por isso, é oportuno descrever
os pontos de equilibrio em cada plano uz = constante que sdo invariantes
pelo fluxo. A variavel uz passa a ser tratada como pardametro.

Substituindo (10) em (11) resulta uma equagdo G(ug,p1, Kp,us) = 0
onde G : R x R1® — R, é dada por:

Glug,p1, Kp,uz) = up— ayy + us + a1(us — ag) + Kp(ug — ag) —
ar [as f(ug, ag, a11) + agor f(ug, agas, aq1)]
1+ ar [f(ug, oz, a11) + g f(uz, azas, ai1)]’

(14)

com

Uy —
flug,a,a11) = exp (az—n) )

U011
A equagdo G(ug,p1, K, us) = 0 permite determinar as possiveis tempera-
turas de equilibrio no reactor como func¢do de qualquer parametro do sis-
tema. Consequentemente, o estudo do comportamento do sistema reactivo
traduz-se na andlise da variagio das solugdes dessa equagao com a alteragio

14



de um parimetro distinto. De acordo com as expressdes (10) e (11), us
é funcdo de uy, up e parametros. Assim, fixar uz e resolver a equagao
G(ug, p1, Kp,us) = 0 é determinar as possiveis temperaturas de equilibrio
no reactor que estdo no plano uz =constante. Neste caso, a determinacio das
solugoes de G(uy, p1, Kp, uz) = 0 é feita considerando uz como um pardmetro
do sistema. Logo, o estudo do comportamento do sistema reactivo reduz-se
a um problema de bifurcacio, em que a varidvel é u; e o pardmetro de bi-
furcacdo é um dos parametros, incluindo w3, do sistema reactivo.

A existéncia de um elevado niimero de parametros associado ao problema
dificulta a manipulacio algébrica que é necessario efectuar na aplicagdo da
teoria de singularidades. Com o objectivo de simplificar a expressdo (14)
faz-se:

_ U — Qg — _Gg—an U3
= —""", 8 = -
11 11 1y
— Qg —aq
9= .
11

Agora os parametros envolvidos sdo:

_ —_— _ —_— o o o —
a = (alaa27a39a45a57a67a77&87a9) = (ala Elzl_aal’na%;s;aa_lﬁl_aa?aa&a!?)
ea € RS

Tendo em conta estas alteracoes, a expressao de f passa a ser definida por

o) = g [
quentemente, a expressao (14) escreve-se da seguinte formas:

), onde a pode tomar os valores @; e @zas. Conse-

G(z,Kp,a) = (1+o +Kp)e—agK, — aqa3 —
o 05_5f(3’},0£_2) + cv4a_6f(x,a_ga3)
Ut a7 [f(2,m) + e f(z, T709)]

(15)

O conjunto dos valores da varidvel e dos parametros que sio fisicamente
aceitdveis, @ C R, & definido da seguinte forma:

Q={(z,Kp,0): 2,05 > —-1,K, > 0,5 € R, 01,03, 3, 04, &5, &g, a7 > 0},

sendo @ a temperatura adimensional.

15



3 Bifurcagao estatica com K;=0

A teoria de singularidades é aplicada & equacao (15) em trés casos distintos,
diferindo de caso para caso o pardmetro do sistema tomado para parametro
de bifurcagdo. Os pardmetros do sistema escolhidos para parametro distinto
sao: K,, a7 e @g. Os restantes sao considerados parametros de desdobra-
mento.

Do ponto de vista pratico, é importante saber qual a influéncia da
variacdo dos valores dos ganhos, integral e proporcional, do controlador no
tipo de bifurcacdes encontradas para o sistema. Tendo em conta a andlise
feita na seccdo 2, s ocorrem bifurcacoes estaticas no sistema em estudo
quando K = 0. Logo o inico ganho do controlador que influencia o tipo de
bifurcagoes estaticas é K.

O estudo do problema de bifurcagio G' = 0, (15), considerando ar
como parametro de bifurcagao permite comparar os resultados obtidos nesta
seccdo com os resultados apresentados por Balakotaiah e Luss [1] para um
sistema reactivo analogo ao estudado: um reactor CSTR onde ocorrem duas
reaccOes simultineas, exotérmicas, de primeira ordem e irreversiveis sem
controlador. No trabalho efectuado por Balakotaiah e Luss [1] apenas sdo
estudadas as bifurcagoes estaticas do sistema reactivo sem controlador.

Como foi referido na subsec¢dao 2.2 o caso K1 = 0 e uzg # 0 ndo tem
significado fisico. Contudo, de acordo com o trabalho de Serra e Tablino-
Possio[5], nos pontos de equilibrio correspondentes a esta situacio ocorrem
algumas das bifurcacoes do sistema. Logo, o estudo deste caso é importante
para compreender o comportamento do sistema quando Ky tende para zero.
Quando K7 = 0, os planos us =constante sio invariantes pelo fluxo. Para
entender como se comporta o sistema em cada um daqueles planos é inte-
ressante estudar as solugdes da equagdo G(z, Kp,a) = 0 considerando uz
como parametro distinto . Neste trabalho toma-se como pardametro distinto

—_ og—0n7 4 i s — L5
Tl = o g o O R € equivalente a considerar —ug como parametro

de bilurcacio.

Nesta sec¢do usamos a notacao

» (i+) 7
(i.d) _9

G.r,\ (x*a/\*va*) - 8$iaAj,
6o A = 28
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(0.9) B oG
G/\ (-’L'*,A*,a*) = W.

Para um problema geral de bifurcagdo H(z,A,a) = 0, um ponto P =

(2, As, @x) é (Golubitsky e Schaeffer [3]):

1. ponto de dobra se e so se satisfizer as condicoes:

H(P)y= HOO(P)=0 e HI(P)#0#HPO(P).

2. ponto de bifurcagdo se e s se satisfizer:

H(P)= HM(P) = H*V(P) = 0.

3. ponto de Morse se e s6 se for um ponto de bifurcagio que além disso

satisfaca

detD*H(P) # 0,

onde D?*H(P) é a matriz Hessiana de H, ou seja, um ponto de bi-

furcacio simples é um ponto critico de Morse de H.

Para calcular os pontos de dobra e de bifurcag¢io o primeiro passo consiste
em calcular as derivadas parciais da aplicacio G(z, K, a). Para simplificar

a expressido (15) faz-se:

M = O!_ﬁf(l', a—Z) S o:4a_5f(:v,—a_§a3),

N = f(z,02)+ asf(z,0303),

L = 14 asN,

Q = (1+o+ Kpz—agk, — a103.

Logo, a expressdo (15) toma a forma:

Gz, hs0)=0— 047%

onde,

Ls:l‘ﬂ) = a7N(1’0),

r

17
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MY = apr0(a, a3) + 0gms [0 (e, w503), (22)

NI = 09, ) + anf )z, Bras), (23)
MEY = a2, 05) + aa@G 20 (2, T50s), 2]
@0 _ (205 a5) + 0y f2O (2, wgas), (25)
MP) = w002, 5) + s /PO (2, a5as), 26
NP = £ (@, @) + au P (e, T30s), 21}
e
&r
f(x’a) = exp (al + m) (28)
com
(1,0) ...
f:c (m,a) - (1+$)2f(m’0‘)’ (29)
F8g.6) = —L—.f(m a)P;_o(z,a) para  i2>2 (30)
‘ ’ R -

e P;_s(z,a) sdo os polindmios resultantes da derivacio de f(z,a)em ordem
a z, quando a ordem da derivada é igual ou superior a dois. As expressoes
dos polinémios relevantes sio apresentadas a seguir:

Po(z,a) = a-2(1+z), (31)

Pi(z,a) = a*—6a(l+z)+6(1+z)?, (32)
As expressoes das derivadas relevantes de Gz, K,, o) sdo as indicadas a

seguir:

Mﬂgl,ﬂ) 21?\[11(71,0)},‘/{
L T

G =140 +K,—or (33)

18



(2,0) M9 a2 (Néz'O)M+2Nf£1’°)M§"°))
i — _

(34)

qeo _ —arM? o (NEOM +3NPOuO 43NS M)
x : = + M

L L2
; (Nél,o))2M£1,o) n MNS’O)NE’D) ; (Na(:l’o))gM
Gas 73 + 6oy 7 , (35)
" =z -, (36)
gll) =1, (37)
M
G = i (38)
GO = _q. (39)

3.1 Bifurcagio com A = K, como parametro de bifurcagao

Proposigao 3.1 Para o problema de bifurca¢io G(x, A\, a) = 0 definido pela
expressdo (15), todos os pontos de bifurcagdo sdo pontos de Morse.

Demonstracao:

)

5 1,1
De acordo com a expressao que define Gi \
é constante e igual a um.

, (37), o valor desta derivada

Como G’E\D’I) = z—0g, (36), facilmente se deduz que Ggo,z) =0V(z,\,a)€e Q.
Tendo em atencao as consideracoes acima , segue que

ng,l}) GS)"I)
detD*G(z, A, &) = Det =—1#0

19



Teorema 3.2 Seja G : R x R x RY — R, a aplicacdo definida de acordo
com a expressdo (15). Entdo, as condi¢ées envolvendo os pardmetros para
que existam pontos de dobra sdo:

1. =

14z Jar(@ - Q) f(e, @) - Q
e n aq07(Q — @)

a7(as — Q) f(z,a7) - Q
agar(Q — ag)

a?(a—fj_ Q)f(xva_E) - Q

aqar(Q — ag)

>1 € Uy > 1,

ou 0<

<1 e 0 < us < aqq.

2. g0 _ g

(A + KL+ arMIO L — NPV M
] = L2 €

wgor L (a5 f (2, 03) + az0q0s f(@, 0has)]
0+ K,)L2

0< (14 z)?

wa? [f(z, @) + asas f(2, @03)| M
(1+ K,)L?

(844 [f(waa_Z) + a304f($7 Q_QQB)] M

e [ > 2
a5 f(z,03) + asoqds f(2, 0za3)

3. ¢ 2.
T # @y.
i PP,

MEOL? 4 202 (NSOV' M # arL (NEOM 4 2NLOM00)
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Demonstragao:

A demonstracio do teorema é efectuada recorrendo a trés lemas. Nos
lemas 1 e 2 sdao enunciadas condigoes, envolvendo os pardametros de desdo-
bramento, necessarias para que a aplicagao G(z, A, a) satisfaga as condigdes:

G=G6¢M =0
O lema 3 identifica as condi¢gbes necessarias para que existam pontos de
dobra.

Lema 1 Seja G : R x R x R — R, a aplicagdo definida de acordo com
a expressao (15). Entdo, as condi¢oes envolvendo os pardimetros para que
G =0 sdo:

14z, [er(eg—Q)f(z,mm) —Q
a3 = ——1In — e
A asar(Q — 0g)
ou i Q)f(.r,?) —@ >1 € Uy > a1,
ayar(Q — )
ou 0< e %5 — Q)'f(x’iz) i <1 € 0 < uz < agq.
asar(Q — o)

Demonstragio:

Substituindo as expressoes L, (18), M, (16),e N, (17),em G = 0, (20),

resulta:
oy [agf(flf,ﬂf_g) + a‘la_ﬁf(wva_Zafﬂ)}

= Tt ar /(e m) + 0uf(z, T0s)]
Como por defini¢do a4, @3, g, a7 > 0 e f(z,a3), f(z,@za3) > 0, entdo

Q@ >0V(z, A a) e Q.

(40)

Substituindo f(z,a3a3), (28) para a = @zagz, em (40), e resolvendo a ex-
pressdo resultante em ordem a as, obtem-se:

_ 1+$ln a7(as - Q) f(z,o2) - Q

g asar(Q — ag)

e z#0 (41)

Q3

Por defini¢ao @z > 0, logo, para que a3 esteja bem definido é necessario
acrescentar a expressao (41) as seguintes condigdes :

ar(as — Q) f(z,0) — Q 1+#

c2ar(Q — %) >1 e — >0 (42)
ar(@ — Q)f(z,03) — Q 1+
ou 0< aor(Q) — ) <1 e e <0 (43)
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Dado que por definicao z > —1, entdo 1 + 2 > 0 V(z, K, a) € .

; 5 tp — 0 .
Sabe-se também que, por defini¢do, © = —— e ug, Gz e a;; > 0,
o1

entao a segunda condi¢do da expressio (42) é equivalente a ug > aq;. Con-
sequentemente, a expressao (412) é equivalente & seguinte condicao:

ar(@s — Q)f(z, @) — ¢

aqar(Q) — @)

= L e Uy > 01q. (44)

Por um raciocinio andlogo ao feito para a condi¢io (42), deduz-se que a
expressao (43) é equivalente a:

ar(@s — Q) f(z,a3) —

e i) =

<1 e 0 < ug < evq1. (45)

O

Lema 2 Seja G : R x R x R? — R, a aplicacdo definida de acordo com
a expressdo (15). Entdo, as condigées envolvendo os pardametros para que

G = 0 sio:

—(1+ E)I? + ar ML — a2 NSO M
] = L2

€

0<(1+2)<
warl [@5 f(z,@3) + aseade f(2, azas)] — Gzel [f(z,@2) + asaq f(2, @z03)| M
(1+ K,)L?

€

7 [f($1 a_2) + 0304f($a6720’3)] M
@ f(z,02) + azoqbs f(z, agas)

L>

Demonstracao:

Resolvendo a equacio GQ'D) =0, (33), em ordem a «; resulta:

(14 KL+ oML — a2NSO M

23] L2 (46)
Por hipétese ay > 0, logo é necessdrio acrescentar a (46) a condigio:
—(14 KL+ ar MO L — o2N{WOM > 0. (47)
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Substituindo as expressoes JMG(;I’D), (22, N,il’o), (23), fél’o)(:v,a_‘g), (29) com

a=703e fél'o)(m,a—g%), (29) com a = Gzas, em (47) resulta:

9 moarlL [as f(x,03) + azoqs f(2, 0ga3)]
(14+z) < (L + K,)1?
az0? [f(z,@7) + asouf(z, ag0s)] M
1+ K,)L? '

(48)

Para (1+2)? estar bem definido, o segundo membro da desigualdade anterior
tem que ser maior que zero. Logo, é necessario que se verifique, também,
que a fraccio

agar L [a5 (2, @) + azoy@s f(z, Tag)] — @paj [ (2, @) + azay f(z, Ggas)] M
(1+ K,)L?

(49)
seja positiva. Uma vez que, por definigio, K, > 0, tem-se que (1 + K,) L? >
0 V(z, Kp,a) € 2. Entao, como por defini¢io @z, ar > 0, a expressao (49) é
equivalente a:

(834 [f(.'ﬂ,ﬂi—z) + C}I3C}£4f($,a_2(13)] M
as f(z,a3) + azoqdg f(2, @z03)

Por definicio s, a4, @5, @, a7 > 0 e f(2,a3), f(z,aza3) > 0, logo L =
l+asN >0e M > 0 V(z, Kp,a) € Q. Consequentemente, o segundo
membro da desigualdade (50) é sempre maior que zero e, portanto, [ estd
bem definido.

Ls (50)

O

Lema 3 Seja G : R x R x R® — R, a aplicagio definida de acordo com
a expressdo (15). FEntdo, as condigoes envolvendo os parametros para que
existam pontos de dobra sio as dos lemas 1 € 2 acima com:

1. GOY +£g

T # Tg

2. G £ ¢

MEOL? 4 202 (NI9)' M # ar L (NEOM 4 2NIOM0).
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Demonstragao:

Tendo em atencao a expressao Gf\o’l), (36), facilmente se deduz que
G&O’l) # 0 se esd se x # @g.

’ 2,0 . 5 s
A derivada Gg; ), de acordo com a expressdo (34), é diferente de zero se
e so se

MEOL2 4 202 (NOO)' M # ar L (NEOM +2NIOM()
U

Os pontos de equilibrio que surgem no sistema quando Ky =0e 2 # @g
sao0, na situagdo mais extrema, pontos de dobra simples ou pontos de dobra
degenerados. Estas sdo as bifurcagdes estdticas que é possivel encontrar no
sistema com z # @g. Os pontos de equilibrio nos quais ¢ = @y sao os tinicos
que persistem para K7 > 0. No caso de K7 = 0, de acordo com a proposigao
3.1, estes pontos sdo pontos de Morse se os valores dos parametros o satis-
fizerem as condicoes dadas nos lemas 1 e 2. Caso contrario ndo sao pontos
de bifurcagdo.

Em geral as solu¢des nao triviais do problema de bifurcagao G(z, A, a) =
0, (15) com A = K, correspondem a bifurcac¢io transcritica[3]. Neste caso
as curvas que sio solu¢dao do problema cruzam-se transversalmente, e cada
curva pode ser escrita com z em func¢do de A. Contudo, em alguns pontos,
tratados a seguir, pode verificar-se que Gﬂf’o) =
deixa de ser valida.

0, logo a afirmacao anterior

Sejam (2(7), A(T)) as solugdes de G(z,A) = 0 para um « fixo. Derivando
implicitamente G(z(7), A(7)) = 0 num ponto que satisfaz as condigdes G =
G&"O) = GE\O’I) =0, e usando GSTQ’D) £ Ggo,z) =0e Gil)\’l) = 1 resulta que ou
#’ =0 ou A = 0. Logo, a curva de solugoes de G = 0 tem um ramo que sa-
tisfaz @' = 0, correspondendo a ter GE\O’Z) = 0 e outro no qual A" = 0, ou seja,
G = 0. No ramo onde X = 0, que corresponde a condigdo G =g
a curva tem tangente vertical e existe a possibilidade de uma bifurcagao
tipo “pitchfork”. Para que este tipo de bifurcac¢io ocorra é necessario que,
no ponto onde G satisfaz G = G0 G&O’l) =GP = 0, se verifique a
condi¢do GE;S‘D) # 0, isto é A" # 0. Se esta condigio nao for verificada, entio
a curva com tangente vertical pode ser mais degenerada.

?

No sistema em estudo neste trabalho e de acordo com a expressdo, (35),
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tem-se que:

mB0 o2 (NEOM + 3NPOMED 4 3N p )
L 12
(Nagl,o))2 Msgl,o) n MNm(l,o)N:(cz,o)

L3

— 7

G_g:S,D)

(58)° a1
If ’

6o + 6oz

Logo, pela andlise desta expressao, facilmente se deduz que GE@S’O) pode ser

’ ; 5 (B0
zero, mas também existem valores dos parametros a para os quais G390 2 [k

Como existem nove pardmetros no problema de bifurcagio é possivel que
existam condi¢des, envolvendo esses parametros, para que sejam satisfeitas
as condicdes:

G =gl = g = U= .. = g8 = ;

Neste trabalho ndo é determinado o maior nimero inteiro n para o qual as

(xl,o) L G:(UR,O)

equagoes G = (4 = 0 tém solugdo simultanea.

No caso de G = G = G’E\O’l) =0e GEY # 0 a expressao resultante
de derivar implicitamente G(z(7), A(7)) = 0 duas vezes toma a forma:

2+ (GO +2)) = 0.

Logo a curva solugao de G = 0 tem dois ramos, um com tangente horizontal,

; 2,0 : . o
' = 0, e outro que satisfaz ch’ J2! = —2)'. Neste caso a bifurcagio é
transcritica.

3.2 Bifurcagao com A = a7 como parametro de bifurcagao

Teorema 3.3 Seja g(z, A\, a) = Gz, K,,a) = 0 o problema de bifurcagdo
definido pela exzpressio (15). Enldo, para todos os valores dos pardmetros
a, nenhum ponto (z.,A.) € ponto de bifurcagio da aplicagdo g.

Demonstracao:
Para que G = 0, (20), tenha um ponto de bifurcagio é necessdrio
que existam condicoes, envolvendo os pardmetros, para que as equacoes
— (1,0) _ _(0,1) _ 5o -
g=gz" =g, =0 tenham solucio simultanea.

De acordo com os lemas 1 e 2 do teorema 1 da seccao 3.1, existem condigoes
envolvendo os pardmetros para que G satisfagca as condic¢des G = Ggl M=



e essas condigdes sao dadas pelas expressoes (41), (44) e (45) do lema 1 e
pelas condigdes (46), (48) e (50) do lema 2.

De acordo com a expressio (38), sabe-se que G&D’l) = —%”fg.

Dado que por definicio a4, @5, @, f(z, az) e f(z, azasz) > 0, entdo, tendo
em atencdo a expressao que define M, (16), M > 0 V(z, A, ) € Q. Conse-
quentemente, da expressio (38), conclui-se que G&O'I) < 0V(z, Kp,a) € Q.
O

Da demonstragao do teorema 3.3 e do lema 3, segue-se:

Corolario 3.4 FEristem condigdes envolvendo os parametros a de desdobra-
mento para que o problema de bifurcagdo g(z, A, o) = G(z, Kp,a) = 0 tenha
pontos de dobra.

Tendo em atencio os resultados atrds enunciados, facilmente se conclui
que, sendo ay o pardmetro de bifurcacio, as bifurcagoes estaticas que ocor-
rem no sistema consistem em pontos de dobra. Estes pontos sdo ponlos de
dobra simples se as derivadas de G(z, ), a), relativamente a z, de ordem
superior ou igual a 2 forem diferentes de zero. Caso contrario sdo pontos de
dobra degenerados.

Balakotaiah e Luss[l] estudaram um sistema reactivo andlogo ao apre-
sentado neste trabalho: um CSTR onde ocorrem duas reacgdes simultaneas,
de primeira ordem e irreversiveis sem controlador, considerando a variavel
ag(ug — T;)

T2
. e e 1 .
bifurcagbes estaticas do sistema. O resultado apresentado por aqueles au-
tores aponta para a existéncia de valores dos parametros de desdobramento
e de valores das varidveis # e A = a7 para os quais o problema de bifurcag¢do
F(6,)\,@) = 0 é equivalente & singularidade g = y® 4+ vy. Neste caso as
condicoes de defini¢do do problema sao:

definida por ¢ = . No seu trabalho apenas foram estudadas as

e Fg(w) S i F9(4'°} - F)(\O'l) i)
3 1Ira a A 1 A (5)0) (111}
e cujas condigdes de ndo-degenerescéncia sdo: F;™"' # 0 # Fy\'.
A validade destas condigdes implica que existem pontos de equilibrio do sis-

tema que sao pontes de bifurcagdo. Este resultado parece ser contraditorio
uma vez que para K, = 0 e ug = 0 a expressao que define G(z, A, o), (15)
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com A = a7, transforma-se na seguinte expressio:

as f(x, az) + st f(z, azay)

G(z,a)= (14 o)z — aya5 — K] + a7 [f(z,a2) + agf(z, ageq)]’

onde
; ag
Q] Qg1

Uz — Q1 Qg — Q]

e, usando, (3), a11 = T}.

A equagdo G(z,a) = 0 define o problema de bifurcacdo de um sistema
reactivo igual ao estudado por Balakotaiah e Luss[1].

A derivada parcial GE\O‘U, (38) com A = a7, nao depende do parametro
K, nem de uz e tem valor negativo para todo o ponto (z,A,a) € Q. O que
significa que o sistema sem controlador também nao apresenta pontos de
bifurcagdo.

As condigdes, envolvendo os pardmetros para que existam pontos de do-
bra no sistema estudado por [1] sdo as condicdes enunciadas no teorema 3.3
desta secgao, com K, =0 e uz = 0.

Tendo em conta o atras referido, as bifurcagoes consistem, quer do sis-
tema com controlador quer sem controlador, em pontos de dobra ou pontos
de dobra degenerados. A diferenca entre os resultados apresentados em [1] e
os obtidos neste trabalho podem resultar da forma como foram definidos os
parametros aq, ag, @5, feg € a variavel z. Neste trabalho, aqueles pardmetros
foram definidos, de acordo com o referido na secgao 1, da seguinte forma:

UA (~AHy)C; (~AH)C;

= — 5= R
FpC, PCpT et PCpTiset

ay

Balakotaiah e Luss agrupa os pardmetros originais do problema de tal forma
que resulta para oy, @5, e @ as seguintes expressoes:

A . CEQ(-AHl)Ci_ az(—A,Hg)cg‘

= VpC K, RS s Yok

251

Como consequéncia, no trabalho de Balakotaiah e Luss[1] a equacdo G = 0
tem grau dois em a7, ao contriario da apresentada neste trabalho que tem
grau 1. Logo, contrariamente ao resultado apresentado por [1], no presente
trabalho, para um dado valor dos parametros & e para um determinado valor
da variavel z, existe apenas um valor de a7 que satisfaz a equacao G = 0.
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3.3 Bifurcagao com )\ = @z como parametro de bifurcagao

Teorema 3.5 Seja g(z, A\, o) = G(z,K,, ) = 0 o problema de bifurcagdio
definido pela expressdo (15). Entdo, para todos os valores dos pardmetros o
nenhum ponto (., A.) € ponto de bifurcacio da aplicagdo g.

Demonstracéo:
Para que G = 0, (20), tenha um ponto de bifurcagdo é necessirio
que existam condigoes, envolvendo os parametros, para que as equagoes

(1,0)

0,1
9 =9z =gf\ )

= 0 tenham soluc¢do simultanea.

De acordo com os lemas 1 e 2 do teorema 1 da seccio 3.1, existem
condig¢oes envolvendo os parimetros para que (G satisfaca as condi¢des G =
G = 0 e essas condigdes sao dadas pelas expressoes (41), (44) e (45) do
lema 1 e pelas condigoes (46), (48) e (50) do lema 2.

De acordo com a expressao que define G’E\O‘l), (39), o valor desta derivada
é sempre —a. Uma vez que por definicio ay > 0, facilmente se conclui que

GOV < 0¥z, A ) € Q. 0

O pardmetro A = @z é, de acordo com o definido na secgio 2.2, dado

pela expressio:
—_ _ ag—an U3
g = - .
a1 Qo

O resultado do teorema acima enunciado, permite concluir que, quando
K1 =0, em cada plano u3 = constante nio existem pontos de equilibrio que
sejam pontos criticos. Portanto, as bifurcagoes estdticas do sistema quando
se varia os planos invariantes sao, no pior dos casos, pontos de dobra sim-
ples ou pontos de dobra degenerados. Desta forma, para um dado valor de
pardmetros « = (o, @z, a3, a4, &5, G, 07, @, L) a passagem de um plano
invariante para outro faz-se sem que a curva solu¢ao do problema de bi-
furcacdo G(z, A, a) = 0 se auto-intersecte.

No entanto, o resultado da seccdo 3.1 quando & = @g permite concluir
que para um valor de us, isto é, fixando um plano invariante pelo fluxo, e para
um dado valor de o = (o, @7, a3, g, @5, O, (07, O3, g ), existem condicoes
envolvendo os pardmetros, enunciadas nos lemas 1 e 2, e valores de K, para
0s quais o sistema tem pontos de Morse.
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4 Bifurcacao Dinamica

Nesta secgao utiliza-se a teoria de singularidades para estudar as bifurcagoes
de Hopf generalizadas do sistema dinamico com controlador PI. Em parti-
cular identifica-se, no espago de pardmetros, as bifurcagoes degeneradas de
Hopf em que falha a primeira hipdtese do teorema de bifurcacao de Hopf.
Isto é, como o sistema considerado é tridimensional, determina-se o conjunto
dos valores dos parametros que ddo origem a mais que um valor préprio nulo.

Do ponto de vista pratico, & importante saber qual a influéncia da
varia¢ao dos valores dos ganhos, integral e proporcional, do controlador no
tipo de bifurcagoes encontradas para o sistema. Por isso, o estudo das bi-
furcagoes de Hopf faz-se escolhendo os ganhos do controlador, K e K, para
parametros de bifurcacgao.

4.1 Resultados gerais sobre sistemas com controladores PI

Nesta secgao descrevem-se os resultados de Serra e Tablino-Possio [5] so-
bre modelos tridimensionais para o reactor CSTR com controlador PI. As
demonstracdes sao diferentes das apresentadas em [5] e foram consideravel-
mente simplificadas.

O sistema dindmico tridimensional sem controlador é descrito pelas se-
guintes equagdes diferenciais:

du

d_tl = hy(ug,uz,p1)

du

d—; ho(ur, uz, p1) + T (51)

As funcoes hy e hy sao funcdes arbitrarias que descrevem a dindmica do
reactor sem controlador.

Quando se agrega o controlador PI o sistema passa a ser descrito por:
— = H(u,p), (52)
onde p = (p1, K1, Kp), u = (uy,ug, us)

e H: R®>x RP — R? é definida por # = (Hy, Hy, H3) cujas funcoes
coordenadas sio:

Hy = hy(ug,u2,m);
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Hy = ho(ur,ug,p1) — Kp(uz — ag) — ug;
s = ff[(ug—ag).

Agora estuda-se as solugdes de %? = H(u,p). No caso concreto de (6) a (8)

os pontos de equilibrio sdo:

1. Ky >0e Hi(uy,ug,—us,p1)=0,i=1,2.

Neste caso u; = ag e os pontos de equilibrio ndo dependem de K; nem
de K, mas depende do niimero de solugoes das equagoes H; = Hy = 0.
No caso particular do sistema reactivo estudado, verificou-se que estas
equagoes podem ser resolvidas explicitamente obtendo-se uma solugéo
inica. Uma vez que K7 # 0 estes sdo os Unicos pontos de equilibrio.

2. K;=0.

Agora 19 pode ser diferente de ag. No caso do sistema reactivo con-
siderado neste trabalho esta situacdo foi discutida na seccao 2. As
consideracoes no caso geral sao andlogas as da sec¢do 2.2.

Serra e Tablino-Possio [5] supdem que o sistema com controlador PI
restringe o nimero de pontos de equilibrio a um independentemente do
facto de esse sistema sem controlador atingir um ou miltiplos estados esta-
cionarios e que o controlador por si 86 nao introduz nenhum ponto de
equilibrio no sistema. Estas consideragoes estdo de acordo com o referido
no ponto 1 desta subsecgao.

A linearizagdo de [ em torno do ponto de equilibrio (u,p, K, Kp) =

(ula U2, U3, P1, I(I'J I(P) e
du
Lu=——-A4A
U= U,
onde A é a matriz Jacobiana de I calculada no ponto (u,p;, K1, K,), ou
seja:

=Y
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A matriz A é a matriz Jacobiana associada ao sistema dinamico considerando
K; = 0, isto é, o controlador passa a funcionar s6 com o médulo propor-
cional. Esta matriz é definida por:

ahy Bhy
- duy Juz
A= ;
bhy  Bhy _ g
du Bup P

sendo as derivadas parciais calculadas no ponto de equilibrio do sistema,
(w1, uz, p1, K,). Os polindmios caracteristicos das matrizes A e A sio :

Py(z) = -2+ TrA -z —mA-z2+ DetA=0 (53)
€
Pi(z) = 2*-TrA.z+ DetA =0, (54)
respectivamente, com coeficientes:
s O Ry ;
Ted = Trd= B + 94, Koy, (55)
. Ohy
DetA = Kj— 56
mA = DetA+ Ky, (57)
= Ohy (Ohy . ) dhy Ohy
Detd = Juq (8%2 -1 F duy  Oug’ (58)

Os trés invariantes algébricos: TrA, DetA e mA, sdo lineares relativamente
aos ganhos do controlador PI e permitem, analiticamente, localizar no plano
(Kp, K,) algumas fronteiras de bifurcagio importantes[5).

Os resultados gerais sobre modelos tridimensionais para o reactor CSTR
com controlador PI sdo enunciados nas quatro proposi¢des que se seguem.
Note-se que as trés primeiras proposicoes sao resultados de Serra e Tablino-
Possio[5], mas as demonstracoes sao diferentes das apresentadas por estes
autores. Na 1ltima proposicdo desta sec¢do, sdo apresentadas condigoes para
que o lugar geométrico das bifurcacoes de Hopf tenha auto-intersecgoes. Este
resultado é diferente do apresentado no trabalho de Serra e Tablino-Possio[5].

Observagdo: Sejam ry, rq e ry raizes do polinémio caracteristico da ma-
triz A. Entao, tendo em atengao a expressio (53),

TrA = 714713+ 73; (59)
DetA = rirers; (60)
mA = rirg 4+ rers + rirs. (61)
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Proposigio 4.1 Se K1 = 0 entdo a linearizagio, A, de (52) em torno de
um ponto de equilibrio tem sempre wm valor proprio nulo.

Demonstracao:

De acordo com a expressao (60) da observagdo anterior sabe-se que
DetA = ryrera,

mas, tendo em atencao a expressao (56) resulta que:

DetA = Iff_h—l
5‘u1
e, por hipdtese Ky = 0, logo
oh
DetA = riryry = Ix";—I = (0,
8u1

Proposicao 4.2 A matriz A, 3 x 3, tem dois valores préprios imagindrios
puros se e so se

TrA-mA— DetA =0 e mA > 0. (62)
Neste caso os valores proprios associados A sio TrA e £ivmA.

Demonstragao:

Inicia-se a demonstragdo provando que se A tem dois valores proprios
imagindrios puros, entao

TrA-mA — DetA =0 e mA > 0.

Se rq, r2 e rg forem as raizes do polinémio caracteristico da matriz A
eserg=1b=—r3,comb€EReb>0, entdo 7o+ 73 = 0 e ror3 = b2,
Substituindo estas expressoes em (59), (60) e (61), resultam as igualdades:

DetA = r1b?;
TrA = rq;
mA = ri(ry + r3) + ror3 = b2
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Logo, facilmente se deduz que
TrdA -mA = DetA e mA > 0.

Reciprocamente, suponha-se que TrA-mA = DetA e mA > 0.

Substituindo DetA por TrA - mA no polindmio caracteristico de A, (53),
obtem-se

Pi(z) = -2+ TrA-2® —mA .2+ Trd mA
= —(z — TrA)(2? + mA). (63)

Logo, P4(z) = 0 se e sé se v = TrA ou z = £ivmA, onde, por hipdtese,
mA > 0.

E de notar que, quando é verificada a condicao (62), é possivel ocorrer
duas situac¢oes diferentes: ou DetA = 0 ou DetA # 0. Estes dois casos vio
ser estudados separadamente.

1. DetA #0.
Neste caso, como T7A # 0 e mA # 0, o polinémio caracteristico tem

duas raizes imaginarias puras +ivmA e a terceira tem valor igual a
TrA.

2. DetA = 0.
Neste caso a condi¢do (62) é equivalente a TrA-mA = DetA = 0, com
mA > 0. Logo, TrA = 0. Assim, tendo em conta a expressio (63),
deduz-se que duas raizes do polinémio sio +ivmA, com mA > 0 e a
terceira raiz é nula.

O

Proposigao 4.3 Considere-se a matriz A, 3 X 3 e suponha-se Ky — 0%,
Se o lugar geométrico, no plano (Kr,K,), definido por TrA-mA = DetA,
com mA > 0, se aprozimar de um ponto (0, K,) nesse ponto ocorre uma das
sequintes situagoes:

1. dois valores proprios sdo imagindrios puros, iV DetA e o terceiro é
nulo,

2. dois valores proprios sdo nulos € o outro € TrA = TrA.
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Demonstragao:

Quando K7 = 0 tem-se que Pg(z) = —z - Pz(z), logo Py(z) = 0 se e
s sex = 0 ou P;(z) = 0. As raizes de P4(z) para Ky =0sdoz =0e as
raizes de P;(x).

Quando K; — 07, tem-se que mA temyie para DetA. Se mA > 0 para
K > 0entdo limpg, o+ mA > 0. Logo DetA > 0 nos pontos de acumulagao
(0, K,).

A condigao TrA -mA = DetA, tendo em atengao (55), (56) e (57) que
relacionam os invariantes algébricos de A e A, é equivalente a :

_ ] h
TrA (DetA + K1) = TrA-mA = DetA = ff;gil. (64)
1

Se DetA = 0 entiio os valores proprios de AsioTrA =TrA e zero.

Se Deld > 0eTrA =0 e entio os valores proprios sao £V DetA. ]
Seja:
Ohy Ohy
duy dug
M = ;
Ohy 2hy
duq Jdusg

a matriz da linearizacdo do sistema sem controlador.

Os invariantes algébricos desta matriz sao:

DetM = a_ma_m_a_ma_m’ (65)
Ok Ok .

As expressdes dos invariantes algébricos das matrizes A e A, (55) a (58),
podem ser escritas em termos das expressoes de DetM e TrM. Assim,
tem-se:

Ohy

DetA = DetM—Kpa—,
Uy

(67)
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TrA = TrA=TrM - K,, (68)

iy (69)

DetA Juy’

Il

h
mA = DetM — Ig’pgul + KJ. (70)
1

Proposigao 4.4 SejaI' o lugar geométrico, no plano (K, K,), onde A tem
dois valores préprios imaginarios puros. Para K # 0 as auto-intersecgoes
de T' sdo os pontos onde a condigdo sequinte € satisfeita:

6h1 ahg " 8h2 5‘h1

—1=0 K,=>-2 Kr==—2.2"1L
8u1 ’ & a’UQ * I 8u1 8'&2

Nestes pontos DetA = (.

Demonstracao:

Seja G': R x R x R — R? a aplicacio definida da seguinte forma:
G(Kr, Kp,p1) =TrA-mA — DetA,
logo T = {(Kp Kyp) :G=0 e mA > 0}.
Para provar esta proposi¢ao é necessario demonstrar que as equacdes G =

oG
0Ky a 6Kp

= 0 tém solugao simultinea.

Substituindo (68), (69) e (70) em G(K;, K, p1), obtem-se:

G(K [, Kpp) = (TrM — K,) (DetM - Kp% 4 I(;) - m%. (71)
1 1

Entao,

oG . Ol

8Tf[ = TrM - Ilp e 5,'\:1-, (72)

oG . Oy . O .

Ix, DetM + ﬁpﬁul (7 By (T'rM — Ky)
dh :

= —mA—+—(TrM-K,). (73)

6u1
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Substituindo a expressao de TrM, (66), em K 0, (72), resulta:
L7
dhgy
= = 4
Ky = (1)
Resolvendo a equacao aT =0, (73), obtem-se:
dhq

Kr=-DetM + (2K, - TrM) — (75)

a’l.b]_

Substituindo as expressoes de TrM, (66) e de Kp, (74) em G = 0, (71), e
tendo em atencdo (70), obtem-se a igualdade:

ohy

™ (mA - Kr) =0, (76)
1
aG oG hy
Logo, se G = oK 3Ix'p = 0 entdo, usando (76), ou — Fu; = = (Jiou Kp=mA.
ahy
i =10
3u1

Substituindo as expressées de DetM, (65), de T'rM, (66), de K,
(74) na expressio que define Ky, (75), e tendo em atengdao que, por

hipdtese = ( obtem-se:

* duy
dhy Ohy

Kr=2—%.—,
“ 5‘u1 6‘u2

dhy
Tendo em atengdo (74), deduz-se que K, ndo depende de — e é

3u1

definido por:

o

(g = 3a,

ahl 2
Usando o 0, segue-se da expressdo (69) que DetA = 0.
1
2. K =mA.
h

Da equacio ;Ti =0, (72), resulta que K, = g—uf
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Substituindo a expressao de mA, (70), e de K, (74), em mA = K,

btem-se:
oplem-se Dol % %
B 8u1 (9?.1,2'

Substituindo as expressoes de DetM, (77), de TrM, (66), e de K,
(74), na expressdo que define K, (75), tem-se:

(N
Ki=—(5e)

Por definicio K7 > 0, logo a condi¢io K7 = mA nunca é satisfeita.

(77)

O

4.2 Resultados associados ao sistema dinamico com contro-
lador PI descrito na secgao 1

Nesta seccao aplica-se os resultados gerais da secgao 4.1 ao sistema reactivo
descrito na sec¢do 1. Este sistema reactivo é um exemplo de um modelo
tridimensional para o CSTR controlado por um PI e é diferente do exem-

plo proposto por Serra e Tablino-Possio[5]. Agora estuda-se as solucdes de

d
E? = F(u,p), onde a aplicagdo F = (F, F3, F3) é definida na secgao 1.

A linearizagao de /' em torno de (u,p) = (u,p1, K1, K,) é:

Lu=— — Au
dt
onde A é a matriz Jacobiana de I’ calculada no ponto (u, p) e, tal como foi
definido na secgdo 1, u = (uy,uz,u3) é o vector u no ponto de equilibrio.

Para escrever a matriz Jacobiana da aplicacao F', no ponto de equilibrio, é
necessario calcular as primeiras derivadas parciais das fun¢oes coordenadas
I, £y e I3 nesse ponto. As expressoes que definem essas derivadas parciais
com valor diferente de zero sio:

oFR

Jo. = ~1 = ar[f(ua, @, a11) + aq fug, agas, a11))];

1

OF  _ _agor[f(ug, ag, an) + agaaf(uz, azas, o)
duy ud {1 + a7 [f(uz, a2, a11) + oy f(uz, azaz, a11)]}’
ar

6_15 = —ar[asf{ug, @z, 1) + agae fug, azaz, a11)];
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o1y agar [as f(ug, ag, a11) + azagoe f(ug, agas, aip)]

— = —1-K,—aq+ :
dus PN W o [f(uz, a0, @n1) + aaf(us, azas, an))}
8U3
0F3
— = K.
Dus QoL
A matriz Jacobiana de F é:
oF 9F 0
31::] 8’[1.2
_ | 8k aF
A= ey mﬁ“ =1
0 a oKy 0

Com o objectivo de simplificar as expressoes dos coeficientes do polinémio
caracteristico da matriz toma-se R igual a:

QZG’% [f(um g, 0111) + agay f(ug, azas, C‘f11)] [Ofsf(uza Q, 011) o} 054046f('052, QoQi3, an)]
ud {1+ a7 [f(uz, a2, a11) + aaf(uz, azas, an)]}

bl

(78)
e faz-se
- agar [os f(ug, ag, a11) + agogag f(ug, azas, aiy)]
S=1+K,+a - - (79
PN 2 {1+ aq [f(ug, ag, an1) + agf(ug, agas, a11)]} (79)
Logo, os coeficientes do polindmio caracteristico sao:
TrA = —{1+ a7[f(ug,az,a11)+ asf(ug, azas,a11)]+ 5}, (80)
DetA = —aoK1{l+ a7 [f(u2, @2, a11) + asf(uz, @203, 011)]}, (81)
mA = S{l+ a7[f(uz,az,011)+ agflug, asas, a11)]} +
R+ ajpk. (82)

Os resultados para o sistema reactivo descrito na seccio 1 sdo enunciados
nas duas proposi¢des que se seguem.

38




Proposigao 4.5 Se K7 > 0 ¢ a4, ar € ayp > 0 entdo a linearizagdo, A, de
(9) em torno de um ponto de equilibrio satisfaz DetA < 0. A matriz A tem
sempre um valor proprio real e negativo e o produto dos trés valores préprios
¢ sempre negativo. Assim, as unicas bifurcacées locais, com Ky > 0, sdo
bifurcagoes de Hopf generalizadas. Os pontos de equilibrio hiperbolicos sao
sempre ou selas com variedade esldvel de dimensao um ou alractores.

Demonstracao:

Por hipétese ay, a7, ajg e Ky > 0. Como por definigdo f(ug,as,a11) e
J(uz, agag, a11)) > 0 resulta que

DetA = —aioK7{l+ a7 [f(u2, a2, a11) + a4 f(ug, azaz, asr)]}

< —ajoly < 0.

Sejam ry, r9 e r3 0s valores proprios da matriz A.

Assim, como DetA = ryryrs, conclui-se que:
1. nenhum dos valores proprios é nulo;

2. se os valores proprios de A forem todos reais, entdo hd duas possibili-
dades:

(a) sdo todos negativos e o ponto de equilibrio é atractor

(b) Apenas um é negativo e o ponto de equilibrio é um ponte de sela;

3. Se ry for real e ry = 73 for complexo, entdo DetA = r||r2||?. Logo
DetA < Oseesdser; <0ery#0.

Portanto, facilmente se deduz que, quando K > 0 existem bifurcacdes de
Hopf generalizadas. O

Proposigao 4.6 Seja I' o lugar geométrico, no plano (Ky, Kp), onde A
tem dois valores proprios imagindrios puros. Pare Kj > 0 e para todos
o0s valores p = (p1, K1, K,) dos pardametros do sistema, a curva I' ndo tem
auto-interseccoes.

Demonstragao:

Seja G : R x R x R — R? a aplicagio definida da seguinte forma:
G(Kr, Kpyp1) = TrA-mA — DetA,
logoI' = {(K1,Kp,p1):G=0 e mA > 0}.
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Para provar esta proposi¢ao € necessario demonstrar que as equagoes (G =

26" oG
0K, 0K,

Substituindo (80), (81) e (82) em G( Ky, K, p1), obtem-se:

= 0 nao tém solugdo simultanea.

GKLKpp1) = —S{1+a7[f(uz, 02, 001) + aa f(uz, azag, a11)]}* —
(5% + R) {1+ ar [f(u2, a2, 011) + o4 f(uz, 0203, @11)]} —
S-R—a10K;S. (83)

Das expressdes que definem R, (78),e 5, (79), deduz-se que R nio depende
nem de K, nem de K; e 5§ s6 depende de K,. Entdo,

oG

anI = —Cfl()S, (84)

oG 2 B

oK. = — {1+ a7 [f(ug, a2, a11) + g f(ug, a2z, 1))} — R — 10 K1 —
P

25 {1+ a7 [f(ug, a2, a11) + aa f(uz, apaz, 1))} . (85)

Uma vez que por defini¢io a9 > 0, entao, tendo em conta (84), segue que

G

=0seesdseS=0.

K
Resolvendo a equacgao Y 0, (85), em ordem a a9k, resulta a ex-
P
pressdo:
awh; = —{1+ a7 [f(uz, 02, 011) + s f(uz, azas, a11)]}* - R -
25{1 +r [f(UZ! Qg, an) + O£4f(U2,012013, an)]} ; (86)

Substituindo (86) em G = 0, (83), e fazendo S = 0, resulta a igualdade:

—RA{1+ a7 [f(uz, az,a11) + aaf(u2, a2a3,a11)]} = 0.

Uma vez que por definigdao ag, -+, a7 > 0 e f(ug, ag, 1), f(ug, @203, 011) >
0, deduz-se de (78) que R > 0 ¥Y(u, p1, K1, logo

—RA{l + a7 [f(uz, ag,an1) + g fug, ez, an)]} <0 VY(u,pr, K7, Kp) € Q.
Consequentemente, a condigao

—R {1+ ar [f(u2, 02, a11) + 4 f(uz, 0203, 011)]} = 0

oG 0G
OK; 0K,
0 nao tém solucao simultanea. Isto é, I' ndo tem auto-intesecgdes.

nunca é satisfeita. Portanto, conclui-se que as equagoes G =
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Errata

| Pdg. | Linha / Local |

Onde esta

Deve estar

11 eq.(10) | f(uz, agaiq) flug, ag, a11)

13 8b | ag @10

14 T | ag Q10

14 Eq. (14) | auerf(--- agogf(- -

19 Eq. (35) | L° Lt

26 10 | [desdobra]mento para- - - [desdobra]mento suficientes para. - - -
27 2,6 | Glz,a)="+" G(z,\,a)=---

27 15 | quer do - - - quer na - - -

28 31 | os quais --- as quais - - -

29 18 | [dind]mico tridimensional -- - | [dind]mico bidimensional - - -

40 b (falta sinal de fim de demonstragao)
41 ref[4] | Coughanour, R. Coughanour, D.R.
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