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v CONTEUDO

Introducgao

O principal objectivo deste trabalho & definir uma estrutura de Poisson transversa a uma folha
simpléctica S num ponto de M, onde M & uma variedade de Poisson. Dar-se-d especial relevo ao
caso em que M é o dual de uma 4lgebra de Lie e incluemn-se alguns exemplos concretos.

Uma variedade M diz-se "de Poisson” se e so se existir uma aplicagao

{,}:C™ (M) x C= (M) — C™ (M)

bilinear, simétrica e que satisfaga a identidade de Jacobi e a regra de Leibniz. O paréntesis {, }

* pode ser explicitado para duas fungoes arbitrarias ou, dadas coordenadas locais {21, ..., zn} de M,
pode definir-se a ”matriz de Poisson no ponto p”, ({es i t ('p)]:jzl. Outra forma de criar uma
estrutura de Poisson em M envolve a defini¢io de um morfismo de fibrados B : T°M — TM,
satisfazendo certas propriedades. '

A "caracteristica” de uma variedade de Poisson (M; {,}) em cada ponto p é dada pela
caracteristica de By : Ty M — TpM. Se uma variedade de Poisson tem caracteristica constante e
maximal (i.e., igual 4 dimensdo de M em todo o ponto p), entdo diz-se "simpléctica”.

Qualquer variedade de Poisson M pode ser particionada em classes de equivaléncia que sao
subvariedades de Poisson (ou seja, subvariedades que possuem uma estrutura de Poisson dada pela
restrigdo do paréntesis {, } de M) e que tém caracteristica constante e maximal. Uma tal partigao
diz-se uma "folheacio” de M e as classes de equivaléncia designam-se por ”folhas simplécticas”.
Note-se que estas folhas podem ter dimensao variavel, pelo que tal folheagao nao é necessariamente
regular.

O Teorema da Decomposigio de Weinstein (ver [5]) afirma que, para qualquer ponto p de
M, existe uma subvariedade N C M que intersecta transversalmente (em p) a folha simpléctica 5
que passa por p. Essa subvariedade possui uma estrutura de Poisson, ndo necessariamente dada
pela restricio da estrutura em M, e denomina-se ”estrutura {(ou variedade) de Poisson transversa
a S em p”. Além disso, Weinstein provou que, num certo sentido, a estrutura transversa & unica.
As diversas estruturas de Poisson transversas a § em p que poderio existir sdo de certeza Poisson-
difeomorfas (i.e., existem difeomorfismos entre elas que sdo funcdes de Poisson).

Consideremos agora uma, 4lgebra de Lie real g de dimensao finita. O seu dual g * & uma
variedade de Poisson quando munida do paréntesis de Lie-Poisson. Seja G o grupo de Lie conexo e
simplesmente conexo do qual g é dlgebra de Lie. Neste caso, a folha simpléctica S em cada ponto
L € g* é exactamente a Orbita de p pela acgio coadjunta de G em g". Neste caso particular,
prova-se que a subvariedade N do Teorema da Decomposigao pode ser escolhida como o espago
afim p +nj, onde n, é qualquer complemento de g, em g’ (g, & a dlgebra de isotropia em p).

Neste trabalho propde-se um método de célculo da estrutura transversa em duais de dlge-
bras de Lie diferente do apresentado por Cushman e Roberts em [2]. Em vez de definir o paréntesis
de Poisson em N a partir da decomposi¢io de T; M seguinte,

T; M = (T3N)° @ (Be (1))
optou-se por utilizar uma decomposigao de T,M:
T,M =TyN & By ((TqN)°)

onde B é o morfismo de fibrados atris referido. Desta maneira, a férmula para o paréntesis de

Poisson em N (que é escolhida como g + n, 1o caso do dual de uma dlgebra de Lie) resulta mais

simples. Como consequéncia imediata desta férmula, obtém-se o resultado de P. Molino (1984):
Se se tiver

(9, 1] C s
entdo a estrutura de Poisson transversa é Poisson-difeomorfa & estrutura de Lie-Poisson em gj,.

De seguida, usa-se a férmula referida para calcular explicitamente a estrutura de Poisson
transversa & érbita coadjunta por qualquer ponto nos casos em que g é uma das dlgebras de Lie:



Introdugao v

o Ay % .. % Ag, onde A & a dlgebra de Lie nio-comutativa de dimenséo 2;
e oo e

n vezes

e 504, a dlgebra do grupo de Lie das matrizes 4 x 4 ortogonais de determinante positivo SOq;

e sey, a dlgebra do grupo de Lie SE3 = SO3 ox R3.

No primeiro dos exemplos verifica-se a condigio de P. Molino, pelo que a estrutura de
Poisson transversa é Poisson-difeomorfa 4 estrutura de Lie-Poisson em g7,.

Cushman e Roberts provaram (ver [2]) que a estrutura de Poisson transversa ao dual de
uma dlgebra de Lie semi-simples é polinomial (i.e., as entradas da matriz de Poisson sio polinomi-
ais). Note-se que tal néo é verdade para uma escolha arbitraria de V. O que acontece & que, para
todo o ponto u, existe uma escolha de N para a qual a estrutura transversa & polinomial. E esse’
o caso de sof, j& que 504 é semi-simples.

No exemplo relativo a soj, escolheram-se dois complementos de g, possiveis. Em primeiro
lugar, tomou-se para n, o complemento ortogonal de g, (em relagio ao produto interno usual) e,
nesse caso, a estrutura transversa é polinomial. De facto, satisfaz a condigdo de Molino, pelo que
a estrutura transversa é dada pela restricio da estrutura de Lie-Poisson a gJ,.

Em segundo lugar, explicitou-se uma outra escolha de n, para a qual as entradas da
matriz de Poisson transversa ndo sio polinomiais, mas sim fungdes racionais das coordenadas em
N=p+n.

" Por tltimo, a estrutura de Poisson transversa a sej resulta ndo-polinomial para o comple-
mento n, escolhido. Este exemplo foi abordado em (2] por Cushman e Roberts, mas neste artigo
fol calculada explicitamente a estrutura de Poisson transversa apenas em alguns pontos de sej.




Capitulo 1
GENERALIDADES SOBRE VARIEDADES DE POISSON

Algumas convengoes seguidas neste trabalho:

M designard uma variedade diferencidvel de dimensao finita.
Designar-se-4 por C'°° (M) o conjunto de todas as fungdes f : M — R diferencidveis.

Designar-se-4 por A* (V) o conjunto das k-formas algébricas no espago vectorial V e por
QF (M) o conjunto das k-formas diferenciais numa variedade diferencial M. Além disso:

Q0 (M) % o= (M)
Denotar-se-d por X (M) o conjunto dos campos de vectores diferencidveis na variedade M.

Se @ : M — N & aplicagio diferencidvel entre variedades, entao ¢* designard o pull-back por
@,

Se ¢ & uma ac¢@o de um grupo de Lie G no conjunto ¥ e y € Y, denotar-se-4 por $¢ (y) o
conjunto

{2, (v) : 9 € G},
que poderd ser designado por "érbita de y” (por G).

Se M & uma variedade diferencidvel, p € M e y, & o fluxo de X € ¥ (M), designa-se por
"curva integral de X por p”, e representa-se por (2, o conjunto

{¢:(p):t eI},
onde [ é o intervalo maximal onde a curva o, (p) estd definida.
Dado um espago vectorial V, designar-se-4 por (e, v)'a: avaliagio de a € V* em v € V.
Por VP representa-se o enulador do subespaco vectorial VicV, e
W={aeV":(av)=0YweV}
Por Vi representa-se o subespago ortogonal ao subespaco vectorial V| C V em relacio a um
produto interno a especificar.
Usar-se-4 frequentemente o isomorfismo

v: V — V=
v o= 0,

onde ¥, é a aplicagao definida por

U,: ¥V —- R
a = (o)

Identificar-se-4 frequentemente v € V com ¥, € ¥V ** .



2 Generalidades sobre variedades de Poisson

Nota 1.1 Todas as variedades referidas serdo vartedades diferencidueis e todas as aplicagdes serdo
de classe C'°°, mesmo que tal facto esteja omitido no texto.

1.1 Variedades de Poisson

Definigao 1.2 Seja M wma variedade diferencidvel. Um "paréntesis de Poisson” em M é uma
aplicagdo
{,}:C®(M)xC>(M) — C=(M)
(f.9) = {f.q}

com as seguintes propriedades:

1. é anti-siméirica,

{f,g}z—{g,f},Vf,gECm (*Mr):
2. ¢ bilinear, 7
{/\1f+A2g1h} = /\l{fah’} -+ AQ{g-nh‘}IVAII\? = R,Vf,g,h B (ﬂ/f):

3. satisfaz a identidade de Jacobi,

{f:{g,h}} +{g,{h, f}} + {(h, {f,g}} = 0,¥f,9,h € C7 (M);
4. satisfaz a regra de Leibniz,

{fg,h} = flg.h} +{f h}g,¥f,g,h € C (M);

Diz-se que (M;{,}) é uma "variedade de Poisson”.
Nota 1.3 As propriedades 2. e 4. implicam que, fizada f € C* (M), o aplicagao

{fi}: C°(M) — C=(M)
g — 158}

é uma dertvagéo em (C™ (M),-), pelo que a sequinte definigdo faz sentido.

»

Definicdo 1.4 (Campos Hamiltonianos)
Seja (M; {,}) wma variedade de Poisson e f € C* (M). Designa-se por "campo hamilto-
niano associado & fungao f”, denotado por Xy, ao campo definido por

X;: C®(M) — C™(M)
g —  {fig}

O conjunto de todos os campos hamiltonianos em M denota-se por Xy (M).
Lema 1.5 Sejam (M;{,}) uma variedade de Poisson, z1,..., T, coordenadas locais em M e
f,ge C™(M).

FEntao

af dg - of dg af dg
o) =33 S stmat= 5. (gt~ o) m

i=1j=1 1<i<j<n
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Nota 1.6 Consequentemente, o estrutura de Poisson numa variedade M fica completamente de-
terminado pela matriz

P(p) = (P (p))] =1 »
onde
Py (p) = {25} (0)-

A matriz P serd doravanie designada por "matriz de Poisson da estrutura (M;{,})” ( nas coor-
denadas {x1,...,Zn}).

Prova. Tem-se

{f,9} = Xf(g) = dg(Xs) = Za dxj (X¢); (1.1)
drj(Xf) = Xp(z;)={f, Ij}=—{1‘jsf}=*df( )= (1.2)

n a d
— _Z_Hf_dzl(xﬂh) = ZO_'{IJTI.L} = af {.’L'UIJ}
g1

(1.1) e (1.2) provam o pretendido. m

Definigao 1.7 Dada uma variedade M, o seu fibrado tangente TM e o seu fibrado cotangente
T*M, diz-se que uma aplicacdo diferencidvel

B:T"M — TM
é um "morfismo de fibrados” se e 56 se, para todo o p € M, se tem:
1. Bp: T, M — T M;
2. B, € R-linear.

Lema 1.8 Dade uma variedade de Poisson (M,{,}), é possivel definir um morfismo de fibrados
B:T"M — TM tal que

{f,q} =(dg,B(df)),¥f,g € C=(M).

Prova. Vai-se encarar B como aplicagio de Q! (M) em X (M). Seja entdo o € Q& (M).
Considere-se em primeiro lugar o caso em que o é exacta, i.e., tem-se & = df para alguma funcio
f € €% (M). Neste caso , define-se B (a) = X;. Se o nio for exacta, considera-se a expressio de
o num sistema (z,, ..., T,) de coordenadas locais em M:

o = o1dry + ... + @pde,, a; € C° (M).
Toma-se

B (O!) = iaiB (dﬂ:i) = iaini.
i=] i=1

B assim definido é um morfismo de fibrados e verifica-se que

{dg, B (df)) = (dg, Xs) ={f,g}.
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Nota 1.9 A anti-simetria e a identidade de Jacobi, satisfeitas por {, }, impdem algumas condigoes
adicionats sobre B.

Definigao 1.10 Seja (M;{,}) uma variedade de Poisson e p & M.

o A “caracteristica” de {,} em p, denotada por cary{,}, é a caracteristica da aplicagio Bp :
Ti:M — T,M. Equivalentemente, car,{,} é a caracteristica da matriz de Poisson (Py;) no
ponto p.

e O ponto p diz-se "regular” se e s6 se eriste uma vizinhanga de p em M onde cary{,} é
constante. Caso conirdrio, p diz-se "singular”.

e A estrutura {, } diz-se "ndo degenerada” ou "simpléctica” se e 56 se, para todo o pontop € M:

carp{, } = dim M.

Nota 1.11 Note-se que:

1. Uma vez que a matriz de Poisson (P, ;) é anti-simétrica (por anti-simetria de {, }), resulta
que carp{, } € par.

2. Sep é tal que
carp{, } = max caro{, }

entdo p é regular.
Exemplo 1.12 Se (M,w) é uma variedade simpléctica, entao

(f,9}" = w(X;, Xg)

define uma estrutura de Poisson em M.
Se, por exemplo, M = R®™ e 2y, ..., Zn, Y1, .-, Yn SG0 coordenadas simplécticas, tem-se:

w = Xn:d:ﬂi A dys,

i=1

logo
w_<~0f g Of 99
{fia}" = ;8::1- Oy; 0y Oz

-

A matriz de Poisson de {,}* é:

_ [ (Oaxa) (Idnxn)
Pp) = ( (~ldnxn) (Onxn)

Tal matriz serd designada por Jy.
Note-se que esta estrutura de Poisson é stmpléctica ou ndo degenerada.

),VpEIVI.

Exemplo 1.13 Considere-se R**t™ | com coordenadas cartesianas
P ’

{Il! vy Iy Y1y ooy Yny 21, ...,Zm}-

Quando munido do paréntesis

2. df i df d
{f,g}m=z—f_"£.—g§;ﬁ’

i=
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R*™™ ¢ uma variedade de Poisson que ndo é simpléctica se m # 0. A matriz de Poisson de

(et }™) nestas coordenadas é

Pyilp] = ( Oifgn) (02(16:;)”1) ), Vpe M.

Note-se que todos os pontos sio requlares.

Exemplo 1.14 Seja M = Riw, onde (z,y, z) sdo as coordenadas cartesianas usuais. Entdo pode
definir-se um paréntesis de Poisson da sequinte forma: dadas fig € C=(R%), {f g} é a nica
funcdo tal que

{f,g}dz Ady Adz =df Adg A (dz + dy + dz),

_0f (89 0g\  O0f (8g 89\  8f (g 89
{f)g}_a:r(ay ‘5‘;)4—8—3’](5;—5)-{—82 (5‘;’—% y

ou seja,

Exemplo 1.15 Seja (g;[,]) wma dlgebra de Lie real de dimensio finita. Entdo g" € uma variedade
de Poisson quando murnida do paréntesis assim definido (paréntesis de Lie-Poisson):

{£,9}(p) = (p, [dfz, dan)),

onde p € g*.

Note-se que f,g sdo funcées de g* em R, logo df,, dgp € (Tpg*)* =g = g.

Que {, }1 € anti-simétrico, bilinear e satisfaz a identidade de Jacobi resulta do facto de o
paréntesis [,] verificar essas propriedades e de p : g — R ser uma aplicagdo linear. Assim, falta
apenas verificar a regra de Leibniz para {,}1- Dado p € g*, tem-se

d(fg), = f (p)dgp + g (p) dfy
e entao
{fg.htelp) = (p[d(fg), dhy))

(p, I (p) [dgzm dhp] + [dfp’ dhplg (P))
f®){g,h}e (@) + {f, h}e (0) g ().

-

Il

I

1.2 Aplicacoes de Poisson

r

Definigao 1.16 Sejam (Mi;{, }1) e (Ma;{, }2) duas variedades de Poisson.
(1) Uma aplicagdo diferencidvel J : My — M, diz-se "de Poisson” se e s6 se
J*{f.gta ={J"f,J"gh,Yf g € C= (My).
No caso de J ser também um difeomorfismo diz-se que ”J é um difeomorfismo de Poisson”.

(ii) Suponha-se que My = Mz = M. Um “automorfismo infinitesimal” em (M;{,}) é um campo
de vectores X em M cujo fluzo o, satisfaz a sequinte propriedade: Vt € R, ¢, : Dy — D_; é
aplicagdo de Pousson, onde Dy é o subconjunto (eventualmente vazio) de M onde o fluzo 0,
estd definido.

Nota 1.17 Se J é um difeomorfismo de Poisson, o sua inversa também o é. Mais ainda, o
conjunto dos difeomorfismos de Poisson em M tem estrutura de grupo relativamente a composi¢ao.
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Nota 1.18 Os difeomorfismos de Poisson preservem a caracteristica. Se
J: M — Mo
é um difeornorfismo de Poisson, entdo

Ca?’p{; h= CCLTJ(;U}{: bo-

Teorema 1.19 (Liberman, Marle) Sejam (M;{,}) uma variedade de Poisson e X um campo
de vectores diferencidvel em M. As condigdes seguintes sdo equivalentes:

(i) X é uma derivagdo da dlgebra (C°° (M);{,}), i.e., dadas -f,g € C (M),
XA ={X (N0 + (£ X))

(ii) X é um automorfismo infinitesimal.

Prova. Provemos em primeiro lugar a igualdade

d *>
—7, {v; freig}

= (1.3)
dt it
= Hlp*—to (X{‘P:qfa QD:DQ}) T+ Lpa«—f;u‘{‘X— ((P:uf) ’l'a:()g} + gai’:ﬂ‘{(’(’;‘Df’}{ (1,0:09)},
onde f,ge C® (M), X e X(M) ey, é o fluxo de X.
Tem-se que:
he
Lo eihoigl B = Shoow ()
i — — Il Q
dt‘P—t Cels¥Pr g p s (g et
t=tg
d d
= Ehfo ow_; (p) - = Eht °w_s, (P) -
= d{h), ) (—wﬁ p)| ) dt"" t (he) (p) -
X N
= ), (Xoum) +e00 5 0E)_ ) 09
dh;
= (h-‘-o) CwY_ to (p) + dt o (p‘to (p) (15)
t=tg

d * >«‘
- (X{lio;nf‘l (Io:gg}) 2 W#Eo + (‘dhz {Sat -f! tptg},tzto) °) (P—‘tﬂ'

Em (1.4) usou-se o facto de que

d d
200 () = X (o) 2 00 (2) = Xy,

Continuando, tem-se

d . . d . . o
7 Wwifieigt, = {E 25 flimey 0209} + {0t fo sotgltzm} =

{X(f)Ozpno,gogpco} +{fO(Ptu’X(g)°(Pto} =
= {X(fowy) 900t +{fovw X (gop,)}.
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Para provar a ultima igualdade, é importante notar que, se z € M, tem-se

L~

(dody () = (a2, (S, o)

= Lor)0)

d
= d_S‘PH-s (p) = A (p)-

s=0

Assim,
X (f‘:’ ‘Pto) (p) = d (fo‘:atu)p (Xp) =
dfwtu () ((d‘loto)p (XP))

(por 1.6) = df¢£0(p) (Xsatu(P)) =
X (f) o, (p)

e a prova da igualdade (1.3) estd completa.
Passemos a demonstracdo do teorema. Suponha-se satisfeita a condigéo (ii). Entdo

=0

t=tg

d
= ;['E{f,g} 0, 0Py

t=tp

d - * *
Et'W_t{‘Ptf:(Ptg}
e da igualdade (1.3) vem

0%y (X{05, £ 00,9Y) = 02 (X (5, f) vt 0} + 070 (@5, £, X (25,0) ),

i.e., usando (1.8) e o facto de (ii) ser satisfeita:

¢liy (0l (X{£1 1) = 0L, (@5, (X (£),9)) + 05, (07, (. X (9)})

ou seja,
X{f,a} ={X (). 9} +{f,. X (9)},

provando que a condig8o (i) é satisfeita.
- Reciprocamente, se (i) é verificada, de (1.3) vem -

d - £ Ed —_
pra (S RO ™

= Ly, (=X{wi, frena} +{X (05, f)  on 0} + {on £, X (0,9)}) =0.
Por isso,

*® * - (t=0)
wi{ei fieial =" {f. g},

1.e.
{wi frvig} =wi{f g}

Assim, (i1} é verificada. m

Nota 1.20 O fluzo de um campo hamiltoniano é wm difeomorfismo (local) de Poisson, jé que

qualguer carnpo hamiltoniano satisfaz a condigdo:

Xi({g:hh) = {Xs (9), h} + {g, Xs (R)},Vf,9 € C* (M).
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Com efeito, dadas f,g,h € C° (M), tem-se

X ({g:h})

{f,{g.h}}

—{h, {fra}} = {a, {h, F}}
{{f,g}.h} + {g, {f h}}
= {Xr(9) A} + {9, X; (R)}.

1.3 Subvariedades de Poisson

Definigao 1.21 Dada uma variedade de Poisson (M;{,}), uma sua subvariedade N diz-se "de
Poisson” se e sdé se a inclusdo

1N —= M
é uma aplicagio de Potsson, ou seja, existe um paréntesis de Poisson {, 'Y em N tal que
P q
{fuokoi= {fovj,goi}N.

Por outras palavras, numa subvariedade de Poisson NV C M, o paréntesis {f, g}| v depende
apenas de f|,, g|y. Ver-se-4 de seguida em que condigdes é que tal acontece.

Teorema 1.22 (Weinstein) Dada wma variedade de Poisson (M;{,}), wna subvariedade N de
M ¢é"de Poisson” se e 50 se, para todos os pontos ¢ de N, se tem.:

By (T;M) cTyN, (1.9)
i.e., se e 0 se todos os campos hamiitonianos em M sdo tangentes a N.
Nota 1.23 Recorde-se que, dada uma I-forma algébrica ap € Ty M, existe f € C*° (M) tal que
ap = df,. Entdo, afirmar que
B, (TgM)=1m(B,) € TN,
é 0 mesmo que dizer que para qualquer f € C°° (M) se tem
B_p&if_p)’ € Tl .
(Xr),
Prova. (<) Por hipdtese, dado g € N tem-se By : TyM — T, M tal que
Im(B,) C T;N.
Dadas f,g € C® (N), sejam f,g € C°° (M) duas exténsoes quaisquer de f e G a M, i.e.,
foi=f, goi=7.
Quer-se provar que {f,g}|y = {f, g} o1 s6 depende das fungées feg. Ora
{9} =X (g) =dg(B(df))-
Logo, dado q € N, vem
ET,N

o Nesens,
{f.9}(i(q) = dgq(Bq (dfy)) =
= dgi(q) (diq (Bq (dfq))) =
= d(goi), (Bg (dfig)) =
= dg, (Bq (d?q)) : (1.10)
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Note-se que dfi;y =d(f o i)q, pelo que a dltima igualdade é verdadeira. De facto,

d(fe i)q (Xq) o (df)q (Xq)
dfi(q) (diq (Xq))
= dfiq (Xg) VX, € TyN.

il

A tgualdade (1.10) mostra que pode ser definido um paréntesis de Poisson em N da seguinte
forma:

F.0 < {f,g}oi.

Que {,}V & um paréntesis de Poisson resulta de {, } ser um paréntesis de Poisson em M. A titulo
de exemplo demonstra-se a identidade de Jacobi:

{Ea R = {{£,9) i, YN = (TR gk B = {{£.9}, h} o4, (1.11)

porianto

(£, Y, B + +{{@ AP, T + (B, 7Y, 3 =
({{figh h}oi+ {{g.h}, f}oi+ {{h, F}. g} 04)

({{f. 9}, 0} + {{g, 8}, £} + {{h, f}, 9} 09)
= B

Il

Além disso, {,}V wverifica a condicdo de
i:N—>M

ser de Poisson, pelo gue a implicacdo estd demonstrada.
(=) Reciprocamente, se N é uma subvariedade de Poisson entio eziste

BN . TN - TN

tal que -
{foigoi}” (q) = {f g} oi(q),¥f.g e C™(M).
Por outras palavras:

d(f o), (By (d(9°1),)) = dfice) (Buto (daica))) , Va € N,¥f, g € O ().

Como dfiq) =d(f o z’)q, a tgualdade acima mostra que

Bitq) (dgi(a)) = By (d(g ° z‘)q) € T,N,
i.e., Bi(g) (dgiq)) ETyN. m

Lema 1.24 (Weinstein) Sejam J: M} — M, uma aplicagio de Poisson e heC™ (M3). Entéo,
se
71 (t) € a curva integral de X0y pelo ponto p € M,

Yo (t) € a curva integral de X, pelo ponto J (p) € My,

tem-se

Y2 (t) = J (71 (1)) .
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Prova. Sejam o} o fluxo de X0y € g € C (M,). Entdo, dado p € M;:

5 0oTort ) = digedyg (S0 ())

= d(90J),1(p) (Xnos (01 (9)) =
= {hoJ,goJ}loo’l():
{h,g}20 T 00! (p) =

= dg(Xh)oJoo"i (p).

I

Como g é arbitréria, conclui-se que ¢b = J o ¢! é o fluxo de X, pelo que a curva

I — l‘Vlrg
t — Jooi(p)

é a curva integral de X, por J (p) € M. m

Coroldrio 1.25 Seja N uma subvariedade de Poisson de M e h € C® (M). A curva integral de
Xp € Xy (M) porp em N C M é a curva integral (também por p) de

Xn, € X (N).
Proposicao 1.26 Dade uma variedade de Poisson (M;{,}), pode definir-se a sequinte relagio em

M:
p~q sse o [—g,e]l - M tal que

(1) 00 =pole) =g
(ii) o é C* por bocados;
(i) cada segmento C™ de o é uma curva integral de um campo hamiltoniano em M.

Entdo ~ é uma relagio de equivaléncia e as classes de equivaléncia, [p|, de pontos de M
sdo subvariedades de Poisson de M. Além disso,

dim ([p]) = carp{, }.

Nota 1.27 Como consequéncia, a estrutura {, } em [p| é ndo-degenerada ou simpléctica. Por isso,
a classe [p| denomina-se ”"folha simpléctica de (M;{, }) por p”.

Prova.

1. ~ & obviamente reflexiva. Basta tomar, por exemplo, o campo hamiltoniano Xy, onde f = 0.

2. ~ & simétrica. Se p ~ g, basta tomar «y (t) = o (—t). Note-se que cada segmento C™ de v é
curva integral de um campo hamiltoniano pois:

.‘.i_%. )= d%gi (—t) = —disai (s) ==Xy (o (=t)) = X_; (v ().

s=—t

3. ~ é transitiva, pois a jungao de duas curvas nas condigdes do enunciado satisfaz trivialmente
as mesmas condiges.
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4. Seja agora [p| uma classe de equivaléncia de ~. Queremos ver que [p] é uma subvariedade de
Poisson de M. Pelo Lema (1.22), basta ver que [p] é tal que todos os campos hamiltonianos
(em M) lhe sdo tangentes. Mas tal acontece por definicio de [p]: dados g € [p], Xf € X5 (M)
entao a curva integral de Xy por p estd contida em [p], logo:

(Xf)g € Tylpl-

H

5. Pela Observagéo 1.20, os campos hamiltonianos sdo automorfismos infinitesimais, i.e., o fluxo
de um campo hamiltoniano satisfaz

{Fowngow}={fg}op.
Em particular (ver observagdo 1.18), se q,¢’ € [p], tem-se
CarB,; = CarBy,

ou seja,

cary 1} =rearged; b
Assim, basta provar que dim ([p]) = Car (B,) para algum g € [p|]. Tal é consequéncia do
seguinte:

Lema 1.28 Se g € [p|, entdo Im (B,) = T, [p].

Prova. (C) Seja a € Q! (M). Se « é exacta , tem-se
By (aq) = By (dfg) = (Xf),

note-se que (X)) € T, por definigao de . Se a ndo & exacta, existem fi, ..., f,, tais
I q q
que

By = ZG‘" (dfi)q ,onde aq,...,a, €R
i=1

Neotando que B, é linear, vem

By (ag) = Zai (Xfi)q §Tq[pl.

Conclui-se que, dada o € T*M se tem
By (aq) € Ty [p] -

(5) SejaveT,[p]. Entiov = & v (¢)|,_p,onde v: I — [p] &uma curva integral de
um campo hamiltoniano X;. Logo v = (Xf)_y(o) =(Xf), =Bq(df). m

Assim, car (B;) = dim (Im (B,)) = dim (T} [p]) = dim ([p]). =
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Capitulo 2
O TEOREMA DA DECOMPOSICAO DE WEINSTEIN

Proposigao 2.1 Sejam (My;{, }1), (M2;{, }2) duas variedades de Poisson. Entdo existe em
M = My x Ms
uma estrutura de Poisson {, } tal que:
(i) m: M — M; é uma aplicagdo de Poisson para i =1,2;
(if) {from, faoma} =0,Yf; € C° (M),
onde ) e wg $d0 as projeccdes candnicas.

Prova. Vai-se definir uma estrutura de Poisson em M) x Mj a partir de {, }1, {, }2. Sejam
1, ..., Tn coordenadas locais em M e yi, ..., ym coordenadas locais em M. Entdo, se

T My x Mo — My
Ta ﬂ/[l x ﬁ/fz —% M2

540 as projecgOes candnicas, as fungdes

zi = mzjom,1<1<n
tj = yjomy lsj<m

séo coordenadas locais em M = M) x M,. Agora, define-se um paréntesis de Poisson em M, x M,
através das relacoes

‘

188} = {ziom,zjom} = {z x5} om;
{ti,t;} = (yioma,yjoma} = {yi,yij}zoms,
{zhtj} = 0,

notando que com esta estrutura de Poisson em M, as projeccdes 71, my sio fungdes de Poisson.
Em termos das matrizes de Poisson P! e P2 de M; e Mj,, obtemos

p( () G,

Omxn)  (PR)

]
Definigao 2.2 A (M, {, }) assim definida chama-se "produto de Poisson de (M, {s}1) 2 (M {; 1) 2

Teorema 2.3 (da Decomposigdo - Weinstein) Seja (M;{,}) uma variedade de Poisson de
dimensdo m e p € M tal que carp {, } = 2k. Enido existem uma subvariedade simpléctica S ¢ M
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com dimensdo 2k, uma subvariedade N C M com uma estrutura de Poisson, de codimensio 2k,
e uma vizinhonga U de p em M onde estd definido um difeomorfismo de Poisson

(p:rU — Sx N
7~ (ps(@),en(a)

Além disso, a estrutura de Poisson em N satisfaz:
cary, () (V) = 0.
Nota 2.4 S x N estd equipado com a estrutura produto de Poisson.

Prova. Sejap € M. Se car, {,} =0, ndo hd nada a provar. Se carp {, } # 0, existem
pi,q1 tais que

{1, 01} (p) #0.

Entdo X,, (p) # 0, logo, pelo Teorema da Rectificagio do Fluxo, podemos (numa vizinhanga U de
p em M) encontrar uma fungao q; tal que

X‘h (pl) = 11

ou seja,
{g,mt=1

Assim sendo, tem-se
. {XQI-XPI] =X{CI1,P1} =Xl EO)

isto &, Xp, e X, comutam. Em particular, a distribui¢do D gerada pelos campos X, e X, &
involutiva. Entao, o Teorema de Frobenius garante que D ¢é integrdvel, i.e., por cada ponto de
U passa uma subvariedade de dimensao 2, que & tangente a distribuigdo D. Equivalentemente,
existem x3, ..., T, tais que

{qlrplr o PR Im}'

sao coordenadas locais em U e

dz; (D) =0,
ou seja
d.’L‘i (qu) = d2?5 ('Xpl) = 0, V’L',
Le., - 2
{zi a1} = {zi,p1} =0, V&~ (2.1)
Pela Identidade de Jacobi,
{-{xiyerQI} = —{{QI,I-;},I;;’} = {{Iqu.‘t}!m‘i} (2.2)
'—{0: Ij} - {0; Ii}
0

e, andlogamente,
{{x‘h :Ej}!pl} = 0.
Dada g € C* (M), temos:

dg dg —~ | v~ Oy
1} = —{q, ¢} + = {p, a1} + E —={z:,q1}.
{g, a1} B {m ;11} Bon {p1, 1} : 38@{ a1}

= = =0



O Teorema da Decomposicao de Weinstein 15

Em particular, se g = {z;,z,}, de (2.2)vem

o{z:,z;}
P G T
dp1

H

ouseja, {xy, z,} ndo depende de p;. Analogamente se conclui que {z;,z;} nio depende de q;. Estes

factos e {2.1) implicam que a matriz de Poisson de (M;{,}) nas coordenadas {gi,p1,z3, ..., v ¥
tem a forma

0 1

~1 (szm)

(Orx2) (P1 (23, -, Zm)) (rm—2)x (m—2)
Definiu-se portanto uma estrutura produto de Poisson local em Sy x Ny, onde a matriz de Poisson
de S; & (—Jo)yyo € a matriz de Poisson de Ny & (P (23, ..., Tr)). S1 é obviamente simpléctica.
Se caryrpyPL = 0 (onde m: M — N; & a projeccio canénica), a demonstragdo acaba aqui.

Senéo, aplica-se 0 mesmo processo a Ny numa vizinhanca de  (p), obtendo coordenadas locais (em
M)

{q11p1!QQ:p2)I5: :Im}

De modo andlogo obtém-se a seguinte a matriz de Poisson:

( ("JO)QXQ O2><2 (0 )
O2xz2 (~idolous S
Ormxa) (P2 (%55 Zm)) (m—ay % (m—2)

da qual se obtém ajustando convenientemente as coordenadas locais para

{a1,92,P1,p2, 25, ..., Tm }:
( (_J0)4><4 (04><m) )
(Oaxm) (P2 (s, -"wzm))(m—tl)x(m—(l-)
Repete-se este processo tantas vezes quantas necessdrio, até se ter carrpyi = 0 ou até Ny =0

(caso em que M seria simpléctica). m

Coroldrio 2.5 Sep é um ponto reqular de (M; {, }) entéo, localmente, (M;{, }) é Poisson-difeomorfa
o [REFEEL }m) (ver exemplo 1.13). Por outras palavras, se p é reqular existem coordenadas locais
{1 coes iy DLyiws 0 YL -, Um} em torno de p tais que a matriz de Poisson associada é

»

( ("E(-JH)O)%ka (@) 2k )

mx2k O)mxm

Prova. Pelo Teorema da Decomposigio, U é Poisson-difeomorfo a 5 x IV com S simpléctica
e N de Poisson. Como a caracteristica é preservada por difeomorfismos de Poisson, entdo a
caracterfstica de (S x IV; {, }*%) & localmente constante. Considerem-se as projeccedes candnicas

Ts:SxN—=Senry:xN—=N.

Observando que a matriz de Poisson de (S x N; {, }¥*¥) em p € U ¢ diagonal por blocos, constata-
se que para todo o g € U, cary (S x N) & constante, o que implica

cary, (q) (V) constante Vg € U,
j& que cary(g) (S) é também constante. Como, por hipétese, cary y(py (N) =0, vem

carey(q) (N) =0,Yg € U,
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ou seja, (,}V =0. m

Fste coroldrio mostra que, no estudo local de estruturas de Poisson, basta considerar o

caso em que p é singular.

Nota 2.6 Se S, N e 8, N’ sdo duas decomposiges de M em p, entdo S é localmente sim-
plectornorfa (e, portanto, Poisson-difeomorfa) a S' pelo Teorema de Darbouz-Weinstein. Conse-
quentemente, pode tomar-se para "representante” de S a folha simpléctica por p definida na nota
(1.27).Prova-se também (ver [5]) que N e N' sdo localmente Poisson-difeomorfas.

Definigao 2.7 A variedade de Poisson (N; {, }N) do Teorema da Decornposicdo chama-se "estru-
tura de Poisson transversa a S em p”.



Capitulo 3

A ESTRUTURA DE POISSON TRANSVERSA A UMA FOLHA SIMPLECTICA
NUM PONTO

Sejam (M;{, }) uma variedade de Poisson de dimensdo finita, B : T*M — TM o morfismo de
fibrados correspondente ao paréntesis {, }, p € M e S a folha simpléctica que passa por p. Tem-se
que

T,8 =1Im(B,).

Escolha-se uma subvariedade N de M tal que
ToM=T,N&T,S. ' (A1)

Tem-se entao que:
Ty M = (TpN)® & (T,5)°, (3.2)

decomposi¢io dual de (3.1}.

A N chamar-se-4 variedade transversa a § em p. Ver-se-d adiante que é possfvel introduzir
em /N uma estrutura de Poisson B’ induzida de B - a estrutura de Poisson transversa em p, referida
no Teorema da Decomposigao.

A decomposicdo (3.1) é vdlida apenas para p. Em particular, nio é extensivel a outros
pontos de V. Por cada ponto g # p da subvariedade NV passa uma folha simpléctica S, (relativa a

estrutura de Poisson em M), que pode ser bastante diferente de S. Por exemplo, a dimensio de
S, varia com o ponto g.

Define-se a seguir uma decomposigio de T,M vilida para todos os pontos de uma vizi-
nhanga de p em N:

Lema 3.1 (Weinstein) Seja (M, {, }) uma variedade de Poisson, p € M e N uma subvariedade
de M que satisfaz a condigdo (3.1). Entdo existe uma vizithanga U de p em N cujos pontos q
satisfazem &

anﬂN@&unmﬁ. (3.3)
Prova. Seja p € M e S a folha simpléctica por p. Vai-se provar em primeiro lugar que
(T.5)° =ler By 5 (3.4)
Tem-se as seguintes equivaléncias:

« € kEI'Bp = (613;0 (Of)> = O,Vﬁ & T;;A/Jr
= (@, By (8)) =0,V8 e T, M
= (a,v) =0,%v € T,5,

(usou-se a anti-simetria da estrutura de Poisson e o facto de que Im (Bp) = T,S). Ficou, portanto,
provada a igualdade (3.4).
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Veja-se agora que By, envia (T, N )¥ em T,S de maneira sobrejectiva. Dado v € T, 5, existe
a € T;M tal que
BP (Ot) =1,

pela sobrejectividade de By : T, M — T,5. Além disso, o admite uma decomposigao nica
a=a; + ag, (3.5)
com a; € (TpN)° e ag € (T,5)° - ver(3.2). Logo
By (a) = Bp(a1) + Bp (a2) = By (@1), (3.6)
pois ag € ker (B,). Tem-se portanto
v= By (a1), com oq € (T,N)°.

Como dim (TpN)® = dim TS por (3.1), entdo Bplir,n)e & bijectiva e portanto a decomposigio
(3.3) é vilida para o ponto p. Além disso, Bp|(r,n)° tem caracteristica maxima em p logo, por
um argumento de continuidade, existe uma vizinhanga de p (em N) em cujos pontos g se tem
carg (Bq\(T,,N)") constante e maximal, ou seja, By|(r, n)e € bijectiva. Logo tem-se

T,M =T,N & B, ((T;N)°)
para todos os pontos numa vizinhanga de p. m
Notemos agora que (3.3) implica que

TSN Nker B, = {6} NgeU. (3.7)

De facto, dado v € T, M, tem-se:
v = + v,

com v; € TyN e vg = By (8) € By ((TyN)°). Se a € (T,N)° N ker By, entéo

(o,v) = (e, v +vg)

0
——
= {a,v1) + (o, v2)

(o, Bq (8)) .

(=8, Bq () .
0, pois a € ker B,,.

Il

Conclui-se que (o, v) = 0 para qualquer v € TyM, Le., a é a aplicagio nula.

Weinstein provou (ver [5]) que a condigdo (3.7) e uma condigéo mais fraca que (3.3) séo
suficientes para garantir que estd definida uma estrutura de Poisson na subvariedade N (que néo
¢ necessariamente a estrutura induzida de M dada na defini¢do 1.21):

Proposicao 3.2 (Weinstein) Seja M wma variedade de Poisson e N uma sua subvariedede que
satisfaz as sequintes condigdes, para cada g € N:

(3) Bq ((TqN)O) anN = {6}»
(i) (T,N)° Nker (By) = {J}.

Entdo estd definida uma estrutura de Poisson em N.
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Nas condigoes da Proposi¢io 3.2, Weinstein mostrou que a decomposigio (3.3) & vélida

para todo 0 ¢ € N. A partir dessa decomposigdo construiu uma estrutura de Poisson em M do
seguinte modo: Seja m; a projecgio

7 TyM — T,N,

com ker (1) = By ((T;N)°), i.e., a projecgio sobre o primeiro factor associada a decomposigio
(3.3). Entdo a estrutura de Poisson em N é dada pelo inico morfismo de fibrados

B;:T;N—aquN

tal que o diagrama seguinte comuta:

TaN % I

st T
"M — T,M
Bq
ou seja,
B, =m0 B om].

Nota 3.3 Dade (M, {,}) uma variedade de Poisson, p € M, S a folha simpléctica por p e uma
subvariedade N tal que a decomposicio (3.1) tem lugar, a "estrutura de Poisson transversa a S
em p”(referide na definicdo 2.7) pode ser representada pelo par (N, B’), onde B' é o morfismo
dado pela proposicdo 3.2.



20

A estrutura de Poisson transversa a uma folha simpléctica num ponto



4.1

Antes de passar ao caso particular em que M é o dual de uma élgebra de Lie, é ttil lembrar alguns
conceitos fundamentais para esse estudo.

Definigao 4.1 Seja (g,[,]) a dlgebra de Lie de um grupo de Lie G conexo e simplesmente conexo.
Sejam g€ G e §megepcg”. Designe-se por "e” o elemento neutro de G. Entdo definem-se
as seguintes acgoes:

1.

2. A acgio adfunia (ad) da dlgebra de Lie em si prdpria, dada por

Capitulo 4

A ESTRUTURA TRANSVERSA EM DUAIS DE ALGEBRAS DE LIE

Algumas definigoes importantes

n_n

A accdo adjunte (Ad) de G na sua dlgebra de Lie, dada por

Ad: G — Hom(g)
g Ady,

onde
- Ady = [d(Lge Ry-1)], .

ad: g — End(g)
E — ade i i
sendo adg definida por ‘
adg % g —_ a ) :
n = [§7]

A acgdo coadjunta (Ad*) de G no dual da sua dlgebra de Lie, dada por

Ad*: G — dif (§7)
g Ady

sendo Ady : g~ — g* definida por

(Adgp, £) = (u, Ady-1 (&) -

. A accdo coadyunta (ad™) da dlgebra de Lie no seu dual, dada por

dif (g°) |

ad*: g —
€ —  ady

sendo adg : g* — R definida por

(adgp,m) = {u, adg (n)) ‘
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4.2 O dual de uma &dlgebra de Lie como variedade de Poisson
Seja agora M = g* com a sua estrutura de Lie-Poisson (ver pag. 5). Note-se que
T: (g")=ge T, 5" 12y
Logo o morfismo de fibrados B : g — g* associado & estrutura de Lie-Poisson é dado por:

(Bu(€),m) = {€n}y (W)
<'“f [dfﬂ,dnﬂb
(p [€:ml)

Il

I

isto &,

By (§) = adg (u) .
Exemplo 4.2 Seja g = sl(2,R) a dlgebra de Lie do grupo de Lie

SL(2,R) = {A € GL(2,R) : det (4) = 1},

e
S1(2,R) = {£ € gl(2,R) : tr (€) = 0}
Uma base de s (2, R) é, por ezemplo,
1 0 0 0 01
(=5 2) 2= (3 0)2-(0 o)}
Tem-se

(Eh, Eq] = E1E; — E3Ey = —2E,,

e, andlogamente,

[E1, B3] = 2Fj;
(Ho, By = =B

Além disso, podemos identificar E,, Fa, E5 com coordenadas lineares em g~ = sl(2,R)" , 21, Ta, 73.
Dados p € g* e f,g € C*®(g*), {f,9}.(p) fica completamente determinado por {z;,z;}r, 1 <
1,9 £ 3.

»

Tem-se que

{zr,z2}(p) = (p,[d(x1),,d(z2),])
= (p,[z1,z2]}

(p, [E1, Ex])

—2(p, Ez)

—2z5 (p).

Assim, {z;,22}r = —2z3. Andlogamente se constata que {z1,z3}r = 2z3 e {22, 23} = —z1.

14

Lema 4.3 Seja g a dlgebra de Lie de um grupo de Lie G e £ € g. Entdo o campo fundamental
de £ para a acgdo coadjunta Ad*é precisamente X¢, o camnpo hamiltoniano para o paréntesis de
Lie-Potsson da fungdo linear § € g**.
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Prova. Dado £ € g** € C*(g*), seja X; o campo hamiltoniano de £ para a estrutura de
Lie-Poisson em g*). Considerem-se também as coordenadas lineares em g*, 21, 29, ..., . Enido,
para cada 4 € g* tem-se:

d 5}
(XE);_.. = ala—l‘l +a28—z2' s +O!n-é;:—7-:,

onde
o = (dzi), ((XE)P)

{§ i} (w)
(nu': [f! 1‘1]) z

Assim, tem-se que
n . a
(Xe), = 21 (s (€, za]) vy
Por outro lado, dado £ € g, seja £;. o campo fundamental para a acgio coadjunta Ad”.
Considere-se também 4 € g* e 7 € g. Em primeiro lugar, note-se que

<Ad;xp(-—t5} (!J') 177> = <M7Adexp(t1;’) (ﬂ‘)) th € ]R1

logo d
. d
EE <Adexp(—tf) (p.‘.) ,T,'> = EE ([-"-; Adexp(t&) (U))

e portanto
d "
= (Ad3se) () 1) lemo = {1, e (m)

Tem-se portanto que o campo fundamental de £ para a acgdo coadjunta, isto ¢, . é dado por:
d *
(fg')# = EAdExp(—tE) (1) fe=0
= pooads
= ad;(n)€g"=T,(g").

Verifica-se que £,. e X¢ sdo 0 mesmo campo de vectores. De facto,

(EB')F = poadg

d d 0
Bl*-a'a:—l EE ﬁ25:4::_2- +.. ﬁna—xn,

com

B = (de), ((&),)
= (dzi), (adip)

(24, adzp)

(adip, i)

= (& =zl)

;.

{

12

Como consequéncia (ver [4]) obtém-se o seguinte:

Coroldrio 4.4 A folha simpléctica da estrutura de Lie-Poisson por u coincide com a drbita coad-
Junta por L.
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4.3 A estrutura de Poisson transversa a uma 6rbita coadjunta

Consideremos agora o problema de, dada uma dlgebra de Lie g e um ponto x € g* singular,
construir a estrutura transversa a érbita coadjunta de u.

Seja G o grupo de Lie conexo e simplesmente conexo cuja dlgebra de Lie é g e p € g*.
Seja Gu o subgrupo de isotropia de p e g, a sua élgebra de Lie. Entao

B = {:E Egradip= O} (4.1)
= kerB,,

onde B, & a estrutura de Lie-Poisson em g*.

Lema 4.5 (Weinstein) Seja (g*,{,};) 0 dual de uma dlgebra de Lie munido do paréntesis de
Lie Poisson e seja u € g*. Seja n, um complemento de g, em g, i.e.,

8 =0, En,. (4.2)

Entdo o subespago afim
ptng

intersecta transversalmente a orbita coadjunta Ady (u).
Nota 4.6 A soma directa & toma g, e n, como espacos vectoriais e ndo como dlgebras de Lie.

Prova. Note-se em primeiro lugar que

T, (Adg (1) = adj (),

pois T, (Ady; (p)) = {(59‘);; = g} = {adE (k) : €€ g}.
Veja-se agora que
ady (1) = g
(C) Dados € € g, 1 € g%, € gg, tem-se que

(adi (u),m) = (u,ade(n))
= — (,LL, G.dn _((5))
= —(adyu€)

0, pois n’E gp.

Assim, a avaliagio em 7 de um elemento genérico de adj (u4) € nula, para todo o n € g,,0u
seja, ad; (p) € g, para qualquer £ € g.

Um argumento dimensional mostra facilmente a inclusdo contréria, ja que
dim(ad;u) = codimg,.
Finalmente:

T.g" = g

g, &nj

adjp @ ny,

Tu (Adgp) © T (n+103)

Il
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pelo que p + nj é transversal a Adgu. m

Note-se que, se N = p+nj ev €V (V vizinhanga de 0 em n)) entdo

T.u+,_,N = 'ﬂz,
(Tp-i-uN)o = My

Buy (TuruN)°) = By (ny) = ady (p+v).
Assim, a decomposigio (3.3), atrds definida, &

g" =n; @ad; (u+v) (4.3)

e a projecgdo T, &, neste caso,
* Q (o~ _*
gt = (=),
com nucleo ady (1 + v).

Nota 4.7 O isomorfismo entre n e gy, é dado por:

o *
n —
B

i
f == figp
e 0 Sen INVerso:
* o
By T T
f = f7

onde [ se define da seguinte forma: Se £ € g, entdo

§=61+&, com & €g,,8; Emy,.

Entiio B
: F{é1+&3) = F4).

Em [2], a estrutura de Poisson transversa em N = p+ny, édefinida de uma forma diferente

da que se demonstra neste trabalho. Cushman e Roberts partem de uma decomposicio do espaco
cotangente & variedade de Poisson num ponto:

T:M = (T,N)° & (B, ((TPN)"i)')U ,

decomposic¢ao dual de (3.3). No caso especifico em que M = g*, Roberts e Cushman consideram
a projecgao associada & decomposi¢io dual de (4.2):

PQE, : g, — gfp
com nucleo nz, e constatam a igualdade
(Br ((ToN)°))” = {€ € 92 Py (adt (u+v)) =0}

Em seguida, definem uma funggo
n:{p+U)xg, —n,

da seguinte forma: 7 é a solugdo (que provam ser tnica) da equagio

Pyo (adi,, (u+v)) = 0. (4.4)
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Assim, 7 depende de £ € g, e de v € U C n}. Roberts e Cushmann (ver [2]) chegam & seguinte
formula para o cdlculo de {, },, a estrutura de Poisson transversa a érbita coadjunta no ponto y :

{£1=£2}N (Ju' Es V) = <""‘ TV, [fl + 7, (gl) 162 +Tl‘u (62)]g>

ou, equivalentemente,

{6ty (p+v)= <V=[51:52}g“> = <#+V= (7, (€1) 470 (52)]np> -

Assim, o cdlculo da estrutura transversa reduz-se ao célculo de n, (§), isto &, a resolugio da equagéo
(4.4) para 7. :

Neste trabalho, optou-se por uma alternativa que parece ser mais simples. O resultado
seguinte fornece uma férmula para o cdlculo de B}, o morfismo de fibrados que dé a estrutura
transversa a Adf (u), a érbita coadjunta no ponto pu.

Teorema 4.8 Seja p € g* tal que g, e n, estdo nas condigées do lema 4.5. Entdo a estrutura
transversa & orbita coadjunta Adpy (i) € dada pelo morfismo

B':T*N - TN
definido por:
B, (&) =mioadf (v), (4.5)
onde £ € gu,v €0y, e € a projecgdo ussociada a (4.3).
Prova. Comecemos por notar que, se v € ni entao:
TuroN =y =gy
e portanto
;+U1V =
pelo que se tem:
Bj’.t-‘rl/ " T g;
Seja £ € g,. Entao a expressao para B’ (ver prop. 3.2) é dada por
BL+M (6} =iy e B.'-H‘V Z WI (E) )

com 7 definida por (4.3). Mas

»

Bty (1 (€)) = adZ. g (1 +v), -

T (£) €8,
logo a decomposigio (4.2) implica que:
IXeg,FYen miE)=X+Y.
Assim,
T (Buts (71 (€)= ™1 (adi;xpy) (0 +0))
=0 pois Ye&n,

S 1
™y (adk (4 +v)) + ™ (ady (4 +v))
= m (adk (i) + ad ()
= i {ady (v)),
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pois X € g,.
Vai-se agora provar que X = £, o que conclui a demonstragio do teorema. Por definigio,
75 (£) € g & 0 tnico vector que satisfaz

V'€ gn, (1,71 (€)) = (m1 (W), §)

Em particular, se ¢’ € nj, C g" tem-se:

vu'end, (W, X +7) = (m (), &)

; i e s
Mas se p’ € nj, entao

m (W) =
e
W, X+Y)=, X).
Portanto
V' e, (W, X) = (1,6).
Logo

(X -8 e (), ie, X =€en,

Mas X,£ € g, logo X —€€g,. Comog,Nn, = {6} , tem-se

X—¢=0.

Como corolério, obtém-se um resultado de P. Molino (ver secgéo 4.4):
Coroldrio 4.9 Se [g,,n,] C n, entdo B’ ¢ Poisson-equivalente & estrutura de Lie-Poisson em gy,
Prova. Note-se em primeiro lugar que, se { € ge p+v € N = pu+nj, entdo:
adg (v) € ), sse {(ad; (v),n) =0,YVn € n,
ou seja, se e so se

(V? [6: 7?]) = D,VT} & n,.

Suponha-se entdo que (g, 0] C n,. Tal implica:

[€,m] €n,.

Além disso, v € nj, logo -

(v, [§,m]) =0,
ou seja,

ad; (v) € nj.
Assim, T (ad; (u)) = ad; (v) logo

B/, (§) = ad; (v)
ie.
By, (§) = adg (v) = B (£)

ou

BI

. o
ptr Bu!

onde B® é a estrutura de Lie-Poisson em g;. =
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4.4 Alguns resultados sobre a estrutura transversa a uma érbita coadjunta

Em [5], Weinstein propds o conceito de variedade de Poisson transversa a uma folha simpléctica
num ponto e estudou o caso da estrutura de Poisson transversa & érbita coadjunta num ponto do
dual de uma élgebra de Lie. Weinstein afirmou que a estrutura transversa a uma orbita coadjunta
num ponto é sempre Poisson-difeomorfa 4 restrigio da estrutura de Lie-Poisson em B, Ou seja,
dado v € N(= u+n}), ter-se-ia sempre

By, (§) = ad} (v) , V6 € g,. (4.6)

Tal veio a revelar-se falso (ver [6]). De facto, Molino provou que (4.6) s6 tem lugar quando se tem
g = g'u. GB n}l

com
[8us 1] C 1.

Ou seja, s6 quando a projec¢do 7 referida no Teorema 4.8 nao & mais do que a restricao de g* a
s
Em 1996, Damianou formulou a seguinte conjectura:

Conjectura 4.10 ([3]) Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples. Entdo a estrutura de Poisson
transversa num ponto a uma drbita coadjunta de g* é sempre polinomial.

Damianou fez esta conjectura baseando-se em cilculos com gl(n, C).

Mais tarde, Cushman e Roberts (ver [2]) especificaram uma forma de cdlculo da estrutura
transversa a 6rbita coadjunta e utilizaram-na para provar a conjectura de Damianou.

Neste trabalho propde-se uma férmula mais simples do que a utilizada por Cushman e
Roberts, da qual o resultado de P. Molino é consequéncia imediata.




Capitulo 5
EXEMPLOS

Neste capitulo vamos usar a férmula (4.5) para calcular explicitamente a estrutura de Poisson
transversa a uma ¢rbita coadjunta em algumas dlgebras de Lie.

T vezes

Exemplo 5.1 Tome-se g = Ay Ay B ... @A;, onde Ag é a dlgebra de Lie ndo-comutativa de
dimensdo 2: Tomando uma base {E, F} de A, entdo

[E,F|=E.
Se aE + bF, cE +dF sdo elementos arbitrdrios de As, entdo
[@aE + bF,cE + dF] = adE — bcF. (5.1)

Assim, considere-se {E;, Fi}]_, para base de g (que identificamos com a base candnica de
R*™) e £, € g, ou seja,

(i

£ = ZaiEH-biR,

i=1

n = ZCiEi‘f‘diFi-
i=1

Fntao

(aid; — bici) ;.
1

[£n] =

n

T

Consideramos agora a variedade de Poisson M = (g*,{,},). Note-se que, se u € g*, tem-se

{&mtw) = (w0 (5.2)
& [Gvlld-

ASSim: {57 T]}L = {51 TI]

Sejamn {e;, fi}ie, a base dual de {E;, Fi}q e {zi,yi}io, coordenadas lineares "naturais”
em g, ou seja, T (e5) = dij, i (f3) = 045, i (f3) = i (e;) = 0. A matriz de Poisson de (g7, {,},)
é

0 =z - 0 0
-z 0 .- 0 0
' ; (5.3)
0 0 0 Tn
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Tendo em atengdo (5.3), dados dois elementos arbitrdrios £ e n de g, tem-se

i

ade (n) = [£,7] = Z (aidi — bici) e

i=1

m
Considere-se também = 3" xje; +y; f;, elemento arbitdrio de g*. Entdo

j=1
(adf (w),m) = (padg(n))
- Z(aidi-bin)(ﬁb,Eﬂ

= [Z (asd; — bici)i| ij (e, E.
i=1 =1

n

= Z (aid; — bici)

=1

Conclui-se entdo que
T

adg (k) = Z (=bizi) e; + (aiz:) fi.

i=1
O subdlgebra de isotropia em p é

g = {£€g:adf(u)=0}

n

= {(al‘bl’ ) Gn, bn) € R%Z("bﬂi)ei“(aﬁi)ﬂ-=0}.

i=1

O ponto p € g* é singular se e so se pelo menos um dos z; € nulo. Suponhamos s.p.g. que
B =owee = By = com m <my, Hiey

v = Z $JEJ+ZnyJ

J=m+1

= (O1y1!01y2)"'10|ymnzm+11ym-hl'1"'lrnlyn)t

COM Tyn1, -y Zn # 0. Nesse caso, a matriz de Poisson (5.3) ¢

(O2mx2m) (O2x2m)
0 Trngl - 0 0
iy 0 0 0
Omxz) 5 1|
0 0 0 1)
0 0 -z, 0
logo
car (M, {,}r)=2(n—m).
Entdo

n—in

ey
gpg a‘l?bll'":a‘mjbmrot“'lo :alrblx---ua‘m.‘bm eER
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Tome-se para n, um complemento ortogonal de g, em g em relacio ao produto interno usual, por
exemplo,

n, = { Z cie; +di f; vty ey ER}
i=m+1

fps

{(O,---,O, Cm+}.|dm+1: .-.,Cn,dﬂ) : Cm+1)dm+1: "':cﬂ=dﬂ € R} ”

Note-se que [g,,,n,] = {0}. Logo [g.,n,] C n, e portanto a estrutura de Poisson transversa
em p+ n; é dada pela restrigio da estrutura de Lie-Poisson em g* a g;, (coroldrio 4.9).

Exemplo 5.2 Tome-se g =50, = {A € Myyy: A= —AT}. Uma base de g é {E;}e_., onde

=1’
0 1 0 0 0O 0 1 0 0 0 0 1
-1 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0O
By = o o000 "= 21000 |'®=| 0 00 o0
0 0 0 0 0 0 0 O -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 O
o 0o 10 o 0o 01 00 0 O
B = 0—100’E5“0000’E5‘0001
c 0 0 0 0 -1 0 0O 00 -1 0
Os comutadores sdo
00 0 O
0 0 -1 0 i
[E].IEE] == EIEZ == EZEL = O l 0 0 = _E4;
00 0 0
(E1, B3] = =—Es;[Ey, By = Ey; By, Es| = Es;[E1, Eg] =T;
(B2, B3] = —Eg;[Ey, Es] = —E1;[E, Es) =0; [E3, Es) = E3
[Es, Es] = 0;[Es, Es| = —Ey;[Ea, Eg) = —Eg;
[E4, Es] = —Es;[E,, Eg] = Es;
[E5,E6} — —-Eq,.

. 6 3 ’ % 3 ~ %
Sejam {x,},_, as coordenadas lineares em g* = so}, identificadas com {Ei}?=1- Entdo a matriz
‘ da estrutura de Lie-Poisson é a seguinte:

Fl

Como det(P) =0, P tem, no mdzimo, caracteristica 4. O seus valores préprios sio

‘ 0 —zy —2z5 x9 23 0
Ty 0 —Tg —I 0 I3

- I Tg 0 0 -y —I2
—XT9 T 0 0 —Xs Ty

—I3 0 I g 0 —T4
0 —I3 T2 —Z5 T4 0

Al = 0;
4\2 = 0,

" 2 2 2
Az = =M= 1\/(335 —x2)" + (21 + 26)” + (24 + z3)°,

As = =g = 1\/(325 + 1'2)2 + (1‘1 — $5)2 + (.’L‘q, = $3)2.
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Nos pontos p € saj em que cary, {, } =4 (pontos de caracteristica mdrima), a estrutura de Poisson
transversa € trivialmente nula, jé que tais pontos sio regulares. Hd que encontrar pontos i tais
que cary {, } = 2. Em tais pontos (se existirem), a matriz P terd quatro valores proprios nulos.
Estudar-se-d o caso em que

Az = A =0,

ou seja, p € da forma
(21,23, T3, —x3, g, —171) -
Notemos que, se
23+ z2 422 £0
entdo tal p satisfaz:
1 car, {,} =2;

2. é singular (uma vez que em qualquer vizinhanga de u ezistem pontos de caracteristica 4).

Escolhamos uwma base™ para:

g = {£€g:adiu=0}=kerP(u)=
0 I3 —Ta Ty I3 0
—I3 0 T —1 0 z3
. To —I 0 0 =L —I9
= —dig g 0 0 I )
=—Tn 0 T ==y 0 I3
0 —I3 Ts —Zp —Iy 0
Por exemplo:
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
Fl"“ 0 ,FQ—— 0 1F3"" 1 1F4— T3
0 -1 0 —Za
1 0 0 I

é uma base para g,,.
Vai-se agora escolher n, tal que

n“EBg#:g.

Escolha 1:
Assumindo por ezxemplo que T, # 0, podemos escolher para n, o subespaco gerado por

Z3 —Ig
0 z
—&7 0
Gy = Gy =
1 x 1 T2 0
0 1
=i [p)

*Identifica-se soq com RS, fazendo corresponder aos vectures {Ei}?:t os vectores {ei}?=1 da base candnica de
RS,
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Escolheu-se propositadamente n, = gﬁ em relagdo ao produto interno usual em RS, Assim, tem-se

GUE
=
n, =gu.

Torne-se v € U C ny, ou seja,

v = ynF1+yeFa+ysF3 4+ yaFy

= (Y1.92,93,¥3 + Taya, —Y2 — Tova, V1 + T1Va).

Em wista da formula (4.5), quer-se encontrar uma express

do para a projecqao

Ty ig" =y, com nicleo ady (p+v).

Comecernos encontrar uma base para ady (u+v). E nece

adg, (u+v) eady, (u

e, para tal, utiliza-se a matriz de Lie-Poisson no ponto p + v. Note-se que a i-ésima linhe da

matriz (£ (4 v)) é exactamente o vector

adg, (p+v)

e que

p+v=(T1+y1,%2 + Y2, 23 + Y3, —T3 + Y3 + TaYa, T2 — Y2 — ToYa, —T1 + 11 + ZT1Ya).

Tendo em conta que

ssdrio calcular

+v)

Gi1 = z3E; —z1F3 + 2, E4 — 23 Es,
obtém-se
z1Z2(y4 — 2)
~ (=3 + L(’%) (a )— 2)
# T2T3 (Y4 — 2 def
ad + ) =
— (=1 + 3) (ya — 2)
—T1To(ys — 2)
De forma andloga se obtém 5
z123(ys — 2) .
(3.,"2233 (12;3 = 2)
. — (2f +23) (ya — 2) | cef
ad, + ) = 1 2
W= a2 o) (g —2)
T2x3 (ya — 2)
—21%3(y4 — 2)
pelo que uma base para ady (1 +v) é
12 HARURT
- (2% + =3) ZaZ3
ZoZs — (2% + 23)
Ws = We =
8 © —Tamy g z? + 22
s (:J:f + :c%) ToT3
—X1Z9 =13

= (y‘l - 2)W5,
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Considerando a matriz
M = ([Fy] [Fy] [Fa] [F] (Ws) [Ws))
(obtida por concatenagdo dos vectores-coluna), encontrar m(u) equivale a resolver o sisterna
MA = u, (5.4)
escolhendo depois as primeiras quatro coordenadas do vector A, isto € (A1, A2, Ag, \y), e tomando
Ty(u) = MEF + A Fy + A3 F3 + Ay Fy.

A titulo de exemplo ezplicita-se o cdlculo de 7y (ady, (v)). Obtém-se, da mesma maneira que W
e I/Vs,
adp, (v) = (0, — (2ys + Taya) , 2y2 + Tays, 2y2 + T2y, 2y3 + T3y4, 0).

Resolve-se a equagdo (5.4) com u = ad}, (v), ie.,

M 0
Az — (2y3 + T3ya)
Az | _ M1 2y2 + T2y
Ag 1 2ys + T2y4
As 2y3 + T34
Xg 0
Tem-se que
ad}';-l Z)\ 5 = wy .

i=1
Pode-se entdo ealcular a primeira linha do matriz de Poisson da estrutura transversa:

P{l (U) (wlrFl>
Po(v) = (wy,Fy)= —4y3 — 2x3y4;
1 (v) = (wy, F3) = dys + 214
Pl (v) = (wy,Fy)=2z3ys — 2z,y3.
Calculando ) (ad}, (v)),i = 2,3,4, obtém-se a matriz sequinte para a estrutura de Poisson
transversa:
0 —dy3 — 2z3ys  dyr + 2yum 2yaT3 — 2y371
Bllu) = dy3 + 2T3Y, 0 —dyr = 2y4T2  —2y173 + 2329
4 —4ys — 2y41, dy1 + 2y472 0 =2Y2%2 + 2y171
—2y2x3 + 2y3z1  2y173 — 2y3T2  2yaTy — 217 0

O facto de a esirutura de Poisson transversa resultar linear tem a ver com o facto de a condigdo
de Molino

[g.uv n.u} c ni-n

ser verificada para esta escolha de n,, logo P, (v) é a matriz da estrutura de Lie-Poisson em g5
De facto, considerando as bases {Fy, Fa, F3,F4} (de g,.) e {G1,G2} (den,), tem-se

[F,G;] = {0}, parai=1,2,3 ej=12%
. 2 2

[Fy,G1] = _“'_22_3@1_(_”1_*;@92;
T T
2 4l .

[_F4,G2] - (Il ZZ)G1+m2x3G2,

z T
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Escolha 2:

Vai-se considerar agora um outro complemento n, (para o qual a condicdao de Molino ndo
€ verificada). Assumindo que x3 # 0, seja:

n, ={n€gm=aE; +bEy},

ws5to é, 0 espaco gerado por; :
{Gj_ = El,Gz = EQ}
Entdo:

D_

W= {(Ovoiyl=y2ay3wy4) 1Y € ]R},

1sto €, o espago gerado por
{Hy = E3 Hy = Ey, Hy = Es, He = Es}.
Logo p+ v é da forma
(z1, T2, %3 + Y1, 23 + Y2, T2 + ¥a, —T1 + Ya)

Define-se uma base para ady  (p+v) como sendo {Ws, W5}, onde

Ws = adg (p+v)
= (0,933—y2,"$2"y3,$2y-733+y1,0)§
We = ady,(u+v)

= {=mp 4y, 0 = ya, —2, 005+ 1)
A nova matriz utilizada no cdlculo da projecgdo é:
M = ([H] [He] [Ha_] (Ha] [Ws] [Ws)) ,
e encontrar m(u) equivale a resolver o sistema
MA=u, , (5.5)
escolhendo depots as primeiras quatro coordenadas do vector \ e tomaﬁdo
w1 (u) = A Hy + A Ha + A3Hz + M Hy.

Nota 5.3 Note-se que na escolha anterior de n,, se tinha H; = F,, una vez que n, era o comple-
mento ortogonal de g,. '

Seguidamente apresenta-se o cdleulo de my (ady, (v)).

a'd};_ (U} = (0501 =1 — Y2, y3,—Y3, 1 +y230)

Resolve-se a equagdo (5.4) com u = adf, (v), obtendo

-

Y1+ Y2 + )

% _ {(z2 +vy3) (11 +v2) z7 (11 + y2) (z3 +y1) (11 + y2)
T (adFl (y)) - (07 Dv —Y3 — T3 — ys y—Y3 + P— T3 — Yo 0

)
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Calculando w1 (adh, (v)),i = 2,3,4, e fazendo (w1 (adf, () ,F;) para todos os indices i e j,
obtém-se para a estrutura transversa a matriz anti-simétrica cujas entradas sdo '

_ 2mayy + 2waye + 47 — 13

lpt+v) = 2 —Ua
va (y1 — y2 + 2z3)
Pilp+v) = =
T3 — Y2
z3 (22y1 + Tay2 + Tayz — Yay3) + 22 v —vs
Pilut) = - s ) 0 (2 V)
ya (v1 — y2 + 223)
Pup+v) = - .
3 —~H2
z3 (T1y1 + T1Y2 — TaYa + Youa) + T1 i — v3
Pyulp+v) = = ( )
23 (Ta¥a + T1Y3) + T2 (Y14 — Y2ya) + T1 (13 — Yaya)
Py (p+v) = i

Este exemplo mostra que, numa dlgebra de Lie, o facto da estrutura transversa a uma
orbita coadjunta, Adfp, ser polinomial ou nao depende da escolha do complementar n, de g, em
g. Dir-se-4 entdo que a estrutura de Poisson transversa a uma ¢rhita coadjunta é "polinomial” se
ezistir um complemento n, de g, para o qual a estrutura transversa em i + ny é polinomial.

Tendo em conta o exemplo seguinte, introduz-se a nogao de produto semi-directo em grupos
e dlgebras de Lie: ) '

Defini¢io 5.4 Seja G wm grupo de Lie e V um espago vectorial real de dimensdo finita onde G
actua por uma acgdo de classe C*°. O "produto semi-directo entre G e V", denotado (G x V), é
o grupo de Lie assim definido:

1. Engquanto variedade diferencidvel, G <V = G x V.
2. Se g,y € G ewvy,vp €V, entao
(g1,v1) - (g2, v2) = (G192, v1 + Py va) -
Andglogamente se define o produto semi-directo entre uma dlgebra d;'e Lie e um espago vectorial:

Definigao 5.5 Se g é uma dlgebra de Lie real que actua através de & num espaco vectorial V', de
dimensdo finita, define-se o produto semi-directo g o< V' como sendo a dlgebra de Lie definida por:

1. Enquanto espago vectorial, g & V=gxV

2 Seénegeuv,v €V, entio
[(€,v1) (1, v0)] gy = (1607l @ev2 = o)

Exemplo 5.6 (Cushman, Roberts) Considere-se a dlgebra de Lie g = seg do grupo euclideano
SEs = 505 x R® para a acgdo usual de SO3 em R3. Através do produto exterior, identifica-se Rg
com 503 = {A € M3yz: A= —AT} do sequinte modo: a cada

a = (a,as,a3) € R

350CLA-5€ %
D =a3 a9

A= as 0 —o £ s03.
—a2 ay 0
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Sea,be R® e A, B € so3 sdo tais que:

entao

(a1,a2,a3) x (by, by, bs)

(agbs — agby, agby — a1bs, a1bs — agby)

0 —albg -+ 0.2b1 0.3\51 e ﬂ.lbg
a1by — agby 0 —aghbs + azbs
—agby +arby  agbz —azbs 0
AB - BA

[4,B].

Assim, tem-se que (R?, x) = (so3;[,]) , logo

g =s03 x R3 = R3 x R3.

Por outro lado, a acgdo ® de sog em R® ¢ equivalente d acgdo de R® em R® dada pelo produto
externo x. Sea € R? e A € soj,

Além disso,

Pq(a) = Ao
0 —a3 ap a3
= as 0 -a (%)
—as  a 0 Qg

—aztg + agcy
= agc] — a1y
—ag0] + a1ty

IR

(51,a2.a3) x (ay, oz, a3)
a X .

g" = R? x R3,

através da identificagc@o habitual usando o produto interno em R3. Com estas tdentificacdes vai-se
calcular uma expressio para ade (n) e adf (p), onde §,n°c g e u € g". Doravante, usar-se-G a

notacao

§=(‘3:b):1’]=(5=d),#:z9«",y)-

Usando as identificagdes atrds temos entdo que:

adg(n) = [&m]

[(a,5), (c,d)]
(axcaxd—cxb)
(AC - CA, Ad - Cb),

Il

I

pela defini¢do de produto semi-directo de wma dlgebra de Lie actuando sobre um espaco vectorial.

Tem-se também que

ad} (1) ady, , (x,y)

= (zxa+yxbyxa).
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De facto,

(adg (1),m) = (, ade (n))

((z,¥),(a x c,axd—cxb))
{x,a x ¢) +{y,a x d) — {y,c x b)
(xxa,c)+{yxad+ (yxbc)
(zxa+yxbc)+ (yxa,d)
{

(zxa+yxbyxa),lcd).
para qualquer 1 = (c,d). Logo
adg (p) = (xxa+yxbyxa).

O subgrupo de isotropta em p é

ggzg(x’y):{(a,b}eg:(zxa+yxb,yxa)z5}.

Hd que encontrar os pontos i € g* nos quais o estrutura de Poisson é singular. Para tal,
vai-se calcular a matriz de Poisson de (g%, {, }1), que ndo é mais do que a matriz que representa

*

B,: g - g
£ ad;-“

r

pd
por ezemplo na base candnica de R* x R3(= g = g*) ou na base correspondente de soz xx R3:

00 0
B = 0 0 —1),(0,0,0)),
01 0
0 1
E, (( 0 0),(0,0,0)),
< o0
0 —1 0
A = (( 0),(0,0,0)),
0 0
E, = ((0),(1,0,0 ,Es == ((0), 0,1,0)‘E‘52(0) (0,0,1))

Representou-se a matriz nula por (0). Tem-se que

B, (E1) = ady, (1) = (0,23, —2,0,y3, —y2) .

Andlogamente se calculam B, (E;),1=2,...,6, obtendo-se a matriz de Poisson

0 3 -z 0 Yz —Ya2

—zz3 0 zy; -y3 O Y1

P = _ 2 —z; 0 2 -1y1 O
p (z,) 0 Ys  —Ya 0 0 0
—U3 0 Y1 0 0 0

y2 —y1 0O 0 0 0

Como det (P) =0, tem-se
max {car, (P):p€g"} <6
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e os pontos L com caracteristica 4, o ezistirem, sdo regulares. Pontos com caracteristica 4 sdo
todos agueles que satisfozem

y; # 0 para algum i =1,2,3.

Por outro lado,

car, (P) = 2 = u singular.

Para provar esta afirmagdo, note-se em primeiro lugar que se cary, (P) = 2 entdoy; = y3 = y3 =0.
De facto, = (z1, T2, z3,£,0,0) estd e-prozimo de (z1, 22, T3,0,0,0) e tem caracteristica 4 see # 0.
Por isso, p ¢ singular.

Finalmente, os pontos de caracteristica 2 sdo exactamente os pontos da forma

it= (2:,6) = (z1,29,23,0,0,0), com :1:% +z2 4+ 22 £0. (5.8)

Vai-se agora calcular o estrutura de Poisson transversa a drbite coadjunta pare os pontos
(5.6). Tem-se que

adi () = 0= adiy (2,0) =0 (zxa,0)=0
= zxa=0<=a=kr kel

Logo

B = {&'EQ:adg(u):O}
{(a,b) e R* x R*: a = kz,b € R*},

i.e., é o espago gerado por

1 0 0 0

o 0 0 0

0 0 0

Flz :IE}S 1F2= 1 rFS_ 0 1F4: 0
0 0 1 0

0 0 0 1

Uma escolha possivel para n, €, assumindo por exemplo que x3 # 0, o espaco gerado por

1 )

0 1

0 0

Gl == 0 rGQ o 0 E
0 0
0 0
caso em gue ny € gerado por .

0 0 0 0
0 0 0 0
| |1 |0 | o o0
| H}'" 0 - )H2_ 1 :HS_‘ 0 1H4_ 0
0 0 1 0
. 0 0 0 1
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Denotar-se-d por (0,0, z3,y5,¥3,v5) um elemento arbitririo de ny,, de tnodo o manter a notagdo
usada por Cushman e Roberts. Seja v = (z°,y°) € n.z. Tem-se

adg (h+v) = ad?al,ag,0,0,G,D) (z+2°9°)
= ((I+$°)X(a1,a2,0},y°x(al,ag,(])}
((ZI)I21I3 “+ Ig) x (a'lya'QJD) ) (y?;yg;yg) X (alrairo))

(= (3 +3) az, (23 + 23) a1, z1a3 — Toay, —y3a2, Y361, Y502 — y5a1),

portanto uma base pora ady, (u+v) é {W5, W}, onde

W5 = (O!IS + :L‘gr —I2, Osygs —y'g) 3
I/Vs = (_I3—I§70:$11—_y§101yf)'

Obtém-se a matriz:
M = ([H1] [Ha| [H3] [Ha] [Ws] [Ws]),

e encontrar m(u) é resolver o sistema:
M=, (5.7)

tomando depots
] (u) — A]_H]_ + /\2H2 -+ r\gHs + ;‘\4H4.

A titulo de ezemplo apresenta-se m1 (adf, (v)).
ad}a (I/) = (HygrO!yTl 0: Or O)'

Resolve-se a equagdo (5.4) com u = ad}, (v), obtendo

dt = 0 O (=] Ilyg {y?»)? 0 yi’yg
Trl(a Fa(y))_ ) ’yl_I3+$§’fL‘3+$§’ ?—$3+Ig *

De modo andlogo aos ezemplos anteriores obtém-se para a estrutura transversa a sequinte matriz:

0 Ta(Tayi —Tay3 ~T3v3)  ZTa(@1yl—Tsyy —TRY7)  za(zayl —ziy3)
= o ] G
T3+T3 I3+Igz Z3+I§
z3(z2y] —zays —x333) 0 Lo D) yay3
P L T3+13 T3+I3 za+T3
ptv _ za(miyi—zayy —=iv]) (13)* . 0 -
T3+ zatzh T3 +z3
el 3 o & 3 3
_ za(zy) —z13) __¥3V3 Y'Y 0

T3 +T T3+35 za+z)
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