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IV 
CONTEÚDO 

In t rodução 

O principal objectivo deste trabalho é definir uma estrutura de Poisson transversa a uma folha 
simpléctica S num ponto de M, onde M é uma variedade de Poisson. Dar-se-á especial relevo ao 
caso em que M é o dual de uma álgebra de Lie e incluem-se alguns exemplos concretos. 

Uma variedade M diz-se "de Poisson" se e só se existir uma aplicação 

{,} : C°° (M) x C°° (M) -» C°° {M) 

bilinear, simétrica e que satisfaça a identidade de Jacobi e a regra de Leibniz. 0 parêntesis {,} 
' pode sei- explicitado para duas funções arbitrárias ou, dadas coordenadas locais {xu ...,xn) de M, 

pode definir-se a "matriz de Poisson no ponto p", [{xt,xú} ( p ) ] " j = r Outra forma de criar uma 
estrutura de Poisson em M envolve a definição de um morfismo de fibrados B : T*M -* TM, 
satisfazendo certas propriedades. 

A "característica" de uma variedade de Poisson (M;{,}) em cada ponto p é dada pela 
característica de Bp :T*M -> TpM. Se uma variedade de Poisson tem característica constante e 
maximal (i.e., igual à dimensão de M em todo o ponto p), então diz-se "simpléctica". 

Qualquer variedade de Poisson M pode ser particionada em classes de equivalência que sao 
subvariedades de Poisson (ou seja, subvariedades que possuem uma estrutura de Poisson dada pela 
restrição do parêntesis {, } de M) e que têm característica constante e maximal. Uma tal partição 
diz-se uma "folheação" de M e as classes de equivalência designam-se por "folhas simplecticas . 
Note-se que estas folhas podem ter dimensão variável, pelo que tal folheação não é necessariamente 
regular. , 

O Teorema da Decomposição de Weinstein (ver [5]) afirma que, para qualquer ponto p de 
M existe uma subvariedade NcM que intersecta transversalmente (em p) a folha simpléctica S 
quê passa por p. Essa subvariedade possui uma estrutura de Poisson, não necessariamente dada 
pela restrição da estrutura em M, e denomina-se "estrutura (ou variedade) de Poisson transversa 
a S em p" Além disso, Weinstein provou que, num certo sentido, a estrutura transversa e umca. 
As diversas estruturas de Poisson transversas a 5 em p que poderão existir são de certeza Poisson-
difeomorfas (i.e., existem difeomorfismos entre elas que são funções de Poisson). 

Consideremos agora uma álgebra de Lie real g de dimensão finita. 0 seu dual g * e uma 
variedade de Poisson quando munida do parêntesis de Lie-Poisson. Seja G o grupo de Lie conexo e 
simplesmente conexo do qual g é álgebra de Lie. Neste caso, a folha simpléctica S em cada ponto 
a e g* é exactamente a órbita de p pela acção coadjunta de G em g*. Neste caso particular, 
prova-se que a subvariedade N do Teorema da Decomposição pode ser escolhida como o espaço 
afim u + n° onde nM é qualquer complemento de gM em g* (fl„ é a álgebra de isotropia em p). 

Ne^ste trabalho propõe-se um método de cálculo 'da estrutura transversa em duais de alge­
bras de Lie diferente do apresentado por Cushman e Roberts em [2]. Em vez de definir o parêntesis 
de Poisson em N a partir da decomposição de T*M seguinte, 

T;M = (TqN)°®{Bq({TqN)°))°, 

optou-se por utilizar uma decomposição de TqM: 
TqM = TqN(BBq{(TqN)°) 

onde B é o morfismo de fibrados atrás referido. Desta maneira, a fórmula para o parêntesis de 
Poisson em JV (que é escolhida como p + ti°, no caso do dual de uma álgebra de Lie) resulta mais 
simples. Como consequência imediata desta fórmula, obtém-se o resultado de P. Mohno (1984): 

Se se tiver 
[gM,<v] c t v 

então a estrutura de Poisson transversa é Poisson-difeomorfa à estrutura de Lie-Poisson em g*. 
De seguida, usa-se a fórmula referida para calcular explicitamente a estrutura de Poisson 

transversa à órbita coadjunta por qualquer ponto nos casos em que g é uma das álgebras de Lie: 
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• Ai x .. x A2, onde Ai é a álgebra de Lie nãocomutativa de dimensão 2; 
V v ' 

n vezes 

• so4, a álgebra do grupo de Lie das matrizes 4 x 4 ortogonais de determinante positivo SO4,; 

• se3, a álgebra do grupo de Lie SE3 = SO3 cc R3. 

No primeiro dos exemplos verifica-se a condição de P. Molino, pelo que a estrutura de 
Poisson transversa é Poisson-difeomorfa à estrutura de Lie-Poisson em g*. 

Cushman e Roberts provaram (ver [2]) que a estrutura de Poisson transversa ao dual de 
uma álgebra de Lie semi-simples é polinomial (i.e., as entradas da matriz de Poisson são polinomi­
ais). Note-se que tal não é verdade para uma escolha arbitrária de N. O que acontece é que, para 
todo o ponto /i, existe uma escolha de N para a qual a estrutura transversa é polinomial. E esse 
o caso de soj, já que so4 é semi-simples. 

No exemplo relativo a s o j . escolheram-se dois complementos de gM possíveis. Em primeiro 
lugar, tomou-se para nM o complemento ortogonal de gM (em relação ao produto interno usual) e, 
nesse caso, a estrutura transversa é polinomial. De facto, satisfaz a condição de Molino, pelo que 
a estrutura transversa é dada pela restrição da estrutura de Lie-Poisson a g*. 

Em segundo lugar, explicitou-se uma outra escolha de nM para a qual as entradas da 
matriz de Poisson transversa não são polinomiais, mas sim funções racionais das coordenadas em 

Por último, a estrutura de Poisson transversa a se^ resulta não-polinomial para o comple­
mento n^ escolhido. Este exemplo foi abordado em [2] por Cushman e Roberts, mas neste artigo 
foi calculada explicitamente a estrutura de Poisson transversa apenas em alguns pontos de se^. 



Capítulo 1 
GENERALIDADES SOBRE VARIEDADES DE POISSON 

Algumas convenções seguidas neste trabalho: 

• M designará u m a variedade diferenciável de dimensão finita. 

• Designar-se-á por C°° (M) o conjunto de todas as funções / : M —* M diferenciáveis. 

• Designar-se-á por Ak (V) o conjunto das k-formas algébricas no espaço vectorial V e por 
f r (M) o conjunto das k-formas diferenciais numa variedade diferencial M. Além disso: 

fi° (M) d=f C°° ( M ) . 

• Denotar-se-á por X (M) o conjunto dos campos de vectores diferenciáveis na variedade M. 

• Se ip : M —> N é aplicação diferenciável entre variedades, então tp* designará o pull-back por 

• Se $ é u m a acção de um grupo de Lie G no conjunto Y e y G Y, denotar-se-á por $ G (y) o 
conjunto 

{$g (y):geG}, 
que poderá ser designado por "órbi ta de y" (por G). 

• Se M é u m a variedade diferenciável, p e M e tpt é o fluxo de A' S J ( M ) , designa-se por 
"curva integral de X por p", e representa-se por O, o conjunto 

ÍVt (p) : t G / } , 

onde I é o intervalo maximal onde a curva <pt (p) está definida. 

• Dado um espaço vectorial V, designar-se-á por (a,v)'& avaliação de a e V* em v 6 V. 

• Por Vj° representa-se o anulador do subespaço vectorial Vi C V, i.e. 

V!0 = { a e V * : (a,w) = 0, Vu € Vi} 

• Por Vf1 representa-se o subespaço ortogonal ao subespaço vectorial Vi C V em relação a um 
produto interno a especificar. 

• Usar-se-á frequentemente o isomorfismo 

$ : y —► V** 
u i-+ $ „ ' 

onde ^ ^ é a aplicação definida por 

Vv : V ­> R 
a ►—•• (o:,u) 

Identificar-se-á frequentemente v Ç.V com $ „ 6 V ** . 
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Nota 1.1 Todas as variedades referidas serão variedades diferenciáveis e todas as aplicações serão 
de classe C°°, mesmo que tal facto esteja omitido no texto. 

1.1 Variedades de Poisson 

Definição 1.2 Seja M uma variedade diferenciável. Um "parêntesis de Poisson" em M é uma 
aplicação 

{, } : C°° (Aí) x C°° (Aí) -> C*°° (Aí) 

com as seguintes propriedades: 

1. é anti­simétrica, 

{f,g} = ­{g,f}yf,g£C°°(M)­

2. é bilinear, 

{Ai/ + A25,/i} = Xi{f,h} + \2{g,h},V\1\2 G R,Vf,g,h G C°° (M) ; 

5. satisfaz a identidade de Jacobi, 

{/, {s,h}} + {5, {h, / }} + {/i, {/,g}} = 0 ,V/ ,5 , / iSC°° (M) ; 

^. satisfaz a regra de Leibniz, 

{fg, h} = f{g, h} + {/, h}g,V/, í / . A í C 0 0 (M) ; 

Diz­se que (Aí;{,}) é uma "variedade de Poisson". 

Nota 1.3 As propriedades 2. e 4. implicam que, fixada f G C°° (Aí), a aplicação 

{/ ,•}: C°°(AÍ) -» C°°(Af) 
5 ►— {/,5} 

é uma derivação em (C°° (Aí), •), peZo gue a seguinte definição faz sentido. 

Definição 1.4 (Campos Hamiltonianos) 
Seja (Aí; {, }) uma variedade de Poisson e / G (3100 (M). Designa­se por "campo hamilto­

niano associado à função f ", denotado por Xf, ao campo definido por 

Xf : C°° (Aí) -♦ C°° (Aí) 
g *-+ {f,g} 

O conjunto de todos os campos hamiltonianos em M denota­se por £#■ (Aí). 

Lema 1.5 Sejam (Aí; {,}) uma variedade de Poisson, X\,...,xn coordenadas locais em M e 

/ , 5 G C 0 0 ( A Í ) . 

Então 
st i STshdfd9, , A fdf dg df dg\ 

i=l j=l J l<i<j<n x J J y 
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N o t a 1.6 Consequentemente, a estrutura de Poisson numa variedade M fica completamente de­
terminada pela matriz 

P(P) = {Pii (p)) l J = 1 , 
onde 

PijiP) = {Xi,Xj}{p). 

A matriz P será doravante designada por "matriz de Poisson da estrutura (M; {, }) " ( nas coor­
denadas [x\, ...,xn}). 

Prova . Tem-se 

{f,g} = Xf(g) = dg(Xf) = T^­dx^Xf); (1.1) 
i ®Xj 

0 = 1
 J 

e 

dxj(Xf) = Xf(x3) = {f,xJ} = ­{xJJ} = ­df(XXj) = (1.2) 
Tl r\ /• Tl r\ ,. Tl n p 

i = i í = i í = i 

(1.1) e (1.2) provam o pretendido. ■ 

Definição 1.7 Dada uma variedade M, o seu fibrado tangente TM e o seu fibrado cotangente 
T* M, diz­se que uma aplicação diferenciável 

B : T*M -+ TM 

é um "morfismo de fibrados" se e só se, para todo o p € M, se tem: 

1. Bp : T;M -> TpM; 

2. Bp é ^­linear. 

Lema 1.8 Dada uma variedade de Poisson (M, {, }), é possível definir um morfismo de fibrados 
B : T*M -> TM tal que 

{f,g} = {dg,B(df))yf>geÇ°°(M). 

Prova . Vai-se encarar B como aplicação de Ql (M) em X(M). Seja então a 6 Q.1 (M). 
Considere-se em primeiro lugar o caso em que a é exacta, i.e., tem-se a = df para alguma função 
/ 6 C°° (M). Neste caso , define-se B (a) —Xf. Se a não for exacta, considera-se a expressão de 
a num sistema (xi, ...,xn) de coordenadas locais em M: 

a = ctidxi + ... + andxn, ai 6 C°° (M). 

Toma-se 
Tl 71 

B (a) = J ^ B (ds,) = ^ O f i X . . . 
í = i t= i 

B assim definido é um morfismo de fibrados e verifica-se que 

(dg,B(df)) = (dg,Xf) = {f,g}. 
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N o t a 1.9 A anti-simetria e a identidade de Jacobi, satisfeitas por {, } , impõem algumas condições 
adicionais sobre B. 

D e f i n i ç ã o 1.10 Seja ( M ; {,}) uma variedade de Poisson e p £ M. 

• A "característica" de {,} em p, denotada por carp{,}, é a característica da aplicação Bp : 
T*M —> TpM. Equivalentemente, carp{,} é a característica da matriz de Poisson (Py) no 
ponto p. 

• O ponto p diz-se "regular" se e só se existe uma vizinhança de p em M onde carpi,} ê 
constante. Caso contrário, p diz-se "singular". 

• A estrutura {, } diz-se "não degenerada" ou "simpléctica" se e só se, para todo o ponto p £ M: 

carp{,} = d i m M . 

N o t a 1.11 Note-se que: 

1. Uma vez que a matriz de Poisson {Pij) é anti-simétrica (por anti-simetria de {,}), resulta 
que carp{, } é par. 

2. Se p é tal que 
carp{, } = max car„{, } 

g 6 Aí 

então p é regular. 

E x e m p l o 1.12 Se (M,u>) ê uma variedade simpléctica, então 

{f,gy = Lo(xf,xg) 

define uma estrutura de Poisson em M. 
Se, por exemplo, M = R 2 " e X\ xn,yi, ...,yn são coordenadas simplécticas, tem-se: 

ÜJ = y dxi A dyi 

logo 

i = l 

A matriz de Poisson de {,} é: 

U ' 9 Ï ^dxidyi 'Ôyidxi 

p<«-((3ri (ît;;))'vp€M-
Tal matriz será designada por JQ . 

Note-se que esta estrutura de Poisson é simpléctica ou não degenerada. 

E x e m p l o 1.13 Considere-se R 2 n + m
 ; com coordenadas cartesianas 

[xi, ...,xn,y\, ...,yn, zi,..., zm). 

Quando munido do parêntesis 

V'9* ^dxidy, dyidxi' 
i = l 
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R2"+™ é uma variedade de Poisson que não é simpléctica se m £ 0. A matnz de Poisson de 

p<;(P) - ( r o
( J ° \ (°mxm\ VvpeM. V (umx2n) (0mxm) y 

Note-se que todos os pontos são regulares. 

Exemplo 1.14 Seja M = Rlyz, onde (x,y,z) são as coordenadas cartesianas usuais. Então pode 
definir-se um parêntesis de Poisson da seguinte forma: dadas f,g S C°° (R3), {f,g} é a única 
função tal que 

{/, g}dx A dy A dz = df A dg A (dx + dy + dz), 
ou seja, 

= Ël{d9_d9\,dlf.dg dg\^dffdg dg 
{f'9} dx [dy dz) + dy [dx dz) + dz {dy dx 

Exemplo 1.15 Seja (g;[,]J uma álgebra de Lie real de dimensão finita. Então g* é uma variedade 
de Poisson quando munida do parêntesis assim definido (parêntesis de Lie-Poisson): 

{/,9}L(P) = (j?,[dfp,d9p}), 

onde peg*. 
Note-se que f,g são funções de g* em R, logo dfp, dgp 6 (Tpg*)* = g** S g. 
Que {, } L é anti-simétrico, bilinear e satisfaz a identidade de Jacobi resulta do facto de o 

parêntesis [, ] verificar essas propriedades e de p : g -> R ser uma aplicação linear. Assim, falta 
apenas verificar a regra de Leibniz para {, } L . Dado p G g*, tem-se 

d(fg)p=f(p)dgp + g(p)dfp 

e então 

{fg,h}L(p) = (P,[d(fg)p,dhp}) 
= (P. / (?) [dgP, dhp] + [dfp, dhp]g (p)) 
= f(p)({9,h}L{p)) + ({f,h}L(p))g(p). 

1.2 Aplicações de Poisson 

Definição 1.16 Sejam (Mi; {,}i) e (M2; {,}2) duas variedades de Poisson. 

(i) Uma aplicação diferenciável J : Mx —>• M2 diz-se "de Poisson" se e só se 

J*{f,9h = {J*f,J*9h,Vf,g6C°°(M2). 

No caso de J ser também um difeomorfismo diz-se que "J é um difeomorfismo de Poisson". 

(ii) Suponha-se que Mi = M2 = M. Um "automorfismo infinitesimal" em (M; {,}) é um campo 
de vectores X em M cujo fluxo <pt satisfaz a seguinte propriedade: Vi 6 R, tpt : Dt -> D-t é 
aplicação de Poisson, onde Dt é o subconjunto (eventualmente vazio) de M onde o fluxo <pt 
está definido. 

Nota 1.17 Se J é um difeomorfismo de Poisson, a sua inversa também o é. Mais ainda, o 
conjunto dos difeomorfismos de Poisson em M tem estrutura de grupo relativamente à composição. 
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N o t a 1.18 Os difeomorfismos de Poisson preservam a característica. Se 

J : Mj -> M2 

é um difeomorfismo de Poisson, então 

carp{;}i = carJ(p){,}2. 

T e o r e m a 1.19 ( L i b e r m a n , M a r i e ) Sejam (M; {,}) uma variedade de Poisson e X um campo 
de vectores diferenciável em M. As condições seguintes são equivalentes: 

(i) X é uma derivação da álgebra (C°° (M) ; {,}), i.e., dadas f,g G C°° ( M ) , 

X({f,g}) = {X(f),g} + {f,X(g)}; 

(ii) X é um automorfismo infinitesimal. 

P r o v a . Provemos era primeiro lugar a igualdade 

dt <P­t{?tf><P*9} (1.3) 
t=t0 

onde / , 3 e C ° ° ( M ) , l € ï (M) e <pt é o fluxo de X . 
Tem-se que: 

ht 

dt <P­Á<Ptf,<Pt9} (p) 
d£ /it ° V-i (p) 

t=to 
t= t 0 

+ dihtOv­t0(p) 
t=t0 

t=t0/ 

+ j^Ua (ht) (p) 
í=ío 

,' \ t=t0j 

­X(htQ)oy_t (p)>+ 
■ dht 

dt ' f~t0 (?) 

(1.4) 

(1.5) 
t= t 0 

= - (^{V^/,Vt*off}) ° V-to + í ^ {^t/, Vtff}|t=t0 j o f-t0-

Em (1.4) usou-se o facto de que 

d 
d í V t ix) = ^ , ( » ) s s e ^ V - t (x) = ­X<p­t{*y 

Continuando, tem-se 

= {X (/) o f toS^ to l + í / 0 Vto'
 X (9) °<ft0} = 

= { ^ ( /
0

^ ) . S
0

^ „ } + { /
0
V t o ^ ( s

o
^ ) } -

d 
dt 
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Para provar a última igualdade, é importante notar que, se x 6 M, tem-se 

(dVt)p(Xp) = (ápt)(±<pa(p) 

ds {ft o fs) (P) 
3 = 0 

(1-6) 

Tsft+s (p) = Z 
s = 0 

V t ( p ) ' 

Assim, 

= d/*»«0w((<Vío)p(-Xi.) 

(por 1.6) = ^ t 0 ( P ) ( ^ £ 0 ( 

= X (/) o <pto (p) 

;i.7) 

(1.8) 

e a prova da igualdade (1.3) está completa. 
Passemos à demonstração do teorema. Suponha-se satisfeita a condição (ii). Então 

dt f-Áftf> ft 9} = fâ{f,9}°ft0(P-t = 0 
t-t0 

e da igualdade (1.3) vem 

flt0 {xitfjMM) =vU0{x(iïJ),iï09} + <PUoWUx(<9)}, 
i.e., usando (1.8) e o facto de (ii) ser satisfeita: 

fU0 « (X{f, ff})) = fU0 K ({X (/), <?})) + f%0 « ({/, X (g)})) , 
ou seja, 

X{f,g} = {X(f),g} + {f,X(g)}, 
provando que a condição (i) é satisfeita. 

. Reciprocamente, se (i) é verificada, de (1.3) vem •" 

d 
dt f*-Áf*tf,f*t9} 

t=t0 

fUü {-Xy*tJM09} + {X (f*tûf),f*tog} + {f*tJ,X fag)}) = 0. 
Por isso, 

i.e. 

^ t {^ / ,^ f f} ( = 0 ) { / , f f} , 

{<p;f,<PÍg} = ipt{f,g}. 
Assim, (ii) é verificada. 

N o t a 1.20 O fluxo de um campo hamiltoniano é um difeomorfismo (local) de Poisson, já que 
qualquer campo hamiltoniano satisfaz a condição: 

xf ({g,h}) = {Xf (g),h] + {g,Xf (h)}yf,ge C°°(M) . 
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Com efeito, dadas f,g,h S C°° (M), tem-se 

Xf{{g,h}) = {f,{9,h}} 
= -{h,{f,g}}-{9,{h,f}} 
= {{f,9},h} + {g,{f,h}} 
= {Xi(g),h} + {g,Xf(h)}. 

1.3 Subvariedades de Poisson 

Definição 1.21 Dada uma variedade de Poisson (M; {, }) , uma sua subvariedade N diz-se "de 
Poisson" se e só se a inclusão 

i: N >-* M 
é uma aplicação de Poisson, ou seja, existe um parêntesis de Poisson {, } N em N tal que 

{f,g}°i = {f°i,g°i}N-

Por outras palavras, numa subvariedade de Poisson N C M, o parêntesis {/, g}\N depende 
apenas de f\N, g\N. Ver-se-á de seguida em que condições é que tal acontece. 

Teorema 1.22 (Weinstein) Dada uma variedade de Poisson (M; {,}), uma subvariedade N de 
M é"de Poisson" se e só se, para todos os pontos q de N, se tem: 

Bq {T;M) C TqN, (1.9) 

i.e., se e só se todos os campos hamiltonianos em M são tangentes a N. 

N o t a 1.23 Recorde-se que, dada uma 1-forma algébrica ap £ T*M, existe f 6 C°° (M) tal que 
ctp = dfp. Então, afirmar que 

Bp(T;M)=lm{Bp)cTpN, 
é o mesmo que dizer que para qualquer f 6 C°° (M) se tem 

Bp {dfp) € TpN. . 

Prova. (4=) Por hipótese, dado q E N tem-se Bq : T*M -> TgM tal que 

lm(Bq)cTqN. 

Dadas f,g€ C°° (N), sejam f,g G C°° (M) duas extensões quaisquer de f eg a M, i.e., 

f°i = 7,g°i = g-

Quer-se provar que {f,g}\N = {f,g} oi só depende das funções f eg. Ora: 

{f,g} = Xf(g) = dg(B(df)). 

Logo, dado q G N, vem 

€TqN 

{f,9}(i(q)) = dí7qCB7SÃ)í = 
= dgi(q) (dig (Bq (dfq))) = 
= d(goi)q(Bq(dfi(q))) = 

= dgq(Bq(dJq)). (1.10) 
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Note­se que dfi{q) ­d(fo i)q, pelo que a última igualdade é verdadeira. De facto, 

d(foi)q(Xq) = i*(df)q(Xq) 
= dfi{q) {diq (Xq)) 
= dfi{g){xq)yxqeTqN. 

A igualdade (1.10) mostra que pode ser definido um parêntesis de Poisson em N da seguinte 
forma: 

{7,9}N = {f,9} oi. 

Que {,}N é um parêntesis de Poisson resulta de {,} ser um parêntesis de Poisson em M. A título 
de exemplo demonstra­se a identidade de Jacobi: 

{{7,g}N,h}N = {{f,g} oi,h}" = {{f^},h}N = {{f,g},h}oi, (i.ii) 

portanto 

{{{7,9}N,h}N + +{{­9,h}NJ}N + {{hJ}N,g}N) = 
= ({{f>9},h}oi + {{g,h},f}oi + {{h,f},g}ai) 
= ({{f,9},h}+{{9,h}J} + {{hJ},g}oi) 
= O 

Além disso, {,}N verifica a condição de 

i:N<­+M 

ser de Poisson, pelo que a implicação está demonstrada. 
(=>) Reciprocamente, se N é uma subvariedade de Poisson então existe 

BN : T*N -» TN 

tal que 
{foi, g o i}N (q) = {/, g) oi(q), V/, g G C°° (M) . 

Por outras palavras: 

' d{foi)q (B? (d(goi)q^=dfl(q) (Bi(q) {dgiiq))j,VqeN,\/f,geC°°(M). 

Como d/i(g) = d(f o i) a igualdade acima mostra que 

B^)(d9i(q))=Bq
v(d(goi)q)eTqN, 

i.e., Bl{q) (dgl{q)) G TqN. ■ 

Lema 1.24 (Weinstein) Sejam J : Mi —► M2 uma aplicação de Poisson e heC°° (M2). Então, 
se 

7! (í) é a curva integral de XH.0J pelo ponto p G Mi 

e se 
72 (i) é a curva integral de Xh pelo ponto J (p) G M2, 

tem-se 
l2(t) = J(ll(t)). 
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Prova. Sejam a\ o fluxo de Xhoj e j £ C°° (Ma). Então, dado p £ M\\ 

ft(9oJoa\(p)) = d{gojU{p)^a[{p)y 
= d(W),ÎW(*/»oj(*î(p))) = 
= {fio J,go J}x oa[ (p) = 
= {/i ,g}2oJoffí(p) = 
= d<? (Xh) o J o a\ (p). 

Como g é arbitrária, conclui-se que cr̂  = J o o-j é O fluxo de X^, pelo que a curva 

/ —♦ M2 

t i—► J o (jj (p) 

é a curva integral de Xh, por J (p) £ Ma. ■ 

Corolário 1.25 Seja N uma subvariedade de Poisson de M e h G C°° (M). i4 curva integral de 
Xh. S 3EJÏ (M) por p em N C M é a curva integral (também por p) de 

xhlNexH(N). 

Proposição 1.26 Dada uma variedade de Poisson (M; {, }), pode definir­se a seguinte relação em 
M: 

p ~ q sse 3a : [—e, s] —► M tal que 

(i) a (0) = p, a (e) = ç; 

(ii) cr é C°° por bocados; 

(iii) cada segmento C°° de a é uma curva integral de um campo hamiltoniano em M. 

Então ~ é uma relação de equivalência e as classes de equivalência, [p]; de pontos de M 
são subvariedades de Poisson de M. Além disso, 

dim([p]) = carp{,}. 

Nota 1.27 Como consequência, a estrutura {,} em [p] é nao­degenerada ou simpléctica. Por isso, 
a classe [p] denomina­se "folha simpléctica de (M; {,}) porp". 

Prova. 

1. ~ é obviamente reflexiva. Basta tomar, por exemplo, o campo hamiltoniano Xf, onde / = 0. 

2. ~ é simétrica. Se p ~ q, basta tomar 7 (í) = a (—í). Note-se que cada segmento C°° de 7 é 
curva integral de um campo hamiltoniano pois: 

d , L\ d , . d . . 
-A7 (cr* (-*)) = * _ / (7l (í)). 

3. ~ é transitiva, pois a junção de duas curvas nas condições do enunciado satisfaz trivialmente 
as mesmas condições. 
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4. Seja agora [p] uma classe de equivalência de ~ . Queremos ver que [p] é uma subvariedade de 
Poisson de M. Pelo Lema (1.22), basta ver que [p] é tal que todos os campos hamiltonianos 
(em M) lhe são tangentes. Mas tal acontece por definição de [p]: dados q <= \p], Xf €Xn (M), 
então a curva integral de Xf por p está contida em [p], logo: 

5. Pela Observação 1.20, os campos hamiltonianos são automorfismos infinitesimais, i.e., o fluxo 
de um campo hamiltoniano satisfaz 

{/ o <ptlg o tpt} = {f,g}o(pt. 

Em particular (ver observação 1.18), se q,q' e [p], tem-se 

CarBg = CarBgi, 

ou seja, 
carq{,} = carq, {,}. 

Assim, basta provar que dim([p]) = Car (Bq) para algum q e [p]. Tal é consequência do 

seguinte: 

Lema 1.28 Se q e [p], então lm(Bq) = Tq [p\. 

Prova, (c) Seja a G ül (M). Se a é exacta , tem-se 
Bq (a,) = F g (d/g) = (Xf)q 

(note-se que (Xf)g € Tg [p] por definição de [p]). Se a não é exacta, existem flt..., fn tais 
que 

n 

a , = ^ a , (d/j)g , onde a1,...,an € 1 

Notando que Bq é linear, vem 
n 

^(a,) = 53
a
'^)^'^W' 

i = l 

Conclui-se que, dada a g T*M se tem 

Bq (Q , ) e Tq b ] . 

(D) Seja H E T , [p]. Então u = ^ 7 (í)|É=0, onde 7 : 7 -> [p] é uma curva integral de 
um campo hamiltoniano Xf. Logo v — (Xf) ,Q) — (Xf) — Bq (df). m 

Assim, car(Bq) = dim(Im(JBq)) = dim (T, [p]) = dim([pl). ■ 
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Capítulo 2 
O TEOREMA DA DECOMPOSIÇÃO DE WEINSTEIN 

Propos ição 2.1 Sejam (Mi; {, }i), (M2; {, }2) duas variedades de Poisson. Então existe em 

M = Mi x Mi 

uma estrutura de Poisson {, } tal que: 

(i) 7T; : M —> Mi é uma aplicação de Poisson para i = 1, 2; 

(ü) {/i o TTx, h o ̂ 2 } = 0, V/i 6 C°° (M t), 

onde TTI e 7T2 são as projecções canónicas. 

Prova. Vai-se definir uma estrutura de Poisson em Mi x M2 a partir de {, }i, {, }2 . Sejam 
xi,..., xn coordenadas locais em Mi e ylt ...,ym coordenadas locais em M2. Então, se 

7Ti : Mi x M2 ->■ Mi 
7T2 : Mi x M2 -> M2 

são as projecções canónicas, as funções 

Zi — Xi O 7Ti, 1 < i < n 
tj = yj 0 7T2, 1 < j <m 

são coordenadas locais em M = Mx x M2. Agora, define-se um parêntesis de Poisson em Mi x M2 
através das relações 

{ZÍ,ZJ} = {xiOiri,XjOiri} = {xj,Xj}ioiri; 
{U,tj} = {yi°Tr2,yjOir2} = {yi,yj}2 0Tr2, 
{z%,t3} = 0, 

notando que com esta estrutura de Poisson em M, as projecções TTI, TT2 são funções de Poisson. 
Em termos das matrizes de Poisson P 1 e P2 de Mi e M2, obtemos 

p = ( (PÒ) (0nxm) A 
~ \ (0mXn) [Pi) ) ■ 

■ 

Definição 2.2 A (M, {, }) assim definida chama­se "produto de Poisson de (Mi, {, }x) e (M2, {, }2)." 

Teorema 2.3 (da Decomposição - Weinstein) Seja (M; {,}) uma variedade de Poisson de 
dimensão m e p e M tal que carp {,} = 2k. Então existem uma subvariedade simpléctica S C M 
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com dimensão Ih, uma subvariedade N C M com uma estrutura de Poisson, de codimensão 2k, 
e uma vizinhança U de p em M onde está definido um difeomorfismo de Poisson 

if: U — SxN 
q *■+ (Vfir(g)>vjv(g)) 

Além disso, a estrutura de Poisson em N satisfaz: 

car
Wp) (N

) = °-
Nota 2.4 SxN está equipado com a estrutura produto de Poisson. 

Prova. Seja p £ M. Se carp {,} = 0 , não há nada a provar. Se carp {,} ^ 0, existem 
p\, Çi tais que 

{qi:P\}(p)^o. 

Então Xqi (p) ^ 0, logo, pelo Teorema da Rectificação do Fluxo, podemos (numa vizinhança U de 
p em M) encontrar uma função q\ tal que 

Xqi (P I ) = 1, 

ou seja, 
{qi,Pi} = 1. 

Assim sendo, tem-se 
[XgiiJTPl] = -X"{gljPl} = Xi = 0, 

isto é, XPl e Xgj comutam. Em particular, a distribuição D gerada pelos campos XPl e Xqi é 
involutiva. Então, o Teorema de Frobenius garante que D é integrável, i.e., por cada ponto de 
U passa uma subvariedade de dimensão 2, que é tangente à distribuição D. Equivalentemente, 
existem x$, ...,xm tais que 

{Q1,PI,XZ, ■■nxm} 

são coordenadas locais em U e 
dxi {D) = 0, 

ou seja 
dxi{Xqi) = dxi(XPl)=0,Vi, 

i.e., 
{x i ,g1} = {x i ,p1} = 0, V».* (2.1) 

Pela Identidade de Jacobi, 

{{xi .Zj} ,^} = ­{{q1,xi},xj}~{{xj,q1},xi} (2.2) 
= -{0 > a r J }~{0 , s i } 
= 0 

e, analogamente, 

Dada g S C°° (M), temos: 

{s,<2i} 

{{xi,Xj},pi} = 0. 

ã^fc^i+ ãpT{P1 ; 9l} + ^ ^ ' ^ 
=0 1=3 

=0 
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Em particular, se g = {xit Xj}, de (2.2)vem 

„ U\Xj, Xj) 
ÕPI ' 

ou seja, {xi,Xj} não depende de p1. Analogamente se conclui que {xi}Xj} não depende de q1. Estes 
factos e (2.1) implicam que a matriz de Poisson de (M; {,}) nas coordenadas {qi,pi,x3,...,xm} 
tem a forma 

0 1 \ 
_1 (J I (02xm) 
( 0 m x 2 ) (Pi (x3 , ..., Zm))(m_2)x(m-2) 

Deíiniu-se portanto uma estrutura produto de Poisson local em Si X jVx, onde a matriz de Poisson 
de Si é (-Jo)2x2 e a matriz de Poisson de Nx é (Pi (a;3, . . . ,xm)). Si é obviamente simpléctica. 

Se ca7V(p)Pi = 0 (onde 7r : M —> JVi é a projecção canónica), a demonstração acaba aqui. 
Senão, aplica-se o mesmo processo a JVX numa vizinhança de TT (p), obtendo coordenadas locais (em 
M) 

{9iiPi,92,P2,a:5,...)a;m}. 

De modo análogo obtém-se a seguinte a matriz de Poisson: 

(~Jo)2x2 °2x2 , 
(,U4xmJ 02x2 ( - ^ 0 ) 2 x 2 

(0 m x 4 ) (p2(a;5,.-,a;m)) (m_4 )x ( rn_4 ) 

da qual se obtém ajustando convenientemente as coordenadas locais para 

{qi,q2,Pi,P2,x5,...,xm}: 

,""^0)4x4 (04xm) 
(04xm) (P2 (a55, •■■, XTn))( rn_4)x(m_4) 

Repete-se este processo tantas vezes quantas necessário, até se ter car^(p)Pi — 0 ou até Nk = 0 
(caso em que M seria simpléctica). ■ 

Corolário 2.5 Sep é um ponto regular de (M; {, }) então, localmente, (M; {, }) é Poisson­difeomorfa 
a (R2k+m; {, }m) (ver exemplo 1.13). Por outras palavras, sep é regular existem coordenadas locais 
l9li •••! 1k>Pi,­­­,Pk 12/1, ■■•, ym} em torno de p tais que a matriz de Poisson associada é 

\~^0)2kx2k (Q)2kxm 

Prova. Pelo Teorema da Decomposição, U é Poisson-difeomorfo aSx iV com S simpléctica 
e JV de Poisson. Como a característica é preservada por difeomorfismos de Poisson, então a 
característica de (S x N; {,}SxN) ê localmente constante. Considerem-se as projeccções canónicas 

ns : S x N ­* S e irN : S x N -» N. 

Observando que a matriz de Poisson de (5 x JV; {, }SxW) em p € U é diagonal por blocos, constata-

se que para todo o q € U, carq (5 x JV) é constante, o que implica 

carnN(q) (N) constante Vg £ U, 

já que car^g) (5) é também constante. Como, por hipótese, car%N^ (JV) = 0, vem 
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ou seja, {, } N = 0. ■ 

Este corolário mostra que, no estudo local de estruturas de Poisson, basta considerar o 
caso em que p é singular. 

Nota 2.6 Se S, N e S', N' são duas decomposições de M em p, então S é localmente sim­

plectomorfa (e, 'portanto, Poisson­difeomorfa) a S' pelo Teorema de Darboux­Wemstem. Conse­

quentemente, pode tomar­se para "representante" de S a folha simpléctica por p definida na nota 
(1.27).Prova­se também (ver [5]) que N e N' são localmente Poisson­difeomorfas. 

Definição 2.7 À variedade de Poisson (N; {,}N) do Teorema da Decomposição chama­se "estru­

tura de Poisson transversa a S em p". 



Capítulo 3 
A ESTRUTURA DE POISSON TRANSVERSA A UMA FOLHA SIMPLÉCTICA 

NUM PONTO 

Sejam (M; {,}) uma variedade de Poisson de dimensão finita, B : T*M —> TM o morfismo de 
fibrados correspondente ao parêntesis {,}, p G M e S a, folha simpléctica que passa por p. Tem-se 
que 

TPS = Im (Bp). 

Escolha-se uma subvariedade N de M tal que 

TPM = TPN © TPS. (3.1) 

Tem-se então que: 
T;M = (TpN)° © (TPS)° , (3.2) 

decomposição dual de (3.1). 
A N chamar-se-á variedade transversa a S e m p . Ver-se-á adiante que é possível introduzir 

em N uma estrutura de Poisson B' induzida de B - a estrutura de Poisson transversa em p, referida 
no Teorema da Decomposição. 

A decomposição (3.1) é válida apenas para p. Em particular, não é extensível a outros 
pontos de N. Por cada ponto q ^ p da subvariedade N passa uma folha simpléctica Sq (relativa à 
estrutura de Poisson em M), que pode ser bastante diferente de S. Por exemplo, a dimensão de 
Sq varia com o ponto q. 

Define-se a seguir uma decomposição de TqM válida para todos os pontos de uma vizi­
nhança de p em N: 

Lema 3.1 (Weinstein) Seja (M, {, }) uma variedade de Poisson, p £ M e N uma subvariedade 
de M que satisfaz a condição (3.1). Então existe uma vizinhança U de p em N cujos pontos q 
satisfazem 

TqM = TgN © Bq ((TgN)°) . (3.3) 

Prova. Seja p e M e S a folha simpléctica por p. Vai-se provar em primeiro lugar que 

( T p 5 ) ° = k e r B p : (3.4) 
Tem-se as seguintes equivalências: 

a € ker Bp <=> (0, Bp (a)) = 0, V/3 £ T*M 
^ > (a,3p(/3)) = 0 ,V/3eT;M 
<r=* (a,v)=0,\/veTpS, 

(usou-se a anti-simetria da estrutura de Poisson e o facto de que Im (Bp) = TPS). Ficou, portanto, 
provada a igualdade (3.4). 
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Veja-se agora que Bp envia {TPN)° em TPS de maneira sobrejectiva. Dado v G TPS, existe 
aeT*M tal que 

Bp (a) = v, 

pela sobrejectividade de Bv : T*M —* TPS. Além disso, a admite uma decomposição única 

a­ai+a2, (3.5) 

com ai Ê (TpiV)° e a2 G (Tp5)° - ver(3.2). Logo 

B p (a) = B p (ai) + Bv (a2) = B p ( a j ) , (3.6) 

pois û2 S ker(Bp). Tem-se portanto 

w = Bp ( a i ) , com ai G {TPN)° . 

Como din^TpiV)0 = dimTpS por (3.1), então BP\(T JV)° é bijectiva e portanto a decomposição 
(3.3) é válida para o ponto p. Além disso, BP\(T Ny tem característica máxima em p logo, por 
um argumento de continuidade, existe uma vizinhança de p (em ./V) em cujos pontos q se tem 
carq (-Bq|(T, N)°) constante e maximal, ou seja, Bql^N)0 é bijectiva. Logo tem-se 

TqM = TqN®Bq{(TqN)°) 

para todos os pontos numa vizinhança de p. ■ 

Notemos agora que (3.3) implica que 

T°N n ker Bq = j õ j , Vg 6 U. (3.7) 

De facto, dado v S TqM, tem-se: 
v = Vi +v2, 

com vx 6 TqN ev2=Bq (/3) G B , ((TgiV)°). Se a G {TqN)° D kerBg , então 

(a, v) = (a,vl+v2) 
o 

= ( a , v i ) + <a,u2) 
= (a,Bq(j3)) 
= (-P,Bq(a)) 
= 0, pois a G kerBg. 

Conclui-se que (a,f) = 0 para qualquer v G TqM, i.e., a é a aplicação nula. 
Weinstein provou (ver [5]) que a condição (3.7) e uma condição mais fraca que (3.3) são 

suficientes para garantir que está definida uma estrutura de Poisson na subvariedade ./V (que não 
é necessariamente a estrutura induzida de M dada na definição 1.21): 

Proposição 3.2 (Weinstein) Seja M uma variedade de Poisson e N uma sua subvariedade que 
satisfaz as seguintes condições, para cada q G N: 

(i) Bq{(TqN)°)r\TqN = {0}; 

(ii) (T?iV)Qnker(Bg) = {d}. 

Então está definida uma estrutura de Poisson em N. 
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Nas condições da Proposição 3.2, Weinstein mostrou que a decomposição (3.3) é válida 
para todo o q € N. A partir dessa decomposição construiu uma estrutura de Poisson em M do 
seguinte modo: Seja 7rj a projecção 

TTJ : TqM -» TqN, 

com fcer(7Ti) = Bq ((TqN)°), i.e., a projecção sobre o primeiro factor associada à decomposição 
(3.3). Então a estrutura de Poisson em N é dada pelo único morfismo de fibrados 

B'q : T;N -» TqN 

tal que o diagrama seguinte comuta: 

T*N % TqN 

TÎJ. T^l 

T*qM —► TqM 

ou seja, 
B'q =Wi oBgOTT*. 

N o t a 3.3 Dada (M, {, }) uma variedade de Poisson, p e M, S a folha simpléctica por p e uma 
subvariedade N tal que a decomposição (3.1) tem lugar, a "estrutura de Poisson transversa a S 
em p"(referida na definição 2.7) pode ser representada pelo par (N,B'), onde B' é o morfismo 
dado pela proposição 3.2. 
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Capítulo 4 

A ESTRUTURA TRANSVERSA EM DUAIS DE ÁLGEBRAS DE LIE 

4.1 A l g u m a s def inições i m p o r t a n t e s 

Antes de passar ao caso particular em que M é o dual de uma álgebra de Lie, é útil lembrar alguns 
conceitos fundamentais para esse estudo. 

D e f i n i ç ã o 4.1 Seja (g, [,]) a álgebra de Lie de um grupo de Lie G conexo e simplesmente conexo. 
Sejam g € G e £,77 6 Q e fj, € g*. Designe­se por "e" o elemento neutro de G. Então definem­se 
as seguintes acções: 

1. A acção adjunta (Ad) de G na sua álgebra de Lie, dada por 

Ad: G -> Horn (g,) 
g 1—*■ Adg ' 

onde 
Adg = [d(LgoRa^)]€. 

2. A acção adjunta (ad) da álgebra de Lie em si própria, dada por 

ad : g —> End (g) 
Ç 1—» adç ' 

sendo adç definida por 
adç : g —> g 

3. A acção coadjunta (Ad*) de G no dual da sua álgebra "de Lie, dada por 

Ad* : G -* dif (g*) 
9 ~ Ad*g ' 

sendo Ad* : g* —► g* definida por 

(Ad*gl,,t) = (^Adg­l(0). 

4­ A acção coadjunta (ad*) da álgebra de Lie no seu dual, dada por 

ad* : g -> dif (g*) 
} H+ ad* ' 

sendo ad*. : g* —> E definida por 

(adçn,Ti) = (/j,ací£ (77)). 
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4.2 O dual de uma álgebra de Lie como variedade de Poisson 

Seja agora M — g* corn a sua estrutura de Lie-Poisson (ver pág. 5). Note-se que 

Logo o morfismo de fibrados B : g —+ g* associado à estrutura de Lie-Poisson é dado por: 

= (A*, [Ç>V]), 

isto é, 
5 M ( 0 = ad\ (/x). 

Exemplo 4.2 Seja g = si (2, M) a álgebra de Lie do grupo de Lie 

SL{2, R) = {Ae GL{2, E) : det {A) = 1} , 

i.e., 
sI(2,R) = { íef l [ (2 ,R) : i r (O , = 0} i 

Uma base de si (2, M) é, por exemplo, 

{*-(5-°i )_-*-(; s ) . * - ( S i ) } -
Te?7i-se 

[2?i,i?2] = -Ei-E^ — -E -̂Ei = —2Ei, 

e, analogamente, 

[E1,E3] = 2E3; 

[-£2, £3] = — E\. 

Além disso, podemos identificar Ei, E<2,Ez com coordenadas lineares em g* = sl(2,M.)* ,Xi,X2,x^. 
Dados p £ g* e f,g € C œ (g*), {f,g}t(jp) fica completamente determinado por {XÍ,XJ}L, 1 < 
<,i < 3. 

Tem-se que 

{xi,x2}i(p) = (p, [d(x1)p ,d(x2)p]> 
= (p, [xi,i2]) 
= (P,[-Bi,-B2]> 
= -2{p,E2) 
= - 2 x 2 (p). 

Assim, {XI ,X2}L = —2x2- Analogamente se constata que {X\,XZ)L — 2x% e {x2,X3}i = — X\. 

Lema 4.3 Seja g a álgebra de Lie de um grupo de Lie G e £ G g. Então o campo fundamental 
de f para a acção coadjunta Ad* é precisamente Xç, o campo hamiltomano para o parêntesis de 
Lie-Poisson da função linear Ç S g**. 
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Prova . Dado £ S g** C C°° (g*), seja Xç o campo hamiltoniano de £ para a estrutura de 
Lie-Poisson em g*). Considerem-se também as coordenadas lineares em g*, xi,X2,—,xn. Então, 
para cada /.t 6 g* tem-se: 

d d d 

onde 

Assim, tem-se que 

= {?,*<} (M) 

t — 1 

Por outro lado, dado £ € g, seja £.. o campo fundamental para a acção coadjunta Ad* 
Considere-se também \L 6 g* e rj G g. Em primeiro lugar, note-se que 

,(_ te) (M)>ÏÏ) = (M,^exP(te) W ) ,Ví G K, 

(Acíéxp(-tí) (A1) .77) = j t (A*. Macp(te) W ) 

^ e x p ( 

logo 
_d 

e portanto 

^ (Adéxp(-íe) (A*) . «7/ U=o = (/», adç (77)) ■ 
Tem-se portanto que o campo fundamental de £ para a acção coadjunta, isto é, £„, é dado por: 

(£<r)M = Jt
A<M­^) M i*=° 

= ( io acíç 

= adj (M) 6 g * ^ TM (g*). 

Verifica-se que £ . e .Xç são o mesmo campo de vectores. De facto, 

(ÉoO„ =. ^ o a ^ 

= ^
+

^ c 4
 + - +

^ ' 
com 

ft = (<&«),. ((£,.)„) 

= (adçfj,,Xi) 

= (/*,[£, a*]) 
= a,. 

Como consequência (ver [4]) obtém-se o seguinte: 

Corolário 4.4 A /oZ/ia simpléctica da estrutura de Lie­Poisson por fi coincide com a órbita coad­

junta por u.. 
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4.3 A e s t r u t u r a de Poisson t ransversa a u m a órb i ta coadjunta 

Consideremos agora o problema de, dada uma álgebra de Lie g e um ponto /j, G g* singular, 
construir a estrutura transversa à órbita coadjunta de fi. 

Seja G o grupo de Lie conexo e simplesmente conexo cuja álgebra de Lie é g e JJL G g*. 
Seja GfJ, o subgrupo de isotropia de ^ e gM a sua álgebra de Lie. Então 

SM = {t £ 0 : adçfi = 0} (4.1) 
= ker By,, 

onde B p é a estrutura de Lie-Poisson em g*. 

Lema 4.5 (Weinstein) Seja {3*,{,}r,) o dual de uma álgebra de Lie munido do parêntesis de 
Lie Poisson e seja \JL G g*. Seja nM um complemento de gM em g, i.e., 

g = g^©nM . (4.2) 

Então o subespaço afim 

intersecta transversalmente a orbita coadjunta Ad*G {JJL). 

N o t a 4.6 A soma directa © toma gM e nM como espaços vectoriais e não como álgebras de Lie. 

Prova. Note-se em primeiro lugar que 

TM (AdG (M)) = ad; (M), 

pois TM (AdG (At)) = {(£„.)„ : ? e g} - {adi ^ : ^ e »}■ 
Veja-se agora que 

aág (M) - 0^: 

(C) Dados £ G g,/i G fl*,77 G gM, tem-se que 

(adi (li),n) ­ (M.UCÍÇW) 

= - (ju, ad,, (0 ) 
= - (ad^úfy 
= 0, pois 7/'G gM. 

Assim, a avaliação em 77 de um elemento genérico de ad^ (/x) é nula, para todo o 77 G gM,ou 
seja, adi M 6 ^ p a r a l 1 1 ^ 1 1 6 1 £ £ 0-

Um argumento dimensional mostra facilmente a inclusão contrária, já que 

dim(ad*/i) = codimgM. 

Finalmente: 

T„õ* = g* 
= ££©n° 
= ad;^ © n° 
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pelo que JJL + n° é transversal a Ad^^. U 

Note-se que, se N — \x + n° e v G V (V vizinhança de 0 em n° ) então 

Tfj,+UN = n ° , 

e 
By.+y ((T^+UN)°) S Bp+„ (TV) = ad^ (n + v). 

Assim, a decomposição (3.3), atrás definida, é 

g* = n° @ ad'^ (M + u) (4.3) 

e a projecção TT\ é, neste caso, 
m : g* - n° (~ g*,) , 

com núcleo ad* (/i + t/). 

N o t a 4.7 0 isomorfismo entre n° e g* é ciado por: 

"M
 < * 9^ 

e o seu inverso: 
&Z - "̂  
/ - / ' 

onde / se define da seguinte forma: Se £ G g, então 

£ = £i + ^2; c o m í i e gM,£2 e n^. 

Então 
/( í i + í2)=7(íi)-

Em [2], a estrutura de Poisson transversa em JV = ^+n° é definida de uma forma diferente 
da que se demonstra neste trabalho. Cushman e Roberts partem de uma decomposição do espaço 
cotangente à variedade de Poisson num ponto: 

T;M = (TPN)° © (Bp {(TPN)°))° , 

decomposição dual de (3.3). No caso específico em que M = g*, Roberts e Cushman consideram 
a projecção associada à decomposição dual de (4.2): 

?K ■ 3* - SM-

com núcleo n° e constatam a igualdade 

(Bp {(TPN)°)Y = { í e 8 : P 8 o (ad*, (M + »)) = o} . 

Em seguida, definem uma função 
T] : (fj. + U) x gM -> nM 

da seguinte forma: 77 é a solução (que provam ser única) da equação 

PK (adt+v (^ + ")) = °- (4-4) 
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Assim, T] depende de £ G g^ e de u G U C n°. Roberts e Cushmann (ver [2]) chegam à seguinte 
formula para o cálculo de {, } jV, a estrutura de Poisson transversa à órbita coadjunta no ponto n : 

tëi. Êahv (M + ") = (A* + "> [Îi + V„ ( í i ) - ia + ^ (C2)l8) 

ou, equivalentemente, 

{ Í I . S J N (M + V) = (y, [ í i , ía] Í M) - (M + y. K ( i l ) ,*7„ (ía)]„M) • 

Assim, o cálculo da estrutura transversa reduz-se ao cálculo de r\u (£), isto é, à resolução da equação 
(4.4) para r}. 

Neste trabalho, optou-se por uma alternativa que parece ser mais simples. O resultado 
seguinte fornece uma fórmula para o cálculo de B' +v, o morfismo de fibrados que dá a estrutura 
transversa a AdG (/i), a órbita coadjunta no ponto (i. 

Teorema 4.8 Seja f i g g ' tal que gM e nM estão nas condições do lema 4.5. Então a estrutura 
transversa à órbita coadjunta AdG (]i) é dada pelo morfismo 

B1 : T*N -> TN 

definido por: 
BU-» ( 0 = *i ° «<*? (") - (

4
-5) 

onde £ G gM, v 6 n ° e it\ é a projecção associada a (4­3). 

Prova. Comecemos por notar que, se v G n° então: 

Th+UN = n° Sá g; 

e portanto 

pelo que se tem: 
B'n+v ■ gM -* g£. 

Seja £ G gM. Então a expressão para B' (ver prop. 3.2) é dada por 

B ^ Í O - T i o B ^ o i r Í Í Í ) , 

com 7rj definida por (4.3). Mas 

e 
*î (0 e g, 

logo a decomposição (4.2) implica que: 

3lXeg^31Yenfl:irl(O^X + Y. 

Assim, 

T I (£,»+„ (irj (0)) = T I ( a c Ç , ( x + r ) (JÍ + i/)J 
=0 pois V^n^ 

, ­*■ s 

= 71"! (ad*x (fi + v)) +TTI (ady {n+ v)) 

= Ti {ad*x (fj.) + ad*x (i/)) 
= Ti (adx (v)), 
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pois X £ gM. 
Vai-se agora provar que X = £, o que conclui a demonstração do teorema. Por definição, 

7Tj (£) £ g é o único vector que satisfaz 

Em particular, se /i' £ n° C g* tem-se: 

Mas se / / £ n° então 
7Ti ( M ' ) = l­í 

e 

Portanto 
V A Í ' £n^ , ( M

/ ,X) = ( A i ' , 0 . 
Logo 

(■X" - í ) € (n°)° , i.e., X - Ç £ V 

Mas yY, £ £ g^ logo Y - £ £ g^. Como g^ í~l n^ = i 0 \ , tem-se 

X - £ = 0. 

■ 

Como corolário, obtém-se um resultado de P. Molino (ver secção 4.4): 

Corolário 4.9 Se [g^n^J C n^ então B' é Pois s on­equivalente à estrutura de Lie­Póisson era g*. 

Prova. Note-se em primeiro lugar que, se £, E $ e n + u £ N = n + n° então: 

adç (u) £ n° sse (a<^ (v) , n) — 0, V77 £ n^ 

ou seja, se e só se 

Suponha-se então que [flM,nM] C nM. Tal implica: 

Além disso, v £ n°, logo 

ou seja, 
a d | ( i / ) e n ° . 

Assim, ix 1 íadç (z/)J = adç (1/) logo 

^ + „ (O - ad| (1/) 

^ (O = ad
l M = 5

° (0 
ou 

onde B ° é a estrutura de Lie-Poisson em g*. ■ 
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4.4 Alguns resul tados sobre a e s t r u t u r a t ransversa a u m a órb i ta coadjunta 

Em [5], Weinstein propôs o conceito de variedade de Poisson transversa a uma folha simpléctica 
num ponto e estudou o caso da estrutura de Poisson transversa à órbita coadjunta num ponto do 
dual de uma álgebra de Lie. Weinstein afirmou que a estrutura transversa a uma órbita coadjunta 
num ponto é sempre Poisson-difeomorfa à restrição da estrutura de Lie-Poisson em g*, ou seja, 
dado v e N(— /J, + n° ), ter-se-ia sempre 

B'n+» & = ad*( {v) ,VÇ £gM . (4.6) 

Tal veio a revelar-se falso (ver [6]). De facto, Molino provou que (4.6) só tem lugar quando se tem 

com 

Ou seja, só quando a projecção it1 referida no Teorema 4.8 não é mais do que a restrição de g* a 

Em 1996, Damianou formulou a seguinte conjectura: 

Conjectura 4.10 ([3]) Seja g uma álgebra de Lie semi-simples. Então a estrutura de Poisson 
transversa num ponto a uma órbita coadjunta de g* é sempre polinomial. 

Damianou fez esta conjectura baseando-se em cálculos com jjl(n,C). 
Mais tarde, Cushman e Roberts (ver [2]) especificaram uma forma de cálculo da estrutura 

transversa à órbita coadjunta e utilizaram-na para provar a conjectura de Damianou. 
Neste trabalho propõe-se uma fórmula mais simples do que a utilizada por Cushman e 

Roberts, da qual o resultado de P. Molino é consequência imediata. 



Capítulo 5 

EXEMPLOS 

Neste capítulo vamos usar a fórmula (4.5) para calcular explicitamente a estrutura de Poisson 
transversa a uma órbita coadjunta em algumas álgebras de Lie. 

n vezes 
Exemplo 5.1 Tome-se g = A2 © A2 © ... © A2, onde A2 é a álgebra de Lie não-comutativa de 
dimensão 2: Tomando uma base {E, F} de A2, então 

[E, F) = E. 

Se aE + bF, cE + dF são elementos arbitrários de A2, então 

[aE + bF,cE + dF}=adE-bcF. (5.1) 

Assim, considere-se {Ei,Fi\i_l para base de g (que identificamos com a base canónica de 
M.2n) e ^,r] e g, ou seja, 

Ç = Y^oiEi + biFi, 
n 

V - y^CjEj + djFj. 
i = l 

Então 

[Î, V] — ^ {aidi - biCjf)'Ei. 
i = i 

Consideramos agora a variedade de Poisson M = (g*, {, }L). Note-se que, se n £ g*, tem-se 

{Ç,T7}M = (p, [£,»?]) (5.2) 
= [£,»?] (M). 

Assim, {Ç,v}L S [Ç,rj\, 
Sejam { e ^ / i } ^ a base dual de {-Ei, i*i}"=1 e {a; í,y i}^=1 coordenadas lineares "naturais" 

em g*, ou seja, x1 (e,) = ôlj: y{ (/,) = 5ij, X{ (/,) = t/i (e,) = 0. A matriz de Poisson de (g", {, }L) 

( 0 Xl 
-Xi 0 

0 0 
V o o 

0 0 \ 
0 0 

0 x„ 
-x n o y 

(5.3) 
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Tendo em atenção (5.3), dados dois elementos arbitrários £ e r\ de g, tem­se 

n 

1=1 

Considere­se também JJ, = Yl,xjej +Ujfji elemento arbitário de g*. Então 
i=i 

(adj(Ai),7?) = (fi, ads (n)) 
n 

t = l 

n n 
/ (aid* - òjCi) Y^Xj(ej,Ei) 

Lí=i _i=i 

/ (aidi — biCi)x • 
i = l 

Conclui­se então que 

ad*s (n) = 2J (-Mi) ei + (OÍXÍ) /». 
i= l 

O subálgebra de isotropia em JJ, é 

9n = {í 6 g :acÇ (/*) s 0} 

= | (ai, t i , - , an ,ò„) e E 2 " : ^ ] (-lux*) e, - ( a ^ ) / , = 0 1 . 

O ponto JJ. 6 g* é singular se e só se pelo menos um dos Xi é nulo. Suponhamos s.p.g. que 
X\ = ... — xm = 0, com m < n, i.e., 

n n 

j=m+l j = l 

= (0>2/i,0,7/2,-,0,ym,xm+i,ym-(;r, ...,xn,yn), 

com x m +j , ...,xn =£ 0. Nesse caso, a matriz de Poisson (5.3) é 

( (02mx2m) 

(02mx2) 

(Û2x2m) 
0 X m + 1 •■• 0 0 

­Xm+l 0 ■•• 0 0 

0 
o 

0 xn 

- x n 0 j 

logo 

Então 

car(M,{,}L) = 2 ( n - m ) . 

n — m \ 

a 1 , ò i , . . . , a m , 6 m , 0 , ...,0 : a^òx, . . . , a m , ò m £ 
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Tome­se para n^ um complemento ortogonal de gM em g em relação ao produto interno usual, por 
exemplo, 

22 Ciei ­r­dji : c^d% 
i—m-t-l 

— {(O, ■■■,0,cm+i,dm+i, ...,cn,dn) : cm + 1 ,<im + 1 , ...,cn,dn 6 E} . 

Note­se que [g^, nM] = {0}. Logo [gM, n j C n^ e portanto a estrutura de Poisson transversa 
em fi + n° é áado pela restrição da estrutura de Lie­Poisson em g* a g* (corolário 4­9). 

Exemplo 5.2 Tome­se g = s o 4 = { A e M 4 x 4 : A ­ ~AT}. Uma base de g é {E1}
6
1=1, onde 

E, = 

& = 

/ O 1 0 0 \ 
- 1 0 0 0 
0 0 0 0 

\ o o o o y 
/ o o o o \ 

0 0 1 0 
0 - 1 0 0 

\o o o o y 

,E2 = 

,£* = 

/ O O 1 o \ 
0 0 0 0 

- 1 0 0 0 
\ o o o o y 
( o o o o \ 

0 0 0 1 
0 0 0 0 

V o -í o o y 

,E,= 

■ ER — 

/ Q O O 1 \ 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

V -í o o o y 
( o o o o \ 

0 0 0 0 
0 0 0 1 

V o o -í o y 
Os comutadores são 

o\ 
[£ i ,£ 2 ] = E1E2­E2E1 = 

[Ei,E3] = 

= ­E, 

/ O O O 
0 0 - 1 0 
0 1 0 0 

\ o o o o y 
­E5; {EUE4} = E2; [E^E,] = E3; [El,Es\ = Ü; 
-£ 6 ; [E2,E4] = ­Ex; [E2,E5] = Õ; [£2, £6] = £3 

[E3,E4] = Õ; [£?3,E5] = - £ i ; [£3)^6] = - ^ 2 ; 
[£4,-B5] - --B6;[JE4,£6]=JE5; 
[£ 5 ,£ 6 ] - -Ei. 

Sejam {XÍ}Í=1 as coordenadas lineares em g* = sol, identificadas com {Ei}®=1. Então a matriz 
da estrutura de Lie­Poisson é a seguinte: 

( 0 —x4 ~Xs X2 X3 0 \ 
x4 0 - X 6 ­Xi 0 X3 

P = 
­X2 

Xe 
Xi 

0 
0 

0 
0 

­X\ 
­x6 

­X2 

­X3 0 X\ x6 0 — X4 

V 0 - 2 : 3 x2 ­x& x4 0 ) 

' tem, no máximo, característica 4­ 0 seus valores 

Ai = 0, 
A2 = 0 ) 

A, = A4 = iJ(x5 ­ x2y + (xx + xe) + (x4 + X3) . 

A5 = -A 6 =iy(xa + X2) +(XI­XQ) + (x4­x3) 
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Nos pontos (j, £ sal em que car^ {, } — 4 (pontos de característica máxima), a estrutura de Poisson 
transversa é trivialmente nula, já que tais pontos são regulares. Há que encontrar pontos fi tais 
que car ft {,} = 2. Em tais pontos (se existirem), a matriz P terá quatro valores próprios nulos. 
Estudar-se-á o caso em que 

A3 - A4 = 0, 

ou seja, n é da forma 

Notemos que, se 
[Xi, z 2 , x 3 , - x 3 ) x2 ,-xx). 

x\ + x\ + x\ £ 0 
então tal JJ. satisfaz: 

1. car^{,} = 2; 

2. fj. é singular (uma vez que em qualquer vizinhança de fj. existem pontos de característica A). 

Escolhamos uma base* para: 

SM {^ g -.adçfi -o} = ker P {jj.) 

( o a-'3 —x2 x2 xz o \ 
-xz 0 X\ —x\ 0 xz 

ker X2 
-x2 

- X i 

X\ 
0 0 
0 0 

-X\ 
Xj 

~x2 

X2 
-Xz 0 Xi —Xi 0 Xz 

V o -xz X2 —X2 -X3 o / 
Por exemplo: 

S í1) 
0 

( ° ^ 
1 

O
 

o 

( o \ 
0 

A 

< Fi = 
0 
0 
0 

,F2 = 0 
0 

- 1 
, Í 3 = 

1 
1 
0 

,Fi = 0 
xz 

-x2 

> 

, \ l ) V o ) Vo j \ * i / ) 

é uma base para g^. 

Vai-se agora escolher n^ tal que 

n^®Sii = 9-

Escolha 1: 
Assumindo por exemplo que x\ ^ 0, podemos escolher para nM o subespaço gerado por 

( ( ^ \ 
0 X\ 

\ 

< Gi=» 
~xx 

X\ 
0 

,G2 = 
0 
0 

Xi 

> 

v V - * a ) V ** J / 

'Identifica-se 304 com E 6 , fazendo corresponder aos vectores {.Ei}f=1 os vectores {e<}?=1 da base canónica de 
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Escolheu-se propositadamente nM = g^ em relação ao produto interno usual em M6. Assim, tem-se 
que 

Tome-se v S í / C n.° ou seja, 

" = 2/i-Fi + 2/2^2 + 2/3-̂ 3 + 2/4-̂ 4 

= (2/1.2/2,2/3,2/3 + 3:33/4,-2/2 - 2:22/4,2/1 + 2:12/4)-

£Yn msía da fórmula (4-5), quer-se encontrar uma expressão para a projecção 

7i"i : g* —> n° , com núcleo ad* (fj, + u) . 

Comecemos encontrar uma base para ad*_ (fj. + v). É necessário calcular 

ad*Gi (n + v) e ad*G2 (u + v) 

e, para tal, utiliza-se a matriz de Lie-Poisson no ponto \i + v. Note-se que a i-ésima linha da 
matriz (P,j (/j + 1/)) é exactamente o vector 

adEi (/•* + v) 

e que 

H + v = (xl+yi,x2 +V2, x3 + y3,-x3 + y3 + x3y4,x2 - 2/2 - x22/4, ~ x i + yx + xxyA) 

Tendo em conta que 
Gi = x3Ei - xxE3 + X1E4, - x3E6, 

obté 

adGi (fj. + u) 

( 2:1x2(2/4-2) \ 
- (x? + 4) (2/4 - 2) 

X2X3 (2/4 - 2) 
-X2X3 (2/4 - 2) 

- (x? + 4) (2/4 - 2) 
V -x ix 2 (y 4 -2 ) ) 

= / ( 2 / 4 - 2 ) P 7 5 . 

De forma análoga se obtém 

ad*G (jj. + u) 

( x i x 3 ( 2 / 4 - 2 ) -\ 
X2X3 (2/4 - 2) 

- {x\ + x\) (i/4 - 2) 
{x\ + x\) (1/4 - 2) 

X2X3 (2/4 - 2) 
V -xix3(y4 - 2) J 

= / ( 2 / 4 - 2 ) W 6 ) 

pe/o gue uma òase para ad* (/x + 1/) é 

Wk 

/ x i x 2 ^ 
- (x? + x§) 

X2X3 
-X2X3 

- (x\ + xl) 
V -X1X2 ) 

,WR 

( X !X 3 ^ " 
X2X3 

- (x\ + 4) 

x2x3 

V -X1X3 ) t 
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Considerando a matriz 

M = ([Fi] [F2] [F3\ [Fi\ [W5] [Ws]) 

(obtida por concatenação dos vectores-coluna), encontrar irj(u) equivale a resolver o sistema 

MX = u, (5.4) 

escolhendo depois as primeiras quatro coordenadas do vector X, isto é (Aj, À2, A3, A4), e tomando 

Ti"! (u) = Ai-Fj + X2F2 + A 3 F 3 + A4F4. 

A título de exemplo explicita-se o cálculo de TT\ [ad*F (v)) . Obtém-se, da mesma maneira que W5 
eW6, 

ad*Fl (v) = ( 0 , - ( 2 Í / 3 + x3y4) ,2y2 + x2y4,2y2 + x2y4, 2y3 + x 3 y 4 , 0). 

Resolve-se a equação (5.4) com u — ad*F (1/), i.e., 

( x, \ 1 
x2 
A3 
A4 

= M-1 

A5 

\**) \ 
Tem-se que 

0 
- (2y3 + 137/4) 

2^2 + X2 y 4 
2î/2 + ^2V\ 
2î/3 + £3 2/4 

0 

\ 

7T! (ad*Fi (v)) = ^ A j F i = lui. 
1 = 1 

Pode-se então calcular a primeira linha da matriz de Poisson da estrutura transversa: 

P i » = (w1,F1)=0; 
P'12 ( v ) = {wuFi) = - 4 y 3 - 2x31/4; 
PÍ3 (1/) = ( W l , F3) = 4y2 + 2xlV4-

P\i{v) = (wi,FA) =2x3y2-2xiy3. 

Calculando TTI [adF, (f)) ,i = 2 ,3 ,4 , obtém-se a matriz seguinte para a estrutura de Poisson 
transversa: 

W = 
/ 0 -42/3-20:32/4 4 y 2 ' + 2 y 4 x i 2y2a:3 - 2y3Xj ^ 

4y3 + 2x 3 y 4 0 - 4 y T - 2y 4 x 2 - 2 y i x 3 + 2y3x2 

-4y2-2y4x1 Ay1+2y4x2 0 -2y2x2+2y1xl 

V -22/22:3 + 22/3X! 2y ix 3 - 22/3X2 2y2£2 - 2y!Xi 0 J 

O facto de a estrutura de Poisson transversa resultar linear tem a ver com o facto de a condição 
de Mo Uno 

ser verificada para esta escolha de n^, logo P[, (y) é a matriz da estrutura de Lie-Poisson em g*. 
De facto, considerando as bases {Fi,F2,F3,F4} (de g^) e {G\,G2} (de n^), tem-se 

[FuGj] = { 0 } , parai = 1,2,3 ej = 1,2; 

[ Í 4 , Ç l ] = 
X2*2r {A + A) r, 

-U\ u2, Xj Xi 

[Fi,G2] = M ± ^ | ) G l + ^ G 2 . 
Xx Xi 
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Escolha 2: 
Vai­se considerar agora um outro complemento nM (para o qual a condição de Molino não 

é verificada).Assumindo que x3 ■£ O, seja: 

nn = {v S 0 :T) ­ aEi + bE2} , 

isto é, o espaço gerado por 

[G\ — E\, G2 — E2} 

Então: 
n £ = {(0,0,yi,y2,V3,y<i) ■ Vi e R } , 

isto ê, o espaço gerado por 

{Hi = E3, H2 = E4,H3=E5,H4 = E6} . 

Logo jj, + v é da forma 

(xx,x2,x3 +yi,­x3 +V2,x2 +2/3,-2:1 + y4) 

Define­se uma base para ad* (/J.+ u) como sendo {W$,W§}, onde 

W5 ­ ad*Gi {pi + v) 

= ( 0 , x 3 - 7 / 2 , - 1 2 - 2 / 3 , xi, x3 + 7/1,0); 
W6 = ad*G2 (fj. + v) 

= ( - ^ 3 + 7/2,0,xi ­y4,­xi,0,x3 +7/1) . 

A nova matriz utilizada no cálculo da projecção é: 

M = ([ffx] [i?2] [fr3] [#4] [Ws] [w6\), 

e encontrar ivx(u) equivale a resolver o sistema 

MX = u, (5.5) 

escolhendo depois as primeiras quatro coordenadas do vector X e tomando 

TTi (ti) = XxHx + X2H2 + X3H3 + A4ÍÍ4. 

Nota 5.3 Note­se que na escolha anterior de n^, se tinha Hi = Flt uma vez que nM era o comple­

mento ortogonal de gM. 

Seguidamente apresenta­se o cálculo de TÏ\ (adF (V)). 

ad*Fi (u) = (0,0, ­yi ­y2,­y3,­y3,yi + 7/2,0). 

Resolve­se a equação (5.4) com u = adF (1/), obtendo 

*i(adFiH) = (oA­ys­{x2 + y*Hyi+y2\­ys +
 x­^^ 

\ X3­ 7/2 S3 - 7/2 X3 ­ y2 J 
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Calculando m {ad}., (i/)) ,i = 2,3,4, e fazendo (n1 [ad*F% (v)) ,-Fj) para todos os índices i e j , 
obtém­se para a estrutura transversa a matriz anti­simétrica cujas entradas são 

P'12(fi + v) 

Piai? + y) 

2x3yi + 2x3y2 +Vi ~VÍ 
X3 -2 /2 

2/3 (í/i - 2/2 + 2x3) 
X3 -2/2 

£3 (2:22/1 + 2:22/2 + 2:32/3 - 2/22/3) + 2:2 (2/1 --iá) 
2:3-2/2 

2/4 (2/1 - 2/2 + 2z 3 ) 

2:3 -2/2 
2:3 (gigi + xxy2 ­ 2:32/4 + 2/22/4) + xi [y\ - í/l) 

2:3 -2/2 
2:3 (2:22/4 + 2:12/3) + 2-2 (2/12/4 - 2/22/4) + 2:1 (2/12/3 - 2/22/3) 

2:3 -2/2 
Este exemplo mostra que, numa álgebra de Lie, o facto da estrutura transversa a uma 

órbita coadjunta, Ad*GLi, ser polinomial ou não depende da escolha do complementar nM de ^ em 
g. Dir-se-á então que a estrutura de Poisson transversa a uma órbita coadjunta é "polinomial" se 
existir um complemento nM de gM para o qual a estrutura transversa em y. + n° é polinomial. 

Tendo em conta o exemplo seguinte, introduz-se a noção de produto semi-directo em grupos 
e álgebras de Lie: 
Definição 5.4 Seja G um grupo de Lie e V um espaço vectorial real de dimensão finita onde G 
actua por uma acção de classe C°°. 0 "produto semi­directo entre G e V", denotado {G cc V, ■), é 
o grupo de Lie assim definido: 

1. Enquanto variedade diferenciável, G oc V — G x V. 

2. Se gi,g2 € G e vX)v2 € V, então 

(Si, vi) • (2/2, v2) = {g\92,v\ + $giv2) ■ 

Analogamente se define o produto semi­directo entre uma álgebra de Lie e um espaço vectorial: 

Definição 5.5 Se g é uma álgebra de Lie real que actua através de $ num espaço vectorial V, de 
dimensão finita, define­se o produto semi­directo g oc V como sendo a álgebra de Lie definida por: 

1. Enquanto espaço vectorial, g oc V = g x V. 

2. Se £,17 S g e vx,v2 6 V, então 

[(t,v1),(V,v2)}gocV=({í,T]}s,®sv2­$r,viy 

Exemplo 5.6 (Cushman, Roberts) Considere­se a álgebra de Lie g = se3 do grupo euclideano 
SE3 = SO3 oc M3 para a acção usual de SO3 em E 3 . Através do produto exterior, identifica­se E 3 

com so3 = [A £ M 3 x 3 : A = ­AT) do seguinte modo: a cada 

a — (aj, 02,03) 6 D 3 

associa­se 
J 0 - o 3 a2 \ 

eso 3 . 
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Se a, b E R 3 e A, S E S03 são íais gue: 

a = A , 6 S J5 

então 

axb = (01,02,03) X (61,62,63) 

(a 2ò 3 - 0 3 6 2 , 0 3 6 ! - 0163,0162 - a 26i) 

0 — Oi62 + a 2 6! 0361 — 0163 
a i6 2 — 0261 0 —0263 + 0362 

—0361 + ai&3 a2Ò3 - a 3 6 2 0 

= AB-BA 
= [A, B}. 

Assim, tem-se que (K3 , x ) = (so3; [,]) , logo 

g = so3 x R 3 ^ l 3 x M3. 

P o r ouíro lado, a acção $ cie so 3 em IR3 é equivalente à acção de K3 em E 3 dada pe/o produto 
externo x . Se a £ R 3 e A E S03, 

$,4 (a) = ' A .a 

0 —03 02 
a 3 0 —oi 

— Û2 Oi 0 

- a 3 a 2 + 020:3 
030;! - a x a 3 

- a 2 a i + a i a 2 
— (oi , 02,03) x ( a i , 0:2,0:3 
= a x a : . 

Além disso, 
l3 x M3, 

através da identificação habitual usando p produto interno em E 3 . Com estas identificações vai-se 
calcular uma expressão para adç (77) e adç (fj.), onde Ç,r/'e Q e fi E g*. Doravante, usar-se-á a 
notação 

£ = (a,6),77 = ( c , d ) , A t = (x,y). 

Usando as identificações atrás temos então que: 

= [(o,6),(c,d)] 
= (a x c,a x d — c x b) 
£ (AC - CA, Ad - Cb), 

pe/a definição de produto semi-directo de uma álgebra de Lie actuando sobre um espaço vectorial. 
Tem-se também que 

ad%(ji) = ad*{ab)(x,y) 

— (x x a + y x b,y x a). 
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De facto, 

(adi in),ri) = (M.adfW) 
= ((i, y) , (a x c, a x d - c x b)) 
= (x,a x c) + (y,a x d) — (y, c x b) 
= (x x a, c) + (y x a, d) + (y x b, c) 
= (x x a + y x b, c) + (y x a, d) 
= ({x x a + y xb,y xa),(c,d)) . 

para qualquer TJ — (c,d). Logo 

adç (n) = (x x a + y x b,y x a). 

O subgrupo de isotropia em /j. é 

Sfi = 9{x,y) — (a,6) € g : (x x a + y x b,y x a) = Õ 

Há que encontrar os pontos JJ, £ g* nos quais a estrutura de Poisson é singular. Para tal, 
vai-se calcular a matriz de Poisson de (g*, {, }L), que não é mais do que a matriz que representa 

B^. g 
adçfj. ' 

x (,) 
por exemplo na base canónica de R 3 x R 3 ( = g = g*) ou na base correspondente de sa3 oc 

Ei Sé 
0 0 0 
0 0 - 1 | ,(0,0,0) | , 
0 1 0 
0 0 1 
0 0 0 ) ,(0,0,0) 

- 1 0 0 
0 - 1 o \ 
1 O 0 , ( 0 , 0 , 0 ) ) , 
0 0 0 / 

E, s ( ( O ) , ( I , O , O ) ) , Í ; 5 = ( ( O ) , ( O , I , O ) ) ' I £ 6 = ( ( O ) ) ( O , O , I ) ) . 

Representou-se a matriz nula por (0). Tem-se que 

B^(Ei) =ad*Ei (/i) = ( 0 , 1 3 , - 1 2 , 0 , 2 / 3 , - 2 / 2 ) . 

Analogamente se calculam B^ (Ei) ,i = 2, ...,6, obtendo-se a matriz de Poisson 

/ O x3 -x2 O 2/3 -2/2 \ 
- x 3 O xi -y3 O yi 
x2 -xi O y2 -yi O 
O y 3 -2/2 O O O 

-2/3 O i/! O O O 
V 2/2 -2/1 O O O O ) 

,l* ~ "(i ,s) 

Como det (P) = O, tem-se 
max {carM (P) : /j, £ g*} < 6 
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e os pontos fi com característica 4, o. existirem, são regulares. Pontos com característica 4 são 
todos aqueles que satisfazem 

J/i 7̂  O para algum i = 1,2,3. 

Por outro lado, 
car^ (P) = 2 ==£• fj, singular. 

Para provar esta afirmação, note-se em primeiro lugar que se car^ (P) = 2 então y\ = 3/2 = í/3 = 0. 
De facto, \x = [x\, X2,x%, s, O, 0) esíá s-próximo de (x\, Xi, £3,0, 0,0) e íem característica 4 see 7̂  0. 
Por isso, /Li é singular. 

Finalmente, os pontos de característica 2 são exactamente os pontos da forma 

/.i = (x,0) = (x1,x2,x3,0,0,0), com x\ + x\ + x\^ 0. (5.6) 

Vai-se agora calcular a estrutura de Poisson transversa à órbita coadjunta para os pontos 
(5.6). Tem-se que 

<?=> x x a = 0 <=> a — kx, k £ 

1 x 1 1 , 0 = 0 

Logo 

{£ e g : adi (AO = °} 
= { ( a , 6 ) 6 R 3 x K 3 : a = b , 6 e K 3 } , 

i.e., é o espaço gerado por 

f 

%2 
í °\ 

0 0 0 
> 

< Pl = 2:3 
0 
0 

,F2 = 0 
1 
0 

, p 3 = 
0 
0 
1 

,P 4 = 
0 
0 
0 

> 

V V 0 ) V 0 y v 0 y vW -

í/ma escolha possível para nM é, assumindo por exemplo que 137ÍO, o espaço gerado por 

' ^ 1 ^ 
0 

/ Q ' \ 
1 

\ 

< Gi = 0 
0 
0 

,G2 = 0 
0 
0 

> 

\ v 0 y v 0 y > 

caso em gue n° é gerado por 

' 0 
0 0 0 0 

\ 

# 1 = 
1 
0 
0 

, # 2 = 
0 
1 
0 

, p 3 = 
0 
0 
1 

, i?4 — 0 
0 
0 

> 

\ v 0 y v o y V 0 y vW -
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Denotar-se-á por (0,0, x%,y°,y^Uz) um elemento arbitrário de n°, de modo a manter a notação 
usada por Cushman e Roberts. Seja v — (x°,y°) G n°. Tem-se 

ad*{fj. + v) = ad*{auai0Qfit0)(x + xo,yo) 
= {{x + x°) x (ai,O2,0),y° x (a1 ,a2 )0)) 
= {{x1,x2,x3 + xl) x (a1,a2,0),(y°,y^,y^) x (aua2,0)) 
= ( - ( x 3 + xl)a2,(x3 -rxl)ai,xia2 - x2alt -yla2,y^a1,y°a2 - y2a{), 

portanto uma base para ad* (fi + v) é {W$, Wç}, onde 

W5 = (0,xz + xl,-x2,Q,yl,-y°2), 

w6 = (-x3-xl,Q,xi,-yî,Q,yî)-
Obtém-se a matriz: 

M = ({Hi} [H2] [H3] [Hi] [W5] [We]), 

e encontrar iri(u) é resolver o sistema: 
MX = u, 

tomando depois 
TT1 (u) = AjiÍ! + \2H2 + A3ií3 + X4H4. 

A título de exemplo apresenta-se 7i"i (adp (is)). 

adF3(v) = (-y°,0,y°,0,0,0). 

Resolve-se a equação (5-4) com u = adp (u), obtendo 

.,KW) = (M,V;-^,^O, Î/ÏÎ/3 

(5.7) 

x3 + x3 I 

De modo análogo aos exemplos anteriores obtém-se para a estrutura transversa a seguinte matriz: 

P' 

0 
13(^211°— xiy\-x3y°_) 

*3+X° 

X3+X° 
3:3(X2V°-Z1i>°) 

X3+X| 

X3(x-2y%-x3y%-x°y%) i 3 ( i i a a ° -x3y°-x°y°) x3 (x2y° -xiy°_) \ 
X3+X% 

o 
(y.°)2 

X3+X° 

X3+^3 

0 

2:3+2:3 

2:3+15 
y| í /3 

x3+x° 
2:3+2:3 

o 
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