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Los rios no llevan agua,
el sol las fuentes seco...

iYo sé donde hay una fuente
gue no ha de secar el sol!

La fuente que no se agota
€s mi propio corazon...

V. Ruiz Aguilera (1862)






Resumo

Através do estudo da correlacdo entre duas vasiadeiermina-se, por simulacdo, a
distribuicdo amostral do coeficiente de correlagbbal, nZ, (proporcdo de variancia
que é explicada pela curva de regressdo) e poegodéscia a distribuicdo dg3, — 2,
onder? é o quadrado do coeficiente de correlacéo lifemmdo assim disponivel um
teste expedito para a néo linearidade. O coefieigiibal € calculado com os dados
agrupados em classes, a excepc¢ao de casos emajassas ja estdo predefinidas e por
isso ndo ha necessidade de se agrupar. As qued®emgrupamento sdo aqui
ultrapassadas, pelo menos em alguns casos, poapebecdoes para classes de
agrupamento de amplitude zero, ou seja, estudaraesstatistica amostral sem fixacao
de classes.

E também discutido o que intervém e o que inflémsin?, e investiga-se o efeito
conjunto das caracteristicas das classes, estudégdts exemplos classicos.

Faz-se uma pequena discusséo da utilidade de ieoédis de correlagdo nao ligados a
normas dos minimos quadrados, por exemplo, regrege® Minimos Desvios
Absolutos (MDA) e regressdo Quantilica.

Palavras-chave:Correlacao; Regressao; Coeficiente de CorrelacébaBlLinearidade
e Nao Linearidade.
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Abstract

Sampling distribution of the global correlation ffaent, nZ, (proportion of variance
that is explained by the regression curve) is ot by simulation. Sampling
distribution of n%, —r? is therefore obtained, where is the linear correlation
coefficient. As a byproduct an easy test for namedrity is obtained. Grouping
guestions are discussed; some extrapolation farvaks of width zero are worked
without setting intervals.

On examples, what changg, is analyzed and grouping effects is evaluated. The
central role of global correlation coefficientshighlighted.

A small discussion on other regression methods, li&st Absolute Deviations (LAD)
regression and Quantile regression, is presented.

Keywords: Correlation; Regression; Global Correlation Caéint; Linearity and Non-
linearity.






Résumé

La distribution d’échantillonnage de coefficientamrélation globaky?, (proportion de
variance expliquée par la courbe de régression)obtnus par simulation, et en
conséquence la distribution d’échantillonnage rde—r2? ol r? est le carré du
coefficient de corrélation linéaire. Un teste sienge non-linéarité est donc obtenu. Les
guestions de regroupement sont dépassées, pouoifes mans quelques cas par des
extrapolations pour classes de regroupement d'ardelzéro, c'est-a-dire, on obtenu un
statistique échantillon sans fixation de classes.

Dans des exemples on a analyse ce que interview® ifa. L'importance de ces
coefficients de corrélation global est souligné.

Un courte discussion sur outres méthodes de cbomlarégression des Minimes
Détours Absolus (MDA) et régression Quantile, eéspntée.

Mots-clés: Corrélation; Régression, Coefficient de Corrélatiglobale; Linéaire et Non
Linéaire.
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Motivacao / Estado da Arte

A correlacao linear, pela sua simplicidade, é pesiente a medida estatistica mais
usada nas aplicacbes, Tomassaieal (1983). E também a base de inGmeras
construcdes tedrico — praticas como, por exemploAnalise em Componentes
Principais, os estudos de séries cronoldgicas metmdo de Box-Jenkins, etc., onde
tudo o que nao é linear ndo é tido em conta.

Muitas adaptacOes sdo usadas para acomodar ans&@idade, muitas vezes sem
qualquer verificacdo de que a nao linearidade aifgigtiva (e em que sentido),

privilegiando geralmente um melhor ajuste aos dadosdetrimento de uma melhor
capacidade preditiva (ver, por exemplo, os estwdos Splines de Friedman (1991) e,
Durand and Sabatier (1997) e trabalhos com o ugcadsformagfes desvalorizando a
presenca de misturas, Calheiros (2002)). Muitdsathes tentam melhorar os estudos
de correlacdo-regressédo procurando métodos altersatver Dodge and Birkes (1993)

e, por exemplo, Santos and Neves (2007), Magall{aee6). Geralmente estes
trabalhos ndo tém em conta os coeficientes de lagé® global e portanto ndo é
avaliada a nao linearidade.

A néo linearidade seguiu portanto outra via, ondaréavel predictora ndo toma uma
determinada forma mas é construida com base nartonjle dados. Uma das técnicas
usadas é o método do nucleo Gasset (1979), através de métodos nao paramétricos e
outra é o método das Splines que usa métodos seamptricosEubank (1999) cuja
motivagao é a regressao parametrica, sem aval@ési@ da nado linearidade.

Desde os trabalhos pioneiros, por exemplo, Blake(h85), Student (1913), Fisher
(1925), Kelley (1935), percebeu-se da importanomabeficientes de correlagéo global
nfqy en,2,| x (designados por razdes de correlagao sobretudomexto das ANOVAS
gaussianas e que correspondem, respectivamenteretacdo global dX dadoY e a
correlacdo global der dado X). A possibilidade de usar na analise estes dois
coeficientes simultaneamente parece nao ter siglcsada.

Estes coeficientes séo referidos mais tarde enodegin francés para disciplinas
introdutorias de Estatistica no contexto da Esiegi$escritiva Classica, Calot (1969),
Grais (1974), Dagnelie (1973). Ha por vezes indioagara o uso dg?, — r? como
medida de ndo linearidade. Pela nossa pesquisama® qualquer desenvolvimento
para além do trabalho solitario de Dodge and Raués®99) com o uso de momentos
cruzados de terceira ordem.

A razdo para o pouco uso destes coeficientes éuitiiicada por Kelly (1935) pois as
estimativas de?, para além das flutuacdes amostrais tém uma compaistematica
associada a criaca-hocde classes na variavel independente. As correci@épo
Sheppard para os coeficientes de correlacdo estdcopestudadas mesmo no caso
linear.
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Capitulo 1: Introducéo

1.1. Objectivo

Dadas duas variaveis, estuda-se a informacdo quoengortamento da respectiva
distribuicdo conjunta pode fornecer. Tira-se mellpartido destes dados se os
estudarmos individualmente ou agrupando em clas&essposta a esta questdo so
podera ser dada depois de algum estudo da cowetattd regressao.

Numa primeira fase, vai-se rever conjuntos de dadbavés do percurso classico
(habitual).

1.2. Percurso Classico

No sentido de haver uma melhor compreensao doejuai €£studar neste trabalho e de
que forma estudos mais extensos podem levar a bteagdio de maior informacéo e
mais util, foram escolhidos trés conjuntos de daelodaborou-se um breve estudo
inicial em torno destes dados. Os exemplos esadhidram retirados de Aivazian

(1970), Grais (1974) e Calot (1969) e foram ja iicks no ambito do ajustamento

linear, Bessa (2007).

O exemplo escolhido de Aivazian (1970) refere-sget@rminacdes da resisténcia a
ruptura de cubos de cimento apos 1, 2, 3, 7 e @8 di cura (Tabela 1 e Figura 1).
Temos de ter em conta que a precisdo da data aldsoluta, por exemplo, cada valor é
representante de um dia mas ndo de uma hora feéadpor isso classes.

Tabela 1 —Resisténcia a ruptura de cubos de cimento (kgj/em
0 seu tempo de cura (dias)

Cubo de cimento
1 2 3 4 5
Tempo

13,0 13,3 11,8
21,9 245 24,7
29,8 28,0 24,1 24,2 26,2
32,4 30,4 34,5 33,1 357
28 41,8 42,6 40,3 35,7 37,3

~N w NP
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Figura 1 — Curva de regressdo da dependéncia entre a reg@s@nmaptura dos cubos de
cimento e o tempo de cura.

Através da pesquisa feita, conclui-se que paraasitvestigadores s6 se comecou a
ver a regressao nao linear com este tipo de d&psocedimento normal é ndo tomar
em conta a correlacdo nao linear e obter os valtegs, e der? quando aplicada uma
transformacdo ao conjunto. Neste conjunto de dadosansformacdo consiste em
considerar no eixo dox o inverso do tempo e fazer-lhe corresponder, xo @vsyy, 0
logaritmo neperiano da resisténcia a ruptura (Ri@)r

45
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35 R
3.0 -

25 n
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15
1.0
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0.0 ; ; ; ; ;

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Tempo
Figura 2 — Dependéncia entre os valores do inverso do tempdogaritmo da
resisténcia a ruptura

[ 15

Resisténcia a ruptura

Para o célculo das medidas estatisticas procedao-sgrupamento dos dados, em
classes, apenas para a variayet “resisténcia a ruptura”, visto que a variaxet
“tempo” ja se encontra dividida em classes queespondem aos cinco dias da recolha.
Na Tabela 2, encontra-se a descricdo deste agrupamia tabela dos dados
transformados ndo sera aqui apresentada vistanesma estrutura). Para a escolha das
classes e da respectiva amplitude, teve-se emdavaséo a amplitude dos dados e de
seguida optou-se por uma divisdo em cinco clagsggo as classes encontram-se as
marcas das classes, que correspondem a médialdmsvaseridos em cada classe.
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Tabela 2 — Dados agrupados da resisténcia a ruptura de cubosintento
(kgf/cm?) e o seu tempo de cura (dias)

Resistenciagg 16/ [16,23[ [23,30[ [30,37[ [37.44] 1oy

rupturs
Tempo 12,70 21,90 259286 33,633 40,5

1 3 3
2 1 2 3
3 5 5
7 5 5
28 1 4 s
Total 3 1 7 6 4 21

Os valores das medidas do conjunto de dados e alaransformacdo podem ser
observados na Tabela 3. Estes valores foram obtittasés do softwar#icrosoft
Office Excell 2003

Tabela 3 —Valores descritivos da resisténcia a ruptura deswe cimento e o
seu tempo de cura

Variaveis iniciais Variaveis transformadas
x 9,4762 0,3362
y 28,8238 3,3027
Sy 10,5543 0,3117
Sy 8,6483 0,3590
n71x 0,9691 0,9630
Ny 0,8423 0,9759
r 0,7792 -0,9847
r2 0,6071 0,9647
Yix 1,1044 1,1303
Y1y -0,4448 -1,0631
Vox -0,6109 0,1890
Y2y -0,5900 0,2308

Analisando o coeficiente de assimetria na varijyelerifica-se que a transformacao
afastou-nos da normalidade, o que néo era o desejalo que uma transformacao
“linearizante” nos deveria aproximar da normalidédeim termos de “achatamento” esta
foi neutra.

Pode-se concluir ainda, que o coeficiente de aéel global dé& dadoX ndo muda
muito com a transformag&o. No entanto, a transfoaimanos dados leva a um claro
aumento do coeficiente de correlacdo globalXdéadoY. Quanto ao coeficiente de
correlacao linear, este também é claramente atigraid 0 seu valor absoluto aumenta
de 0.7792 para 0.9847, o que indica que a transffdm € “linearizante”, isto €&,
lineariza fortemente os dados. Sendo assim, némnsia em atencdo a correlagdo nao
linear. Este é o procedimento classico de quendadste tipo de dados. No entanto, se
analisarmos o conjunto de dados antes da transf@onaeste possui uma grande
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componente de néo linearidadg,y — 7> = 0.3620 e ngy — > = 0,2352. Com este

resultado somos levados a pensar, de que forma@stponente ndo linear afecta as
conclusdes que retiramos ao analisar o conjuntdades resultante da transformacao
feita? Esta transformacao resultou bem nos dadiasearizou-os, mas € de ter em
atencdo que nem sempre é possivel encontrar unsidn@acao que tenha este efeito.
Sendo assim, se ndo houvesse ou ndo se conheoegsiansformacédo linearizante
como procederiamos? Existem teorias, métodos, ggoseque nos permitam tirar
conclusdes validas?

De seguida, procedeu-se ao calculo de mais algumedidas estatisticas, mas
condicionadas a cada uma das classes das vakaeédigTabelas 4 e 5).

Tabela 4 —Valores descritivos condicionais da resisténciaigtura de cubos de cimento dado o

tempo de cura Y | X

Condicionais Valores das Medidas
Variaveis Variaveis Variaveis Variaveis
iniciais transformadas iniciais transformadas
Ylx=1 Ylx=1 y 12,700 2540
Sy 0 0
Vlx=2 Ylx=0s y 24,586 3,197
Sy 1,899 0,00612
Vlx=3 Vlx=1/3 y 25,929 3,252
Sy 0 0
Y|x=7 y|x=1/7 y 33,662 3,514
Sy 0 0
Ylx=28 Ylx=1/3 y 39,127 3,663
Sy 2,747 0,00554

Tabela 5— Valores descritivos condicionais do tempo daaada a resisténcia a ruptura de cubos de

cimento —X | y;

Condicionais Valores das Medidas
Variaveis Variaveis Variaveis Variaveis
iniciais transformadas iniciais transformadas

x|y6[9,16[ xlye[ln 9,In16[ x 1 1

Sy 0 0
x|y6[16,23[ xlye[ln 16,In23[ x 2 0,5

Sy 0 0
x|y6[23,30[ xlye[ln23,ln 30[ x 2,714 0,381

Sy 0,452 0,0753
x|y6[30,37[ xlye[ln 30,In37[ x 10,5 0,125

Sx 7,826 0,0399
X|ye[37,44] X|yefln 37,In 44[ x 28 0,0367

Sy 0 0
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E de salientar que, neste exemplo os dados nacs\démentes para se avaliar a
assimetria e o “achatamento”, pelo que estas medi@a foram calculadas.

O segundo exemplo é retirado de Grais (1974) e wat relagdo entre o “salario
mensal”, variavely e a “idade dos trabalhadores”, varidxelEste conjunto de dados
encontra-se descrito na Tabela 6, onde estdo tarmmBoadas as marcas das classes

junto as respectivas classes.

Tabela 6— NUmero de trabalhadores distribuidos de acordoaa@ade e salario mensal

Salario| <800 [800,900  [900,1000[ ~ [1000,1200[  [1200,1500[1500,2000[ >2000 _
Idade 700 850 950 1100 1350 1750  22p0

<25] 20 207 302 18 527
[25,30[ | 27,5| 121 461 526 111 1 1220
[30,35[ | 32,5 38 513 682 342 3 1578
[35,40[ | 37,5 17 103 567 298 182 18 1 1186
[40,45[ | 42,5 10 86 613 416 227 22 |4 1388
[45,50[ | 47,5 2 6 431 480 263 13 6 1201
[50,55[ | 52,5 7 10 105 226 98 12 7 465
>55| 60 3 2 60 37 18 5 5 130
Total | 405 1483 3002 1910 792 70 33 7695

O ultimo exemplo foi retirado de Calot (1969) e aese a “resisténcia a ruptura de
fibras de linho”, variavey e o seu “comprimento”, variavel Este conjunto de dados

encontra-se descrito na Tabela 7 onde, tal comexamplo anterior, estdo indicadas as
marcas das classes junto as respectivas classes.

Tabela 7— Resisténcia a ruptura de fibras de linho e résmecomprimento

Resisténci . = = = g g § E § ﬁ § S
arupturd @ put 2 s = S 5 S . S ¥ -
v 2 =2 2 g § § Z = S8 § n |Toma
Comprimento 775 825 875 925 975 1025 1075 1125 117525121275 1329

< 60 57,5 1 1 2
[60,65[ | 62,5 1 2 1 2 1 1 8
[65,70[ | 67,5 1 3 4 4 12 4 1 29
[70,75[ 72,5 2 2 5 12 10 8 1 40
[75,80[ | 77,5 1 5 5 9 9 4 33
[80,85[ | 82,5 1 2 3 7 11 7 2 2 2 37
[85,90[ 87,5 1 1 7 3 1 2 1 1 1 2 20
[90,95[ | 92,5 1 1 1 2 3 1 i 10
[95,100[ | 97,5 1 : 3
> 100 102,5 1 1

Total 5 9 13 28 43 36 21 8 5 4 6 5 183
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Em cada um destes exemplos foram determinadas @gidaseisuais de estudo atraves
do softwareMatlab 7.7.0 sendo que as marcas das classes aqui descritas &s
consideradas pelos respectivos autores. Esta asdelle-se ao facto de néo se possuir
0 conjunto de dados individuais, e assim sendcsidera-se que 0s autores usaram 0S
melhores valores representativos de cada classealdsges das medidas estatisticas
associadas a cada uma das variaveis estao indicadabela 8.

Tabela 8 —Valores descritivos para os conjuntos de dadodyiBale Fibras.

Salarios Fibras
x 37,4299 77,3361
y 1008,6095 100,5601
Sy 9,1770 8,5874
Sy 190,6751 11,7199
Nyix 0,3609 0,4533
N5y 0,2706 0,4162
T 0,5012 0,6321
r? 0,2512 0,3996
Yix 0,0504 0,2385
Y1y 1,8535 0,7077
Yox -0,5740 -0,3312
Y2y 7,1434 0,7032

Na Tabela 8, se compararmos os coeficientes delagéio global e o quadrado do

coeficiente de correlacdo linear, verificAmos que @&nbos 0s casos (ou seja, se
considerarmos a variavel y condicionada & vice-versa) vamos ter uma componente
n&o linear, sendo esta muito menor no Ultimo cBsw exemplo das Fibras que existe
uma componente ndo linear mais visivel, tomando @sdalornf,lx —r?=0.1097. Se

analisarmos a assimetria e o “achatamento” dawarg no exemplo dos Salarios,
verificamos que esta parece ser normal, sendo giienza mediday,,, encontra-se
muito distante dos valores normais. No que dizeks@ varidvek, a mesma parece ser
simétrica e ndo possui um elevado valor do “achatdoi. No exemplo das Fibras,
verifica-se que a variavel € mais assimétrica, mas os valores ndo sdo dermoasiad
elevados.

Sera legitimo tirar conclusfes para este conjuetadados usando os valores xle
condicionados aos d& Ou seja, no caso da recta de regressao, deivarsmhclusdes
a partir da recta de ajustamento de x dado y?

De seguida, tal como no exemplo do Betéo, fez-sestodo mais pormenorizado das
medidas condicionadas a cada classe. Também anuistelasses com poucos
elementos, pelo que o célculo da assimetria sdefi@rminado nas classes que possuiam
no minimo 3 elementos e para o calculo do “achatéotieclasses com pelo menos 4
elementos
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Tabela 9 —Valores descritivos condicionais para o conjuntaaéos Salarios

Condicionais — Valores das Condicionais — Valores das
X |YD]YolYo+h[ medidas Y |XD]XO,X0+h[ medidas
xy<800 x 25,698 V] y<ze y 794,497
Sy 7,629 s, 78,095
V1 1,815 V1 0,221
Y2 4,031 Y2 -1,475
X|ye[800,900] x 29,560 Yl xe[25,30] y 901,393
Sx 6,566 Sy 98,960
Y1 0,464 Y1 -0,026
Y2 0,809 Y2 0,576
X|ye[900,1000] x 37,938 Ylxe[30,35[ y 944,740
S 7,893 s 99,544
Y1 0,401 Y1 0,313
Y2 -0,295 Y2 -0,048
X|yer1000,1200[ | % 41,836 Ylxe[3s,40[ y 1050,000
S 7,649 s, 181,664
Y1 -0,055 Y1 1,480
Y2 -0,729 7 3,212
X|ye[1200,1500[ x 44,590 Yl xe[a0,45[ y 1077,666
Sy 5,448 s, 208,773
Y1 0,341 Y1 2,236
V2 -0,088 Y2 7,829
X|ye[1500,2000[ x 45,107 Yl xefas,s0[ y 1111,532
S 6,580 s, 181,177
Y1 0,663 Y1 1,767
Y2 -0,381 Y2 6,128
Xly>2000 x 48,030 Ylxes0,55] y 1140,753
9, 6,506 s, 222,403
Y1 0,623 "1 2,022
Y2 -0,788 Y2 6,782
Ylx>ss y 1119,61
s, 293,421
Y1 2,200
¥ 5,100

Na Tabela 9, podemos observar que a médiaddeloy cresce com o aumento do valor
dey, o mesmo nao acontece na médig dadox, basta olharmos para a ultima classe.
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Tabela 10 -Valores descritivos condicionais para o conjunta@aos Fibras

Condicionais — Valores das Condicionais — Valores das
X Ny vo+h medidas Y Ix %o, Xo+h] medidas
X|y<so x 65,500 ¥lx<e0 y 85,000
Sy 5,831 s, 7,500
2 -0,363 7 =
Y2 -1,372 Y2 -
X|ye[80,85( x 79,444 ¥l xe(60,65] y 90,000
Sy 11,115 Sy 9,1014
Y1 -1,254 21 0,512
}/2 -11320 ]/2 '0,580
X|ye[ss,o0[ x 85,577 ¥ lxefss,70[ y 94,224
Sx 14,458 Sy 7.105
)41 _11200 Y1 '0,550
Y2 -1,491 Y, -0,370
X|yefon,05 x ST Ylxerrost y 94,250
Sy 10,946 s, 6,942
YI -11390 )/1 '0,529
Y2 -0,758 Y2 -0,039
X|ye[9s,100( x 89,419 ¥l xe7s80] y 102,197
Sx 15,576 Sy 7,065
YI -11262 )/1 '0,602
12 -1,328 Y2 0,034
Xyef100,105] x 103,264 Yl xefso,85[ y 103,041
Sy 25,962 s, 9,571
2 -1,081 " 0,516
V2 -1,782 Y2 0,738
Xyef10s,110] x 106,429 Y lxefss.o0( y 106,750
Sy 28,190 Sy 13,065
14\ -1,076 2 0,736
Y2 -1,785 Y2 -0,644
X|yerr10115( x 101,875 Ylxe[90,95 y 117,000
Sy 21,038 Sy 10,595
14} -1,053 2 -0,499
Y2 -1,865 Y2 -0,861
Xye115,120( x 120,500 Y lxefos, 00[ y 130,833
Sy 33,302 Sy 2,357
2 -1,027 " -0,707
V2 -1,929 Vs -
X|yer20,125[ x 91,250 Ylx>100 y 127,500
Sy 2,165 s, 0,000
2 -1,155 i =
Y2 -0,667 Vs -
X|ye[125,130[ x 118,333
Sy 28,492
Y1 -1,092
Y2 -1,761
X|y>130 X 92,500
S, 4,472
Y1 0,000
V2 -1,750
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Na Tabela 10, as médias condicionaix dpresentam oscilacdes com o aumenty de
média dey dadox apresenta um crescimento com a excepcao da Utfimsse. Os
valores da assimetria ndo variam muito entre asefa

Os valores das condicionadas, neste exemplo, limam se determinadas classes nao
sugerem normalidade, mas verifica-se que estasui@ospiores resultados do que as
obtidas com todo o conjunto de dados.

Para tentar obter mais algumas respostas pode@gareads respectivas representacdes
gréficas.

A representacdo gréafica dos conjuntos de dadosldborada com a ajuda do software
Winplot bem como as respectivas curvas de regressadoctmmatias e as rectas de
regressao.

Para cada conjunto de dados foram elaborados atgimdos para a obtencdo da recta
de regressao, célculos que serdo aqui omitidosde spenas apresentadas as equacdes
das rectas de regressao. Estes calculos tem pprabasria que serd desenvolvida nas
seccles 2.2 e 2.3.

Para o exemplo dos Saléarios, a recta de regressé@s dado Y é dada po¥ =
—544,3095 + 41,4555X e a recta de regressdao de Y dado X é dada per Y
618,5289 + 10,4216X. Para o exemplo das Fibras, a recta de regregs&adddo Y é
dada porY = —66,4177 + 2,1591X e a recta de regressdo de Y dado X é dada por
Y= 33,8441 + 0,86227X.

Curva de Regresso de X dado ¥
<---- Recta de
Regressio de
Xdado ¥

Regressiode I
dado X'
.

3T Recta de Regressdo
de ¥ dado X

p /A 25 37 50 62

Figura 3 —Distribuicdo do nimero de trabalhadores de acoodo & idade e
salario mensal. Curvas de regresséo condicionadasade regressao.
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As curvas de regressao sao obtidas unindo os satoéeios de cada classe quand
fixa uma das variaveis. Estes valores encor-se descritos nas Tabelas 9 €

Analisando a Figura Jjarec-nos que a curva de regressaoYdgadoX aproxima-se
mais darespectiva recta de regressdo do que a curva desség deX dadoY, no
entantoexiste uma maior componente nao linear qo fixamos as classes eX.
Porque sera que isto acontece? Sera que é petod@n ./, ser maior do qun g, ?

Sera porque a correlacao linear existente nao ®rexpressive

Na Figura 4ambas as curvas de regressao aprox-se da recta de regressao. Nt
exemplo tense que o coeficiente de correlacdo linear € maoique no exempl
anterior e a componente nanear € menor. Verificae ainda que a curva de regres
de X dadoY aproximase melhor da respectiva curva de regressao. Déogue este:
coeficientes influenciam entdo as curvas de rego8sSe em vez de classes, fos
valores individuais, estas cdusdes mudariam?

Recta de
1401 Regressio de —-- =
Xdado ¥

Recta de Regressdo
s+ J S de ¥ dado X

110+

95T

S0
Curvade .

~ Regressiode I
8T dade X

I I I I I I I I I I I I I I
45 50 35 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110

Figura 4 —Distribuicdo da resisténcia a ruptura de fibradird® e respectivi
comprimento. Curvas de regressdo condicionadasa de regressé
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1.3. Organizacédo da Dissertacao

No capitulo 2, é feita uma revisdo dos conceitdsdes usados na tese e sdo abordadas
varias metodologias numa tentativa de dar resposigumas das questdes levantadas
na seccao anterior e outras que possam surgir.

No capitulo 3, estas metodologias sédo aplicadas@yantos de dados ja apresentados
e a outros conjuntos de dados individuais e feitdesipretacéo dos resultados.

No capitulo 4, recorrendo a simula¢gBes obtém-sstakbadiicdo amostral do coeficiente
de correlacdo global e discute-se de que forma peidesada para testar se a existéncia
de ndo linearidade num conjunto de dados é ouigaiicativa.

No capitulo 5 apresenta-se alguns comentarios sohrabalho desenvolvido e as
guestdes que nos foram surgindo no decorrer dm restgdo.






Capitulo 2 : Elementos da Teoria

Neste capitulo optamos por esta ordem das seap@ssas implicacdes duns aspectos
nos outros poderiam sugerir outra ordem.

2.1. Correlacao e Regresséao

Um estudo de Correlagéo consiste em analisar sevdwigveis estéo ligadas em algum
sentido, ou seja, verificar se tém comportamergfadid. A correlagdo global pode ser
perfeita num sentido e ser nula no outro, ou geEjde a variavek dar-nos informacao
completa sobre a varidvél, mas conhecida a variav& ndo obtermos qualquer
informacédo sobre a variavel. Naturalmente, todas as situacbes intermédias séo
possiveis.

A Regressdo € um método estatistico muito utilizpa® permite modelar a “ligacao”
entre variaveis e neste trabalho sera abordado gaimto de vista bidimensional. Este
meétodo consiste, no caso mais simples, em conhaawia variavel aleatorigk
determinar a variavel aleatéria, ou seja, efectua-se apenas num sentido. A esta
variavel costuma-se designar por variavel depeedenépresenta-se pofy—_y.

Supondo assim que se pretende determinar a cumegoEssédo dé dadoX (de forma
analoga se obtém a curva de regressao diedoY), a curva de regressao tedrica é dada
por f(x) = E(Y|x=,), ondeY|y_, costuma ser designada por variavel condicional e a
estimativa da curva de regressaoramndicionada pak = x € dada por:

§i = f(x; + h) = M= “média dos valores dg naquela “classe”.

ni
A técnica para se determinar cada uma das curvascoojunto de dados consiste em,
dividir a nuvem de pontos em classes segundo odziggx e/ou 0 eixo dogy, ou seja,
determinar respectivamente|, ;. . .. e/ou X |, ... Em cada classe calcula-se a
média condicional e substitui-se cada variavel miowlal pelo seu valor esperado —
média condicional. Desta forma esta-se a minimizarro quadratico meédio, Grais

(1964). Assim, a curva de regressao é a curvaawpjue melhor aproxima os dados
pelo critério dos minimos quadrados.

Uma representacdo grafica do ajuste de uma nuveportes (>g,yi), i =1..n através
da curva de regressao global pode ser a apresemaBmura 5. E a curva estimada,
constituida pelos pontd& Y ey ) pode ter a representacéo da Figura 6.

2.1



2.2

Curva de regressio
de X dado Y

X

A Correlacao Revisitada

Curva de regressdo
de ¥ dado X

Curva de regressdo

de ¥ dado X

H,_)

classes = v.a. condicionais

X

X

Figura 6 — Curva de Regressao relativa a uma distribuicaduds variaveis

Uma forma de sumariar os pares de pontos observédos), é recorrer a uma tabela
de contingéncia. Por vezes, e vai ser do nosses#e, descrever a variavel através de
classes. Assim, os valores do Har,y,) corresponderdo as marcas de cada classe.
Como usualmente designamos por marca de uma dasaer atribuido para efeito do
calculo das caracteristicas descritivas algébriQamse sempre € o ponto médio das
classes. Para classes abertas escolhe-se um eabilgpm critério que pareca razoavel.

A notagdo que adopta neste trabalho serd a mesredpiGraigl974)e é a seguinte:

Tabela 11- Representacéo de uma distribuicdo estatisticadcms variaveis

Varidvel Y Total marginal
Yi Y, Y Y de X
Variavel X
X N, N Lt n, n,
% Ny Ny LY M, N,
X n, n, n n n.
X Na  Ne Ny Ny N
Total marginalde Y | N, N, n; n, n
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Com os dados representados na forma da Tabeladdmps dizer que a curva de
regressao estimada gledadox, definida pela fixacdo dos valores da variaveéra a
seguinte expressao:

ng
Vi= 2y

As caracteristicas e definicbes associadas a Tdldelpodem entdo ser escritas da
seguinte forma:

& Caracteristicas amostrais marginais da varidvel
k
o1 e :
X = —Z n.X - média aritmética marginal
n =
1 k
n—an (x —x)* - variancia marginal
i=1
_ U3 d _ 15k =\3 . .
Vix = 5 ondeps =%y (6 — %)° ~ assimetria

Yax =3 — 3 ondey, = =%k ni.( — )* ~ “achatamento”

& Caracteristicas amostrais marginais da varigvel

=12 ‘A . .
n,j(yj —y) - variancia marginal

_ Hs 1 3 . .
Viy = ondeu; = 22z (% )" - assimetria

U 1 _N\4
Yoy = é — 3 ondep, = ;Z§'=1 n;j(yi —¥) - “achatamento”

@ Caracteristicas amostrais condicionaisXdgy ; , ¥

N 2 ( ) . I
X/, n—anxi es; = len” x —X|;)° - média e variancia
1 1=

1 _ 3 . .
Vix; = £2 ondep; = — %% n;i(x; —x|;)” - assimetria
x] nj
k ~ 4 13 ”
Yoxl; = £+ _ 3 ondey, = _,n;(x; —x|;) - “achatamento
x|] nj
& Caracteristicas amostrais condicionaisvyde; , V;

1= 1S ' NP - I
Yl —n— ny; es; = Znij (yj —yli) - média e variancia
i=1 n. =

_ M3 _ 151 —1\3 ; ;
Viyl, = - ondeu; = nTZFlnif(yf —y|;)” - assimetria
L .
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Y2 4 LU ”
Yoyl = 3 — 3 ondeu, = —Y'_ n;;(y; - 71;)" - “achatamento
y n;,

4

@ Covariancia amostral de duas variavgisY
1 _
COV(X,y):EZZnij (Xi _X)( ) Zznu |y] _Xy
i

& Rela¢les entre as caracteristicas marginais eagondis

1 K
:n_zznijxi - Zn Xl € y:_zznu y; = Zni.YL - a média
b i=1

marginal é igual a média ponderada das medlasanondls

2= nizl:n( ) + an 5 e S§=nigni.(yli y) + Zn Vi

j=1

A variancia marginal (variancia total de cada waipé igual a varidncia das médias
condicionais —s2 e sy mais a média das variancias condicionais, devetidm

Xl

N
ponderadas.

Desta forma, pode-se interpretar que a variant# feariancia marginal) € a soma da
variancia explicada pela regressao e a variansidual (variancia que nao € explicada
pela regressao).

Com estas definicbes esta-se em condi¢cOes derdeitoeficiente de correlacdo global
e o coeficiente de correlagao linear.

O coeficiente de correlacdo globaf,, representa a proporcdo da variancia explicada
pela curva, isto €,

, _ Vvarianciaexplicada , varianciaesidual
na = ——— =1- —— , 0<% <1,
varianciitota varianciztotal

A correlagdo der dadox é portanto dada por

K 1
Sl 1$ns,
’73|x :SLzli: = ou ’7$|x :1_T,
ooyl -y)
=]

<

j

e de forma anéloga a correlacaoXdeéadoy

| 1 |
zn ( ) anl X
2 = ou ,7>2(|Y :1_ w2

o S (x - S

i=1

g8

2 _
Mxy =

O coeficiente de correlagao linear amostrgl€ dado por:

vaiancidinearexlicada _ cov(x, y)
My = T = <r, <
Y vaiancidineartotal s.S, Xy
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Este coeficiente € visto como uma medida do graligdedo ou intensidade da relacao
linear entre a variav{ e a variavel. Indica-nos também a direccdo dessa relacao.

Notas:

1. Comor,, =r,, No que se segue, designa-se simplesmente. gdém disso, &

de ter em conta que se queremos tratar os dadesglemndo classes usa-se as
formulas atras mencionadas para a covarianciaa qsdesvios padrbes, caso
contrério usa-se a definicdo usual, ou seja,

20,7y, ~9)
NE A NE )

w=1 n w=1

r =

Com on?Z, obtém-se toda a correlacgéo, linear ou nao.

Sabendo que?, nos da o valor da correlacdo globat epenas o valor da
correlacéo linear faciimente se constata Qe > <n2 <1.

4. Do ponto de vista pratico, o tamanho das classesfdges consequéncias. Se
escolhermos classes “finas” numa variavel, temosndg precisdo nessa
variavel, mas o numero de pontos pode ser pequessim, a variancia da
estimativa da média de uma variavel condicionadaepsa classe “fina” pode
ser muito grande. Fica muito dependenteutéersou de pontos influentes.

5. As estimativas da curva de regressao tém as pdajplés da média:

v A classes “finas” correspondem poucos valores daptwr sujeitas a
flutuacBes de amostragem levando a uma pouca @oeeis y, ou seja,
tem-se uma boa precisdo na variavel condicionant®a ma precisdo na
variavel condicionada;

v A classes “grossas” correspondem muitos valoresodamto pouca
precisdo noX =x +h, ou seja, tem-se uma ma precisdo na variavel
condicionante e uma boa precisao na variavel candida.

2.2. A Recta de Regressao pelo Método dos Minimos Q  uadrados

O termo “regressao” foi introduzido por Sir Frandgalton em 1885 e Gauss
“descobriu” no inicio do séc XIX o método dos minsnquadrados. Desde entéo, a
andlise de regresséo linear foi muito desenvohedaeste trabalho vai-se cingir apenas
a descrever os resultados mais importantes e quaes®ssarios para a percepc¢ao do
qgue é apresentado. Para mais pormenores, a temgavwblvida pode ser encontrada,
por exemplo, em Tomassoatal (1983) e/ou Kutneet al (2004).

Consideremos entdo o modelo de regressao basé, @uneodelo linear, no qual temos
apenas uma variavel independente, isto é,

Y1=B0+B1Xl+£l l=1n (1)
onde
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Y; é o valor da variavel dependente na i-ésima obséoy
Bo € B, séo constantes;
X; é o valor da variavel independente na i-ésima rghgéo, que se admite
conhecida.
Para este modelo tem-se 0s seguintes pressupostos:
g; € 0 erro aleatorio com médiqs;) = 0 e variancias?(g;) = o?;
A covariancia entre pares de erras(é;, ;) = 0, i # j, pois 0s termos erros s&o
nao correlacionados;
g§~N(0,02).
Kutner et al (2004) prova que no modelo de regressao lineaplesna variavel;

provém de uma distribuicdo em que as médiaE'§80 = S, + B, X;, as variancias sao
o? e quaisquer dois valor&seY;, i # j, séo n&o correlacionados.

Este modelo tem parametros desconhecidos e quanpme necessario estimar, séo eles
Bo, B1 € 0?. Para se encontrar entdo os estimadores desfengiews pode utilizar-se o
método de estimacado pelos minimos quadrados (MMQ).

O MMQ considera que deve ser minima a soma daéndiss na vertical entre os
valores observados para Y e a recta ajustada. Assinsidera os desvios - E(Y),

eleva ao quadrado estes desvios e aplica o somatitendo-se:
Q= Z?=1(Yi —Bo— .31)(1')2 (2)
As estimacdes dg, e S, by € by, sdo obtidas aquando da minimizacédo de Q para a
amostra(X,,Y,),--,(X,,Y). Ou seja, tem-se que diferenciar (2) relativamenfg e
B1, € obtemos as seguintes condi¢des de estaciotarida

_—_Zi (Yl.—'BO—ﬂ]Xi)
—_— — i Xl(yl_ﬁ _ﬁ Xl)

De seguida, iguala-se a zero e obtém-se 0 miningzare é unico.
Da resolucéo das equacdes normais tem-se:

n n
ZYi =npy +ﬁlzxi
i=1 i=1
n n n
DK = o ) Xk ) X
i=1 i=1 i=1

sendo a solucéo dada por:
Ir’g" =Z7i1=1yi _ﬁ12?=1xi
- "

L ' 7il=1Xi2 _XZ?=1XL'
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As estimativa®, e b,sdo dadas por:

bO = }_/ - blf
n __
b = Dij=1 X Yi — NXy
1= —
n L x? —nx?

As variancias e covariancia dos estimadqgfgse 3;, que sdo nédo enviesados para 0s
casos em que a funcdo de distribuicdo da variéyebrente é gaussiana, sdo dadas
pelas seguintes equacdes, Tomassba(1983):

« 1 X2
V(,Bo) = ¢g? (z + —?zl(Xl- — )?)2>

2

N g
)= s
A A X
COU(,BO,ﬁl) = —m X 0'2
(J/i—bo—bﬁﬁp)z.

onde, uma estimativa pasd pode seg? = Zi=1

n-2

Os intervalos de confiancal®0(1 — a)%, para os valores d&, e def;, podem ser
determinados por:

* by * ty_z,a/2 X "17([?0) ;
* by £ th 242 X ’U(ﬁﬁ) ;

ondev designa a estimativa da variancia do estimador.

A recta de regressao permite-nos, conhecendo umn dek, predizer o valor d&, no
entanto, esta predicdo pode ser de dois tipos.nRuxlgquerer predizer um valor médio

7

ou um valor individual. Este dltimo caso € o castedor (1). No caso em que
queremos predizer um valor médio o modelo a usar é

py (x) = Bo + B1x
com parametros desconhecidos e portanto uma soeaega € dada por
‘ay(x) = bO + blx.

Dado um valor fixax; predizer um valor médio ou predizer um valor imdlisal conduz
ao mesmo resultado, mas os erros associados prealigdo n&o sdo 0S mesmos.

Para a predicdo de um valor médio, o erro padréoceglo a estimativa no portg
resulta de,

fy (x;) — py (x;) = by + bix; — (Bo + B1x;)
e a variancia do estimador correspondente é

V Gy () — iy (1)) = V(@ (0) = 02 [+ S22 ©
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Para a predicdo de um valor individual, o erro fadssociado a estimativa no poxto
resulta de,

EY) —Y; = by + byx; — (Bo + B1x; + &)
e a variancia do estimador correspondente é
_y]=g2 1, Gam)?
VIE() —¥] = o2 |1+ + 570

Como se pode constatar a variancia para um vatividual € simplesmente deduzida
pela adicdo de? a (3) pois 0 novo erro ndo é correlacionado comnbsriores.

Note-se que, se para algum
v’ x; = X, 0 erro € minimo e tem-se

V(i (o) =y (x) = 02 [2+ == = Z

n = Y(xi—x)2 T on

2
VIE(Y;) - Y] = o* [1+1+ . ]=02+%.

n o N(x;—x)?

2 2 2
Sen for muito grander? ~ o2 + < e sen for muito pequené- « o2 + <.
n n n

v x;» X ou x; KX o termo (x; —¥)? toma valores maiores e portanto as
variancias também.

Daqui pode-se concluir que quanto mais distantwegst; do centro da nuvem de
pontos maior sera 0 erro, menos precisa seraraatsta quer para um valor médio,
guer para um unico individuo.

Este efeito pode ser observado numa representag@fioagdo intervalo de confianca
para cada valor de No entanto, pode-se desde ja concluir que opia€a predizer um
valor individual vai ser maior do que o I.C. pana&dia.

O I.C. para um valor médio é determinado da segtiartna,

Ay (x) + vy () — py (x)) X t(n — 2,1 — a/2)

ondev € uma estimativa da varianciatér — 2,1 — a/2) é o quantill —a/2 da
distribuicdo t-student.

Para se obter a regido de confianca para toddaadecegresséo a distribuicéo t-student
deve ser substituida pela distribuicdo de Fished&cor, da seguinte forma,

py () £ V(i () — py () X [2F(n — 2,1 — a/2)]'/?

em quev é uma estimativa da varianciaFén — 2,1 — a/2) é o quantill — a/2 da
distribuicdo Fisher-Snedecor.

Da mesma forma se pode deduzir a um nivel de g§ntdiaa, um I.C. para um valor
individual, ou seja,

EY) £ yvlEY) Y] xt(h —2,1—a/2);

Y+ JUIE(Y) - Y] X [2F(n - 2,1 - a/2)]"/2.
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2.3. Distribuicdo Binormal

Um dos objectivos neste trabalho, sera aplicaoaateem amostras de variaveis com
distribuicbes normais. Para este estudo serdo ageraaridveis aleatdrias binormais
através do método de Box Muller (ver anexo A).

Considerando que estamos a estudar o caso em ios & distribuicdo de duas
variaveis agrupadas em classes, e que a relag&oestds € linear, entdo somos levados
a concluir que a curva de regressao sera uma e (1974) faz o ajustamento da
recta de regressao atraves das médias moéveis & aloegclusdo que:

= A recta de ajustamento de dado X, Y-, = 8,(X - i ), passa pelo ponto médio

(ux, y) € o valor deb; é dado porg, = COV();’Y) =p Iv .
o Oy

@ A recta de ajustamento de dadoy, X -y =i(Y—uY), passa pelo ponto

1]

1 _cofX.Y)_ gy

médio (uy,uy) € o valor deﬁi € dado por.—=">""1=p Pelo que
1

2
1 gy Oy

facilmente se verifica qué — py, = %Z—Y X — uy).
X

Assim, considerando a expressédo da recta de ajeistan = g, +,o&(x - u,) que
Oy

nos da a curva de regressdo linear e tendo em ameaX =N(u,,0,) e

Y = N(u,0,) tem-se queY |,_,= N(ﬂv + pZ_Y(X_/Jx ) o 1- sz

X
Neste trabalho e numa primeira abordagem, sera gerado um par binermaaladeis
independentes, ou seja, =0 e portantoY -4, =0. Numa segunda abordagem, sera
gerada uma binormal, tal qye# 0 e sera considerado que =y, =0 e 0, =0, =1
(se ndo for o caso reduz-se a este casoSpmmdardizacédo)Desta forma vem que
E(Y|y..)=0%, V(Y| )=1- p® e as variaveis serao tais gie= N(01), Y = N(01)

eY= N(px,m).

2.4. ANOVA

A Andlise de Variancia surgiu com a necessidade de se comparar as ateédds ou

mais grupos de amostras aleatorias e independentes, visto queapboagio do teste
t-Student, a probabilidade de se cometer o erro Tipo | aumentavaeransithente.

Esta situacdo deve-se ao facto de quando se efectua cada comparacdo de pares de
médias a probabilidade de se cometer o erro Tipo | ndo é alteradongroasjunto das
comparacdes € aumentado.

Para realizar o teste global sdo necessarios efectudestes independentes, se
considerarmos que temas grupos, com um nivel de significanaia(probabilidade de
erradamente se considerar significativa cada comparacdo entre duas médias).
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Considerandoa* o nivel de significancia quando efectuamos simelianente o
conjunto dosm testes independentes temos que:

a * = probabilidade de rejeitar pelo menos uma daséses nulas verdadeira
= 1- probabilidade de n&o rejeitar nenhuma hipoteseverdadeira

=1-(1-a)"

Uma primeira metodologia foi proposta por Sir Rdndfisher — 1935, que
abreviadamente corresponde a ANOVAnalysis of Variance”, usual. Esta analise
pressupde que a distribuicdo da variavel em esta@gonormal em cada grupo e que o0s
grupos sejam homogéneos. Para testar se as ampsssieem as meédias dos grupos
significativamente diferentes, verifica-se se aaraiia residual € significativamente
inferior a variancia entre grupos, estudando unficdeate associado ao quociente das
variancias.

Na regressdo, este coeficiente € uma medida do onéipm se as classes forem
caracterizadas de forma equivalente.

Se as variaveis independentes em estudo (facttoesh fixadas pelo investigador
entdo tem-se uma ANOVA de efeitos fixos, se existamaveis que ele ndo controla
entdo estd-se perante uma ANOVA de efeitos aleatéou seja, ou estamos perante o
caso em gue sabemos que grupos queremos estudds om conjunto de grupos
extraimos aleatoriamente um numero inferior de @gup/ma combinacéo destas duas
resulta numa ANOVA de efeitos mistos.

Quando na ANOVA se rejeita a igualdade das médigsrque existe pelo menos uma
delas que é significativamente diferente das ouRag verificar de que forma elas se
diferenciam, duas a duas, usa-se a “Comparac¢adphalde médias”. Os testes usados
neste procedimento sdo varios, mas os mais usado¥ukey, Bonferroni, Scheffé e
LSD. O mesmo pode ser feito na regressdo, poigeexis paralelismo entre os
parametros, como podemos constatar comparanddasosddelos a seguir.

O modelo de efeitos fixos pode ser descrito daisggtorma:

xij :/J"‘O'J- + &

i, 1=1..n e j=1..m

X; —representa a observacdo para a i-esima observagasimo grupo;

u — valor esperado da variave; ;

a, —representa o efeito principal do j-ésimo grupo;

&; — sdo os residuos ou erros e sdo assumidos como serependentes e tendo
distribuicdo normal com valor esperado zero e wnai#@constanteg? .

O modelo a ser considerado na regressao podersarlfmo da seguinte forma:

Y = f(xj )+5J

em que no calculd (xi) pode ser usada uma média, os residuos sao geralnmais

e numa situacao ideal (correlacdo binormal, pormgie), para além de média nula,
todos os residuos tém a mesma variancia. Muitassyse existir heterocedasticidade,
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as diferencas de variancias podem ser compensadaegosw; (correspondendo aos

observado calculado)2
1

efeitos fixos) tal que se minimizEWj (yj Y,

Com estes modelos e tendo em conta que se pretengmarar as médias de dois ou
mais grupos de amostras aleatorias e independentépptese a ser testada pode ser
formulada do seguinte modo:

Ho ity =p,=...= 4, = (ou seja, o factor ndo produz efeito)

Na regressao, espera-se que= f(xj) para uma dada funcédb em classes fixadas a
priori.

Para se testar a hipotese nula tem-se de proceeltingacdo da variagdo dentro dos
grupos (VDG) e da variacéo entre os grupos (VEG).

Cada uma daquelas varia¢des sao variaveis assmiddsf
=2 — —\2

ZjZi(Xij_Xj)z

o2

r . r.f. VDG _ 2 H . rd d .r n,.,
para as quais se verifieg;- = ~ X3,n,—m QuerHy seja verdadeira ou néo

vEG _ %jn(X-%)° 2

~ g X.._, apenas seH, € verdadeira.

mas,

A partir destas variaveis, pode obter-se quadratémios dentro dos grupos (QMDG) e
os quadrados meédios entre grupos (QMEG). Assinenods:

VDG VEG

que sao variaveis independentes.

QMDG =

Entdo a comparacdo entre aqueles quadrados meéelinste realizar o teste para
validar a hipotesé#l, . Sob a validade dB, tem-se que,

VEG /o2

_QMEG _ Sp—1  Xmea/(m—1)
QMDG ~ VDG/o® 3 . _./%;n—m
xjnj—m

e como oguociente de Qui-Quadrados independentes divigigtis respectivo nimero
de graus de liberdade tem distribuicdo F de Snedgem que,F~T(m_1,Zl_nj_m). A

prova destes resultados pode ser vista, por exempl®@estana e Velosa (2006).

Para a correlagdo basta-nos estabelecer a relagfiexipte entre a estatistiEae o
valor do coeficient®?, para efectuar um paralelismo entre as estatisticas

Sejam o0 numero de grupos em O coeficiente de correlacédo global pode descrito

v 1 1
2 exp — j—
como Sendon** = Vexp+Vres VexptVres 14 Vres !
Vexp Vexp
1 v, 1 v; Y 1 Y :
=1+ 2—1=re5<:>exp=1 <z>ﬂ:ﬂ_*2>0
Ure VEXP Micx VexP Vres 2 -1 Vres 1=

N
O coeficiente de Snedecor pode vir escrito em foiigd variancias explicadas pois:

an—m) % VEG _ (Z nj—m) % Vexp
m-1 VDG

VEG > Ve €VDG = Vyes, OU sejaF = ( ST xR
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an—m) nZ. nZ. m-1 2 m—1 5
= X (=4 = = =—F X — =
F ( m-—1 1—7]3* 1—7]3* an_mF s Zn]-—mF (1 T’**)
m—1

2 m-—1 2 m—1 2 Zn]-—m

g X = (=" = —
77** + an_mF n** an_mF T’** =T 1
an—m

Quando se agrupa num caso concreto de uma regréss@s de ter em atengcao que
podem ficar classes sem elementos e podem ficesedamuito desequilibradas. Logo
vamos terF’'s com graus de liberdade diferentes, o0 que sugeesnuma regressao

vamos ter uma mistura de F’s diferentes.

A estatisticd detecta se as médias sdo ou ndo séo todas i§edigtem todas iguais o
n% =0, caso contrarim? # 0, tem-se que fazer as previsGgsc) usando médias
condicionais.

Recorde-se que conhecido undeterminag(x) pode ser feito de duas maneiras:

1. Dado por uma recta ou por uma outra curva analiticatas alternativas);
2. Média condicionada.

Qual a melhor? A que tiver menor variancia e defepgacia com distribuicdo
conhecida.

2.5. Momentos cruzados de terceira ordem (Dodge)

Como se pode constatar, a ANOVA e a Correlacdod3sgo tém uma metodologia
muito parecida. Nestas metodologias é crucial qudistribuicbes nas classes sejam
gaussianas, mas é robusto a pequenas assimetrias.

Para a correlacdo ser diferente da ANOVA teria aeeh produtos cruzados por y
pois s6 assim os valores das covariancias serifaredies. De facto, isto normalmente
acontece, levando a pensar que talvez seja poqiss@ Dodge and Rousson (1999)
calculem momentos cruzados para avaliar a linedeida

Num dos artigos de Dodge and Rousson (1999), estega por considerar um modelo
de regressao linear e recorrendo a covariancia do#s variaveis e a covariancia entre
trés variaveisgovtri e chega a seguinte expressao:

Pry = nr (4)

Yix

Como iremos ver, ela so é valida¥séor a variavel respost, a variavel independente
e a correlacao entre as duas variaveis for linear.

Considerando a recta de regressao na forma jautita anteriormente
— Oy —
Y=YV =pyy—X—-X)
Ox
o (o)
ondeb; = pXYU_Y = pxy = by U_X
X Y

cov(X,Y)
Ox0y

Como ja é sabid@yy, = = cov(X,Y) = pxy0ox0y, logocov(X,Y) = b,07.

Dodge and Rousson (1999) define a covariancia éésevariaveis como sendo
cov3(X,Y,Z) = E[(X — E[XD(Y — E[YD(Z — E[Z])]
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e a correlacao entre trés variaveis como sendo

__cov3(X,Y,Z)

Pxyz = oxoyoy

Com estas definicbes esta-se em condicdes de chegaressao (4) e vai-se proceder a
sua prova.

Através da definicdo de covariancia entre trésavars e considerando a equacdo da
recta de regresséao (1), pode-se concluir que:

cov3(X,X,Y) =E[X -X)X—-X)(Y - Y)]=
=E[(X = X)(X = X)(by + b1 X — by — b1 X)]=
= bE[(X - X)X - X)X — X)]=
= b,cov3(X,X,X)

cov3(X,Y,Y) = E[X-X)(Y - Y)(Y - Y)]=
= E[(X —X)b1(X —X)b1(X —X)]
= b{E[(X — X)) (X —X)(X — X)]
= b?cov3(X,X,X)

cov3(Y,Y,Y) =b3E[(X - X)X - X)(X — X)]
= bjcov3(X,X,X)

Quanto aos coeficientes de correlagao tem-se que:

cov3(X, X, X) .
Pxxx = Oy Ox Oy I
El(x-X cov3(X,X,X
pois por definicad;x = M logoY;x = —((,3 )-
X
bicov3(X,X,X) b1Y1X0x ox
Assim sendopyyy = xoxor = ooy b1Y1x
_ bicov3(X.X,X) b1Y1XGx — 12
Pxyy == oxo% by le
bicov3(X,X,X) _ biYix0% _ ;3
Pryy == = o bi le

Conjugando a covariancia e correlacdo de trésweisi&em que,
cov3(Y,Y,Y) = b3 cov3(X, X,X) &

3

_ bfa)sﬂﬁx Y1y 3 UX Yiy _ Ox Yiy _

SYVy=—F—o =b = Ao b; == Sy = pxy (c.q.d.).
Y 1X 1X Oy

A expressao (4) pode também ser usada para vesigca modelo linear se ajusta aos
dados, ou seja, se a parte nao linear nao é sigtivéh. Como a expressédo so € valida se

a correlacédo entre as duas variaveis € lineara tm&lllsariyy e verificar se este se
Yx

afasta muito do valor 1.
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2.6. Outliers e Pontos Influentes

Na analise de regressdo podem existir observac@es sg distinguem pelo
comportamento da maioria dos outros valores e a chmmamosoutliers ou
observacoes influentes.

Em particular, numa regressdo gaussiana, ha maitogoutliers do que pontos
influentes onde ambos exigem ser pontos extrenoasslomas para se ser influente tem
que ser extremo local simultaneamente nas variaveig e para seoutlier tem de ser
extremo local numa e ndo o ser na outra.

A maneira mais simples, e numa primeira abordagemraeblema, a deteccdo destas
observacdes pode ser feita através da analiseadpadia de dispersédo das préprias
variaveis e em seguida dos residuo¥ @ersusX;.

Numa segunda abordagem, serda melhor considerarenliés técnicas estatisticas
analiticas para detectar estas observacgoes.

hY

Para a identificagdo deutliers pode recorrer-se a matriz “chapéu” (hat matrix),
H =X'(X'X)"1X, de dimenséa x p, ondep é o nimero de variaveis explicativas a

dimensdo de cada uma das variaveis. Através dela-g® estudar o tamanho dos
“residuos apagados studentardizados”. Analiticaeneestes residuos podem ser

P P e; n-p-1 1/2
calculados através da formulas ————=¢; | ————
SSE(1—hy;)—e;?

MSE(i)(l—hii) B
residuos,MSE;! € o erro quadratico meédio quandad e ésimo caso & omitido na
obtencdo da regress®sE € a variabilidade ndo explicada pelo modelo masp&los
erros eh; sao os elementos da diagonal da matriz “chapéejui®lo Dodge and
Rousson (1999), aobservacao é umutlier se|t;| = 2.

, ondee; sé@o os

Aos valoresh;; da-se o nome deveragee traduz-se numa medida de distancia entre os
valores da — ésimo caso e a média dascasos, ou seja, média das variaveiskere
0 i — ésimo caso é unoutlier entdo possui um valor deveragegrande Considera-se

um valor grande sé;; > 2 x%, ondep é o numero de parametros da regressao,
incluindo o associado a ordenada na origem.

A matriz “chapéu” pode ainda ser usada para vewurs@ nova observacao vai
influenciar ou ndo na inferéncia. Como este eshiitné um dos objectivos do trabalho
nao sera aqui abordado, mas pode ser visto marseporizadamente em Kutner
(2004).

Apés a identificacdo dos valores extremos interesser se estas observacdes
influenciam ou ndo na determinagcdo da curva deessgp. Para esta identificacdo
existem trés medidas de influéncia que sdo usamasfrequéncia, sédo elas influéncia
de apenas um valor ajustado — DFFITS, influénciaadi®s os valores ajustados —
Distancia Cook e influéncia dos coeficientes daeggfio — DFBETAS. Para o calculo
de cada medida omite-se a observagao que se Egrsaaor extremo.

No calculo da medida DFFITS pretende-se verifi@aroscasoi que pensamos ser
influente tem interferéncia na sua predicao. Assietermina-se o valor da medida que
€ dado por:

! Optou-se por usar a notagéo usual neste contexto.
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1/2

V. — V.. hi:
(DFFITS); = ——2 = ¢, ( i )
1/MSE(i)hii 1- hii
ondeY; é o valor predito da observagaguando estamos a considerar a regressdo com
asn observacoes @i(i) € o valor predito da observacéquando excluimos o suposto

7

caso influente. Considera-se que a observacgéo i € influente gelay absoluto de

DFFITS for superior a 1 para pequenas e médiasteasos se for superior &/p/n
para amostras grandes.

No caso da medida distancia @eok esta determina a influéncia que uma observacao
tem na predicdo de todos os outros valores semrtemaatencdo o sinal desta
influéncia. Assim, esta medida € dada por:

~ ~ 2
_ (B —Yw) e [ hig ]
onde 17]-(i) € o valor predito da observacfoquando excluimos a observacio

Verificamos que existe interferéncia da observag#oregressao se o valor do percentil
estiver perto de 50% ou for superior.

D;

A medida de influéncia DFBETAS vé a interferéncige @ observacéotem sobre o
calculo dos valores dos coeficientes de regregsgta.medida € muito similar a medida
DFFITS, mas em vez de usar os valores preditoseceem a observacaputiliza os
valores dos coeficientes de regressdo obtidos cosene a observacdn que se
designam pob,, e by;), respectivamente. Assim sendo, o seu calculot@ deiavés da
seguinte expressao:

by — by
1/1\4.S‘E(i)ckk
ondecy, € ok — ésimo elemento da matrigX'X)~t. Um elevado valor desta medida
leva-nos a concluir que a observagatem uma forte influéncia no célculo do—
ésimo coeficiente de correlacdo. Considera-se que afité€ncia é significativa se o

moédulo da medida excedémo caso de amostras pequenas e médias ou exybder
para amostras grandes.

Estas metodologias ndo sdo adaptadas a regressdemussianas que Sao 0 caso de
muitas regressdes nao lineares.

2.7. Métodos Alternativos

O método dos minimos quadrados para a estimacacogdisientes de uma regressao
linear, apesar de ser o método mais utilizado gedafacil implementacéo e por constar
na maioria dos softwares estatisticos, € extrem@nsemsivel a valores extremos (Yo

e pontos influentes n¥) da variavel dependente e heterocedasticidadendaten, pelo
que outros estimadores mais robustos foram elabsnadra modelos lineares. Assim,
no sentido de corrigir estes problemas, pode-s@nerca estimadores ndo paramétricos,
como por exemplo, a Regressdo dos Minimos Desvis®latos, MDA, que por sua
vez é um caso particular da Regressdo Quantilica.
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Este recurso a estimadores mais robustos aquandoséavacdo de uma variancia dos
erros bastante elevada, deve-se ao facto de spoegjue a linearidade na variavel

e 0 nao enviesamento sdo caracteristt@sMMQ em vez de se pensar que Sao
pressupostos que devem de ser validados.

Laplace, em 1818, provou que para 0 modelo de ss§oebivariado que passa na
origem, o estimador dos coeficientes de regress@é km uma variancia inferior a
obtida pelo MMQ.

2.7.1. Regresséo MDA

A Regressdo dos Minimos Desvios Absolutos, MDA, tasuivezes conhecida como
regressdo mediana, € um método que consiste maaedb dos coeficientes da
regressao atraves da minimizacdo da soma dos sabsolutos dos erros residuais,
isto &, minimizar

D 1% = (b + biXo)

O conceito do MDA néo é assim mais dificil do qudeoMMQ e tem a vantagem do
valor dos residuos traduzir melhor o desvio do @dnt,y;) da curva de regresséo
E(Y;) = by + b1 X;. Este método foi muitas vezes preterido em detrimelo MMQ
pela sua pesada computacédo. Hoje em dia isto deie@er um problema e por isso o
MDA comecou a ser mais usado. No entanto, o caldak estimadores néo é feito
através de formulas existentes, mas sim atravésdagoritmo.

Na regressdo MDA a recta passa por dois pontosndatea e por isso o procedimento
comeca com um dado ponto da amoéttay,) e procura qual o ponto, dos restantes da
amostra, por onde passa a recta com menores dedgokitos. Depois de encontrado,
este passa a ser 0 ponto inicial e repete-se egiroento. O algoritmo termina quando
se voltar a ter um mesmo ponto inicial, ou sefagéhor recta voltar a ser a anterior.

De seguida, apresenta-se como o algoritmo funciona.

v' Dado(x,,y,) e para cadéx;, y;), calcular o decllvé"—y0 gue passa pelos dois

pontos;
v’ Sex; = x, para algum, o declive ndo é calculado e o ponto ignorado;

v Reindexar os pontos de forma a %&e% < P20 o ... < Yno.
—A0

Xo Xn—Xo
v' SejaT = Y|x; — x,|. Encontrar o indick que satisfaz

1
[x1 — xg| + -+ [xp—1 — %0 < 5T

2
|y — xo| + -+ + |xp—1 — Xo| + [ — x| < ET
v" A melhor recta que passa fay,y,) € Y = bj + bi X, onde
b; = z’; f eb = y, — bix,.

Neste algoritmo, ocasionalmente, ocorrem dois faajoe provocam problemas
técnicos. Sao eles a ndo unicidade e a degenerAcdao unicidade implica que a
melhor recta de regressédo, que passa por um p@uae Unica e a degeneracdo implica
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que a melhor recta que passa por esse ponto tapdisa por dois ou mais pontos da
amostra. Quando isto acontece, a ma escolha do poet irhd continuar o algoritmo,
pode levar a que este entre em ciclo ou resultaamecta que ndo € a melhor curva de
regressdo pelo MDA. Estes casos podem ser vistoaloolo do indicd& quando temos
uma igualdade em vez de desigualdade ou quandostemie declives iguais. Para
contornar estes problemas Dodge and Rousson (18&@am uma solugéo, que nao
sera aqui apresentada.

As provas do porqué deste algoritmo e de que a pastsa realmente por dois pontos da
amostra pode ser vistas também em Dodge and Ro(13@89).

Além destes dois problemas, Koenker and BassefBjlifiencionam que este método
tem uma outra desvantagem, que € o facto de pwteafectado por uma unica
observacdo, ou seja, possui um ponto de ruptueaKtpoint) del /n. E através deste
ponto de ruptura que se quantifica a sensibilidkd®IMQ, Giloniet al (2005), e numa
tentativa de melhorar este valor foi desenvolvidaaunova técnica chamada e
Regressao MDA Pesada, que através de pesos adsderaal@ um acréscimo do valor
do ponto de ruptura e por conseguinte a uma malmustez dos estimadores MDA.
Esta técnica ndo sera aqui abordada mas podesteewm Gilonet al (2005).

2.7.2. Regressao Quantilica

A Regressdo Quantilica permite analisar a assariegée a variavel dependente e
variaveis independentes nos diversos quantis didbdigdo condicional, tendo-se assim
um estudo que nao se cinge ao caso da previséo glalar médio.

Algumas das vantagens apontadas por Koenker arsgtB§5978) sédo as seguintes:

v A regressdo quantilica é usada quando a distribuigdo € gaussiana,
particularmente quando ndo é simétrica. No enta®oa distribuicdo for
gaussiana a regressao quantilica consegue sevaelahte eficiente, enquanto
que o estimador dos minimos quadrados € muito parenuitas distribuicbes
nao gaussianas principalmente quando a distribyigésui caudas longas;

v Os erros ndo terem distribuicdo normal e/ou na@nsehomocedasticos
proporciona a obtencdo de estimadores de regregsadilica mais eficientes
do que os obtidos por regressédo dos minimos quasirad

v' Aregressao quantilica é mais robustatiers

v E uma regressdo mais informativa pois permite olmea regressdo em cada
quantil de interesse.

Neste trabalho, sera exposta a teoria aplicadaaso bidimensional. Para mais
pormenores consultar Koenker and Bassett (1978).

A regressao quantilica, para o caso de um modelegi®essao linear (1), € obtida
minimizando uma soma, pesada assimetricamenteyaloges absolutos dos erros, ou
seja, encontrando a solucao de:
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min( ) Oly—by—bxl+ Y (1=0)lyi—by— bl |=

Yi=bo+b1x; Yisbo+byx;

n
= minZ W(e)(y; — by — byx)n?

=1

onde
6 é oj-ésimo quantil da amostra@< 0 < 1 ;
Os, e=>0
¥(e) = {(9 —1g <0’
forem positivos ou pof —1 caso contrario, fazendo com que estes sejam
tratados assimetricamente.

ou seja,¥ multiplica os residuos pat se estes

No caso em que se teéin= 1/2 estamos no caso da mediana, ou seja, ha regussao
minimos desvios absolutos descrita em na secc¢éh 2.7

Os estimadores para um numero fixo de quantis@@bioacdes lineares de estatisticas
de ordem.
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O estudo inicia-se com o calculo da correlagéo, éstdos valores dzgafqy, n§|X er?
para 0 mesmo agrupamento de dados. No entanta tndmente que? é sempre
menor do quey)z(ly e n§|X, enumera-se ja alguns resultados evidentes ergaeser
verificados com os exemplos. Assim, temos que:

= Ser? ~ 1, esta tudo resolvido. Se as variaveis tém disg#mubivariada normal e
temos o valor de? também, ndo vamos precisar procurar os valoreg.d@ois
o coeficiente de correlacdo de Pearson traduz uon@lacdo linear perfeita
guando estamos perante variaveis binormais (“Taxtaralacao € linear”).
= Ser? « 1 calcula-se 0%7%,. Uma duvida que defrontamos é as varidveis nao
serem gaussianas. Se ndo forem, os residuos aotdEmpser gaussianos ou
podemos estar perante uma situagdo em que nadssaye. Os residuos podem
mesmo ser gaussianos, mas nao terem a mesma iafi@nccaso do conjunto de
dados “Virgin”, que iremos ver mais a frente, omderesiduos ndo apresentam
variancia constante).
Y Se ow?, ~ r?, a distribuicAdX,Y) pode ser binormal, isto é, tem que ser
avaliada a possibilidade das rectas de regresséin teda a informacao.
% Se houver umnZ > r? (ou se pelo menos for possivel distinguir
estatisticamentg?, der?) entdo a distribuica@x, Y) nao é binormal e por
ISso tem-se que analisar as duas curvas condic@enad seja, avaliar a
nao linearidade e o que isso significa. Além dissoresiduos podem ou
Nao ser normais;

Apoés a analise da correlagdo, num estudo da régressnos querer a custa de uma
variavel obter informacéo sobre outra. Neste casiemos ter quatro situacdes:

v' Conhecida uma das variaveis, podemos querer estimar média (erro da

2
ordem de%) ou estimar um valor individual (erro da ordenuvdg

v" Podemos querer um valor no meio da amostra (unt@rpiolacéo”) ou um valor
para além do limite da amostra (uma “extrapolagéo”)

v" Podemos querer estimar um valor que foi efectivaenebservado, ou seja, um
valor da amostra ou um valor que néo foi observads pertence a populacao;

v' Pode-se fazer estimativas com uma recta ou uma dewegressao usando o
método de minimos quadrados ou com uma curva dessfp global usando as
médias condicionais.

Assim, temog* situacGes diferentes.

Nota: No estudo da curva de regressao global, paraupagrento de classes considera-
se o0 seguinte:

1. Se tiver sentido, deve-se considerar todas aseslassn a mesma amplitude ou
com o mesmo efectivo.

2. Quando néo for possivel e se houver uma regra,-skevanto quanto possivel

segui-la. Por exemplo, classes com extremos 10, 1@@0, € natural que se
escolha a classe seguinte com extremo 10000 (smrgiie temos classes da

3.1
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mesma amplitude em logaritmo). Para as classesneasr 0 problema € mais
complicado pela possibilidade de criar pontos erfbes para uma regresséo,
possivel existéncia deutliers e também a possibilidade de se estar a supor
valores aberrantes para uma variavel (por exeroptey chuva negativa).

3. Se ndo ha regra, tomamos a varid¥eé isolamos duas classes consecutivas,
[xq0, xp[ € [x, x.[. Sejam a média e a variancia de cada uma desissest,,
Xg, s; e s, respectivamente. Supondo que temgselementos na primeira
classe eng elementos na segunda classe, uma estimativa da feétd com a
L P Sa L = S
rimeira classe sera + —= e na segunda classe sera —. Se
p de + = g et —

NapXap+ngXp

juntarmos as duas classes a média sera dadapos m——- (média das
A

médias devidamente ponderadas) e a variancia dsectgrupada é dada por,
2 tnps3 Xa—%ap)2+ng(Xp—%ap)> L - A .
52, = tASAtESh | na(a-Tap) *1p(pXa) (madia das variancias devidamente
nag+ng ny +ng
ponderadas e a variancia das médias), supondasseslA e B independentes,

ou seja, com covariancia nula.

Deve-se agrupar as classes se 0 segundo valorafsrpaqueno que algum dos
outros dois primeiros valores. Pode ser Util agrmaaa a classe da ponta e ndo
ser para a classe anterior, visto que € nos extregom a situacao € mais sensivel
(outliers ou pontos influentes). Ao fazer este novo agrupgmnerdo nos
podemos esquecer qual o efeito da perda de undgrblberdader{ — 1).

3.1. Linearidade e néo linearidade em diferentes ex emplos

Para se obter uma estimativa da distribuicdo dawesdo coeficiente de correlacéo
nao linear, que é um dos objectivos deste trabalhessencial que ndo haja uma
dependéncia das classes dos valores @doy (tanto no tamanho das classes como na
sua posicéo).

Neste sentido, numa primeira abordagem, atravésdois dos exemplos ja
referenciados, Grais (1974) e Calot (1969), e uvormonjunto de dados individuais
referentes a “Conservacao do contexto de paresdfies’, Mouraet al (2005), vai-se
expor algumas das diferengcas que se verificam @stresultados obtidos usando as
classes estipuladas pelos autores e quando exiglanga das classes, para os dois

primeiros exemplos e no terceiro analisa-se odtegs com diferentes agrupamentos.

Mas antes de passar a esta analise vai-se desoraiepormenorizadamente o terceiro
exemplo.

O conjunto dos dados individuais caracteriza acé@ajue existe entre a conservacao
do contexto de pares de coddes, varigvela conservacdo do codao, variavéFigura

7). Este estudo é feito com base em sequénciasdifecacao de 22 espécies de fungos
e € analisado através do softw@meaconda de onde sdo obtidas as varidveis aqui
apresentadas.
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X - Conservagao do codao
Figura 7 —Distribuicdo da conservacgao de pares de coddeeaspZcies de fungos
Para este conjunto de dados e dada a grandezalbossvdas variaveis, comecou-se

por considerar a divisdo de cada variavel em 2dseka e que sdo apresentadas na
Tabela 12.
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3.4

Tabela 12 -Dados agrupados da conservagdo de pares de cod@sespécies de fungos
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Passando agora ao nosso estudo, as mudancas gfi@etsaram consistiram em fazer
diferentes agrupamentos de classes. No exempl8alésos, comegou-se por juntar as
classes duas a duas, mas como a variavel “idadsupaom numero impar de classes,
considerou-se duas situacdes. Numa, a primeirgeciasou isolada e na outra foi a
tltima classe a ser considerada sozinha. Numa allabordagem juntou-se as duas
primeiras classes, as duas seguintes e as Ultiésgasa variavel “idade”, mantendo-se a
variavel “salario mensal” com os agrupamentos ares. No exemplo das Fibras,
comecou-se por considerar em cada varidvel a judgdalasses duas a duas. De
seguida, mantendo-se esta juncao na variavel téesia a ruptura”, considerou-se na
variavel “comprimento” a unido das duas primeidasses, das trés seguintes, de mais
trés e por ultimo das duas restantes. Outra sibdoé considerar a juncao das trés
classes das pontas. Por fim, manteve-se esta jurec@ariavel “comprimento” e uniu-
se as classes da variavel “resisténcia a rupttn@s,a trés. No exemplo dos Coddes,
para cada uma das variaveis, optou-se por junt&néagrimeiras classes e depois as
restantes duas a duas e em outra situacao, qualiaira.

Foram entdo determinadas em cada juncao diferentiasses, as medidas ja analisadas
no capitulo 1 (Tabela 13). Além disso, acrescesw valor da expressédo (4) da
seccdo 2.6.. Entre parénteses na primeira linh@némaen-se os valores obtidos
considerando os dados individuais apresentadosatas 3.2..

Analisando assim a Tabela 13, observa-se que @quae duas classes afecta quer a
correlacéo linear, quer a correlagéo global. Estandi, traduzindo-se huma menor nao
linearidade. No entanto, nos exemplos das FibrdsseCoddes, na juncédo de apenas
duas classes, os valores sdo menos afectados doogeremplo dos Salarios. Esta
afectacdo parece no entanto afectar a nao linéariqaando fixamos as classes na
variavel X, no sentido em que esta parece tornar-se ingignif, valores inferiores a
uma centésima nos exemplos dos Salarios e dassFiBeama as restantes medidas,
podemos ainda concluir que a jungdo de classes @awariavely, diminui o
“achatamento”, trazendo assim a variavel para mpar da normal. JA& no exemplo
linear isto n&o acontece, o “ achatamento” aumaraa juncao de classes.
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Tabela 13 —Valores dos coeficientes de linearidade e naoriidade consoante as classes escolhidas

Y1x Y1y
3 Pl 7
r "hqu "I)ZqY r? ‘hqu -r? ‘1)2(|Y -r? Yix Y1y Ya2x Y2y r Y1y Yix
Salarios
. 0,0504 11,8535 -0,5740 7,1434 0,0272 36,7758
Inicial: 7x 8 0,5012 0,3609 0,2706 0,2512 0,1097 0’019?0,0069) (1.8494) (-0,378) (7.049) 0,1259 (0.0037) (268,0290)
2a2,prim:4x4 04370 0,2175 0,1951 0,1910 0,0265 0,0042 0,0582 2468, -0,6524 2,8978 0,0835 0,0467 21,4141
2a2,llt:4x4 0,4548 0,2669 0,2212 0,2069 0,0600 0,0143 0,0582 2980, -0,6524 2,3464 0,0941 0,0448 22,3024
2+2+3: 3 x 4 0,4436 0,2660 0,2116 0,1968 0,0692 0,0148 0,0582 3096, -0,6524 1,4457 0,0873 0,0444 22,5017
Fibras
Inicial: 10 x 12 0,6321 0,4533 0,4162 0,4162 0,0537 0,0167 0,2385 707@, -0,3312 0,7032 0,2526 0,3370 2,9673
2a2:5%x6 0,6219 0,4077 10,3950 10,3868 0,0209 0,0082 0,2807 0,6377,2770 0,4446 0,2405 0,4402 2,2718
2+3+3+2:4 X 6 0,5456 0,3292 0,3218 0,2977 0,0315 0,0241 0,2262 6370, -0,6437 0,4446 0,1624 0,3547 2,8192
342424314 X 6 0,5603 0,3574 0,3443 0,3140 0,0434 0,0303 0,1175 6370, -0,5121 0,4446 0,1759 0,1843 5,4272
idem,3a314x4 05311 0,3226 0,3006 0,2821 0,0405 0,0184 0,1175 6334, -0,5121 0,2243 0,1498 0,1855 5,3906
Codoes
Inicial: 23x 23 0,8771 0,8130 0,7799 0,7692 0,0438 0,0107 0,6775978a, -0,1228 0,7272 0,6747 0,6927 1.4436
3+2a2:11x 11 0,8665 0,8068 0,7637 0,7509 0,0560 0,0128 0,7444 0542, 10,0497 0,9702 0,6506 0,7061 1,4162
3+4a46%x6 0,8140 0,7239 0,6712 0,6626 0,0613 0,0086 0,7482 1256, -0,0580 1,0127 10,5393 0,6647 1,5044
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Para analisar a existéncia de nao linearidade gees®&do, em vez de recorrer a
diferenca entr@?, e r%, pode-se usar 0 seu quociente, ou seja:

2
& Se”% =1, ndo existe parte ndo linear;
r

2
& Se”% >1, existe parte ndo linear.
r

Assim, de seguida, fez-se uma comparacéo dos @veés de linearidade dos quatro
exemplos ja enunciados e juntou-se este quocienteeficientes de correlacgdes.

Tabela 14 —-Medidas de linearidade

Betao Betéo (log) Saléarios Fibras Codoes
72 0,6071 0,9697 0,2512 0,3996 0,7692
71 0,9691 0,9630 0,3609 0,4533 0,8130
Ny 0,8423 0,9759 0,2706 0,4162 0,7799
Nyx — 17 0,3620 0,0133 0.1097 0.0537 0,0438
Nxy — 172 0,2352 0,0062 0,0194 0.0166 0,0107
T’Z
Lt 1,5963 1,0064 1,4367 1,1345 1,0569
T
T’Z
kLiLe 1,3874 1,0137 1,0772 1,0417 1,0139
T
73 0,4730 -0,9548 0,1259 0,2526 0.6747
Yix
— 24827 1,0631 0,0272 0,3370 0,6927
y
Vly
e 0,4028 0,9406 36,7758 2.9673 1.4436
X

No exemplo do Betdo, a parte da correlacdo queend@ear baixou de 36%, para 1% .
Esta conclusdo tem, no entanto, que ser lida comcerto cuidado visto estar a
trabalhar com “logaritmos”. Apesar de neste exengltransformacéo ter resultado
muito bem, no sentido em que linearizou os dadds;amo ja foi referido em Bessa
(2007) a utilizacdo de transformacdes pode melhargoerformance do método
estatistico, como também pode ndo se adequaridadml em particular, disfarcando
situagbes importantes, como por exemplo misturags Kestantes exemplos, a
linearidade tem um decréscimo menos acentuado.

Analisando o quociente entre os coeficientes deelaméo, conclui-se que o exemplo
do Betdo € o que possui maior parte néo linearpcena de se esperar. Tal como era de
se esperar, quando consideramos o0 Betéo (log) cieqie é aproximadamente 1, ou
seja, ndo existe parte ndo linear. Analisando adiatentes de Dodge, para estes
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2
conjuntos de dados, verifica-se que estdo de aaanahoo valor déi; no caso linear e

quando ha indicacdo da existéncia de nao lineagidaste coeficiente pode ainda ser

um indicador de qual das variaveis deve ser awgrdependente, o que nao tem nada a
ver com causadidade. Sera portanto aquela em qaefiente se aproxima de 1 sem

nunca o ultrapassar. Observando os valores, \&@sBcque apenas no exemplo do
Betdo (log) a curva de regressdo deve de serfiedtiado as classes de y. A par destes
resultados temos ainda a medifi@y — 12, que chega a ser inferior0zg01 indicando

gue nao existe nao linearidade.

Apesar de todas estas novas medidas serem umaatiaisno sentido que possuimos
assim alguns coeficientes que nos podem traduekisiéncia ou ndo da linearidade
num conjunto de dados, temos de ter muito cuidado & sua analise. Por exemplo, no
conjunto de dados Salérios, o valornde— r? é muito pequeno, que sugere ndo haver

nao linearidade, mas o valor Hé‘—| sugere que também nao temos linearidade, ou seja,
1y

ndo se pode concluir que haja uma linearidade ssiie Apesar de® se aproximar de
Y1ix

Y1y
esta a concluir é que a correlacédo linear é pragode a mesma que a correlacéo global

e que este exemplo ndo é tipicamente linear, nidseque uma recta de regressao
linear pode ndo ser a melhor opcéo para se aproxsn@dados.

, este valor ndo é 1. Estas conclusdes parecem dibdtias, no entanto, o que se

3.2. Impacto do Agrupamento em Classes

Para se obter uma representacdo mais realistaatimey e para um melhor tratamento
dos dados, comecou-se por fazer uma transformaggaeadbres apresentados na Tabela
6.

Essa transformacdo consiste em primeiro considesapontos meédios das classes,
segundo o que indica Grais (1974) no tratamentodfua estes dados. De seguida,
construiu-se dois vectores, um para a idade e paiia o salario mensal de acordo com
o numero de individuos apresentados na Tabelaré.db@er uma melhor distribuicao
dos valores e de acordo com as amplitudes dags|asmstruiu-se dois novos vectores
gue consistiam em somar a cada valor médio daeglass nimero aleatério de forma a
preencher a classe com uma lei uniforme (ndo sabeme distribuicdo cada classe
possui, aqui optou-se pela uniforme), isto é, entenos metade e mais metade da
amplitude da classe. Um exemplo de uma representpéfica obtida foi a apresentada
na Figura 8.
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Figura 8 — Distribuicdo do salario mensal de trabalhadogegsiisdo a idade

Ora, se se estudar o resultado das diferentesvgaridbtidas com diferentes simulagfes
ficamos com estimativas do erro de agrupamentoddaesentes medidas e podemos
desta forma avalia-lo. Assim, escolheu-se efect0@rsimulacdes e em cada uma delas
obter os valores de, n}qy, Thqu, b, e b, para a recta de regressado da varigvein
funcdo dex e para a recta de regressao da varideeh funcao dg. Os valores obtidos
através destas simulagbes e em comparacdo comlaesvadem a transformacéo,
encontram-se resumidos na seguinte tabela.

Tabela 15 —Valores descritivos das simulagdes feitas do ctajda dados dos Salérios

Média Desvio- Variancia “Achatamento” Assimetria| Valores

Padrao iniciais

;;r%?amemo 0,5008 0,0017 2,7810E-06 0,0557 -0,1173 | 0,5012
N5 x 0,2706  0,0019  3,4915E-06 0,1960 -0,0044 = 0.2706
Nxy 0,3610  0,0010  1,0033E-06 -0,1350 -0,0465 | 0.3609
raZi%amemo 0,4740 0,0026  6,8621E-06 -0,5395 -0,0521 = 0.4982
b, de X|Y 15,0270  0,2034 0,04138818 -0,1496 0,0597 13,462
by de X|Y 0,0223  0,0002  4,1698E-08 -0,1538 -0,0308 = 0,0238
by de Y|X 630,3676  2,6131 6,8281 -0,1784 -0,0555 618,15
by deY|X 10,08580  0,0726 0,0052 -0,2774 0,0414 | 10,411

Analisando os valores obtidos, para os dados adogpaonclui-se que o erro é inferior
a uma milésima paranﬁx e inferior a duas centésimas para o coeficienodelacio
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linear e paranfqy. Para os valores considerados individualmenteteexima menor
normalidade do coeficiente de correlacdo como masca o0 respectivo valor de
“achatamento”. Os valores das constantes de régrelgsear também apresentam
alguma variabilidade levando a concluir que ses#&itduicdo ndo se afastar muito da
uniforme, dentro das classes, a substituicdo dlmsegindividuais por agrupamentos
nao parece modificar muito os resultados, exceptuanvalor deb, na regressax|y,
com erro superior a 10%.

As correccGes de agrupamento para momentos impacesulas. No caso gaussiano

2
(contacto de alta ordem nas caudas)’fgﬁmra o desvio padrao, Kendall e Stuart (1969)
se as classes tiverem todas a amplitude

As correcgles tipo Sheppard, ndo sdo directameplicdeeis porque, apesar da
distribuicdo no agrupamento ser considerada unéprmis amplitudes das classes nao
sdo todas iguais e a variavel “salario mensal” t&&o distribuicdo simétrica, duas
condicOes necessarias para se aplicar as correigd&heppard.

3.3. Estimativas de valores duma variavel, conhecid a outra

Feita esta analise, e utilizando os vectores tamsfdos ilustrados na Figura 8, propde-
se de seguida responder a algumas questdes, paexesiplo.

1. Qual a estimativa do rendimento de um funcionaminee30 e 35 anos, usando a
recta de regressao e usando a curva de regresaab& Qelhor estimativa?

2. Qual a estimativa do rendimento médio dos funcioséentre 30 e 35 anos,
usando a recta de regressao e usando a curva ss@y? Qual a melhor
estimativa?

3. Qual a estimativa do rendimento de um funcionaoim 65 anos, usando a recta
de regresséo e usando a curva de regressao? QeHi@ estimativa?

Para responder a cada uma destas questdes prexigananalisar o desvio padrao
quando estamos a falar de estimacdo usando a dectagressdao ou da estimacao
usando a curva de regressdo. Além disso, ndo ndsnus esquecer que O erro
associado a estimativa de um valor individual @rdiite do associado a um valor
médio.

De seguida, apresentam-se os graficos dos errag8qgoabitidos para estimacdes com
uma recta de regressao (Figuras 9 e 10). Com grstfisos podemos verificar desde ja,
gque os erros sao maiores nas classes extremagosegeromo era de se esperar. Além
disso, a curva € mais suave quando se obtém umeatigd para valores médios.
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Figura 10 —Distribuicdo dos erros padrao segundo a idade nuédidrabalhadores

rendimentos estimados coegunsa de

70

regressao,

(sy)|xe[x0,x0+h[, encontram-se descritos na Tabela 9 para valowisiduais. Para
valores médios basta retirar nessa tabela o esaxiasio ao valor individual e dividi-lo

pela raiz do namero de observacbes na classe, jay rseste caso 0 erro sera

(\S/_%) |xe[x0,x0+h[-

Para a questédo 1, temos que a estimativa paradonemo de um funcionario entre os
30 e os 35 anos, usando a curva de regressa®4gf+ 99,4 e usando a recta de

regressao seré38,3 + 173,9. Claramente a melhor estimativa sera a primeirags @
que tem um menor desvio padrao.

Para a questado 2, temos que uma estimativa paradorento médio de um funcionario

entre os 30 e os 35 anos, usando a curva de ragressd44,5 + 2,50 e usando a
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recta de regresséo se9a8,3 + 2,25. Neste caso os desvios padroes sdo muito idénticos,
ou seja, ndo se perde muito em ter o conjunto desdagrupados em classes, sendo
viavel este estudo.

Na questdo 3, a estimativa do rendimento de unaltrabor com 65 anos usando a
curva de regressao serael 9,5 + 293,4 enquanto que com a recta de regressao sera
de 1081,5 +174,0, ou seja, em casos de extrapolacdo a segundaatgtirparece ser a
melhor.

3.4. Métodos alternativos — MDA

Como ja foi referenciado na seccado 2.7., existenodosd alternativos ao MMQ. Um
dos métodos ai referenciados € o MDA e nesse seséith feita aqui uma pequena
andlise grafica, do comportamento das diferentegasule regresséo, que estabelecem
a “ligacdo” entre as variaveis do conjunto de dadpsesentado na Figura 8. Assim, na
seguinte figura encontram-se estas curvas de s&gres
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Figura 11 — Distribuicdo do salario mensal de trabalhadoresirsdg a idade, Curvas de regressdo
condicionadas, recta de regressédo dos minimos apl@sle dos desvios absolutos.

Analisando a Figura 11, pode-se concluir que aessgio MDA aproxima-se da curva
de regresséo da variawécondicionada & variav. Tendo em conta esta observacao e
os resultados obtidos na seccao 3.3., em que a darvegressdo sO nao obtinha bons
resultados para extrapolacdes, parece-nos queesség MDA sera a curva que melhor
representa este conjunto de dados. Para extrapsla¢®tem o mesmo comportamento
gue a recta de regressao.
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3.5. Viadutos para comboios de alta velocidade

Consideremos agora um novo exemplo intitulado degi’?. Este conjunto de dados
é referente a um estudo feito num viaduto onde esgiuma aceleracéo vertical (f)/e
deslocamento vertical (m), aguando da passagemndecamboio, em diferentes
velocidades (km/h). E de salientar que a variaveldcidade” n&o € observada, é fixada
a priori e portanto ndo sera de interesse estudéailéodos os sentidos, mas sim ver o
gue acontece com as outras duas variaveis dada esta

Nas Tabelas 16 e 17 encontra-se a descricdo diestes, agrupados em classes.

Tabela 16 —-Deslocamento vertical (m) em viadutos para combdéoalta velocidade e a sua velocidade

oesioe & 8 2 ¢ 2 B F 8 ¢
S S S S S S S S S 8 3
o (e} (e} Lo <t AN — o [©)) N~ o
S S Q & o S S B B ® S [Total
v.s8 &8 & & & &8 8 8 &8 "
=2 =2 =2 =2 =2 =2 =2 =2 (=}
Velocid\/ 0:00159 0,00232 0,00281 0,00329 0,00378 0,00427 0,00475 0,00524 0,00573 0,00622 0,0067Q
140 3 18 10 0 0 0 0 0 0 0 0 31
150 2 23 6 0 0 0 0 0 0 0 0 31
160 5 21 5 0 0 0 0 0 0 0 0 31
170 5 19 7 0 0 0 0 0 0 0 0 31
180 3 19 9 0 0 0 0 0 0 0 0 31
190 2 19 10 0 0 0 0 0 0 0 0 31
200 2 18 11 0 0 0 0 0 0 0 0 31
210 1 20 10 0 0 0 0 0 0 0 0 31
220 1 19 8 3 0 0 0 0 0 0 0 31
230 1 15 10 4 1 0 0 0 0 0 0 31
240 1 11 10 5 3 1 0 0 0 0 0 31
250 0 8 9 6 4 1 2 1 0 0 0 31
260 1 4 7 6 4 3 1 1 2 1 1 31
270 0 3 2 7 4 3 2 2 4 2 2 31
280 0 1 4 0 7 2 4 3 8 2 0 31
290 0 1 0 4 2 5 7 8 3 1 0 31
300 0 0 1 6 7 3 5 6 3 0 0 31
310 0 0 6 8 4 3 7 2 1 0 0 31
320 0 0 12 8 6 1 2 2 0 0 0 31
330 0 2 21 3 2 1 2 0 0 0 0 31
340 0 10 16 4 0 0 1 0 0 0 0 31
350 0 18 12 0 0 1 0 0 0 0 0 31
360 0 25 5 1 0 0 0 0 0 0 0 31
370 1 27 3 0 0 0 0 0 0 0 0 31
380 2 27 2 0 0 0 0 0 0 0 0 31
390 4 26 1 0 0 0 0 0 0 0 0 31
400 5 25 1 0 0 0 0 0 0 0 0 31
410 6 24 1 0 0 0 0 0 0 0 0 31
420 8 21 2 0 0 0 0 0 0 0 0 31
Total 53 424 201 65 44 24 33 25 21 6 3899

2 Dados fornecidos pelo o professor Rui Calcada BG{FEUP.
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Tabela 17— Aceleracéo vertical (nflsem viadutos para comboios de alta velocidadeumarelocidade

celer. . . . . . . . . .
5§ 3 3 8§ FE § g8 8 8
e ™ e} ~ o — ™ 0 ~ > 2
— = S =) = 5! 3! ! =) — >
s 8§ § & ¥ 8 K £ 8 8 o [Total
v — ™ 0 ~ o — ™ 0 ~ A
o, o, o, o, o, =, =, =, =,
Velocia\] 0,098 0,294 0,490 0,686 0,882 1,079 1,275 1,471 1,667 1,863 2,059
140 30 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
150 27 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
160 28 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
170 30 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
180 31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
190 31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
200 31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
210 30 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
220 24 7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
230 16 14 1 0 0 0 0 0 0 0 0 31
240 5 18 6 2 0 0 0 0 0 0 0 31
250 2 14 6 6 2 1 0 0 0 0 0 31
260 1 4 11 6 4 1 2 1 1 0 0 31
270 0 3 2 11 3 1 2 6 1 2 0 31
280 0 1 2 2 10 0 5 6 4 1 0 31
290 0 0 2 3 6 3 3 8 5 1 0 31
300 0 0 6 4 3 4 2 3 3 6 0 31
310 0 2 9 4 3 1 3 4 3 2 0 31
320 0 8 7 5 5 1 2 0 1 2 0 31
330 0 12 8 5 2 0 1 2 0 1 0 31
340 0 17 9 2 2 0 0 0 0 0 1 31
350 1 24 3 2 0 0 0 0 1 0 0 31
360 4 23 3 0 0 1 0 0 0 0 0 31
370 9 20 1 1 0 0 0 0 0 0 0 31
380 12 18 0 1 0 0 0 0 0 0 0 31
390 17 13 1 0 0 0 0 0 0 0 0 31
400 21 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
410 22 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
420 23 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31
Total 395 235 77 54 40 13 20 30 19 15 1 | 899

As Figuras 12 e 13 descrevem as distribuicdes dges individuais, primeiramente
através de uma nuvem de pontos e de seguida attaves grafico de linhas. Cada
uma das curvas representa um comboio e a curvaneN® representa a curva dos
valores médios, ou seja, a curva de regressaoafiaaeklocidade a que percorre cada
comboio.
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Figura 13 — Distribuicdo da aceleracao vertical em viadutosap@ymboios de alta velocidade
segundo a sua velocidade

Na Tabela 18, apresentam-se os valores das eststigescritivas deste conjunto de
dados. Nela, podemos observar que;,%g, vai dar aproximadamente zero, 0 que
significa que analisar neste sentido € inutil. Arelacao é, por isso, aproximadamente
nula. Comoﬁ,lx = 0,61, num caso q,z,lx = 0,66 no outro ha correlacéo e praticamente
toda néo é linear.
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Tabela 18 —Valores descritivos do deslocamento/aceleracaacaert

Deslocamento verticall Aceleragao vertical

x 280 280

y 0,0029 0,4040
Sy 83,666 83,666
Sy 9.7364E-004 0,4400
n71x 0,6128 0,6622
N[y 0,0153 0,1692

T 0,0088 0,1614
r? 7.8257E-005 0,0261
Y1y 1,6393 1,7895
Y2y -1,2029 2,4256

Nas Tabelas 19 e 20 faz-se um estudo dos valonescoanais. Nestas tabelas verifica-
se que nos valores extremos a média condiciongiat€éamente constante e baixa e
que nas classes centrais ha um razoavel aumergcla&ses extremas a assimetria e o
achatamento s&o pequenos, sugerindo normalidade. cédrario, nas classes
intermédias os valores sdo grandes nao havendsgoomormalidade.
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Tabela 19 —Valores descritivos condicionais do deslocamenttioat (m) dada a velocidade

Condicionais — Valores das Condicionais — Valores das
Y Ixa)xg, xo+h] medidas Y Ixc]xg, xo+h] medidas
Ylx=140 y 0,00241 ¥lx=290 y 0,00461
Sy 0,000347 Sy 0,000877
2 0,773 v, -0,591
Y, 0,532 Y, -0,084
Ylx=150 Y 0,00237 Ylx=300 y 0,00433
Sy 0,000280 Sy 0,000855
v -0,639 v, 0,089
Y, 2,055 Y, -1,263
Ylx=160( y 0,00228 Ylx=310 y 0,00389
Sy 0,000350 Sy 0,000855
v -0,691 v, 0,335
Y, 0,263 Y, -1,103
Vx=170 y 0,00231 Ylre320 y 0,00345
Sy 0,000374 Sy 0,000726
% -0,643 74 1,136
Y, -0,047 Y, 0,372
Ylx=180 y 0,00239 ¥lx=330 y 0,00306
Sy 0,000340 Sy 0,000592
% -0,740 74 1,744
Y, 0,644 Y, 2,254
¥lx=190 y 0,00243 ¥lx=340 y 0,00277
Sy 0,000314 Sy 0,000478
2 -0,702 7 2,175
Y, 0,972 Y, 6,927
Ylx=200 y 0,00244 Ylx=350 y 0,00257
Sy 0,000321 Sy 0,000389
2 -0,756 7 2,613
Y, 0,867 Y, 8,871
Ylx=210 y 0,00245 Ylx=360 y 0,00243
Sy 0,000276 Sy 0,000238
2 -0,387 7 2,099
Y, 1,032 Y, 3,628
¥lx=220 y 0,00252 Ylx=370 y 0,00234
Sy 0,000363 Sy 0,000199
2 0,450 7 -0,534
Y, 0,573 Y, 6,493
¥lx=230 y 0,00263 ¥lx=380 y 0,00230
Sy 0,000437 Sy 0,000222
2 0,480 71 -1,396
Y, 0,418 Y, 5,561
¥lx=240 y 0,00281 ¥lx=390 y 0,00224
Sy 0,000575 Sy 0,000265
2 0,534 7 -1,582
¥, 0,021 ¥, 2,385
¥lx=250 y 0,00315 ¥lx=400 y 0,00222
Sy 0,000784 Sy 0,000289
)2 0,987 v, -1,355
Y2 0,274 ¥, 1,198
¥lx=260 y 0,00363 ¥lx=410 y 0,00219
Sy 0,001226 Sy 0,000309
7 0,865 7 -1,154
Y2 0,054 ¥, 0,385
Y|x=270 y 0,00427 V|x=420 y 0,00216
Sy 0,001315 Sy 0,000358
7 0,324 v -0,626
¥, -1,078 v, -0,607
¥lx=280 Y 0,00457
Sy 0,001132
v 0,313
¥ -1,100
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Tabela 20 —Valores descritivos condicionais da aceleracadoaitm/s) dada a velocidade

Condicionais — Valores das Condicionais — valores das
Y Ixa)xg, xo+h] medidas Y Ixc]xg, xo+h] medidas
Ylx=140 y 0,104 ¥l x=290 y 1,205
s, 0,035 s, 0,384
" 5,295 " -0,243
Y2 26,033 Y2 -1,138
Ylx=150 0,123 ¥lx=300 y 1,154
s, 0,066 s, 0,505
% 2,213 7 0,102
V2 2,898 V2 -1,446
Ylx=160[ y 0,117 ¥lr=310 y 0,965
s, 0,058 s, 0,498
)2 2,728 7 0,379
Y2 5,440 ¥, -1,312
Ylx=170 y 0,104 V|x=320 y 0,731
Sy 0,035 s, 0,447
Y 5,295 71 1,203
}iz 26,033 }iz 0,671
Ylx=180 y 0,098 ¥lx=330 y 0,604
s, 0,000 s, 0,401
i Vi 1,640
12 V2 1,954
¥lx=190 Y 0,098 ¥lx=340 y 0,471
s, 0,000 s, 0,335
41 Y1 3,476
% v 13,391
Ylx=200 y 0,098 Y|x=350 y 0,376
s, 0,000 s, 0,263
41 Y1 3,884
% v 16,018
Ylx=210 y 0,104 Y|x=360 y 0,313
s, 0,035 s, 0,168
V1 5,295 Y1 2,901
Vs 26,033 Y2 11,420
Ylx=220 y 0,142 Ylx=370 y 0,256
s, 0,082 s, 0,126
Y1 1,312 Y1 0,929
Y2 -0,280 Vs 2,457
Ylx=230 y 0,199 V|x=380 y 0,231
s, 0,110 s, 0,126
141 0,486 Y1 1,147
Y2 -0,795 Vs 3,045
Ylx=240 y 0,326 ¥lx=390 y 0,193
s, 0,150 s, 0,110
V1 0,579 Y1 0,613
¥ 0,272 Y, 20,668
Ylx=250 y 0,459 ¥lx=400 y 0,161
s, 0,234 s, 0,092
" 0,768 7 0,750
Y2 -0,076 Y, -1,424
Ylx=260 y 0,680 ¥lx=s10 y 0,155
s, 0,357 s, 0,089
Y1 1,039 2 0,924
Y2 0,636 V2 -1,146
Ylx=270 y 0,965 V|x=a20 y 0,149
s, 0,459 s, 0,086
% 0,427 7 1,106
Vs -1,008 Vs -0,777
Ylx=280 y 1,136
s, 0,402
Yi -0,125
)2 -0,970




3.20 A Correlacao Revisitada

Com base nestas tabelas e sabendo que neste examvpltacdo do desvio padréao é
importante para o projecto dos viadutos, sendamasanalisou-se como estes variam
fixada a velocidade.
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Figura 14 —Distribuicdo do desvio padrdo segundo a velocigeda os deslocamentos verticais
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Figura 15 —Distribuicao do desvio padréo segundo a velocigeda as aceleracdes verticais

Como se pode observar, a partir d®80km/h e até perto de350km/h o0s
deslocamentos, as aceleragcfes e também a inceotezaeles aumenta.



Capitulo 4: A distribuicdo amostral do
coeficiente de correlacdo global

Como ja foi referido, o principal objectivo destakialho € obter um teste de néo
linearidade, para isso vai-se estudar a quantidgde p? — “coeficiente de ndo
linearidade”. Este teste sera deduzido utilizandoesodologia classica dos testes de
hipoteses.

Num teste estatistico classico é conhecida (petmmaproximadamente) a distribuicdo
de uma variavel aleatéria funcédo da estatisticatéeesse e o objectivo € verificar se o
valor obtido numa amostra € muito ou pouco provaSel o valor for muito pouco
provavel recusa-se a hipotese nula. As hipotedas que podem ser testadas seriam:

H,: Toda a correlacao é linear, ou
Hy:nZ, — p? ndo é significativamente diferente de zero, oa,seXiste parte ndo
linear no modelo, ou

Hy:n? = p?, “o par(X,Y), como variavel aleatéria bidimensional, é gaussian

7

Testar uma hipotese é verificar/medir se a amayie eu tenho é fracamente ou
fortemente compativel com a hipétese nula, medggéo € feita com probabilidades.
Face a uma amostra determina-se o valor de umantidade (variavel)” chamada
Estatistica de Teste. Usando a distribuicdo amodaguela variavel, determina-se a
probabilidade do valor obtido para a estatistioppado que se verifica a hipotese nula.

Se é muito provavel que o valor observado ocorreasoH,,, nao rejeitad,, se o valor
observado for pouco provavel sob a hipétégerejeitoH,.

Tendo entdo em mente, que para este efeito seedg@eio obter as distribuicdesnie

e p?, supondo a normalidade com todas as suas propgesda determinar a estatistica
teste, surge a seguinte questdo: Qual a melhoriraade analisar a distribuicdo
amostral doj?,, visto que a dp? ja é conhecida? E recorrer a simulagéo.

Desta forma, obteve-se entdo de diversas manepeximacdes da distribuicdo
amostral donp?, e o valor dog® foi usado como um dos controlos para a escolha da
“melhor distribuicdo” doj?2..

O célculo den?, para além das dificuldades usuais dos calculoanuestragem, tem
uma dificuldade suplementar que sdo as classesnAgsn-se que ter em consideracao
a amplitude das classes, a posicao das classedérnao tamanho da amostra.

Para se testar se a metodologia nos vai permitirolalores razoaveis parang,,
vamos fixar alguns tamanhos da amostijae(fazer variar: 1° teste — as amplitudes das
classes -Ah, eAh,, 2° teste — a posicao das classes.

Relativamente as amplitudes das classes, procuvarse efeito doAh de forma a
estimarn?2, correspondente a malha nula (pois trata-se deuamavel continua). Por
outro lado, queremos para uth # 0 pois € desta forma que numa primeira abordagem
se conseguira estudar a amostra de forma a tirmtusibes. Neste estudo sera, também
necessario, analisar o seu efeitgio

4.1



4.2 A Correlacao Revisitada

Vamos considerar que a distribuicdo amostral datistita n2, esta calculada
correctamente, se se verificar cumulativamentegsistes condicdes:

1. os valores estimados @é estarem correctos;
2. a dependéncia da amplitude das classes esta ealatrol
3. a dependéncia da posicao das classes esta coat(stdobmos o efeito delas).

4.1. Resultados das Simulactes

Neste trabalho considerouge= 0 ep = 0,5 para determinay?, através da simulacao.
A escolha da “melhor” distribuicdo sera aquela eoe @s trés pontos referidos
anteriormente sejam satisfeitos e em que hajaamti@ide que o desvio padrédo em cada
“amostra” é inferior a uma centésima.

Através da geracao de uma binormal, gom 0 (variaveis independentes) e de seguida
comp = 0,5 (existe correlagé@o entre as variaveis), pretestiadar a variavel aleatoria

nZ, — p? que corresponde ao “coeficiente de ndo linearidaksim, para esse efeito
tive-se em consideracao:

1. Tamanho das “classesth = 0,5 eAh = 0,1;

2. Os 3 tipos de “classes”, }O—%h,m%h[, Jo.an vs|-ahd  ou

}_ Ah Ah{ }_ Ah _ Ah{
X=—X+— e |y-——,y+—;
2 2 2 2

3. Considerando fixo a tamanho da amosiras 30,100,300 avaliar o efeito
das classes nog.,’s e escolher o “Optimo”. Esta analise pode setafei
através da construcdo de tabelas de cada uma akEsesle respectivas
amplitudes.

Nota: Podia-se ter em conta os desvios padroes amostraigez das amplitudes, ou
seja, em vez dah = 0,5 tinha-se meio desvio padrdo. Mas o0 que se vesfigae se na
teoria se tena = 1, na pratica a “grosso modo”, também o temos.

Através do softwar®atlab 7.7.Q foram geradas variaveis aleatérias bidimensionais
normais. A partir destas foram estudadas as disties amostrais delqu, n)z(ly, p*
(calculado de duas maneiras diferentes — pela idg@incom dados agrupados em

classes e usando a funcéo”corr” do Matlaby?e— p?. Os resultados dos valores
médios destas medidas encontram-se expostos nastssdabelds

3 . e . . ~
No anexo C, encontram-se graficamente algumas das distribui¢des dos coeficientes de correlagao
,
global e linear (para N=100 e N=300) Il de ter em atencdo que os valores expostos aqui podem néo
corresponder aos descritos em anexo pois de cada vez que as variaveis sdo geradas os valores mudam.
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= p=0(p*=0)
Tabela 21 —Resultados dos valores estimados pra?ra
Tamanho da amostra (N) 30 100 300
N° de avaliagbes (m) 100 1000 100 1000 100 1000
“Uma classe com zero Ah=0,5 | 0,03463 | 0,03425 | 0,00896 | 0,01087 | 0,00355 | 0,00349
como extremo” Ah =0,1 | 0,03592 | 0,03447 | 0,00912 | 0,01061 | 0,00314 | 0,00346
“Uma classe centrada Ah = 0,5 | 0,03494 | 0,03464 | 0,00844 | 0,01033 | 0,00309 | 0,00338
em zero” Ah =0,1 | 0,03531 | 0,03451 | 0,00903 | 0,01054 | 0,00313 | 0,00344
“Uma classe centrada Ah =0,5 | 0,03809 | 0,03477 | 0,00978 | 0,01060 | 0,00295 | 0,00339
na médiade xede y” Ah=0,1 | 0,03528 | 0,03437 | 0,00909 | 0,01059 | 0,00318 | 0,00347
usando a funcéo “corr” do matlab| 0,03563 | 0,03451 | 0,00913 | 0,01060 | 0,00314 | 0,00345
Tabela 22 —Resultados dos valores estimados pafg(
Tamanho da amostra (N) 30 100 300
N° de avalia¢cbes (m) 100 1000 100 1000 100 1000
“Uma classe com zero Ah=0,5 |0,24227 | 0,25571 | 0,10342 | 0,09907 | 0,03961 | 0,03834
como extremo” Ah =0,1 |0,65861 | 0,68078 | 0,37845 | 0,37029 | 0,16552 | 0,15933
“Uma classe centrada Ah =0,5 | 0,26684 | 0,25837 | 0,10038 | 0,09642 | 0,04030 | 0,03876
em zero” Ah =0,1 |0,66922 | 0,67638 | 0,37200 | 0,37048 | 0,16236 | 0,16015
“Uma classe centrada Ah = 0,5 |0,25807 | 0,25489 | 0,10454 | 0,09825 | 0,03962 | 0,03895
na médiade x ede y” Ah=0,1 |0,63402 | 0,63553 | 0,36374 | 0,36270 | 0,16051 | 0,15887
Tabela 23 —Resultados dos valores estimados paiqi(
Tamanho da amostra (N) 30 100 300
N° de avaliacbes (m) 100 1000 100 1000 100 1000
“Uma classe com zero Ah =0,5 | 0,25986 | 0,26347 | 0,09418 | 0,09709 | 0,03743 | 0,03787
como extremo” Ah=10,1 |0,67047 | 0,67549 | 0,37527 | 0,36470 | 0,15860 | 0,15932
“Uma classe centrada Ah=0,5 | 0,25714 | 0,25876 | 0,09741 | 0,09577 | 0,03978 | 0,03848
em zero” Ah =0,1 |0,66183 | 0,67445 | 0,36503 | 0,36637 | 0,16384 | 0,15984
“Uma classe centrada Ah =0,5 | 0,26394 | 0,25573 | 0,09865 | 0,09648 | 0,03912 | 0,03841
na médiade x edey” Ah=0,1 |0,63104 | 0,62927 | 0,35845 | 0,35941 | 0,16106 | 0,15886
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= p=05 (p?=0,25)

Tabela 24 —Resultados dos valores estimados pra?ra

Tamanho da amostra (N) 30 100 300

N° de avaliagbes (m) 100 1000 100 1000 100 1000

“Uma classe com zero Ah =0,5 0,2516 | 0,2423 | 0,2557 | 0,2445 | 0,2400 | 0,2464
como extremo” Ah =0,1 0,2545 | 0,2517 | 0,2647 | 0,2547 | 0,2505 | 0,2552
“Uma classe centrada Ah =0,5 0,2393 | 0,2432 | 0,2548 | 0,2459 | 0,2412 | 0,2437
em zero” Ah =0,1 0,2542 | 0,2525 | 0,2654 | 0,2549 | 0,2506 | 0,2539

“Uma classe centrada Ah =0,5 0,2485 | 0,2426 | 0,2548 | 0,2454 | 0,2415 | 0,2441
nameédiade xedey” Ah=0,1 0,2558 | 0,2511 | 0,2646 | 0,2545 | 0,2507 | 0,2543
usando a funcéo “corr” do matlab | 0,2550 | 0,2525 | 0,2655 | 0,2553 | 0,2510 | 0,2548

Tabela 25 —Resultados dos valores estimados pafg(

Tamanho da amostra (N) 30 100 300

N° de avaliacbes (m) 100 1000 100 1000 100 | 1000

“Uma classe com zero Ah=0,5 0,4320 | 0,4205 | 0,3214 | 0,3128 | 0,2662 | 0,2732
como extremo” Ah =0,1 0,7689 | 0,7547 | 0,5309 | 0,5232 | 0,3674 | 0,3691
“Uma classe centrada Ah = 0,5 0,4273 | 0,4213 ] 0,3233 | 0,3131 | 0,2672 | 0,2704
em zero” Ah =0,1 0,7533 | 0,7523 | 0,5325 | 0,5235 | 0,3667 | 0,3682

“Uma classe centrada Ah = 0,5 0,4277 | 0,4177 | 0,3238 | 0,3108 | 0,2676 | 0,2713
namédiade xedey” Ah=0,1 0,7206 | 0,7137 | 0,5208 | 0,5164 | 0,3668 | 0,3682

Tabela 26 —Resultados dos valores estimados paf@(

Tamanho da amostra (N) 30 100 300

N° de avaliagcbes (m) 100 1000 100 1000 100 1000

“Uma classe com zero Ah=10,5 0,4336 | 0,4185 | 0,3148 | 0,3107 | 0,2658 | 0,2729
como extremo” Ah=0,1 0,7554 | 0,7532 | 0,5230 | 0,5214 | 0,3666 | 0,3710
“Uma classe centrada Ah = 0,5 0,4170 | 0,4165 | 0,3123 | 0,3113 | 0,2670 | 0,2701
em zero” Ah =0,1 0,7569 | 0,7489 | 0,5288 | 0,5239 | 0,3671 | 0,3692
“Uma classe centrada Ah = 0,5 0,4270 | 0,4144 | 0,3124 | 0,3123 | 0,2671 | 0,2703
namédiade xedey” Ah=0,1 0,7255 | 0,7186 | 0,5206 | 0,5165 | 0,3672 | 0,3688

Segundo Aivazigh para um intervalo de confianca9a% os valores de deveriam
estar de acordo com os da Tabela 27.

Observando a Tabela 21 e a Tabela 24, tomando entdat que os valores do
coeficiente de correlagcéo linear estdo ao quadeadomparando com a Tabela 27,
verifica-se que os valores médios amostrais ermonse todos dentro dos intervalos
apresentados na tabela.

4 De acordo com a figura 18 pag 110.



A Distribuicdo Amostral do Coeficiente de Correlagalobal 4.5

Tabela 27 —Valores amostrais admitidos pafa
N=30 N=100 N=300
p=0 ]— 0,36;036[ ]— 0,2;0,2[ 1-0,125;0,125[

p=05 Jor4071 |]o33069 | ]o405d

Analisando agora todas as tabelas, facilmenterdfecaegque, para os casos estudados, o
tamanho da amostra mais adequadd/ & 300 e que a amplitude das classes é
“Optima” paraah = 0,1. Com o0 aumento do tamanho da amostra verificdasarente
uma crescente precisdo, sendo que pata),5 esta se verifica na casa das centésimas
qualquer gque seja a classe que consideramos. \Refainte a dimensao da amostra de
simulacdo, néo existem diferencas notoérias queossiderem = 100 oum = 1000.

O mesmo se passa para 0s 3 tipos de classes. fAttav@ndlise gréafica (anexo C) das
distribuicbes, parece sugerir que para 1000 se obtém uma maior estabilidade pois
temos uma linha mais “suave”, mas isto deve-seaatofde termos mais valores
condensados. Enquanto que, mais uma vez, se geqtie para diferentes tipos de
classes néo existem diferencas significativas gjarsvisiveis.

Quanto a parte nao linear, se fixarmos o tamanhandastra emN = 300, ela é
aproximadamente a mesma pois ja foi obtida umabiéidtde razoavel. Uma outra
analise que se pode fazer é que a parte ndo ldexaesce se considerarmos uma
amostra cada vez maior, como era de se esperar.

Analisando e comparando os graficos no anexo @,el3 com 4, 5 e 6, do ponto 1,
parap = 0, verifica-se que com classes “finas” o erro dali@gacdo dox ndo pesa
muito, pois para o quantil de ord&0%, n2, é sempre= 0,45 0 que nao se verifica nas
mais “grossas”.

Outra andlise que se pode ter em atenc¢édo e tendoeate Dodge and Rousson (1999),
para classes “grossas” tem que se ter muito cuidado a simetria e 0 primeiro
elemento que se coloca, pois a assimetria é fortenadectada pelas classes extremas e
estas ficam fixadas pela primeira.

Para uma melhor compreenséo, na Figura 17 encema-valores dg¢, — r2.

A um nivel de significancia de&), o valor critico € de cerca 8€25. Assim, o teste ndo
rejeita a hipotese nula gé, — r? < 0,25 e rejeita caso contrario.

Pode ainda verificar-se que a correlacdo nao lioessce imenso com as flutuacdes da
amostragem, de facto, o valor minimo encontradoeéaproximadament®,2. A
correlagéo global chega a atingir o valorOge5 em cerca de 10% dos casos. Em 22%
dos casos ultrapassa o valor(j¢0, quando na verdade este valor deveria de ser zero
porque foi gerado como tal.

Note-se ainda que os dois valoresdesdo sempre idénticos, isto €, a componente ndo
linear € aproximadamente igual nos dois sentidos.



4.6 A Correlacao Revisitada

0,6

0,5+

0'4 1 “ 1]
---- 12 - “corr

e p2

2
T Nxy

034 2
 Tyx

02 -
Limites de

aceitacao

0,1+

14 7 10 13 16 19 22 25 28 31 3 3 40 43 45 49 52 55 5 61 64 67 70 73 76 79 82 85 8 01 o4 &7 100
Figura 16 —Distribuicdo amostral simulada dpz* e r? para variaveis independentes, N=100, m=100,
Ah = 0.1 e uma classe é centrada na média eleley.

0,6

0,5 1

0,4

2 _ .2
Nxyy =T

= = T~
\

0,2

0,1

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79 82 85 88 91 94 97 100

Figura 17 —Distribuicdo amostral simulada d/e*z* -r?

Outras analises que podemos fazer € que, patd, conforme vai aumentando a
correlacdo linear a correlacdo nao linear aumemdaamais e pargp = 0,5, a
componente nédo linear & aproximadamente constaméxq C, ponto 2). O aumento da
componente linear € acompanhado pelo aumento dpatmnte nao linear (linhas
“paralelas”).

2 2
De seguida, fez-se um estudo ao quocierﬁgi‘{e(optou-se por,nf%, pois como ja se
referiu osn?, sdo idénticos) e outro ao logaritmo do quocieSteh a hipdtese = 0,

considerou-se o logaritmo do quociente, gara 0,5, apenas o quociente. Em cada um
dos casos optou-se pelas classes em que uma dstas @ zero como extremo.
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Analisando os gréaficos do anexo C, ponto 3, podenurstatar que as diferencas
surgem quando comparamos os coeficientes de agacelmear.

Quandop = 0,5, o crescimento ndo é tdo acentuado. Este resudstdade acordo com
os valores ja obtidos, pois neste caso existe urno qearalelismo entre as duas
componentes e 0s seus valores obtidos na simust@o mais proximos.

Parap = 0 quer se consider& = 100 ou N =300, ndo parece influenciar nos
resultados. O mesmo n&o acontece pata0,5, existe uns valores simulados em que a
componente linear é relativamente inferior a congptenao linearN = 100).

Com estes gréficos consegue-se ainda realcarréendtecia do tamanho das classes na
nao linearidade, ou seja, parh = 0,5 a componente ndo linear € menor do que quando
consideramog\h = 0,1. Isto deve-se a qué? Quanto maior for o tamankocldeses
menor sera o valor da variabilidade global.

Nota:

Pelo que sabemos dos exemplos, fora os casos fiVedgBetdo, em todos os outros este
teste ndo detectaria a nao linearidade.






Capitulo 5: Comentarios Finais

Contrariamente ao problema do estudo da existé&eciama relacdo linear entre duas
variaveis, a andlise da nao linearidade rarameraieoédada. Motivada por exemplos
classicos comecou por fazer-se um estudo descdtwaeficiente de correlacdo global
em simultaneo com o coeficiente de correlagaolinea

Recorrendo a simulacdes apresenta-se um estudistdbuicdo amostral dg2, — r?,
que fornece um teste para a nao linearidade. @araento do teste constitui trabalho
futuro. De momento, mostrou-se pouco capaz paegc@gtpequenas linearidades.

A possibilidade de uma regressédo nao linear figadicmnada pela componente néao

linear da correlacdo. Esta componente por vezest&#l brma pequena que ndo chega a
ser significativamente diferente de zero e portémtioa-se abusivo fazer um tratamento

da néo linearidade porque ndo nos ira trazer nace\.

Foram estudados diferentes exemplos de dados pdbsic nos quais se analisou as
alternativas. Temos de concluir que ndo ha um peacsistematico de analise de dados
bidimensionais, pelo que um estudo cuidadoso olrgaalise das diversas alternativas.

5.1
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Anexo A: Distribuicdo de Variaveis Binormais

O método de Box Muller surgiu com o intuito de gestaas distribuicbes normais e
independentes a partir de duas distribuicbes under e independentes, Goodman
(2005). Comecando por definir a fungéo distribuig&ovariaveis binormais, temos que
esta pode ser pode ser definida pela seguinte duthgd@ensidade de probabilidade, tal
como nos refere Weisstein:

) -2
, 2moxoy |1-p%y 2(1-Pxy)]’

onde

g = (x—px)® _ 2pxy(x—px)(y—py) n —py)?
% ox0y og

Assim, o par (X,Y), de varidveis aleatérias independentes normalmente
distribuidas, com médigs= 0 e varianciass® =1, possui a seguinte funcédo densidade

1 2 1 2 1 2, 2
de probabilidade:f (x,y)=—=—€""*x—=—¢e" "> =—e*™™)'? ' A partir daqui 0 método
p (xy) o T o p q

de Box Muller consiste em considerar o par de vaifaleatérias em coordenadas
polares,(R©), em queo< o < 2n, X =Rcog®) e Y =Rsin@®) e verificar quex ey
podem ser obtidas a partir de variaveis uniforriess U, .

Comega-se por verificar que é uniformemente distribuida no intervdleen é
obtida considerando como sen@e 2nJ,. A fungéo de distribuicdo de é dada por

G(R)=P(Rsr)= [ Lt drdo=[ e 21 ar ,
r=0de=0 2T r'=0

onde R € facilmente obtido tendo em consideragdo um cémigue” do calculo de
integracdo. Ou seja, considerandd2=s, rdr=ds, tal quer'=r e s=r?/2, tem-se

1212

que G(r):J. e*ds=1-e" ? = G(R)=1-e®'* =1-U, e portantor = /- 2In{U, ).

s=0

Al






Anexo B: Funcdes do Matlab

© No Matlab foi elaborada uma funcédo que constréi Bimormal de média zero e
desvio padrdo um (facilmente se produz uma anafiga, 0 caso em que a média e
o desvio sdo diferentes dos valores referidos, raatd-se os valores,
convenientemente de en2 de acordo com o que foi visto na secc¢édo 2.3).ngdo
construida foi a seguinte, em que e v2 é o par binormal gerado usando Box
Muller:

function [V1,V2]=BiNormal(n)

Al=rand(n,1);

A2=rand(n,1);

V1=zeros(n,l);

V2=zeros(n,l1);

for i=1:n
nl=sqrt(-2*log(AL1(i)))*sin(2*pi*A2(i));
n2=sqrt(-2*log(A1(i)))*cos(2*pi*A2(i));

V1(i)=n1,;

V2(i)=n2;

end

% binormal com variaveis ndo independentes, p=0.5:

% V3=V2*sqrt(0.5)+0.5*V1

No Matlab se a correr, a titulo de exemplo paredrstitém-se:

>>n=10

n=
10

>> [V1,V2]=BiNormal(n)

V1=
-0.2122
-1.6525
-0.4715
-1.1980
0.4292
0.4116
-0.4940
-1.4088
0.3352
-0.7888

V2 =
-0.2394
0.4458
0.8813
-0.0889
0.2144
-0.6115
1.1508
2.4485
-0.5302
0.9993

A3
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© De seguida, foi feita outra funcdo com o intuito dgpresentar a tabela de
contingéncia -A, resultante da aplicacao de diferentes tamanhtslakses” noc e
no y — (deltah), ou seja, as variaveis condicionadasimgervalos realizam uma
particdo dos conjuntos de valores das variaveissquencontram apresentados na
matriz A. Os valores dam e ym correspondem aos valores médios das classes.
Apresenta-se de seguida trés funcdes, em que &imipossui o valor zero como
centro de uma das classgs,deltah/2,deltah/2[, @ Segunda o valor zero € um dos
extremos das class€s,deltah[ OU] — deltah,0[ € Na terceira a meédia dee a dey
Sao0 0S Centro$x — deltah/2, X + deltah/2[ €]y — deltah/2, y + deltah/2][:

function [xm,ym,A]l=Tabela2(V1,V2,n,deltah)
% o valor zero € o centro de uma das "classes"
ml=max(V1)+deltah;
m2=min(V1)-deltah;
x1=deltah/2:deltah:m1;
x2=deltah/2:deltah:-m2;
x3=-x2(length(x2):-1:1);
x=[x3 x1]’;
for i=1:length(x)-1
xm(i)=(x(i)+x(i+1))/2;
end
nl=max(V2)+deltah;
n2=min(V2)-deltah;
yl=deltah/2:deltah:n1;
y2=deltah/2:deltah:-n2;
y3=-y2(length(y2):-1:1);
y=[y3 y1];
for j=1:length(y)-1
ym()=(y()+y(+1))/2;
end
A=zeros(length(x),length(y));
for i=1:length(x)-1
for j=1:length(y)-1
for z=1:n
if  (V1(z)>=x(i) & V1(z)<x(i+1)) & (V2(z)>=y()) &
V2(2)<y(j+1))
som=1,
A(i,j)=A(,j)+som;
end
end
end
end
z1=zeros(length(x)-1,1);
z2=zeros(1,length(y)-1);
for i=1l:length(x)-1
z1(i)=sum(A(i,:))+z1(i);
A(i,length(y))=A(i,length(y))+z1(i);
end
for j=1:length(y)-1
z2(j)=sum(A(:,))+z2());
A(length(x),j)=A(length(x),j)+z2(j);
end
A(length(x),length(y))=A(length(x),length(y))+n;



Funcdes do Matlab

A sublinhado encontram-se as mudancas feitas @duagterior:

function [xm,ym,A]=Tabela(V1,V2,n,deltah)
% o valor zero € um dos extremos das classes
ml=max(V1)+deltah;
m2=min(V1)-deltah;
x1=0:deltah:m1 ;
x2=deltah:deltah:-m2
x3=-x2(length(x2):-1:1);
x=[x3 x1]’;
for i=1l:length(x)-1

xm(i)=(x(i)+x(i+1))/2;
end
nl=max(V2)+deltah;
n2=min(V2)-deltah;
y1=0:deltah:n1;
y2=deltah:deltah:-n2;
y3=-y2(length(y2):-1:1);
y=ly3 y1I;
for j=1:length(y)-1

ym(@)=(y()+y(+1))/2;
end
A=zeros(length(x),length(y));
for i=1:length(x)-1

for j=1:length(y)-1
for z=1:.n
if  (V1(2)>=x(i) & V1(z2)<x(i+1)) & (V2(2)>=y()) &

V2(2)<y(j+1))

som=1;
A(i,j)=A(i,j)+som;
end
end

end
end
z1=zeros(length(x)-1,1);
z2=zeros(1,length(y)-1);
for i=1l:length(x)-1
z1(i)=sum(A(i,:))+z1(i);
A(i,length(y))=A(i,length(y))+z1(i);
end
for j=1:length(y)-1
z2(j)=sum(A(:.))+z2();
A(length(x),j)=A(length(x),j)+z2(j);
end
A(length(x),length(y))=A(length(x),length(y))+n;



A.6

A Correlacao Revisitada

function [xm,ym,A]=Tabela3(V1,V2,n,deltah)
% a media de V1 e de V2 sdo centros das "classes”
ml=max(V1)+deltah;
m2=min(V1)-deltah;
x1l=abs(mean(V1)+deltah/2):deltah:m1 ;
x2=abs(mean(V1)-deltah/2):deltah:-m2 ;
x3=-x2(length(x2):-1:1);
x=[x3 x1]’;
for i=1l:length(x)-1

xm(i)=(x(i)+x(i+1))/2;
end
nl=max(V2)+deltah;
n2=min(V2)-deltah;
yl=abs(mean(V2)+deltah/2):deltah:n1;
y2=abs(mean(V2)-deltah/2):deltah:-n2;
y3=-y2(length(y2):-1:1);
y=[y3 y1];
for j=1:length(y)-1

ym(@)=(y()+y(+1))/2;
end
A=zeros(length(x),length(y));
for i=1:length(x)-1

for j=1:length(y)-1
for z=1:n
if  (V1(2)>=x(i) & V1(z)<x(i+1)) & (V2(2)>=y()) &

V2(2)<y(j+1))

som=1,;

A(i,))=A(ij)+som;
end
end
end

end
z1=zeros(length(x)-1,1);
z2=zeros(1,length(y)-1);
for i=1l:length(x)-1

z1(i)=sum(A(i,:))+z1(i);
A(i,length(y))=A(i,length(y))+z1(i);
end
for j=1:length(y)-1
z2(j)=sum(A(:,j))+z2(j);
A(length(x),j)=A(length(x),j)+z2(j);
end
A(length(x),length(y))=A(length(x),length(y))+n;



Funcdes do Matlab A7

Correndo no matlab, apenas uma das funcdes, olénseqguinte (os valores de x e
de y ndo deveriam aparecer porque ndo sdo elemdatesida da funcdo, mas
apresenta-se aqui para uma melhor compreensaacgoiu

>> [xm,ym,A]=Tabela2(V1,V2,n,deltah)
X =

-1.7500

-1.2500

-0.7500

-0.2500

0.2500

0.7500
y:
-0.7500
-0.2500

0.2500

0.7500

1.2500

1.7500

2.2500

2.7500
Xm =

-1.5000 -1.0000 -0.5000 O 0.5000
ym =

-0.5000 O 0.5000 1.0000 1.500000@0 2.5000
A=

MNNOOOO
WRRPRORO
Rroooor
WOONRO
coococoo
cooocoocoo
RPOOOOR
Bwroon



A.8 A Correlacao Revisitada

@ Para determinar o valor e eta — coeficiente deetamydo global e de rho —
coeficiente de linearidade, elaborou-se a segtumgio:

function  [xj,yi,medy,medx,rho,etaY¥X,etaXY]=etarho(ym,xm,n,A)
Ix=length(xm);
ly=length(ym);

ni=A(1:Ix,ly+1);

nj=A(Ix+1,1:ly);

for j=1ly
if  A(Ix+1,))~=0
Xj()=L/A(X+1,j)*(xm*A(1:Ix,)));
else
Xj())=0;
end

end

medx=1/n*xm*ni;
mx=ones(1,Ix)*medx;
desvx=sqrt(1/n*(xm-mx).A2*ni);

for i=1:Ix
if A, ly+1)~=0
yi()=2/A@,ly+1)*ym*A(i,1:1y)";
else
yi(i)=0;
end
end
medy=1/n*ym*nj’;
my=ones(1,ly)*medy;
desvy=sqrt(1/n*nj*(ym-my)."2");

cov1=0;
for i=1:Ix
for j=1lily

cov2=A(i,j)*xm(i)*ym(j);
covl=covl+covz;
end
end
covXY=1/n*covl-medx*medy;
rho=covXY/(desvx*desvy);
ny=(yi-ones(1,length(yi))*medy). 2*ni;
dy=nj*(ym-my)."2";
etaYX=ny/dy;
nx=(xj-ones(1,length(xj))*medx).2*n;j’;
dx=(xm-mx)."2*ni;
etaXY=nx/dx;



Funcdes do Matlab A.9

Para apresentar um exemplo em matlab usou-se Wtades que se obteve através
da fungacdrabela2

>> [X]j,yi,medy,medx,rho,etaYX,etaXY]=etarho(ym,xm,n A)
Xj =

0.5000 -0.1667 -1.5000 -0.6667 0 0 -1.5 000
i=

1.5000 0.5000 1.0000 0O -0.3333

(xi e yj s@o as médias de cada uma das classes)

medy =
0.5000

medx =
-0.4500

(séo as medias de x e de y respectivamente)

rho =
-0.7249

eta¥YX =
0.6444

etaXyY =
0.7671



A.10 A Correlacao Revisitada

@ A proxima funcao calcula m valores dos coeficieredepois retorna a sua média
(para todo o processo basta utilizar esta func@egla faz referéncia as outras trés
funcdes descritas anteriormente):

function

[vrho,detaYX,detaXY,drho,deta?YX,deta2XY,d2rho,deta 3YX,deta3XY,
d3rho]=medias(n,m,deltah)

for z=1:m

[V1,v2]=Binormalrho(n);
vrho(z)=corr(V1,V2)"2;
%o valor zero é um dos extremos das classes
[xm,ym,A]=Tabela(V1,V2,n,deltah);
[xj,yi,medy,medx,rho,etaY X,etaXY]=etarho(ym,xm,n,A) ;
detaYX(z)=etaYX;
detaXY(z)=etaXy;
drho(z)=rho”"2;
%o0 valor zero é o centro de uma das "classes"
[xm,ym,A]=Tabela2(V1,V2,n,deltah);
[xj,yi,medy,medx,rho,etaY X,etaXY]=etarho(ym, xm,n,A);
deta?2YX(z)=etaYX;
deta2XY(z)=etaXy;
d2rho(z)=rho"2;
% a média de V1 e de V2 sdo centros das "classes"
[xm,ym,A]=Tabela3(V1,V2,n,deltah);
[xj,yi,medy,medx,rho,etaY X,etaXY]=etarho(ym, xm,n,A);
deta3YX(z)=etaYX;
deta3XY(z)=etaXy;
d3rho(z)=rho"2;
end
vrho= vrho’;
detaYX=detaYX'; detaXY=detaXY"; drho=drho’;
deta2YX=deta2YX',deta2XY=deta2XY"; d2rho=d2rho’;
deta3YX=deta3YX'; deta3XY=deta3XY'; d3rho=d3rho’;
%mdeta¥Y X=mean(detaYX);
%mdetaXY=mean(detaXY);
%mdrho=mean(drho);
%mvrho=mean(dvrho);

No matlab, obtendo apenas algumas das saidas daoforedias para n=100,
m=500, deltah=0.5 (usando a fungébelg:
>>n=100
n=
100
>> m=500
m=
500
>> deltah=0.5
deltah =
0.5000
>> [mdetaYX,mdetaXY,mdrho]=medias(n,m,deltah)
mdetaYX =
0.1010
mdetaXyY =
0.0968
mdrho =
0.0099



Funcdes do Matlab A.ll

@ A funcao kurtskewdetermina os valores da assimetria e do “achatarhelas
variaveisX eY associadas a uma tabela de contingéncia.

function [gamalx,gamaly,gama2x,gama2y]=kurtskew(A,n,xm,ym)
x1=length(xm);

yl=length(ym);

a=size(A);

x=zeros(n,1);

y=zeros(n,1);

csx=cumsum(A(1:x1,a(2)));

csy=cumsum(A(a(1),1:y1));

al=[0 csx7;

a2=[0 csy];

for i=1l:a(1)-1
for j=al(i)+l:al(i+1)
x()=xm(i);
end

end

for i=1:a(2)-1
for j=a2(i)+1l:a2(i+1)
y(@)=ym(i);
end

end

gamalx=skewness(x);
gamaly=skewness(y);
gama2x=kurtosis(x)-3;
gama2y=kurtosis(y)-3;






Anexo C: Graficos
Ponto 1: Representacdes gréaficas de Binormaip & 0)
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3. classes em que uma é centrada na médiade x e de y
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Graficos A.15

5. classes em que uma é centrada em zero
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A.16 A Correlacao Revisitada

Ponto 2: Outras representacdes graficas de Binormafclasses em que o zero é
extremo duma classe)
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N=300 & m=100; deltah=0.1
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N=300 & m=1000; deltah=0.1
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% p=0,5

N=100 & m=100; deltah=0.1
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N=100 & m=1000; deltah=0.1
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N=300 & m=100; deltah=0.1
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N=300 & m=1000; deltah=0.1
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2
Ponto 3: Graficos do quociente dos coeficientes derrelacéo (")
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Graficos A.25
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