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Resumo

O sistema de numeracao por residuos (RNS) baseia-se na representagdo de um nimero através
dos residuos relativos a um conjunto de mddulos. A aritmética com niimeros assim representados
designa-se por aritmética modular ou aritmética de residuos, consistindo em operagdes aritméti-
cas entre os respectivos residuos. Estas operacdes sdo independentes umas das outras nao havendo
propagacdo de carry entre elas. Esta particularidade permite que operagdes comuns como a adi¢do
e a multiplicacdo possam ser realizadas em paralelo e por operadores de menor dimensdo. O tra-
balho consistiu na implementagdo e caracterizacdo de operadores modulares em FPGA usando
como métricas os recursos ocupados e a laténcia de implementacdo. Foram exploradas particu-
laridades das FPGAs tais como o paralelismo, os blocos multiplicadores dedicados e as ligacdes
rdpidas de propagacgdo de carry no sentido de optimizar a implementacdo dos operadores modu-
lares que inclufa, além dos operadores RNS ou modulares, as necessdrias conversdes de bindrio
para RNS e de RNS para bindrio. Foi feita a comparacio dos operadores modulares com oper-
adores convencionais e concluiu-se que, na FPGA disponivel para teste, o sistema de numeracao
por residuos traz poucas vantagens no que diz respeito a lat€éncia mas possibilita, para um nimero
elevado de bits, a diminui¢c@o da drea e do nimero de multiplicadores dedicados utilizados. Para
uma aplicag¢do envolvendo um elevado nimero de operagdes, para um elevado nimero de bits e
mediante uma arquitectura pipelined, o RNS permite obter melhores resultados tanto na laténcia
como no nimero de LUTSs ocupados.
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Abstract

The residue number system is based on a number representation through their residue related
to a moduli set. The arithmetic with this number representation is called residue arithmetic. These
operations do not depend on each other and do not have carry propagation from one to another.
This feature allows common operations, like addition and multiplication, to be performed with
smaller operators and by using parallelism. This work consisted on the residue operators imple-
mentation on a FPGA in order to measure the area and the latency in this reconfigurable device.
Some FPGA specifics have been studied and explored such as dedicated multiplier blocks and
carry chains in order to optimize, using parallelism, the residue operators implementation which
include the conversions from binary to RNS as well as RNS to binary. A comparison between
residue operators and conventional operators shows that, concerning latency, the residue number
system is not advantageous. However, the RNS designs can reduce the area and the number of
used dedicated multipliers for large bit-width numbers.
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Capitulo 1

Introducao

O enorme avanco tecnoldgico obtido nas tltimas décadas caracteriza-se pela proliferacdo de
novidades no que diz respeito a tecnologia electrénica, de tal modo que se tornaram parte in-
tegrante do quotidiano humano, tornando-se um dos principais suportes de conhecimento que a
sociedade actual possui. Estes avancos na tecnologia t€ém permitido o aparecimento de disposi-
tivos cada vez mais sofisticados e rdpidos mas também cada vez mais complexos. Estes aspectos
estdo fortemente relacionados com o crescente desempenho possibilitado pelos dispositivos micro-
electrénicos e pela aritmética computacional.

No caso dos dispositivos micro-electrénicos, destacam-se os tradicionais ASICs (Application
Specific Integrated Circuits) e mais recentemente as FPGAs (Field Programmable Gate Array).
Os principais inconvenientes dos circuitos integrados do tipo ASICs s@o o seu elevado custo de
projecto e fabrico e o extenso tempo necessdrio para a chegada desses circuitos ao mercado. Os
circuitos FPGA, por sua vez, surgem como uma alternativa mais interessante pelas possibilidades
que oferecem no desenvolvimento de sistemas digitais e por constituirem dispositivos genéricos
onde o utilizador configura o circuito integrado para realizar uma funcio especifica. A possi-
bilidade de reconfiguragdo das FPGAs e ao contrario dos ASICs acresce ainda a facilidade de
corrigir, modificar e estender as funcionalidades implementadas. O projecto de circuitos € geral-
mente baseado numa estrutura hierarquica de pequenos médulos interligados, permitindo melhor
simulagdo, verificagdo e reducdo da complexidade, explorando possibilidades de paralelismo e
formatos especificos dos dados.

No caso da aritmética computacional, os bits representando os nimeros num computador po-
dem ter diferentes significados. Podem ser positivos ou negativos e inteiros ou reais mas quanto
menor for o nimero de bits a processar, mais rapido serd a realizacdo de uma determinada oper-
acdo aritmética.

O sistema de numerg¢ao por residuos, Residue Number System (RNS), € um sistema de numer-
acdo nio posicional baseado no Teorema Chinés do Resto, Chinese Remainder Theorem (CRT),

que permite explorar essa vantagem. Este teorema indica que € possivel representar grandes in-
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teiros utilizando um conjunto de pequenos inteiros, de forma que os célculos possam ser realizados

em paralelo daf resultando uma maior eficiéncia.

1.1 Sistema de numeracao por residuos

”Temos coisas das quais nao sabemos o nimero
se as contarmos por 3, o resto € 2,

se as contarmos por 5, o resto € 3,

se as contarmos por 7, o resto € 2,

Quantas coisas temos?

A resposta, 23.”

O filésofo chinés Sun Tzu escreveu este verso intitulado ¢’ai-yen (grande generalizacdo) hd mais
de 1500 anos. Este verso descreve o CRT, usando como médulos a base (3,5,7). Com base neste
teorema, comprovado pelo matematico Euler em 1734, criaram-se os sistemas de numeracio por
residuos (RNS) e desenvolveram-se unidades de cdlculo aritmético que sdo hoje em dia utilizadas
em aplicacdes diversas: no processamento de sinais, nomeadamente para célculo de FFT, filtros
digitais, mas também em criptografia para processamento aritmético como a adi¢do, subtraccio e
multiplica¢do de nimeros com um elevado nimero de bits.

O RNS ¢ definido por um conjunto de nimeros inteiros designados por mdédulos. Estes
nimeros devem ser todos co-primos [2], ou seja, um mddulo ndo pode ser factor de nenhum
outro médulo. O produto de todos os médulos define a gama dindmica onde qualquer nimero
inteiro (desde que esteja dentro da gama dindmica ) pode ser representado no sistema numérico
por residuos definido como um conjunto de nimeros de menor dimensdo representando a classe
de residuos do nimero inteiro relativo aos médulos escolhidos para a base. Usando este sistema
de numeracdo, operagdes aritméticas como a adi¢cdo e a multiplicagdo, por exemplo, podem ser re-
alizadas em paralelo, pois as operacdes RNS ou modulares ndo possuem propagacao de carry. Por
exemplo, na realizacdo da adi¢do RNS entre dois operandos com uma gama dindmica composta
por uma determinada base, a operagdo produz-se num ndmero de adi¢des de menor dimensdo
igual ao nimero de médulos utilizados, podendo assim diminuir a laténcia e aumentando a rapi-
dez do célculo. No entanto, este sistema de numeracdo implica uma primeira conversao de ambos
os nimeros inteiros para RNS, realizada em paralelo, e uma conversio inversa apds as adigdes
modulares. A conversdao de RNS para bindrio é complexa, mas sé € necessaria apds a realizagdo
dos célculos. Portanto, o seu custo pode ser amortizado na eventualidade de ser executada uma
sequéncia de operagdes.

As metodologias e técnicas de projecto de circuitos t€m um papel muito importante na im-
plementacdo dos operadores modulares pois, sendo possivel implementé-los de diversas formas

e diferentes arquitecturas, pode significar a diminui¢do de area total e da laténcia. Dependendo
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da tecnologia de implementacdo, a adi¢do é a operag@o aritmética mais bdsica mas também das
mais relevantes. A sua eficaz implementagao pode trazer imensos beneficios a implementagao de
operacdes aritméticas mais complexas, tais como a multiplicacdo. Apds a conversao para RNS,
pode ser realizada uma sequéncia de cdlculos, tais como um somatério ou um produtério, levando

ao aumento dos beneficios introduzidos pela numeragado por residuos.

1.2 Motivacao

A implementacdo de unidades aritméticas usando o sistema de numeracdo por residuos € so-
bretudo encontrada recorrendo a solugdes do tipo ASIC. A implementacio baseada em FPGA ¢é
menos frequente levantando ddvidas sobre a eficdcia da aritmética RNS, em termos de desem-
penho, quando realizada em FPGAs. O RNS mostra-se como uma opg¢ao interessante para o au-
mento do desempenho de operagdes e € muitas vezes invocado como sendo um sistema de maior
rapidez de processamento devido a auséncia de propagacdo de carry entre operacdes de menor
dimensao e realizadas em paralelo. Mediante as particularidades que uma FPGA apresenta, tais
como o paralelismo, as ligacdes rapidas de propagacdo de carry e a utilizacdo de multiplicadores
dedicados que aceleram a realizag¢do de célculos aritméticos, o contributo do sistema de numer-
acdo por residuos € certamente diferente em FPGA. Neste sentido, a principal motivag¢do para a
realizacdo desta dissertagdo reside em investigar as vantagens na implementacdo de um sistema
RNS em FPGAs.

1.3 Estrutura da dissertacao

Para além desta introducfo, esta dissertacdo € constituida por mais quatro capitulos. No capi-
tulo 2, sdo apresentados os blocos do sistema de numeragdo por residuos e as operagcdes que neles
sdo envolvidas. E ainda apresentado uma arquitectura geral de um sistema de numeracéo por resi-
duos. O capitulo 3 apresenta as principais arquitecturas de somadores utilizados na constru¢io dos
mddulos RNS e € feita uma breve apresentacdo da estrutura dos dispositivos FPGA assim como
a descricdo da implementacdo das vdrias etapas dos operadores aritméticos no sistema RNS. No
capitulo 4 sdo apresentados e analisados os resultados das diversas implementacdes realizadas e €
feita a comparag@o dos operadores RNS com operadores aritméticos (convencionais) de inteiros.
No capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes deste trabalho assim como os possiveis trabalhos

futuros que podem decorrer desta dissertacao.
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Capitulo 2

Aritmética modular

O RNS consiste na representacdo de um dado nimero X em residuos xy,x2,x3,...,x, obtidos
pelos respectivos médulos m; representando os sucessivos restos da divisdo de X /m;, ou seja,
x; = X mod m; representando a classe de residuos de X relativo aos médulos escolhidos para a
base.

Usando este sistema, operagdes aritméticas como a adi¢cdo e a multiplicacdo, por exemplo,
podem ser realizadas em paralelo, pois operacdes RNS nio possuem propagacdo de carry. Por
exemplo, para calcular a adi¢do entre A ¢ B em RNS com uma base composta por m;(0 < i <
K) , a operacdo € processada através de K adi¢cdes de menor dimensdes Add; = (a; + b;) mod
m;, 0 <i < K diminuindo a laténcia e aumentando a rapidez do cdlculo. No entanto, este sistema
de numeragdo implica uma primeira conversdo de ambos os inteiros A e B para RNS que pode ser
realizada em paralelo e uma segunda conversdo inversa apds as K adigdes.

Neste capitulo sdo apresentados varias operacdes necessarias para a realizacio de operadores
aritméticos baseados nos sistemas de numeracdo por residuos (RNS). A acompanhar esta apre-
sentacdo, sdo mencionados exemplos de referéncia para uma melhor compreensio. A aritmética

modular apresentada neste capitulo foi baseada em [3].

2.1 Representacao RNS

Para a implementacdo de operagdes aritméticas de um nimero de bits consideravel, a con-
versdo dos nimeros bindrios para residuos de menor dimensao pode aumentar consideravelmente
a velocidade de determinadas operacdes aritméticas. De forma a entender a representacio RNS,
retomamos o verso de Sun Tzu da secgdo 1.1. Este puzzle pede, basicamente, para converter a
representagdo numérica de residuos (2|3]2), baseados nos médulos (7|5|3), para decimal. Um
sistema de numeracgao por residuos € a representacdo de um ndmero x pelos seus n residuos con-
stantes xg,X1,X2,...,X,—1 definidos pelos seus n médulos co-primos mg,m;,mo,...,m,_; onde

my_1 > ...>mp > m.
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O produto, M, de todos os mddulos, m;, € o nimero dos valores representdveis do sistema de

numeracao por residuos definidos pelos médulos m e € conhecido como a gama dindmica.
M=m, | X...Xxm Xmy 2.1

O residuo x; de um inteiro x com o seu respectivo médulo m; pode ser representado no sistema

numérico por residuos desde que x seja menor que M. Desta forma:
x; = x mod m; = (x),,. (2.2)

A representacdo RNS especifica de x pode ser feita de forma a visualizar tanto os residuos como

os médulos:
x = (21 [X2|%3) RN (4 o m3) (2.3)
No verso do capitulo 1, por exemplo,
x = (2[3]2)rus(71513)

e a gama dinamica é de
M=7x5x3=105.

105 € o ndmero total de diferentes valores disponiveis com os trés médulos 7, 5 e 3. Desta
forma, a gama de valores pode representar nimeros de 0 até 104, -52 até 52 ou qualquer outro

intervalo de 105 inteiros consecutivos.

A representagdo RNS negativa pode ser encontrada complementando cada digito de x; de

acordo com o seu médulo m; ndo havendo alteragd@o para os digitos nulos. Se, por exemplo,

21 = (5/0]1|0) rys(8[7/s/3)

21 = (8—5/0[5— 1]0)xys = (3]0|4|0)xws

Cada sistema de numeragdo residual tém um peso associado a cada uma das suas posigdes,
M /m;. Retomando o exemplo do verso da sec¢do 1.1 do capitulo 1, RNS(7|5|3) tém os pesos

associados a cada uma das 3 posicdes

15 21 35
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Na prética, cada residuo deve estar representado em bindrio para o processamento digital das

operagdes aritméticas. Por exemplo, para RNS(7|5|3) tal representagio requer 3 + 3 + 2 = 8bits.

mod 7 mod 5 mod 3

Figura 2.1: RNS(71513) em BCD

No entanto, com uma gama dindmica M = 105, 7 bits eram suficientes para a representagao

bindria. A eficiéncia da representacio bindria é

105

Apresentam-se a seguir os algoritmos a ter em conta para o processamento dos algoritmos ar-
itmético. Os operandos de entrada t€m representagdo bindria ou decimal pois provém de maquinas
ou de interfaces humanas e desta forma as saidas, apds o processamento, devem manter a mesma

representacdo. Serd entdo necessdrio converter as entradas em representagdo bindria/decimal para

a representagdo RNS e vice-versa.

2.2 Conversao de binario para RNS

Dado um nidmero y sem sinal,

k—1
y=Y yix2, (2.5)
i=0

encontrar os residuos com os médulos m;, 0 <i < k— 1, pode ser realizado através da seguinte

equacdo da fonte [3]:

(Ok=1-+-9150)2) 1y, = <<2k1)’kl>m_ +o A+ (20, + <>’0>m,~> (2.6)
! m;
Segue-se um exemplo simplicado, de forma a obter uma melhor percep¢do na aritmética en-
volvida nesta operagdo, de como se poderia converter os nimeros bindrio para RNS:
Se se definir e alocar para cada i e j o valor de <2f >m,~’ o residuo x; de y mod m; pode ser
directamente calculado com a soma de constantes previamente definidas numa tabela (look-up
table). A tabela dos residuos das 10 primeiras poténcias de 2 mostra as constantes necessdrias

para a conversdao de um nimero bindrio que abrange uma gama dindmica superior ao do exemplo
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i 2 (), 2)s (2
o 1 1 1 1
12 2 2 2
2 4 4 4
308 1 3 2
4 16 2 1 1
5 32 4 2 2
6 64 1 4 1
7 128 2 3 2
§ 256 4 1 1
9 s12 1 2 2

Tabela 2.1: Tabela dos residuos das 10 primeiras poténcias de 2

do verso da sec¢do 1.1 (M= 105) para RNS(71513) onde:
y=2310=10111, =2* 422421 4 2°

Consultando a tabela, com j =4,2,1,0 os médulos serdo calculados da seguinte forma:

yo= ()3 =(1+1+2+1);=2

yi=)s=(14+44+2+1)s=3

2=)7=Q2+4+2+1);=2

A representacdo RNS(7I513) de 239 é, como ja sabiamos, (2|3|2)gys. No pior dos casos serdo
necessdrios k adigdes para o célculo de cada residuo.

Associado a qualquer sistema de numeracdo por residuos estd o chamado sistema de numer-
acdo mixed-radix que representa um sistema de posi¢do com o seu respectivo peso. Assim, para

RNS (my_1|- - - |ma|mi|mg) temos MRS (my_1|- - - |ma|my|myp) tal que
(mg—p---mamymg) -+ (mpmyimg) (mymg) (mg) (1) 2.7

sd0 os pesos associados a cada k digito do sistema de numeragdo posicional com as gamas de
valores [0,my_1 — 1],---,[0,mp — 1],[0,m; — 1],[0,m — 1]. Para a determinac¢do do digito z; da

representacdo MRS, dado x; da representagdo RNS, temos:
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v = (1] |[x2]x1|x0)rns = (zk—1] - - |z2]21]20) mrs (2.8)

ou seja,

y szfl(mk,z--‘mzmlmo) +--- +Z2(m1mo) +21 (n’lo) +20

Claramente se verifica que zg = xp, subtraindo xp em ambas as representacdes RNS e MRS,

temos
y—x0= (x| [¥5x[0)rvs = (zk—1] -~ |22]21]0) ars

onde x} = <x j —x0>mj. Dividindo, de seguida, ambas as representacdes RNS e MRS por my

obtemos:
(1]~ 3 [x710) ks = (zr—1] - -~ |22l21) mrs (2.9)

O resultado da divisdo é exacta uma vez que o resto era xy e foi removido anteriormente na
subtrac¢do, poder-se-a dizer que se trata de uma multiplica¢do pelo inverso do médulo (1/ m0>m0.
Do resultado da divisdo de y' = (x;_,|- - [x5|x}|0)rns por mg se obtém (x;_,|---|x5[x]|0)rns €
da mesma forma z; voltando a uma equacio similar ao problema inicial. Com z; ja calculado,
repete-se 0 mesmo processo obtendo-se zp € assim sucessivamente. Trata-se, portanto, de um
algoritmo iterativo que deveria ser repetido um nimero de vezes igual ao nimero total de digitos
z;. A multiplicagdo pelo inverso do médulo poderia ser definida e alocada em tabela de forma a
facilitar o processamento de conversdo de RNS para MRS. Se tivermos a representacdo MRS de
v, a conversdo para o sistema de posi¢do standard € facilmente obtida pelo seguinte calculo:

n—1 i—1

y=z+ Z(Hmi)Zi (2.10)
i=0 j=0

A representacdo MRS é um processo iterativo que permite comparar as magnitudes de dois nimeros

na representacdo RNS ou ainda detectar o sinal de um ndmero.

2.3 Conversao de RNS para binario

Um dos métodos para converter um nimero na representacdo RNS para bindrio é, como ja
foi referido, converter inicialmente o nimero RNS para a representacdo MRS e usar os pesos

das posi¢cdes obtidas para completar a conversdao. Outro método consiste na determinacdo dos



10 Aritmética modular

pesos das posicdes da representacdo RNS pelo CRT (Chinese remainder theorem) que a seguir se

descreve:

i=0

k-1
x = (-1 |xalxi]xo) rivs = <Z M; (Otix,'>mi> (2.11)
M

onde, por defini¢do, M; = x/m; e o; = <Mfl >m representa a multiplicacio do inverso do mé-

dulo de M;. Os primeiros conversores de RNS para bindrio baseavam-se no CRT. No entanto, este
método ndo pode ser implementado em hardware de uma forma eficaz. Relembrando o exemplo
do verso referido na sec¢do 1.1,sey=(2|3/2) RNS(75)3) € baseando-se nas propriedades do sistema

de numeracao por residuos, pode-se escrever:

(213]2)rvs = (2[0]0)rns + (0[3]0)rns + (0[0]2) rns

=2x (1|0‘0)RNS+3 X (0|1|O)RNS+2 X (O‘OH)RNS

Assim, se se souber os pesos das posicoes RNS, serd possivel converter qualquer nimero

pelos médulos RNS(71513). Para tal, € necessdrio efectuar multiplicagdes ou pode-se simplesmente

k—1

consultar uma tabela de tamanho total igual a };—; m; com os valores de <Mi (al-xi>m[_ > )y paratodos

os possiveis i e x;. A tabela 2.2, por exemplo, mostra-nos todos os valores dos pesos possiveis

para RNS(7/5|3):

Desta forma, consultando a tabela, tem-se:

(1|0|0)RNS = 12010;
(0]1]0)grns = 33610;

(0]0]1)gns = 28010.
Para o passo final da conversao apenas € necessario fazer algumas operacdes aritméticas:
(21312)rns = ((2 x 120) + (3 x 336) + (2 x 280)) 5

— (1808) 45 = 23



2.4 Operadores modulares 11

I m; X <M,' <aixi>m,->M

2 7 0 0
1 120
2 240
3 360
4 480
5 600
6 720
1 5 0O 0
1 336
2 672
3 168
4 504
0 3 0 0
1 280
2 560

Tabela 2.2: Valores dos pesos possiveis para RNS(7|5|3)

2.4 Operadores modulares

Apresentadas as operacdes necessdrias para as conversdes de bindrio para RNS e de RNS
para bindrio chega a vez da apresentacdo dos operadores modulares de adicdo e multiplicacdo
que tem como entrada os residuos provenientes da conversdo para RNS dos operandos bindrios
e como saida os residuos do resultado da operacdo aritmética em causa para (a jusante) passar
para a conversdo final de RNS para bindrio. Essas operacdes aritméticas de residuos podem ser
feitas de forma independente e em paralelo uma vez que nao existe propagacdo de carry entre
operacdes de diferentes residuos de acordo com os respectivos médulos podendo diminuir o tempo
de processamento de célculo.

E possivel implementar vdrios tipo de operagdes tais como a adi¢do, a multiplicacdo, a sub-
traccdo, a comparacido de magnitude entre outros. No entanto, a adicdo é de maior importancia
por estar presente em praticamente todos os operadores aritméticos como por exemplo a multi-
plicacdo que também € analisada nesta dissertacdo. A subtraccdo € realizada através de adi¢des
em complemento para dois, a divisdo é de maior complexidade e dificilmente implementada para
sistemas de numeracao por residuos.

Nesta dissertacdo foram analisados os operadores de adi¢do e multiplicagdo devido a maior
importancia que estes assumem. Seja, entdo, x; o residuo de x pelo mdédulo m; conforme mostra a

equacdo ?? e y; oresiduo de y pelo mesmo médulo mi. Se se pretender calcular x + y,

(x+y) mod m; = (x; mod m;) + (y; mod m;)
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ou de acordo com a equagdo 2.3:

(x+y) mod m; = (xl |x2‘x3)RNS(m]\m2|m3) + (y1’y2|y3)RNS(m||m2|m3)u

é equivalente a ter:

(x+y) mod m; = (x; + y;) mod m;

Se, com o exemplo da sec¢cdo 1.1, for realizado uma soma 23 + 5 e j& sabendo os residuos

do primeiro operando teriamos:

5 = (5012)rns(7/513)
ou seja,

= (03[1)&ns(7/53)

Tanto na adi¢do como na multiplicag@o, o procedimento a seguir para as operagdes sao semel-

hantes diferindo apenas no operador aritmético.

2.5 Estrutura de operadores aritméticos num sistema de numeracao

por residuos

A figura 2.2 ilustra as diferentes etapas para a implementacdo de um sistema de numeragao
por residuos. O RNS ¢é divido pelas trés etapas de conversao, operagdo modular e conversao final
podendo no entanto realizar mais operacdes modulares entre as conversdes conforme mostra a
figura 2.3.

Convém realcar que sendo necessario realizar opera¢des de adicdo ou multiplicacdo em se-
quéncia, ndo haveria necessidade de se converter o resultado para RNS apds cada operagdao mod-
ular. No entanto, corria-se o risco de se obter resultados finais errados pois se, na sequéncia de
operacdes modulares, ocorrer overflow, ou seja, se o resultado de uma das operagdes modulares
for maior que o valor maximo permitido pela gama dinamica dos médulos escolhidos (ver equacdo
2.1), entdo esse resultado seria errado e nao recuperdvel. Para evitar o overflow, a cada operacdo
modular estd associada uma redu¢do modular ou conversdao para RNS de acordo com os mesmos
modulos utilizados na conversao inicial dos operandos para RNS e na conversao final do resultado
em RNS para bindrio. Este € talvez o maior inconveniente do sistema de numeracao por residuos
pois resulta no aumento do tempo total de processamento assim como no aumento da 4rea total do

circuito.
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iM\
Multiplicagao/
Adicdo [resultado|mi
A Bl modular m1
I |A]-2
Convenrség d'e‘ Multipfoagao/ Conversao de RNS
numergao binaria Adigao |resultado|m bindri resultado
para RNS |B|-2 modular m2 para binario
I | A
B Multiplicagao/
Adi¢do |resultada]ws
|Bls madular m3

Figura 2.2: Diagrama de blocos de um operador modular

Residuos de A

Conversao w ( w Conversdo
8= Binario/ |-Residuos de B X + + + RNS/  IResultado
RNS J J Binario

esiduos de C—48 —

I Operagdes modulare |

Figura 2.3: Sequéncia de operacdes aritméticas por residuos

Uma boa forma de compensar este inconveniente € implementar um circuito utilizando a téc-
nica de pipelining permitindo reduzir o atraso do circuito repartindo o caminho critico através de
registos sincronizados com um sinal de rel6gio comum. O caminho critico serd inferior ao origi-
nal mas, na prética, a insercao de um registo de pipeline tem como consequéncia o atraso de um
periodo de clock na geracdo de algum sinal ou evento. No entanto, este facto é desprezavel ou
irrelevante na grande maioria das aplicacdes uma vez que, num circuito pipelined, outros valores
de entrada podem iniciar a operacdo do circuito sem ter que esperar que os valores anteriores de

entrada cheguem a saida do circuito.

O esquema mostrado na figura 2.4 mostra de que forma se poderia dividir o circuito com
os registos sincronos mas, dependendo do desempenho de cada etapa do circuito, este esquema
poderia sofrer alteragdes no que diz respeito ao nimero de registos colocados e ao posicionamento

deles. Este tema serd abordado no préximo capitulo com mais detalhe.



14 Aritmética modular

| A
Multiplicagao/
Adigdo [ 1resuttadojm1
Bt : modular m1 L
|Afmz |
nversa iplicaca -
Converséo de NIRRT, Converséo de RNS
numergao binaria Adigao |resultado|mz binari resultado
para RNS =] modular m2 L para binario |
| Az
Multiplicagao/
Adicao [resultado|m3
| [Blw modular m3
CLOCK

Figura 2.4: Estrutura de um operador RNS pipelined

Esta técnica pode levar a um mais alto nivel de desempenho do circuito mas aumenta a drea

deste dltimo.



Capitulo 3
Implementacao

A aritmética modular permite aumentar a rapidez de cdlculo em muitas aplicagdes. Ela é
utilizada em diferentes contextos tais como o processamento de sinal, o tratamento algoritmico,
a criptografia (entre outros). Esta dissertacdo aborda a aritmética modular num contexto difer-
ente dos mencionados anteriormente, pretendendo caracterizar a implementagdo de operadores
modulares em FPGA usando como métricas a area, ou recursos ocupados, e a laténcia de imple-
mentacdo. A drea é expressa pelo nimero de LUTs total utilizado pelo circuito. A laténcia, por
sua vez, representa o atraso combinacional do circuito. Numa arquitectura pipelined a laténcia

deixa de ser o atraso combinacional passando a representar o periodo de um ciclo de relégio.

O capitulo inicia-se com a apresentacdo de algumas arquitecturas de somadores utilizados para
a implementacdo dos varios blocos do RNS. Sao feitas algumas consideracdes sobre circuito do
tipo FPGA com o objectivo de entender particularidades que posteriormente servirdo para uma
melhor compreensdo dos resultados obtidos. Sdo ainda apresentadas neste capitulo as diferentes
implementagdes para os diversos blocos de operadores RNS, nomeadamente para a multiplicacdo
e para a adicao modulares, consideradas as mais importante no contexto desta dissertacdo devido a
grande utilizacdo da adicdo. Estas operacdes aritméticas foram implementadas explorando partic-
ularidades das FPGAs no sentido de optimizar os resultados obtidos, em termos de drea e laté€ncia,
dos operadores modulares mas também das necessdrias conversdes de bindrio para RNS e de RNS

para binario.

3.1 Arquitectura de somadores

Todas as operacdes complexas de um computador digital sdo realizadas através de combi-
nacdes de simples operagdes aritméticas e 16gicas bdsicas tais como somar, complementar, com-
parar ou mover bits. Estas operacdes sdo fisicamente realizadas por circuitos electrénicos com-

postos por portas logicas.

15
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Os circuitos 16gicos dos sistemas digitais podem ser do tipo combinacionais ou sequenciais.
Um circuito combinacional é constituido por um conjunto de portas légicas que determinam os
valores das saidas directamente a partir dos valores actuais das entradas. Poder-se a dizer que um
circuito combinacional realiza uma operac¢do de processamento de informacdo calculada por um
conjunto de equagdes booleanas de acordo com os valores de entrada deixando a saida o resultado
da operacdo. Um circuito combinacional aritmético implementa operagdes aritméticas como a
adi¢do, subtracc¢ao, multiplicacdo e a divisdo com nimeros bindrios. De seguida sdo apresentados

os circuitos combinacionais aritméticos considerados na realizac¢do deste trabalho.

3.1.1 Ripple Carry Adder

O ripple carry adder (RCA) € o somador de estrutura mais bésica pois é simplesmente com-
posto por n full Adders (FA) interligados em série. Com um RCA de 7 bits pode-se realizar um
somador capaz de operar dois niimeros bindrios de n bits. Particularmente, o digito de ordem n
do resultado, S, serd obtido pela adi¢do de a,, b, e C,,_;, onde este Ultimo representa o transporte
proveniente do digito anterior. O somador de indice n recebe como entradas ay,, b, e C,,_1, gerando

a soma S, e o valor de transporte C,, o qual serd entrada para o FA do digito seguinte (n+1).

A figura 3.1 ilustra o diagrama de blocos de um ripple carry adder de n bits.

by ap  byg  apg by 3 by ag
IR T T T T
i ) c
11+ EA n-1 FA n-2 o 2 EA 1 FA ‘-_D
Y Y v Y
5n Sn-1 51 50

Figura 3.1: Diagrama de blocos de um RCA de n bits

Os somadores do tipo RCA sio mais lentos & medida que aumenta o nimero de bits dos
operandos uma vez que a propagacao do carry passard por todos os full adders no caminho critico
e admitindo que cada full adder impde um atraso, o tempo necessdrio para ser feita a soma serd pro-
porcional a n. Como o somador de entrada ndo deve receber nenhum bit de carry in, € necessario
forar que o primeiro carry seja zero. E de realgar que todos os circuitos sdo alimentados ao
mesmo tempo mas o seu funcionamento é sequencial uma vez que C,, sendo a entrada de um

circuito, € um resultado do processamento de um circuito anterior (Cout do anterior).
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3.1.2 Carry Save Adder

Existem muito casos onde é necessdrio somar mais do que dois nimeros. A forma mais sim-
ples de somar m ntimeros de n bits é de adicionar os dois primeiros e somar o préximo ao resultado
da primeira soma e assim sucessivamente. No entanto, este tipo de adi¢do requer m — 1 adi¢cdes
para um total de portas l6gicas bem maior que o que € possivel obter com outros somadores. Para
reduzir a drea e o tempo de propagacdo do caminho critico podera-se optar por implementar ar-
vores de somadores e utilizando somadores do tipo carry save adder permitird reduzir ainda mais
o tempo de propagacgao.

Um carry save adder consiste em adicionar 3 operandos, x, y e z e converté-los em dois
nimeros C + S tal que

x+y+z=C+S

Esta operagdao nio depende da propagacdo de carries de circuitos anteriores e € por isso uma
enorme vantagem. O esquema da figura 3.2 representa o bloco CSA e como, através de um

simples FA, € obtido.

Cout— FA —Cin ::> CSA
. ]

S C S

Figura 3.2: Diagrama de blocos de um Carry Save Adder

Na figura 3.3 € ilustrado um diagrama de blocos CSA que realiza a soma de cada bits dos trés
operandos de 5 bits obtendo como resultado dois novos ntimeros. Esses dois tltimos conservem o

valor numérico dos trés primeiros.

X4 Ya Z4 X3Y3Z3 X2 Y2 Z2 X1 Y124 Xo Yo Zo

CSA CSA CSA CSA CSA

Cs S4 Cy S3 C3 S> Co Sy Cq So

Figura 3.3: Diagrama de blocos de um Carry Save Adder de 5 bits
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Apesar das vantagens deste tipo de somador, ele ndo resolve o problema de obtencdo de uma
unica saida. O ponto mais relevante do CSA reside no facto das duas saidas C e S poderem ser

calculadas de forma independentes entre elas e entre cada C's e §'s.

3.1.3 Carry Look-ahead Adder

A principal funcdo do somador carry look-ahead (CLA) € tentar gerar em paralelo todos os
carries que estdo para chegar e evitar a espera da propagagdo do carry correcto dos full adders de
onde sdo gerados. Tém como objectivo aumentar a velocidade de propagagdo do carry em relagdo
aos somadores RCA.

Os carries, Ci41, gerados em i sdo dados por:

Ciy1 = A - B + (A @ B) - G5 3.1

Desta equacdo entende-se que existe carry se este for gerado neste mesmo estado ou se chegou
da propagacdo de carry de um estado anterior. Por outras palavras, o carry € gerado se ambos A;
e B; forem iguais a "1" e propaga se um dos operandos é nulo e outro igual a "1". A fun¢do G;
indica, quando verdadeira, que o i-ésimo estado gerou um carry e, por consequéncia, do ponto de
vista da propaga¢do do carry, o carry de saida do estado anterior ndo precisard ser considerado.

P,, por sua vez, indica que o i-€simo estado propaga o carry que lhe chega sendo ele "1"ou "0".

G = A B (32)

P, = A © B, (3.3)
Substituindo P; e G; na equacgdo de geracdo do carry obtém-se:
Cit1 =G+ P -G (3.4

O somador CLA baseia-se em determinar todos os estados de entrada do somador e, simultane-
amente, produzir os carries apropriados para cada um destes estados, ou seja, todos os carries sdo
calculados em paralelo. Isto leva a que as referéncias aos carries anteriores na equagao acima pre-
cisam de ser eliminadas. Deste modo, para um somador CLA de 4 bits, por exemplo, as equacdes

de propagacao do carry seriam:

G = G,
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Ci = Go + P - Cy,

G =G +Gy -Ph+F P -Cy,

G=G+G -PB+Gy-P-PB+P-P-PB-Cy,

Cy=G3+Gy-B+G P -P+Gy-P-P-PB+PF-P-P-P-Cy,

Ao observar as equacdes de um somador carry look-ahead, fica claro que a sua implementagao
em hardware utiliza uma maior quantidade de recursos que uma implementagdao de um somador

do tipo ripple carry por exemplo.

3.1.4 Brent Kung

A determinacdo do sinal de carry € feita através de blocos de 4 bits no CLA. Contudo, pode ser
simplificada para apenas 2 bits introduzindo uma célula Brent Kung. Isto torna o circuito muito
mais flexivel possibilitando uma estrutura de blocos implementada em paralelo e em arvore. O
somador € de alta importancia no ambito desta dissertacdo pois € um dos blocos mais utilizados e
¢ nestes que reside grande parte dos resultados finais no que toca a rapidez com que os médulos
serdo processados. Para um reduzido nimero de bits, somadores convencionais seriam suficientes
para obter bons resultados mas a medida que o nimero de bits cresce, o caminho critico passa
a ter cada vez mais importancia no desempenho desses modulos. Como tal, é necessdrio pensar
em outros tipo de somadores que permitem o paralelismo, tais como os somadores paralelos de

prefixo em drvore multi-nivel.
O somador Brent-Kung permite tal arquitectura e é considerada uma das melhores células para

arvores de somadores de prefixo pois permite reduzir significativamente as pistas entre células.

A célula BK (Brent-Kung) permite calcular o carry de dois blocos de células FA. Segue-se,
para relembrar, as fungdes que dependem unicamente das entradas A; e B; de dois operandos A e

B a somar.
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Propagate:

P = A; ® B;; (3.5)

e Generate:

Gi = Ai . Bi; (36)

Uma célula Brent-Kung, por sua vez, representando uma soma de dois bits tem o esquema da

figura 3.4 e as seguintes equacdes:

P, =P -P; (3.7)
G, =G + (P -Gy (3.8)
G GiP
BK.
|
Pa EV_'

Figura 3.4: Bloco Brent-Kung

O somador possibilita uma estrutura de blocos implementada em paralelo e em drvore como

se pode verificar na figura 3.5.

A figura permite visualizar de que forma € efectuado a adicao de entradas de 16 bits, o nimero
de células necessdrio para o cdlculo e o paralelismo possibiltado pelo tipo de somador. O cédlculo

¢é efectuado em sete niveis de células BK e com um numero relativamente reduzido de células.

Neste somador € possivel ainda aumentar a rapidez alterando partes do circuito de forma a
eliminar um nivel de células BK mas isso sé seria possivel aumentando o nimero de células. A
estrutura em drvore bindria paralela permite obter um atraso no somador proporcional ao logaritmo

do nimero de bits dos operandos.
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1514131211109 8 7 6 5 4 3 2 1 0 Entradas

o N = 0~ = O

Saidas

Figura 3.5: Representacdo grifica do somador Brent-Kung

3.1.5 Sklansky

O somador Sklansky faz parte da familia de somadores paralelos de prefixo que explore a
antecipacdo de carry. E um somador com uma arquitectura dividida em trés partes, a primeira
corresponde ao célculo dos P; e G; (propagate e generate) a partir dos operandos de entrada.

A segunda parte consiste no cdlculo dos carries intermedidrios elaborados através de uma
drvore bindria.

Por ultimo, a terceira parte calcula o resultado da soma final através de um somador constituido

por portas XORs.

1914131211103 8 7 6 5 43 £ 1 0 Entradas

? ffffff‘(% Saidas

Figura 3.6: Representacdo grafica do somador Sklansky

S 2 M — O3

Na figura 3.6 verifica-se que o somador sklansky permite obter resultados bastante mais rapi-
dos e tem uma arquitectura simples e regular mas nem sempre € vantajoso em termos de células

utilizadas.
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3.1.6 Wallace tree

Uma 4arvore de Wallace ou Wallace tree é parte de um somador de drvore que permite mini-
mizar o atraso de propagagdo. Ao invés de adicionar os produtos parciais em pares como o faz o
somador ripple carry, uma arvore de Wallace utiliza células CSA (Carry Save Adder) ligadas de
forma a reduzir o ndmero total de bits. A arvore tem como objectivo reduzir o nimero de operan-
dos para dois (um vector de carry e outro de soma) para que no fim seja utilizado um somador
convencional de forma a obter o resultado final da operacdo. A arvore de Wallace é muitas vez

utilizada para a multiplicag@o bindria como redu¢do de produtos parciais.

Na figura 3.7 sdo apresentados dois esquemas através dos quais se verificam as vantagens e

desvantagens na utiliza¢do de uma estrutura em forma de drvore de Wallace:

Vv 7 ¥ NN Y VWYYV YTV VNYVV O ¥YTY
! I [ CSA [ CsA ][ C8A |[ CSA | [ C8A ]
) cL I L ]
, Lo 7 v | | ] | || | [ ]
. CSA 5| [CsA ] [C3A | [cSA ] [CsaA |
- ] ) - ]
3 C'SA , [ | | [ ]
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Figura 3.7: Estrutura em array e em arvore de Wallace de uma redugdo de produtos parciais

Um multiplicador em forma de 4rvore de Wallace ndo tem vantagens no que diz respeito
ao ndmero de gates pois este utiliza exactamente os mesmos recursos que um multiplicador em
array. A vantagem da drvore de Wallace reside na diminui¢do do atraso que pela mudanca de
estrutura muda de O(n+n) (proporcional a soma dos pesos de cada operando) para O(n+log(n)).
Contudo se, numa estrutura em array, a interligacio entre blocos 16gicos era facilmente concebida
e simples, numa estrutura em arvore de Wallace a interligacdo entre blocos 16gicos torna-se muito

mais complexa.
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3.2 Projectos com FPGAs

3.2.1 Arquitectura da FPGA

As FPGAs (Field Programmable Gate Array) representam um dos maiores segmentos em
crescimento da industria de semicondutores e sdo largamente utilizadas para o processamento de
informagdes digitais. Foram criadas pela Xilinx Inc. em 1985 e foram, desde entfo, rapidamente
difundidas como uma excelente tecnologia para a implementagdo de circuitos digitais relativa-
mente grandes e para baixos volumes de producdo. Difere de outras tecnologias tais como a
ASIC (Application Specific Integrated Circuit) pois € um dispositivo que pode ser programado de
acordo com as aplica¢des do usudrio (programador) e tem a particularidade de ser reprogramdvel.
A FPGA disponivel para testes € uma Spartan 3 da Xilinx e é segundo [1] divido pela seguinte

arquitectura:
e Blocos l6gicos configuraveis (CLBs) com as respectivas LUTSs;

e Blocos de entrada e saida (IOBs) controlando o encaminhamento dos dados desde os pinos

até a légica interna do dispositivo;
e Blocos de memoéria RAM que permitem guardar dados;
e Blocos multiplicadores dedicados de dois ntimeros de até 18 bits;

e Gerador de clock digital (DCM) utilizados para regular uma frequéncia de clock multiplicando-

a ou dividindo-a;
e Matriz de interconexdes (switch matrix).

A FPGA contém células SRAM que sdo responsaveis por estabelecer as interligacdes entre
blocos 16gicos do circuito. Um bloco 1égico (figura 3.8) é, de forma geral, constituido por uma
LUT (Look-Up-Table) e de um Flip-Flop.

l-|| =
LT E

Figura 3.8: Bloco ldgico

A LUT permite implementar equacdes l6gicas tendo quatro entradas e uma saida e pode ser
considerada como uma pequena memoria, um multiplexador ou um shift register. O registo per-

mite memorizar um estado de uma maquina de estado sequencial ou ainda sincronizar um sinal
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permitindo usar técnicas utilizadas para diminuir o tempo de processamento (pipeline). Os in-
umeros blocos l6gicos sdo conectados entre eles por uma matriz de interligacdes configuravel.
Pode ser reconfigurdvel sempre que desejado e necessdrio mas ocupa um espago significativo. A
topologia é simples e fazem lembrar as ruas de angulo recto de Manhattan formando matrizes

simétricas e switches programaveis. A figura 3.9 mostra a arquitectura de uma FPGA.
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Figura 3.9: Arquitectura interna de uma FPGA (fonte: [1])

A densidade de LUTs existente numa FPGA ja ndo permite a interligacdo de blocos manual, o
esquema logico desejado € entdo concretizado por uma interligacdo automadtica (place and route)
de acordo com os recursos materiais da placa. Uma vez que os tempos de propagacdo dependem
do comprimento das ligacdes entre células 16gicas, os melhores resultados obtidos numa FPGA em
termos de frequéncia diferem de esquema para outro, ou seja, os algoritmos de optimizacdo dos
place and route podem variar consoante o esquema. A ocupagdo dos blocos 16gicos é, no entanto,
muito boa permitindo a utilizacdo quase total dos recursos necessarios. Como a configuragdo ou
place and route das LUT ¢ feita por pontos de memorias voldteis, € necessdrio salvaguardar o
design do circuito da FPGA numa memoria ndo volatil externa como por exemplo numa memdoria
Flash série.

Outra particularidade das FPGAs € o facto de possuir rapidas ligacdes dedicadas entre células
vizinhas das quais, as mais comuns, sao as carry chains que, conforme se vé na figura 3.10 permite
rdpida propagacdo de carry possibilitando a criacdo de funcdes aritméticas muito eficientes tais
como as de uma adicdo ou de um contador.

Além dos CLBs presentes numa FPGA, existem blocos multiplicadores dedicados de 18 x 18
bits. Estes recursos sdo vantajosos porque realizam a multiplicacdo de forma mais rdpida do que

seria conseguido com a utilizagcdo de CLBs para o mesmo efeito. Permitem ainda a utilizag¢do de
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Figura 3.10: Carry chain de células vizinhas

varios multiplicadores em cadeia para realizar operacdes com mais de duas entradas ou com mais
de 18 bits.

3.2.2 Procedimento de implementaciao

A implementacdo dos blocos operadores RNS requer um conhecimento prévio sobre a arit-
mética do sistema de numeracgdo por residuos pois o cdlculo efectuado no RNS néo € tdo linear
e requer um célculo distinto daquele utilizado nos algoritmos do sistema de numeragdo por resi-
duos. Por exemplo, para representar um dado niimero pelos seus residuos, é necessario conhecer
os mddulos antecipadamente para efectuar uma divisdo do nimero pelo médulo e assim obter o
resto da divisdo e o respectivo residuo. Sabendo que, devido a sua complexidade, a divisdo ndo
¢ viavel no ambito de uma implementacdo computacional de um RNS, foi necessério recorrer a
outros métodos para a obtencdo dos residuos. O mesmo acontece para outros blocos operadores
do RNS onde foi necessdrio estudar a aritmética do RNS antes da implementacao.

Ap6s o estudo da aritmética do RNS, foi determinado um fluxo de projecto que estabele-
cesse algumas etapas necessdrias para o decorrer do projecto que permitiu estruturar o projecto
dividindo-o em varias etapas. A primeira etapa consistiu na elaboracdo de um diagrama abstracto
permitindo organizar as vdrias partes do operador RNS em blocos. Seguiu-se a construgdo de
modelos Verilog sintetizdveis para cada bloco de operadores RNS. Fez-se a simulag@o funcional
gerando estimulos através de testbenches para a validagdao dos mddulos e foi feita a andlise tem-
poral.

Ap6s a realizacdo destes procedimentos para cada parte dos operadores RNS, procedeu-se a
sintese XST de cada médulo. O place and route foi feito apds validagdo dos passos anteriores e,

por fim, realizou-se os testes dos operadores RNS numa FPGA.
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A ferramenta utilizada para a simulag¢do funcional foi o ModelSim XE da Xilinx [4]. A
sintese, por sua vez, foi realizada através da ferramenta ISE igualmente da Xilinx. A ferramenta
ISE permitiu também extrair os resultados relativos a drea ocupada e a laténcia de cdlculo. Por
ultimo, os testes realizados na FPGA consistiu na jun¢do dos operadores RNS com um projecto
distinto que permitiu a comumica¢do com a FPGA via porta série. O projecto utilizava uma
interface que permitiu a escrita dos valores dos operandos nas entradas da placa e, da mesma

forma, a leitura nas saidas dos resultados dos operadores.

3.3 Seleccao de modulos

A selec¢do dos médulos para os sistemas de numeracao por residuos afecta tanto a eficiéncia
da representacdo bindria como a complexidade dos algoritmos aritméticos. Uma vez que a magni-
tude do maior médulo dicta a velocidade das operacdes aritméticas, a melhor escolha passard por
minimizar quanto possivel os médulos. O processo de escolha dos médulos RNS pode se tornar
complexo, no entanto, a forma provavelmente mais simples para o efeito € de escolher nimeros
primos em sequéncia até que a gama dindmica se torne adequada. O manuseamento dos médulos
pode levar a diminui¢do do nimero de bits total e ainda a redu¢do da magnitude do maior médulo
aumentando assim a velocidade das operacdes aritméticas. Para a escolha dos médulos terd de se
ter em conta ainda que poténcias de 2 simplificam as operagdes aritméticas. O modulo 16, por ex-
emplo poderd ser melhor op¢ao que o médulo 13 mesmo sendo este tGltimo menor que o primeiro.
Outra op¢do para o mesmo efeito € a consulta de uma tabela (table-lookup) que acelera o processo
mas tém o inconveniente de ocupar meméria. Médulos na forma 22! ¢ 22"+1 ou ainda 2" — 1 e
2" +1 sao, a semelhanga dos nimeros poténcias de 2, os que apresentam melhores resultados no
que diz respeito a laténcia e drea. A restricdo dos médulos implica o aumento do niimero de bits do
maior residuo mas pode diminuir o niimero de bits total a utilizar por operandos nos RNS e ainda
melhora consideravelmente a simplicidade aritmética tornando-se num dos factores mais fortes a
ter em conta no ambito da seleccdo dos mddulos para a realizacdo dessa dissertacdo. O facto da
conversdao de um nimero x bindrio para RNS consistir em encontrar os médulos x; = x mod m;
que sdo os restos de uma divisao de x por m; levaram a escolha de médulos de poténcias de 2 pois,
apesar dos calculos serem realizados simultdneamente, usar divisores ndo representa o melhor

método. Assim sendo, para médulos do tipo:

RNS(2" — 1]2"2" + 1) (3.9)

temos as seguintes facilidades:

e O resto do médulo 2" € imediato repartindo apenas os n bits menos significativos da varidvel

binaria x a converter;
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n Gama dinamica Numero de bits
5 3276 15
6 2262080 18
7 2097024 21
8 16776960 24
9 134217216 27
12 68719472640 36
15 35184372056064 45
18 18014398509219840 54
21  9223372036852678656 63

Tabela 3.1: Tabela das gamas dindmicas

e O resto do médulo 2" — 1 pode ser obtido apenas através de operadores aritméticos de

adicdo;

e E por tdltimo o resto do médulo 2" + 1 requer operadores aritméticos de adi¢do e eventual-

mente de subtraccio.

Esses trés modulos RNS {2" —1,2",2" 4 1} sdo de especial interesse devido as indimeras op-
eragdes que podem ser realizadas de forma eficaz com drea limitada e com auséncia do uso de
memoria. Para este efeito drvores de somadores serdo implementadas para a redugdo de x a soma
de 2 inteiros de n bits sem alterar o valor numérico do resto do médulo m; no sentido de aumentar
as performances para a conversao bindria/residual e ainda para somadores modulares mesmo para
grandes valores de n. Uma abordagem mais detalhada serd desenvolvida nos proximos capitulos
para uma melhor percepcio sobre as vantagens e os passos a realizar na utiliza¢do desses médulos.
A tabela 3.1 mostra as gamas dindmicas provenientes dos médulos {2" — 1,2",2" 4 1} para vdrios

nuimeros de n.

3.4 Somador modular

A operagao aritmética da adicao € a mais relevante deste trabalho uma vez que esta presente em
todas as etapas do sistema de numeragdo por residuos. Nesta seccdo sdo apresentados somadores
modulares de estruturas diferentes, todos eles executam o célculo apresentando a saida o residuo

do resultado da operacdo de adicdo.

3.4.1 Somador modular CLA

O somador modular CLA ¢ baseado numa arquitectura sugerida por [5], apresenta uma estru-
tura semelhante ao CLA convencional mas estd preparado para executar o cdlculo para os médulos

2"—1e2"+1. Afigura 3.11 mostra de que forma € realizado o célculo.
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Figura 3.11: Somador médulo 2" £ 1

Este somador difere de um CLA convencional no calculo do bit de transporte (Carry out) que
é gerado pelos sinais de geracdo (generate) e de propagacdo (propagate) calculados a jusante do
circuito e depende do sinal que define se se pretende calcular o residuo do médulo 2" —1 ou o
residuo 2" +1 (C_; na figura 3.11).

Cour =Gn1+P1Gy2+---+ P 1P2---PIRC_

Os bits de transporte sdo gerados usando C,,:
Co = Go+ PoCou
C1 =G+ P Go+ PPCoy

Cn—l = Gn—2 +Pn—2Gn—3 + .- +Pn—2 e 'PIPOC()ut
C,u: € invertido para o célculo do médulo 2" + 1 por um negador condicional (depende de C_)
através de uma porta légica XOR. E de salientar que um residuo de um médulo 2" + 1 pode ter

n+ 1 bits quando este é igual a 2", neste caso outro sinal C,,, representa o bit de transporte (C,,,

na figura 3.12):
C(/mt =Pi-1Pn—=2---PLRCou
A tltima etapa do somador executa o calculo final por uma camada de XORs :

Si=PoCi

SO = PO @Cout



3.4 Somador modular 29

Figura 3.12: C,,; do médulo 2" + 1

3.4.2 Somador modular Brent Kung

O somador Brent kung (BK) implementado € baseado segundo a fonte [6], trata-se de uma
modificacdo de um somador Sklansky com realimentagédo de carry ou End Around Carry (EAC).
E um somador de prefixo paralelo ( ver sec¢io 3.1.5) que utiliza células Brent Kung (ver sec¢do
3.1.4) calculando espontaneamente uma soma 2" e corrigindo o resultado quando se trata de uma
soma 2" — 1 ou 2" + 1 com o EAC. Este somador ¢ dividido por trés etapas, na primeira sdo
calculados os valores de geracdo (G;) e propagacdo (P;) de carry (ver féormulas 3.5) em paralelo
para todas as posi¢des dos operandos de entrada através de células Half Adder (HA). A segunda
parte j4 é executada na estrutura de prefixo onde em cada célula BK sio gerados ou propagados o
carry de acordo com as férmulas 3.7 e 3.8 respectivamente calculando esses valores desde o bit
menos significativo dos operandos até cada uma das outras posicdes. Por se tratar de um somador
modular, ainda se deve realimentar a dltima etapa com o dltimo carry obtido. A terceira e dltima
etapa calcula os vectores de saida e de carries para calcular o resultado através de uma camada de
XORs.

A figura 3.13 mostra o esquema de um somador modular 2" — 1 Brent Kung de dois operandos

A e B que tem o seguinte funcionamento:

A+B<2'—1=S=A+B;

A+B>2"—1=S=(A+B+1);

Em ambos os casos temos S = (A + B),,_,. O resultado depende do tltimo carry c,, se ¢, = P

(propagacdo de carry da ultima célula) entio A + B = 2" —1, se ¢, = G (geragdo de carry da
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Figura 3.13: Somador médulo 2" — 1

ultima célula) entdio A + B > 2" —1,sendo A + B é garantidamente menor que 2" — 1. A figura

3.14 representa um somador que calcula a adi¢do modular respectiva ao médulo 2" 4 1.
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Figura 3.14: Somador médulo 2" + 1

O somador Brent Kung foi realizado de forma a calcular os trés residuos em paralelo, é de
esperar que a laténcia deste somador seja igual ao do maior caminho critico que (obviamente)
provem do calculo do residuo que diz respeito a 2" 4- 1 por ter mais um bit nos residuos de entrada
do somador. O célculo da soma do residuo do médulo 2" € o mais rdpido pois s6 necessita guardar
os n bits menos significativos para obter o residuo ndo necessitando do EAC que contribui de
forma significativa para o aumento da laténcia mas que € inevitdvel para o cdlculo dos restantes

residuos.
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3.4.3 Somador modular de menor complexidade

A estrutura de um somador modular pode ser diferente dos apresentados anteriormente. Tal
como a multiplicacdo RNS, a adi¢do modular pode ser dividida em uma adi¢do seguida de uma
reducdo modular diminuindo significativamente a complexidade do circuito. A estrutura deste
somador é semelhante ao da multiplicacdo modular apresentado na préxima sec¢ao 3.5. Contrari-
amente a reducdo modular de inteiros, a redu¢do modular que se segue a soma dos residuos neste
somador modular necessita apenas de uma unica subtrac¢do. A soma de dois residuos a e b por
um médulom; (m; = 2"—1,my = 2"em3 = 2"+1)com0 < a, b < m; é determinada da

seguinte forma:

s=a-+b

t=s—m;

Se ocorrer overflow na subtrac¢do significa que s, a soma de a com b é menor que m; nao
necessitando da redu¢do modular apds a soma. No caso contrdrio, se ocorrer overflow, o resultado
final seria o resultado da subtracgdo. Isto sé é possivel porque se trata de uma soma modular de
dois residuos. Os operandos da operacao sdo ambos de menor valor que m; e o resultado méximo
que se pode obter é 2- (m; — 1). Esta estrutura permite ainda a utiliza¢do de diferentes somadores,

do tipo RCA por exemplo, devido a sua baixa complexidade.

Este somador modular € composto por uma redu¢ao modular, reducdo essa que s6 pode ser
utilizada com dois operandos de menor valor que o mddulo m;. Os residuos sdo sempre menor
que m; mas no ambito de uma reducdo modular de um nimero bindrio de 3n bits ( ver tabela 3.1)
tal operagdo seria impossivel. Este é o motivo pelo qual € utilizado a camada de CSAs no inicio
de uma conversdo de bindrio para RNS, isto é, permite garantir que um nimero de 3n bits seja
reduzido a dois operandos de n bits cada podendo desta forma utilizar este somador modular para

a conversdo de bindrio para RNS.

3.5 Multiplicador modular

Uma vez que a operacdo aritmética da multiplicagdo é de principal importancia para quase to-
dos os tipos de processadores, uma implementacao eficiente da multiplicagdo modular € necessaria
para garantir a obtenga@o de resultados relevantes no ambito desta dissertagdo. No entanto, o facto
de se tratar de uma multiplicacdo por residuos leva a uma reducao modular do resultado da multi-

plica¢dao aumentando significativamente o tempo de atraso de um multiplicador modular. Segue-se
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a apresentacao de multiplicadores de médulos 2" — 1 e 2" + 1 que tem como entrada dois operan-
dos residuais e devolve a saida o resultado residual do produto. As multiplica¢des sao efectuadas

em trés etapas conforme o demonstra a figura 3.15.

I

Geracdo de n? produtos
parciais

Redugéo de produtos
parciais

Adicao modular final

Figura 3.15: Multiplicador modular

Sejam dois operandos A = {a,_1a,—2...a0} € B = {b,_1by—2...bo} que também podem

ser representados da seguinte maneira:
n—1 n—1
A=Y a2" ¢ B=Y b2
k=0 1=0

O produto A - B serd entdo:
n—1 n—1
AB=Y a2y b2’
k=0 1=0

e, respectivamente, o0 modulo do produto sera:

n—1 n—1
(AB)yy = ( Y a2~} b2
k=0 =0 m4q
Sao inicialmente calculados os produtos parciais dos médulos 2" — 1 e 2" + 1 de A e B numa
matriz de portas légicas do tipo AND interligando todos os bits de cada operando, ou seja, para

operandos de n bits sdo gerados n nimeros de 7 bits cada para um total de n® produtos parciais.
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Na segunda etapa € efectuada uma reducao dos produtos parciais resultantes da primeira etapa
anterior para dois nimeros de n bits. Esta etapa € efectuada através de uma matriz de full adders

ou carry save adders que através do paralelismo diminui o tempo de atraso do circuito.

A ultima etapa consiste em somar os dois nimeros de n bits obtidos anteriormente utilizando

um dos somadores modulares.

3.6 Reducao modular

A conversdo de bindrio para RNS de um nimero X de n bits ou redu¢do modular consiste em
calcularos x; = X modm; para0 < i< 3eondem; = 2"—1,my = 2"ems = 2"+ 1. x; repre-
senta o resto da divisao de X por m;. Todos estes cdlculos podem ser efectuados simultaneamente,
no entanto, utilizar divisores levard ao aumento da complexidade e do tempo de processamento.
A selec¢do dos médulos também foi pensada para este problema e o facto dos médulos serem
poténcias de dois facilita a redugdo modular pois evita a implementacao de divisores. A conversio
para residuos dos médulos m; e m3 sdao obtidos através de operadores de adi¢do e uma adi¢do
modular final enquanto que o residuo correspondente a m; é obtido de forma directa através do n
bits menos significativos do nimero X.

Foi implementado duas estruturas de conversores distintas, a primeira foi implementada uti-
lizando arvores de Wallace com células FA convertidas em CSA. A implementacdo foi baseada
em [6]. A figura 3.16 demonstra de que forma ¢ feita a redu¢do modular m; = 2" —1 de um
nimero X de 15 bits, n = 5 bits e consequentemente m; = 31. A reducdo modular por drvore
de wallace tem o inconveniente de ter como dltima camada uma "realimentacdo"de carry ou End-
Around-Carry (EAC) que aumenta a laténcia do circuito. A redugcdo modular de mj3 utiliza uma
mesma estrutura mas ocupando mais recursos.

O segundo conversor de bindrio para RNS é muitas vezes utilizado nos estudos para a opti-
mizacdo do RNS ( [7] e [5]) e consiste em repartir o nimero bindrio em parcelas de ndimeros
mais pequenos e calcular os seus residuos separadamente. Assim, com os médulos m; = 2" —1,
my = 2"em3 = 2"+ 1, esta operacdo ¢é facilitada pois a gama dindmica por eles estabelecida
corresponde a niimeros bindrios de 3n bits. Desta forma, o nimero bindrio é divido em trés parce-
las de n bits. Se a cada parcela for associado uma varidvel, A para os n bits mais significativos, B
para os n bits intermedidrios e finalmente C para os n bits menos significativos, pode-se determinar

a seguinte igualdade:

X =A2"+B2"+C (3.10)

O residuo correspondente ao médulo m,; = 2" é desde ja determinado com os n bits menos
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Figura 3.16: Reducao modular m;

significativos uma vez que ao dividir X por 2", o resto da divisdo € igual aos n bits menos signi-

ficativos de X, logo:

x = (A-2" + B-2" + C),,

x = C. @3.11)

Os restantes residuos xj e x3, para respectivamente m; = 2" —1ems = 2"+ 1, podem ser

determinados através das equacdes que se seguem:

x = (A2 +B-2"+C),, ,

xn=AQ2-1H2"+1)+A+B-2"-1) + B+ C)y_,

X1 = <A + B + C>2n71 (312)
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x3 = (A2 + B-2" + C),,,,

3= (A-(2"=1)2"+1) + A + B-(2"+1) — B + Cyy,

x3= (A =B+ Clyy, (3.13)

Na figura 3.17 estd representado o conversor de bindrio para RNS para os médulos m; = 2" —
1emsy = 2"+ 1, é composto por uma camada de CSAs reduzindo de trés operandos para dois
para terminar num somador modular que pode calcular o residuo para ambos os mddulos. Para

m3, tem que se complementar o buffer B[n : 0] e igualar cin a 1.

Aln:0] Bin:0] C[n:0]
Al0T—A
Sl —saida[0)
B[0] B CSA
cot—carryout[0]
+——C[0]—C
=
8[1]—8 CSA .
cop—carryout[1]
+—=C[1]—C
A S ida[2]
82 B CSA
col—carryout[2] ™~
+—C[21—{C
'
[
[
Aln-1]—A ) cin
St—saida[n-1
Bin-1l—(B CSA e
cotcarryout[n-1]
+—C[n-11—C
i c E ida[n]
—saida[n
———8[n] B CSA
. cof—carryout[n]
\n}

| resultado[n+1:0] ‘
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3.7 Conversao modular inversa

A conversdo de RNS para binario ou conversor inverso € o processo mais complexo do sistema
de numeracio por residuos. A sua implementacdo foi baseada em [8] e [5] por ser de menor
complexidade levando ao menor tempo de atraso e a maior simplicidade de implementacdo. O

esquema da figura 3.18 mostra as diferentes etapas do processo.

X3 X4 X2

n+1

Subtractor de n+1 bits

B[n-1:0],B[n-1:0]

n+1

n 2n

Somador modular de 2n bits

Y[3n-1:2n] Y[2n-1:n] Y[n-1:0]]

Figura 3.18: Conversor de RNS para bindrio

Este conversor € constituido por trés partes, na primeira € subtraido o residuo x; pelo residuo
x3 provenientes dos operadores RNS a montante do circuito. A segunda parte gera M que é igual
a B-(2"+1) que corresponde a concatenar B com ele préprio. Por fim, a terceira parte consiste

num somador modular de 2# bits.
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3.8 Conclusoes

O somador modular presente tanto na multiplicagdo modular como em ambas as conversoes,
directa e inversa, pode assumir qualquer uma das estruturas apresentadas levando certamente a
resultados diferentes em termos de drea e de laté€ncia. Muitas das FPGAs possuem ligacdes ded-
icadas de elevado desempenho para a propagacdo de carry (carry chains), tornando dificil obter
bons resultados aplicando as técnicas apresentadas neste capitulo. O atraso provocado pela com-
plexidade das interconexdes de blocos l6gicos empregando essas técnicas pode eclipsar parte dos
ganhos obtidos nos tempos de atraso. Por estas razdes, vdrios testes serdo realizados para a com-
paracdo das arquitecturas de somadores e multiplicadores presentes neste capitulo de forma a
seleccionar os médulos RNS de menor laténcia e drea para a comparag¢do com os operadores con-
vencionais de inteiros. A apresentacdo destes resultados e a respectiva andlise € feita no préximo

capitulo.
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Capitulo 4

Resultados

No capitulo 3 foram apresentados diversas formas de implementacao de operadores aritméti-
cos modulares para as vdrias etapas de um sistema de numeragao por residuos. A implementacao
estrutural (completamente) combinacional pode ndo apresentar os melhores resultados mesmo uti-
lizando uma variedade de estruturas visando a reducdo da laténcia e da 4rea. Neste inicio de capi-
tulo sdo analisadas as diferentes estruturas implementadas. Da mesma forma, sdo comparadas as
estruturas anteriormente mencionadas com uns circuitos de estrutura semelhante diferindo apenas
na abordagem de especificacdo dos modelos verilog, semi-comportamental e semi-combinacional.
A parte comportamental apresenta a mesma funcionalidade e apenas tem como objectivo a imple-
menta¢do de operadores aritméticos (-, + € X) que tiram proveito das particularidades da FPGA
tais como a rdpida propagacgdo de carry, permitida pelas ligagdes dedicadas entre células vizinhas,
e a utilizacdo dos multiplicadores dedicados presentes na FPGA. Pretende-se, com estas compara-
coes, averiguar quais das estruturas resultam num melhor desempenho e quais serdo comparadas
com os operadores convencionais.

Neste capitulo sdo ainda apresentados todos os resultados da comparagdo de um sistema de
numeracao por residuos com os operadores convencionais de inteiros.

Todos os mddulos foram sintetizados numa Spartan 3 xc3s200 da Xilinx. Os resultados das
comparagdes entre operadores modulares e operadores convencionais sdo ainda comparados de
forma expedita com os resultados obtidos num artigo ( [7]). Daqui em diante, entende-se como
implementacdo funcional de um operador o resultado inferido, durante o processo de sintese, de

uma operacao aritmética (—, + e x).

4.1 Seleccao dos operadores modulares para a caracterizacao

A seleccdo dos médulos para a comparacido dos operadores RNS com os operadores con-
vencionais tem como objectivo a obten¢do de uma andlise optimizada comparando nas proximas

seccoes os operadores convencionais com (apenas) os operadores RNS que apresentam a melhor

39
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relacdo de laténcia e de drea. Neste sentido, foram implementados operadores de estrutura semel-
hantes mas substituindo partes destes operadores modulares por operadores inseridos no processo
de sintese a partir de modelos verilog com uma descri¢do funcional (-, + e X) sempre que destes
ultimos resultassem melhorias em termos de laténcia e de area.

A comparacdo € feita para n = 5, ou seja, para nimeros bindarios de 15 bits (m = 3n) tendo

uma gama dindmica de {0,32735}.
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Figura 4.1: Laténcias de conversdes de bindrio  Figura 4.2: areas de conversdes de bindrio para

para RNS RNS

As figuras 4.1 e 4.2 mostram a comparacdo de laténcias e de drea respectivamente para a
conversdo de um nimero bindrio para RNS. E de realgar que a comparacio é feita com conversores
que calculam os trés residuos de um tnico operando. Claramente se verifica que a conversdo
de bindrio para RNS com um somador do tipo CLA ¢ pior tanto em laténcia como em ndmero
de LUTs ocupados. A redugdo modular com RCA consegue ser mais rdpida e de menor area
que ambos os conversores com somadores CLA e Brent Kung. No entanto, a implementacio
funcional é a mais rdpida e o circuito resultante € o que ocupa menor area. Os conversores de maior
drea sdo os circuitos de maior complexidade, embora sejam projectados tendo em consideragdo a
exploracdo de paralelismo. O conversor com RCA e o conversor funcional sdo mais rapidos e de
menor dimensdes devido a utilizagdo das ligagdes rapidas de transporte de carry entre células.

Pode-se verificar no grafico da figura 4.3 que um somador RNS do tipo CLA tem um tempo
de processamento aproximadamente igual ao de um somador RNS do tipo Brent Kung. O somador
RNS RCA tem uma laténcia menor que os dois anteriores mas € mais lento que um somador RNS
funcional que, conforme mostra o grafico 4.4 também tem menor 4rea.

Conclui-se que a FPGA gera operadores aritméticos mais rdpidos e com um circuito de interli-
gacdes mais rdpidas do que um simples RCA.

As figuras 4.5 e 4.6 mostram os resultados das comparacdes de laténcia e area respectiva-
mente dos multiplicador RNS. A estrutura dos multiplicadores RNS € igual para o multiplicador

com somador modular final do tipo RCA e Brent kung, em ambos sdo gerados os produtos parciais
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e a redugdo dos mesmos acabando por passar por um somador modular do tipo RCA e Brent kung
respectivamente.

A multiplicacdo denominada como funcional ji é implementada de outra forma para poder
utilizar os multiplicadores dedicados da FPGA e o impacto desses dispositivos embutidos sdo
notaveis. O célculo é mais rdpido e o nimero de LUTs ocupados mais baixo, embora ocupando
trés multiplicadores dedicados.

Por fim, as conversdes de RNS para bindrio sdo comparadas nas figuras 4.7 e 4.8. Mais uma
vez, a implementagdo funcional apresentou os melhores resultados.

A utilizagdo dos 12 multiplicadores dedicados da FPGA ¢é uma mais valia para a diminui¢do
do tempo de atraso mas pode ndo o ser no ambito da compara¢do do RNS com os operadores
inteiros uma vez que também utilizam esses recursos. O mesmo acontece com as carry chains que
beneficia a rapidez do célculo assim como a drea ocupada mas o mesmo fard para os operadores
convencionais.

Na préxima secg¢ao inicia-se a andlise entre os operadores convencionais e os operadores RNS.
Apés a andlise desta tltima seccdo e para a comparagdo de operadores aritméticos RNS com

operadores aritméticos convencionais, foram escolhidos os operadores parcialmente funcionais
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devido aos melhores resultados em todas partes dos operadores RNS.

4.2 Comparacao entre somadores RNS e somadores de inteiros

Seja uma operacdo de adi¢do de inteiros comum de dois operandos A e B e seja S o seu
resultado. Para a adicdo de inteiros, se A e B possuem m bits, facilmente se chega a conclusio que
S possuird m + 1 bits. No entanto, A e B podem ter um nimero de bits diferente um do outro e o
nimero de bits de S dependera dos seus operandos de entrada.

Na adig@o aritmética RNS tal ndo é possivel por dois motivos, o primeiro diz respeito a con-
versdo para RNS dos operandos A e B que terd de ser obrigatoriamente realizada pelos mesmos
modulos {2" —1,2",2"+1}. Com uma redu¢do modular de n bits, os operandos A e B serdo
de m = 3n bits podendo (obviamente) assumir qualquer valor possivel. E de realcar que tanto a
reducdo modular dos dois operandos como a adi¢do dos residuos e a conversao inversa final do
resultado tem que ser realizada utilizando o mesmo conjunto de médulos. Isto leva ao segundo
motivo, ou seja, se a conversao inversa também é de n bits, o resultado terd de ser igualmente de
m bits contra os m+ 1 da adi¢@o de inteiros.

Concluindo, a adicao RNS estd limitada pela gama de valores possiveis obtida com os médulos
(ver pagina 5) e depende do maior valor envolvido na operacdo que € o resultado S. Entdo, se S é
composto por m bits, o niimero de bits dos operandos de entrada A e B serd igual. O utilizador tera
que ter em conta que um resultado de uma operacao de m -+ m bits ndo ultrapassard os m bits. Este
facto dificulta a comparacdo da adi¢do aritmética de inteiros com RNS. Para que a comparagdo
seja a mais justa ou equivalente possivel, a adicdo aritmética de inteiros € realizada da mesma
forma que a adicdo RNS, ou seja, A, B e S sdo ambos de m bits.

Em consequéncia, as figuras 4.9 e 4.10 mostram a comparagao da laténcia e da area, respecti-
vamente, entre a adi¢do de inteiros e a adicdo modular para a variag@o de n bits, sendo n o nimero

de bits que determina a gama dindmica da operagdo (ver tabela 3.1), ou seja, compara a adi¢do de
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inteiros de 3n bits com as adi¢des modulares de 3 residuos de n bits cada executadas em paralelo

com as conversdes de bindrio para RNS e de RNS para binario (completo).

ns
50
4 e - -
20 e
35
830
Q
& 25
k] —+—Somador de inteiros
= 20
15 —m—Somador RNS completo
10 *
5
0
n=5 n=6 n=7 n=8 n=9
Numero de bits n relativo aos médulos 2"-1, 2", 2"+1
Figura 4.9: Laténcias de somadores inteiros vs RNS (completo)
LUTs
300
_-a
21—
—— -
200 (- -
NS Sl
P E—
9 150 =77
<L ——Somador de inteiros
100 —m-Somador RNS completo
50
0
n=5 n=6 n=7 n=8 n=9
Numero de bits n relativo aos médulos 2°-1, 27, 2"+1

Figura 4.10: Areas de somadores inteiros vs RNS (completo)

Perante os resultados obtidos claramente se verifica que tanto em drea como em laténcia, a
adicdo modular apresenta resultados piores que a correspondente operacdo de inteiros.

Nas laténcias, o somador RNS executa o cdlculo num tempo aproximadamente quatro vezes
superior ao de um somador convencional de inteiros e ambos aumentam de forma quase linear a

medida que o nimero n de bits aumenta.

Verifica-se também que a drea de um somador modular é sempre superior a drea de um de
inteiros e a diferenca por eles obtidos acentua-se a medida que n aumenta.

E de realcar que o somador RNS utilizado nesta comparagdo é um operador completo com

entradas e saida de m bits (3n bits) sendo necessdrias as conversdes de bindrio para RNS dos
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operandos e a conversdo final do resultado em RNS para bindrio aumentando significatiamente a
laténcia e a drea.

Foram novamente comparados os dois somadores retirando esse acréscimo provocado pelas
reducdes modular e pela conversdo inversa do somador RNS. Esse teste tinha como objectivo
verificar se, no caso de uma sequéncia de adicdes, compensasse a utilizagdo de um sistema de
numeracdo por residuos amortizando os inconvenientes obtidos, tanto em termos de laténcia como

em termos de drea, pelos conversores bindrio/RNS e RNS/binério.

As figuras 4.11 e 4.12 ilustram os resultados.
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Figura 4.12: Areas de somadores inteiros vs RNS

Verifica-se na figura 4.11 que a laténcia de um somador modular é sempre superior ao de um
de inteiros e que ambos crescem linearmente com o aumento de n. No entanto, para um nimero de
bits elevado, a laténcia do somador de inteiros aproxima-se muito lentamente do valor do somador

RNS, a ordem do aumento de laténcia por parte do somador RNS € de 1,01% contra os 1,04% do
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somador de inteiros. Quererd isso dizer que é provavel que a adicdo modular compense a partir de

um valor de n elevado, tdo elevado que perde utilidade pratica para a maioria das aplicacdes.

Por sua vez, a drea do somador modular também é sempre superior a drea do somador de

inteiros tendo um racio médio de crescimento de 1,2% contra os 1,15% do somador de inteiros.

Os valores obtidos ndo sdo propriamente os esperados de um sistema de numeragdo por resi-
duos mas o facto deste dltimo visar a implementagdo em FPGA explica os resultados. Uma vez
que a FPGA possui rdpidas ligagdes dedicadas entre células vizinhas ( carry chains ) que permite
a rapida propagacdo de carry, o somador convencional de inteiros implementado mediante uma
descri¢do funcional possibilita um cédlculo muito eficiente e uma interligagdo de blocos 16gicos

minima e directa levando a resultados dificilmente superdveis.

Na tabela 4.1 encontram-se as laténcias de interligagdes de blocos 1dgicos registadas das
estimativas do programa ISE da xilinx, esses resultados sdo muito significativos pois mostram
que aproximadamente 47% da laténcia do somador RNS ¢é devida as interligacdes conectando os
blocos 16gicos da FPGA. Conclui-se que comparando com um somador de inteiros, no que diz
respeito a laténcia das interligacdes de blocos 16gicos, seria impossivel obter valores inferiores

com um somador RNS mesmo com o paralelismo e o menor nimero de bits das adicoes.

n ns %
5 18,394 47
6 20,371 48
7 21,037 48
8 20933 47
9 20,568 45

Tabela 4.1: Tabela das laténcias de interligacdes

Para se diminuir a drea e da mesma forma a laténcia das interligacdes de blocos 1dgicos de
um somador, poderia somar-se um operando com ele préprio. A implementacdo deste tipo de
operador seria interessante e vantajoso pois numa sequéncia de adi¢des, retirando um operando
e consequentemente uma reducdo modular de outro operando, se obteria melhores resultados em

termos de laténcia quando comparado com somadores de inteiros.

A figura 4.13 ilustra as dreas e as laténcias obtidas com este processo, ambos os somadores

efectuam YA, Y30 A e Y20 A.

Os resultados sdo claros, mesmo efectuando uma conta com um tnico operando e implemen-
tando uma sequéncia de adi¢des minimizando o impacto das conversdes binario/RNS e RNS/binario
realizadas no inicio e fim respectivamente da operagao, a adi¢cdo modular continua com maior 4rea

e laténcia.
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As ligagOes rdpidas dedicadas entre as células vizinhas ( carry chains ) da FPGA ndo permitem
a obten¢do de bons resultados na utilizagdo de um sistema de numeragdo por residuos, a complex-
idade das interligagdes de blocos 16gicos de um circuito combinacional descrito estruturalmente
ndo consegue competir com a simplicidade da propagacao de carry entre células.

O facto de se tratar de uma FPGA com essas particularidades nao justifica por si sé os val-
ores obtidos ndo esperados e de certa forma desanimadores, outra razdo diz respeito ao préprio
algoritmo do sistema de numeragado por residuos utilizado em aritmética computacional, ou seja:
O somador de inteiros tinha dois ou mais operandos de m = 3n bits, efectuava a conta com esses
operandos e obtinha um resultado de m bits. O somador RNS, por sua vez, também tinha dois ou
mais operandos de m bits cada mas esses tltimos eram convertidos para RNS de acordo com os
médulos {2 —1,2",2" + 1} convertendo cada operando de m bits em trés operandos de n bits com
os quais eram realizadas as operagdes. O célculo tornava-se assim mais rdpido por ser executado
em paralelo e com um menor nimero de bits. No entanto, ndo nos podemos esquecer que, uma
vez obtidos os residuos dos operandos, as contas a efectuar sdo adi¢des modulares de n bits e ndo
adi¢des comuns, ou seja, para qualquer adicdo que se pretende efectuar, a cada uma delas estd
associada uma redug¢do modular. Apesar de se tratar de nimeros de menor dimensio, a redugdo
ndo deixa de ser semelhante a exercida nos operandos de entrada. Este aspecto tem, obviamente,
0 seu custo em termos de area e laténcia e mesmo tendo uma reducdo modular eficaz, este factor
acaba por ser crucial na comparagd@o com um somador que utiliza as carry chains da FPGA.

No artigo [7] sdo também comparados somadores RNS com somadores convencionais. Nesse
artigo, a comparagdo ¢ feita para valores de n que variam de 4 a 20. Os médulos utilizados sdo, a
semelhanca desta dissertagéo, {2" —1,2",2" + 1} podendo os resultados ser alvo de comparacéo
com as conclusdes obtidas nesta dissertacao.

Os testes efectuados no artigo revelam que o somador RNS ocupa mais recursos do que o
somador convencional para todos os valores de n medidos. A laténcia é superior no somador RNS

para quase todos os valores de n. Apenas para valores de n = 18, correspondendo a inteiros de 54
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bits, se consegue melhorias e tempos de atraso do somador RNS menores que o atraso do somador
convencional. Os resultados dessa comparacdo sdo semelhantes aos obtidos nesta dissertacdo
diferindo apenas a partir de um valor de » igual a 18. Isto acaba por, de certa forma, comprovar o

resultado da comparagdo obtido neste trabalho.

E de realcar que no artigo [7], os testes sdo realizados numa FPGA Virtex IV FX100 da
Xilinx. O facto de se tratar de uma FPGA diferente da FPGA usada para testes neste trabalho
pode originar a diferenca de valores obtidos em ambos os trabalhos pois tanto no somador RNS

como no somador convencional, os resultados da laténcia e da drea sdo menores no artigo.

4.3 Comparacao entre multiplicador RNS e multiplicador conven-

cional

Seja uma operacdo de multiplicacdo de inteiros comum de dois operandos A e B e seja S o
seu resultado. Tal como na operacdo de adicdo, A e B podem assumir qualquer valor e o nimero
de bits m terd de ser previamente definido. Na multiplicagdo aritmética de inteiros, se A e B sdo
ambos de m bits, S serd de 2m bits podendo A e B ter um niimero de bits diferente um do outro,
o nimero de bits de S dependerd desses valores de entrada. A semelhanga do que acontece na
adicdo RNS, também na multiplicacio o resultado serd limitado pela gama dindmica dos médulos
{2" —1,2",2" 4+ 1} e como tal terd, com operandos de entrada de m bits cada, um resultado de m

bits contra os 2m bits de uma multiplicacdo convencional de inteiros.

E importante salientar que este factor ndo é de todo um inconveniente pois seria possivel
obter uma multiplicagdo RNS semelhante a de uma outra multiplicacdo de ndimeros inteiros com
entradas de m/2 bits para se obter um resultado com o dobro do niimero de bits das entradas (m
bits) mas independentemente do niimero de bits escolhido para as entradas, as redu¢des modulares
teriam que obrigatoriamente ser de um nimero de bits igual ao da conversdo inversa do resultado
de uma multiplicacdo por residuos. Ao limitar o niimero de bits das entradas estariamos, da
mesma forma, a limitar as possibilidades da multiplicagdo por residuos. Por este motivo, e para
que a comparacio seja equivalente, a multiplicacdo aritmética de inteiros é realizada da mesma
forma que a multiplicacdo RNS, ou seja, A, B e S sdo ambos de m bits. O utilizador terd que ter
em conta que, ao definir as entradas, o resultado de uma operagdo de m x m bits ndo ultrapassara

0s m bits.

As figuras 4.14 e 4.15 mostram as comparagdes da laténcia e de drea respectivamente entre a
multiplica¢do de inteiros e a multiplicacdo modular para a variagio de # bits, sendo n o nimero de
bits que determina a gama dindmica da operacdo (ver tabela 3.1), ou seja, compara a multiplicacio
de inteiros de 3n bits com as multiplicagdes modulares de trés residuos de n bits cada executadas

em paralelo e com, ainda, as conversdes de bindrio para RNS e de RNS para bindrio.
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Através dos resultados mostrados nas figuras 4.14 e 4.15 verifica-se que a laténcia de um
multiplicador RNS é maior que a laténcia de um multiplicador convencional de inteiros para todo
o n. O célculo € executado em (aproximadamente) mais 30 ns que o cdlculo do multiplicador de
inteiros e essa diferenca mantém-se a medida que o nimero de bits n aumenta.

A drea, por sua vez, tem que ser analisada com cuidado redobrado pois a FPGA contém na
sua arquitectura interna doze multiplicadores 18 por 18 dedicados e os resultados da comparagao
de areas € divido pelo nimero de blocos multiplicadores utilizados mais o nimero de LUTSs ocu-
pados. No gréfico, o eixo vertical ilustra o niimero de LUTSs ocupado e junto a cada valor medido
encontra-se o nimero de multiplicadores dedicados utilizados para o célculo.

Verifica-se que os multiplicadores RNS ocupam em média tr€s multiplicadores dedicados da
FPGA para executar as multiplicacdes dos trés residuos de n bits. Como se esperava, quando

estes ultimos atingem um nimero de bits maiores que 18, passam a utilizar mais multiplicadores
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dedicados. Para a multiplicacdo convencional de inteiros, o processo de interligagdes de blocos
16gicos é semelhante. No entanto, tratando-se de entradas de um maior nimero de bits (m), o
nimero de multiplicadores dedicados utilizados cresce mais rapidamente até deixar de utilizar
esses recursos passando a utilizar unicamente as LUTs da FPGA. Este aspecto faz com que, a

partir desses valores de n, a drea ocupada cresce subitamente.

A drea do multiplicador RNS, no que diz respeito aos LUTSs ocupados, aumenta quase linear-
mente a medida que n aumenta ¢ mantém-se superior a area de um multiplicador de inteiros até
que este Ultimo passe a utilizar as LUTs da FPGA para n = 18. A partir desse valor de n, a drea do

multiplicador RNS ocupa menos de metade dos recursos utilizados pelo multiplicador de inteiros.

As comparacgdes foram novamente efectuadas nas figuras 4.16 e 4.17 sem as conversoes
bindrio/RNS e RNS/bindrio de forma a verificar se a laténcia e a drea fossem menores mediante

uma cadeia de multiplica¢Ges.

Laténcia

—+—Multiplicadores de inteiros

—m-Multiplicadores modulares

5 n=6 n=7 n=8 n=9 n=12 n=15 n=18 n=21

=
I

Nimero de bits n relativo aos médulos 2"-1, 2", 2"+1

Figura 4.16: Laténcias de multiplicadores inteiros vs RNS

A figura 4.16 mostra que a laténcia de um multiplicador modular € sempre superior a laténcia
de um multiplicador de inteiros embora o primeiro aproxima-se dos valores deste dltimo com o
aumento de 7. A semelhanca do que acontece no somador modular, a laténcia de um multiplicador
de inteiro s6 serd maior que a laténcia de um multiplicador RNS para um valor de n» muito elevado.
A drea de um multiplicador RNS ¢€ ligeiramente maior que a drea de um multiplicador de inteiros

e s6 € ultrapassada por este tltimo a partir de um valor de n = 18.

As conclusdes que se pode tirar dos valores obtidos nestas comparacdes entre multiplicadores
diferem um pouco daquelas retiradas dos somadores na medida em que ndo se obteve diferengas
tao grandes como as registadas nestes ultimos. A principal diferenca provém da pouca utiliza¢do
das ligacdes rdpidas entre células vizinhas (carry chains). A FPGA utiliza os doze multiplicadores

internos para realizar multiplica¢des e favorece assim a multiplicag@o de inteiros. A multiplicacdo
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Figura 4.17: Areas de multiplicadores inteiros vs RNS

RNS também tira proveito desses multiplicadores dedicados, efectua trés vezes mais multipli-
cagdes pelos residuos calculados mas essas sdo calculadas em paralelo e com um menor ndmero
de bits. A multiplicacdo modular deveria, teoricamente, ter maior rapidez na execugdo dos cal-
culos mas a semelhanca do que acontece na adicdo, a cada multiplicagdo modular estd associada
uma redu¢do modular que ndo permite, mesmo numa sequéncia de multiplicagdes, tirar proveito

das particularidades do sistema de numeragdo por residuos.

No artigo [7], os multiplicadores modulares sdo também comparados com multiplicadores
convencionais. Nesse artigo, no que diz respeito ao nimero de slices, a drea de um multiplicador
RNS ¢é maior que a drea de um multiplicador convencional para todos os valores de n. No entanto,
considerando apenas o nimero de multiplicadores dedicados utilizados, o multiplicador RNS uti-
liza metade dos multiplicadores dedicados que o multiplicador convencional paran = 12,14 e 16.

A laténcia do multiplicador RNS € maior para todos valores de n.

A comparacdo feita nesta dissertagdo ¢ ligeiramente diferente do artigo anteriormente men-
cionado. Para valores entre n = 12 e n = 15, o operando RNS também utiliza metade dos mul-
tiplicadores dedicados utilizados pelo multiplicador convencional. A diferenca reside no ndmero
de LUTs ocupados pois como j4 foi referido anteriormente, a partir de n = 15, o ntimero de LUTs
usados cresce subitamente pois o operador convencional deixa de utilizar os multiplicadores ded-
icados. Em ambos os casos a laténcia dos multiplicadores RNS é maior que a laténcia dos op-
eradores convencionais. A semelhanca do que aconteceu na comparagdo de somadores, o artigo

vem reforgar as conclusdes tiradas das comparacdes feitas anteriormente.
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4.4 Arquitectura Pipelined

Os resultados até agora analisados mostraram que, perante as ligacdes rdpidas de propagagdo
de carry e os multiplicadores dedicados da FPGA, o sistema de numeracao por residuos nao tira
proveito das suas propriedades mesmo operando com nimeros de menor dimens3o.

Nesta sec¢do vao ser comparados os operadores convencionais de adi¢do e multiplicagdo com
0s mesmos circuitos comparados anteriormente adoptando, desta vez, uma arquitectura pipelined.
Esta arquitectura pode ser vantajosa em termos de laténcia mas levard ao aumento da 4rea total
do circuito devido aos registos acrescentados para o sincronismo das virias etapas do circuito. E
de realcar que, tratando-se de uma arquitectura pipelined, a comparagdo deve ser realizada com
ambos os operadores RNS (somador e multiplicador) completos, ou seja, ambas as conversdes de
binario para RNS e de RNS para bindrio fazem parte do operador RNS tendo dois operandos de

entrada e uma saida de 3 bits semelhantes aos operadores convencionais.

4.4.1 Somador RNS pipelined

A arquitectura pipelined foi realizada, tanto para a multiplicagdo como para o somador, con-
forme ilustra a figura 2.4, dividindo o circuito nos pontos mais relevantes, entre cada etapa,
coincidindo com uma boa divisdo de laténcia entre partes do circuito.

A figura 4.18 e 4.19 mostram as comparagdes da laténcia e da drea respectivamente entre um

somador convencional de inteiros e um somador RNS para a variacdo de n bits.
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—m-Somador RNS pipeline
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Nuamero de bits n relativo aos médulos 2°-1, 2, 27+1

Figura 4.18: Laténcias de somadores inteiros vs RNS pipelined

Verifica-se na figura 4.18 que a arquitectura pipelined de um somador RNS consegue ter
menor laténcia que um somador convencional de inteiros e menos de 1/3 da laténcia total do

somador RNS completo ( 4.9).
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Figura 4.19: Areas de somadores inteiros vs RNS pipelined

A laténcia do circuito somador RNS pipelined corresponde ao periodo minimo admissivel para
o bom funcionamento do circuito, ou seja, corresponde ao periodo maximo das diferentes partes
do circuito. Por exemplo, na figura 4.20 estd representado o somador RNS pipelined dividido por
registos entre cada etapa do somador com os respectivos periodos miximos de cada etapa para
n =15, o periodo minimo para o circuito corresponde a laténcia provocado pelo conversor de RNS
para bindrio pois, das trés, € a etapa de maior laténcia.

E entdo possivel obter um somador RNS mais répido que um somador convencional em FPGA
mas estes resultados s6 sdo vélidos para uma sequéncia de operagdes uma vez que o circuito obtém
um primeiro resultado apés trés ciclos de reldgio, ou seja, 3 x 10,172 nano segundos. E possivel
obter um resultado de uma operacao a cada ciclo de reldgio (a cada 10,172 ns no exemplo) apds
um primeiro resultado obtido em trés ciclos de relégio. Se se pretender realizar uma sequéncia
de operacgdes, a seleccdo do somador mais rdpido dependeria do nimero de operagdes a realizar.
Para o exemplo da figura 4.20, o qual tem um periodo de aproximadamente 10 ns contra 11
do somador convencional de inteiros, seria necessario no minimo 20 operagdes para se obter um
ganho em laténcia com o somador RNS pipelined devido ao atraso provocado pelo resultado da
primeira operacao (30 ns).

A drea por sua vez aumenta ligeiramente em relacdo ao somador RNS devido aos registos
colocados para a divisdo do circuito e continua (obviamente) maior que a drea do somador con-

vencional de inteiros.

4.4.2 Multiplicador RNS pipelined

No que diz respeito a multiplicacdo RNS pipelined, a estrutura é semelhante ao do somador

dividindo o circuito entre as trés etapas do circuito. As figuras 4.21 e 4.22 mostram as compara-
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Figura 4.20: Somador RNS pipelined

¢cOes da laténcia e da drea respectivamente entre um multiplicador convencional de inteiros e um

multiplicador RNS para a variag@o de n bits.
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Figura 4.21: Laténcias de multiplicadores inteiros vs RNS pipelined
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Figura 4.22: Areas de multiplicadores inteiros vs RNS pipelined

Observando a figura 4.21, verifica-se que a partir de n = 6 também na multiplicac¢do se con-

segue um calculo mais rdpido utilizando um multiplicador RNS pipelined. O periodo minimo para
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o circuito € (desta vez) obtido pelo tempo de atraso mdximo do multiplicador modular uma vez
que as conversdes a montante e a jusante do circuito t€m atraso menor. A drea do circuito sofreu
um ligeiro aumento e sé serd menor que a drea de um multiplicador convencional a partir de n = 18
(operandos de 54 bits).

Conclui-se que a arquitectura pipelined dos operadores de soma ou multiplicacio RNS ou
ainda um circuito com ambos os operadores pode resultar em menor laténcia. Essas vantagens sé
serdo obtidas se for implementado um sistema que realiza vérias operagdes em cadeia devido ao
facto do primeiro resultado ser obtido apds um atraso total do circuito (trés ciclos de rel6gio).

Quanto a drea, a arquitectura pipelined dos operadores RNS aumenta com os registos colo-
cados no circuito. A multiplicacdo RNS pipelined continua, no entanto, a usar 0 mesmo nimero
de multiplicadores dedicados. O aumento da 4rea provocado pelo pipelining nao € significativo

comparando com a drea total do circuito.

4.4.3 Aplicacao RNS em filtro FIR

Os filtros digitais sdo um dos grandes campos de aplicacdo de processamento digital de sinal
que recorre a um ndmero significativo de operagdes aritméticas e que podem ser garantidamente
estaveis quando implementados ndo recursivamente. O filtro Finite Impulse Response (FIR) é,
por consequéncia, um bom teste para a implementagdo e respectiva andlise de um sistema de
numeracdo por residuos numa aplicacdo concreta.

O filtro digital do tipo FIR ¢é definido pela equacdo 4.1 onde x; é a entrada do filtro, Ay

representa os seus coeficientes, N é a ordem do filtro e y; € a saida do filtro.

N
yi=Y h- X« (4.1)
k=0

A figura 4.23 ilustra o esquema de um filtro FIR implementado. Trata-se de um filtro de ordem
N =11 que envolve 11 operagdes de multiplicagdo e 10 operagdes de adicdo. Cada amostra de x;
é de m = 3n = 15 bits.

XL
> > -- - —p >

Figura 4.23: Filtro FIR
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A equacdo 4.2 demonstra o célculo a realizar para o filtro RNS.

- =< i (hy - x1k>m,,> 4.2)

A implementacao deste filtro FIR em RNS requer algumas modificacdes devido as conversoes
de bindrio para RNS e de RNS para bindrio. As conversdes para RNS de todas as amostras de
x; sdo efectuadas em paralelo no inicio do célculo e todos os residuos sdo guardados em registos.
Da mesma forma, sdo convertidos para RNS os coeficientes do filtro 4. As 11 operacdes de
multiplicagdo RNS sdo realizadas em paralelo para um menor tempo de atraso. As 10 adi¢des
RNS, por sua vez, sdo efectuadas seguindo uma estrutura em arvore obtendo-se os trés residuos de
y;. A saida y; € finalmente obtida pela conversdao de RNS para bindrio dos trés residuos. O circuito
¢é dividido conforme ilustra a figura 4.24, os blocos "Filtro FIR modular"representam todas as

operagdes de soma e multiplicacio efectuadas para a realizagdo do filtro.

[ %ol
¥ mit 4 N
X _: Tyl Filtro FIR modular my |)"L|m1 p
_ 1| I
. I ]
Con;zrsao : — ]— Converséo
- | EAE N ——\| de RNS
numercao Iy | | Filtro FIR modularmg |} | [y |re  } para
binaria — binario
para RNS Iuloe - 4| nj
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h ST 1 P\
k] P ol Filtro FIRmodular m3 [yi|ms ]
IhL m3 ] A _J_
clock

Figura 4.24: Filtro FIR RNS

Os filtros t€m como entrada uma tnica amostra de x; de um nimero de bits m que varia com
n, m = 3n bits. Ambos os filtros tém a respectiva saida y; com um nimero de bits igual ao nimero
de bits de x;. Os operadores aritméticos sdo de m bits e n bits para os filtros de inteiros e RNS
respectivamente e o nimero de operacdes € igual em ambos 0s casos.

A figura 4.25 mostra a comparacio da area entre um filtro FIR de inteiros e um filtro FIR
RNS. Verifica-se que o nimero de LUTs utilizadas é menor num filtro FIR RNS e que este tltimo

mantém uma menor drea a medida que n aumenta. No entanto, o nimero de blocos multiplicadores
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Figura 4.25: Areas de filtros FIR inteiros vs RNS

dedicados da FPGA utilizados € maior no filtro FIR RNS pois utiliza todos os blocos disponiveis
na FPGA. O filtro FIR de inteiros, por sua vez, utiliza apenas um dos blocos multiplicadores
dedicados. A linha recta situada nos 3840 LUTs representa o limiar do nimero de LUTs méaximo
disponivel na FPGA.

Perante estes resultados, verifica-se que a drea de um filtro FIR RNS (de ordem N = 11)
permite a sua implementacdo na FPGA usada até um valor de n = 8 (amostras de 24 bits). A
implementacdo de um filtro FIR de inteiros na FPGA utilizada s6 € possivel até um valor de n =7
(amostras de 21 bits). O filtro FIR RNS utiliza a totalidade dos multiplicadores devido a menor
dimensdo dos operadores de multiplicacdo RNS. A drea do filtro FIR RNS € menor que a area
do filtro FIR de inteiros pois este dltimo apenas utiliza, segundo o mapeamento efectuado pela
ferramenta de sintese, um tnico bloco multiplicador dedicado tornando o circuito maior devido as

véarias multiplicacdes efectuadas.
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Figura 4.26: Laténcias de filtros FIR inteiros vs RNS

As comparagdes de laténcias sdo apresentadas na figura 4.26. As laténcias foram medidas,

em ambos os casos, para valores de n que permitem a implementacdo do filtro na FPGA mais o
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valor de n imediatamente acima do valor maximo possivel. Desta forma, consegue-se obter um
maior nimero de medidas para uma melhor percep¢io da comparagao dos filtros.

Claramente se verifica que o filtro FIR RNS apresenta menor laténcia para todos os valores
de n efectuando o cdlculo em (aproximadamente) metade do tempo de atraso do filtro FIR de in-
teiros. O filtro FIR RNS tira proveito do paralelismo dos operadores RNS de menor dimensdes,
o sistema pipelined permitiu obter um periodo minimo médio de aproximadamente 19 ns contra
0s 21 ns do filtro FIR de inteiros. E de real¢ar que a comparagio é feita com um filtro FIR de in-
teiros bdsico (figura 4.23), seria possivel implementar um filtro de inteiros com maior paralelismo
diminuindo o tempo de processamento do mesmo. No entanto, com esta comparacdo, conclui-
se que o sistema de numeracdo por residuos pode ser vantajoso quando implementado de forma
pipelined trazendo vantagens no que diz respeito a laténcia. A utilizacdo de um maior nimero de
blocos multiplicadores dedicados no filtro FIR RNS contribui significativamente para uma menor
laténcia, o filtro FIR de inteiros ndo tira proveito destes blocos multiplicador e como tal vé a sua

laténcia aumentar.
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalho Futuro

5.1 Conclusao

Esta dissertacdo tinha como objectivo a caracterizagdo de operadores modulares implemen-
tados em FPGA. Os operadores modulares sdo considerados como uma representacdo numérica
promissora no dominio do processamento digital de sinal. Vdrias aplicacdes utilizam este sistema
de numeracdo tirando proveito das suas particularidades, embora o RNS nio seja extensivamente
implementado em dispositivos reconfigurdveis do tipo FPGA.

As principais dificuldades encontradas na realizag@o deste trabalho foram, numa primeira fase,
a implementacdo combinacional dos médulos realizados que levou a um estudo exaustivo e que
resultou em pouco proveito na implementagao final dos operadores modulares pois os dispositivos
do tipo FPGA possuem, em geral, uma rede de ligagdes particular que permitem optimizar a inter-
conexao dos blocos 16gicos jogando com a rede de ligagdes entre células CLBs vizinhas e a rede
de ligacOes globais para a interconexao de blocos mais distantes. As FPGAs possuem ainda blocos
dedicados, como os multiplicadores que permitem, mediante uma descricdo comportamental do
projecto, reduzir significativamente o tempo de atraso do calculo.

Perante estas particularidades, os beneficios do sistema de numeracao por residuos acabam
por ficar limitados pois a cada operador RNS estd associado uma redu¢do modular essencial para
evitar o risco de um overflow ndo detectado durante o processo da operacdo que poderia levar a
resultados finais errados. Este € sem didvida o maior inconveniente do sistema de numeracao por
residuos a par da necessidade dos conversores de bindrio para RNS e de RNS para binério.

O RNS efectua as opera¢des com um menor nimero de bits utilizando, tal como nas operacdes
convencionais, as ligacdes rapidas de células vizinhas sendo entdo este processo mais rapido que a
operacdo convencional. No entanto, a reducdo modular, efectuada apds a operacio, utiliza a rede
de ligagdes globais da FPGA resultando num maior tempo de atraso para a operacao modular.

Por exemplo se, na operagdo da adi¢do, k for a diferenca dos nimeros de bits entre um

operando inteiro, de m = 3n bits, e os respectivos residuos, de n bits, entdo o ndmero de vezes que é

59
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propagado carry numa adicdo de um sistema de numeragao por residuos é reduzido k =m—n =2n
vezes. De facto a diferenga é considerdvel pois o RNS opera com apenas 1/3 do nimero de bits
de um operando inteiro e o tempo de atraso deveria ser, sendo directamente proporcional, 1/3
da laténcia da operagdo de adi¢do com inteiros. No entanto, a reducdo modular do resultado da
operacdo RNS, sendo mais complexa que uma simples propagacdo de carry, tem um tempo de
propagacgdo maior que o ganho em laténcia obtido no RNS que corresponde a adi¢do e propagagio

de carry de k bits.

Na operagdo de multiplicag@o, o RNS s6 utiliza mais recursos para operandos inteiros menores
ou iguais a 18 bits pois a multiplicacdo de inteiros utiliza um multiplicador dedicado de 18 por 18
da FPGA. Para esses operandos, o RNS utiliza, de forma parcial, trés multiplicadores dedicados
para os trés residuos do operando inteiro. Quando o nimero de bits do operando inteiro aumenta,
o nimero de blocos multiplicadores dedicados utilizados também aumenta. No RNS, o ndmero de
multiplicadores dedicados utilizados mantém-se até atingir residuos de 18 bits correspondendo a
operandos inteiros de 54 bits. A laténcia na multiplicacdo RNS poderia assim ser menor pois além
de ocupar menos blocos multiplicadores dedicados, o cdlculo é ainda efectuado em paralelo. A
laténcia da multiplicagdo RNS resumia-se entdo a laténcia da multiplicacdo do residuo m3 sendo,
dos trés residuos, o tinico operando RNS com n+ 1 bits contra os m = 3n bits de uma multiplicagio
de inteiros. No entanto, tal como na operacdo RNS da adi¢ado, a redugdo modular do resultado da
operacdo de multiplicacdo RNS tem um tempo de propagacdo maior que uma multiplicacdo de k

bits efectuada por blocos multiplicadores dedicados.

Assim sendo, os operadores RNS ndo permitem a diminui¢do da laténcia de um operador
aritmético. Mesmo aplicando uma sequéncia de operagdes, reduzindo assim o impacto dos tempos
de atraso dos conversores de bindrio para RNS e de RNS para bindrio, a laténcia permanece maior

que o tempo de atraso de um operador convencional.

Concluiu-se que a dnica forma de se optimizar a laténcia num sistema de numerag¢do por
residuos passa pela implementacdo de uma estrutura pipelined. O contributo de um sistema de
numeracio por residuos pipelined fica, no entanto, dependente do niimero de operacdes a realizar
obtendo-se um ganho em laténcia ap6s umas dezenas de operagdes em sequéncia. O sistema de
numeracdo por residuos apresenta, no entanto, alguns aspectos positivos no que diz respeito a
operacdo de multiplicacdo. Pois, embora o nimero de LUTSs ocupados seja maior, o nimero de

blocos multiplicadores dedicados usados na FPGA pode ser reduzido para metade.

Mediante uma implementacdo pipelined de um filtro digital do tipo FIR, verificou-se que,
quando comparado com um filtro FIR de inteiros, tanto a 4rea como a laténcia podem ser menores
num RNS. Numa aplica¢do onde vérias operagdes aritméticas sdo efectuadas, um sistema de nu-
meragdo por residuos é uma boa opcdo quando, para um nimero elevado de bits, se pretender
tirar partido dos blocos dedicados da FPGA. Estes dltimos deixam de ser utilizados numa apli-

cacdo convencional de inteiros a partir de um nimero elevado de operacdes de grandes inteiros e
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o mapeamento ¢é feito através das interligagdes globais da FPGA. Este aspecto faz com que tanto
a laténcia como a drea aumentam significativamente. Para um nimero de bits elevados, o RNS
consegue tirar proveito do facto de efectuar operagcdes de menor dimensdes continuando a utilizar
os blocos multiplicadores dedicados quando a multiplicagdo convencional ji ndo o permite. Outra
vantagem ligada ao sistema de numeracao por residuos reside na possibilidade de criar circuitos de
grandes dimensdes na FPGA que de outra forma néo seria possivel dada a elevada 4rea do circuito
quando a aplicagdo é implementada com uma numeragdo convencional. A medida que o ndmero
de bits aumenta numa aplicagdo, este aspecto pode revelar-se cada vez mais importante € 0 RNS

pode tornar-se, cada vez mais, uma melhor opcao.

5.2 Trabalho Futuro

Durante a realizacdo deste trabalho foram identificados diversos algoritmos para a aritmética
modular. Um estudo mais aprofundado da aritmética por residuos poderia levar a implementacdo
de operadores modulares mais eficientes conduzindo a obteng@o de melhores resultados tanto nos
tempos de atraso como nos recursos ocupados.

A selec¢@o dos médulos para este trabalho foi focada na documentagdo existente para os mé-
dulos de poténcias de dois, a caracterizacdo feita mediante médulos diferentes seria interessante
na medida em que permitiria obter uma gama dindmica diferente que poderia ser mais adequada
para determinado tipo de aplicacdes tais como os filtros Finite Impulse Response (FIR).

Um outro trabalho de interesse seria a realiza¢do de uma biblioteca RNS no sentido de facilitar
a implementa¢do de operadores modulares facilitando, da mesma forma, a implementacdo de um

sistema de numeracdo por residuos em aplicagdes mais abrangentes onde o RNS fosse vantajoso.
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