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  µ	�x¡3!���ºr! ��Â�!�¡H³x ¦3³´µ ³x¡3 ±·�!�¬�¬��� �!
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¦ ����Â?!�¢�³x�,���r #�<³x¡3!7����º��<³x¡3!¥¦3!�¢3£r��³x¬«³x ��«¢v��¬�¬�²Hµ !v�"�
 ±��Âr¬«!�¿§�"��º
���<!��� ±�«³x����¬.�r£�³x¦3³x�r�«¢�Â�����º
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¦±�«!� .������¬«³x �³ ¹  .¦3³#¦±£�³� 3!¥�������y¦3!� �¡/��¦3!�º<!�¬«!�¢�¦±¡3³x�r�«¢� ���£��x NÂ�!�!���� ¹ ¦®µ ³x¡ �>��¡3º<�x N�
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¢�³x�,�r¬«!�¦3!}Â�����º
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��¡3!�¢�¦±�«³x�� �������º ��³x¦���!�¢�!� 3 /��¡±��¬�²%µ ³x¡
Â?³x¦±£���³x¬ ��¡±�« /��¦±�«³x�� ,³�µ¯¦±£�!´¬��� �£y¦v¿;¤¥³x�� 3�«ºr!�¡��.µ ³x¡H���� ±¦/����¢�!��¥���9��¡±¡/���r �!��<!��y¦
³�µ¥����¡/��¬�¬«!�¬�º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢,¡3³dºr ��?�r¡3³x¬«³x�r �!�ºL���y¦3³ ���#���r��¦k²�� �� �¿.��¿�� � � � �����7£�!�¡3!¾¦±£�!
¡3³^ºr .��¡3!¥ 3��¦ ¹ ��¦3!�º�³x�¾¦±£�!¥¬ ��¦±¦±�«¢�!7 ±��¦3!� N³�µ��#  % ¹ ��¡3!¥¬ ��¦±¦±�«¢�!����v¼���¿ ª £r�« . ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!
���v²�!��
£r��Âr��¦��§
"��º
���<!��� ±�«³x����¬��r£�³x¦3³x�r�«¢�Â�����º
 y���<���,¦±£�!7�r¬ ����!>�?!�¡±��!���º
�«¢ ¹ ¬ ��¡
¦3³¾¦±£�! ¡3³^ºr ��r�r¡3³ °d�«ºr!�º ¦±£���¦�¦±£�! ¡3!fµ ¡/�x¢�¦±��°�! ����ºr!�� ¢�³x�y¦±¡/�x ±¦¯Â�!�¦���!�!�� ¦±£�! ¡3³dºr 
����ºL¦±£�!¾  ¹ ¡±¡3³ ¹ ��º
���r ����¦3!�¡±� ��¬.�«    ¹ P�¢��«!��y¦±¬�²L¬ ��¡± �!�¿ � ¿ !�¿*�r£�³x¦3³x�� *���a� ¢�!�¡��
¦/����� µS¡3!&% ¹ !���¢�² ¡/���r �!H����² ��³x¦§�r¡3³x���� y��¦3!H�?!�¡±�?!���º
�«¢ ¹ ¬ ��¡ ¦3³�¦±£�!H¡3³dºr  ¿ ª £�!
���d°�!�¡3 3!¯³�µ ¦±£r�« > ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!¯����²%��¬« 3³H!��
£r��Âr��¦7� Â�����º
 y�����
�oµ ¦±£�!�����ºr!��%¢�³x�y¦±¡/�x ±¦
�« �  ¹ P�¢��«!��y¦v¿"Å ¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡¾¬ ��¦±¦±�«¢�!´³�µ¯����¡���¢�²^¬�����ºr!�¡3  � �� �¿¥��¿�� �SÂ � �*��� �  ±��¬��«¢v�
Â��x¢/·d �¡3³ ¹ ��º ºr³d!� <��³x¦ !��
£r��Âr��¦%�LÂ�����º
 y��� ��!�¡� /!�¿ � ¦,£��x ��¥£�³��¥!�°�!�¡��7Â�!�!��
 ±£�³��7�<¦±£���¦�Â�����º
 y���� ��k³x��!�� ¹ �
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¦±£�!�¡3³^ºr �� ³x¡§¢�²^¬�����ºr!�¡3  �f¿ Å �r£�³x¦3³x�3�7��¦±£ �<µS¡3!&% ¹ !���¢�² ����¦±£�!�Â�����º
 y���"����²
¦±¡/�v°�!�¬¯��¬«³x�r "¦±£�! ºr!fµ !�¢�¦���Â ¹ ¦,�« ¾¡3!� ±¦±¡±�«¢�¦3!�º�µ ¡3³x� !��y¦3!�¡±���r ¦±£�!   ¹ ¡±¡3³ ¹ ��º
���r 
 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!*Ây² ¦±£�!*Â�����º
 y��� ¿ ª £ ¹  �������£�³x¦3³x�r�«¢H¢�¡±²
 ±¦/��¬J³x�r¦±�«¢v��¬(��Âr¡3!���� ��¤ �>�
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���r ¢�³x�� 3�« ±¦3 
³�µ�¦±£�!*��!�¡±�«³^º
�«¢*¬ ��¦±¦±�«¢�!H ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�¿ ª £�!�¡3!H��¡3!*��³<µ ¹ ��º����<!��d¦/��¬�¡3!&% ¹ ��¡3!��<!��y¦3 
³x��¦±£�!7����¦ ¹ ¡3!@³�µ?¦±£�!�ºr!fµ !�¢�¦��d�x .¬«³x�r H�x Á��¦.���y¦±¡3³^º ¹ ¢�!� ¥��� !���!�¡± �²¾ 3¦/��¦3!
�7��¦±£r���
¦±£�!¯�r£�³x¦3³x�r�«¢#Â�����º
 y��� ¿ ª £r�« �����¢�¬ ¹ ºr!� �¦±£�!¯�?³� 3 ±��Âr��¬���¦�² ³�µ�� ¬«³�� ����ºr!�� ºr!fµ !�¢�¦��
²^�«!�¬«º
���r ,¦±£�! ¹ �r� % ¹ ! ³x�r�?³x¡±¦ ¹ �r��¦�²´³�µ®¢�¡3!v��¦±���r ���� ³x�r¦±�«¢v��¬ ��Âr¡3!��#�7£r�«¢/£  ¹ �«ºr!� 
¬��� �£d¦´��� ��� ����¡���¢�³x¡3! ��
�����¿ ¸ !�¢v� ¹  3! ³�µ*¦±£�! µ ¹ ��º����<!��y¦/��¬�¬�² º
��
[!�¡3!��y¦´¬��� �£d¦��
 ¹ �«º
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º
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��¬��« /!�ºaÂd²  ±¦/�x¢3·^���r ¢v���r��¬�¬ ��¡±² ¦ ¹ Â?!� *����� £�!����� �³x����¬Á����¦±¦3!�¡±���N¡3!��r¬ �x¢����r L³x��!
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º
¡/���7�����d¦3³��7��Âr¡3! ¹  ±���r ¢�³x�d°�!��y¦±�«³x����¬;��Âr¡3!�º
¡/���7���r µ �x¢���¬���¦±�«!� v¿ /§!���!�¡/��¬�¬�²
¦±£�!# y���� ¥���´  ¹ ¢3£ �9��Âr¡3!§��¡3!¯����¡±¡3³��!�rºr!��?!���º
���r ¾³x�%¦±£�!# ±���v!¯³�µ ¦±£�!§¢v���r��¬�¬ ��¡±²
¦ ¹ Â?!� v¿�Rd¦/�x¢3·^���r "¢v���r��¬�¬ ��¡±²a¦ ¹ Â?!� ������ £�³x��!�²^¢�³x�HÂ ����¦±¦3!�¡±��²d�«!�¬«ºr ,�  ±¦±¡ ¹ ¢��
¦ ¹ ¡3!'�7��¦±£ �7�«ºr!�¡#Â�����º
 y���� ���£�!���¢�!�¦±£�!} 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!}�« ¯¬«!� 3 # 3!��� ±��¦±��°�!H¦3³�¢�¡±²
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�«¢���¦�²<³�µ[¦±£�!@¢�¬ �xºrº
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Â�����º
 y���� ,��¦H��¬�¬Á���a³x¡3ºr!�¡}¦3³  ¹ �«ºr!�¬��� �£y¦��®���� ±¦3!v�xºa ¹ �«º�����¢�!<�« *�r¡3³ °d�«ºr!�ºaÂy²
¦±£�! !��^�« ±¦3!���¢�! ³�µ ���9!�
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���r �¿
ª £�! ¢�³x¡3!��7ºr!�����!�º9Âd² � �k¢�¡±²^ 3¦/��¬@ºr!fµ !�¢�¦ 	 � ¹  ±¦�£��v°�! �L£r�� �£�!�¡ ����ºr!��9¦±£����
¦±£�!%!�¬«!��<!��y¦3 Hµ ³x¡±�,���r ¦±£�!%¢�¡±²
 ±¦/��¬ ¿ ª £r�« ��,�� �£y¦�Â�! !�
?!�¢�¦ ¹ ��¦3!�º����;� ¦±¡±� ���#�
 ¹ ¬ ��¡�¬ ��¦±¦±�«¢�!� 3��¬��«¢v� ����¡H 3²^ ±¦3!�� �JÂy²"¡3!��r¬ �x¢����r L³x��!�³x¡*�<³x¡3!%³�µ7¦±£�!�¢v���r��¬�¬ ��¡±²
¦ ¹ Â?!� ¥Ây²´�} 3³x¬��«º% ±��¬��«¢v�}¡3³dº[¿ ª £�!#!�
[!�¢�¦±��°�!¯����ºr!��%³�µJ¦±£�!§¢�¬ �xºrº
���r ��« ¥Â?³ ¹ ��ºr!�º
Âd² ¦±£�!HÂ��x¢3·^ �¡3³ ¹ ��º ����¦3!�¡±� ��¬®����ºr!�������º ¦±£�!}����ºr!�� ³�µ�¦±£�!�¢�¡±²^ 3¦/��¬�!�¬«!��<!��y¦3 ��
Â ¹ ¦�°���¡±�«!� } ±¦±¡3³x�r �¬�²3�7��¦±£ �¥�v°�!�¬«!��r �¦±£���
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�������
�����¿ ©L��� ¹ µ �x¢�¦ ¹ ¡±���r L¦3³x¬«!�¡��
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���r ��¤ �� ���¡3!,£r�� �£r¬�²"º
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�>��°�! �<!�¦±£�³^º ¦±£r�« 7�« @�x¢/£r�«!�°�!�º °^� �,�¾  ¹ �?!�¡3¢�!�¬�¬J���r�r¡3³&�
������¦±�«³x����� ¿ !�¿N¦±£�!���!�¬«º
º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x���x !�¥!�¬�¬¥�x *¦±£�! º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢,µ ¹ ��¢�¦±�«³x�a�« }¡3!���!v��¦3!�ºa����ºr!����r��¦3!�¬�²�¿ � µ
¦±£�!�  ¹ ��!�¡3¢�!�¬�¬��« �¢3£�³� 3!��%¦3³ Â?!7¬ ��¡± �!�!���³ ¹  �£%¡3!�  ¹ ¬�¦3 >�7��¬�¬�Â�!@�x¢�¢ ¹ ¡/��¦3!��^Â ¹ ¦�¦±£�!
¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x��!�
?³x¡±¦� 3¢v��¬«!� 2�7��¦±£ ����¢�¡3!v�x ±���r   ¹ ��!�¡3¢�!�¬�¬J 3���v!�¿

Å¯¬�Â?!�¡±¦#!�¦v¿���¬ ¿ ����� �������.£���°�!¾�r¡3³x�?³� 3!�º"�<�<!�¦±£�³^º���� �7£r�«¢/£"¬«³d¢v��¬��« 1��¦±�«³x���« 
¦/��·�!�� �xº
°����y¦/�� �!H³�µ��
Âd² ¬«!�¦±¦±���r ��¬ ��¦±¦±�«¢�!} ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! Â?!#ºr!� /¢�¡±��Â�!�º Âd² ¸ ¬«³^¢3£�$  
¦±£�!�³x¡3!�� �JÂ ¹ ¦ ���� ±¦3!v�xº"³�µ¥!��
µ ³x¡3¢����r �´  ¹ �?!�¡3¢�!�¬�¬.¦3³ ¢�³x�y¦/����� ¦±£�!,!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� �
��!�¦±�«¢���!�¬«º º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x���r��¦��« �ºr!� /¢�¡±��Â�!�º Âd²  �!���!�¡/��¬��« /!�º ,a���r�r�«!�¡�� µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� v¿

ª £�! ¹  /! ³�µ .#!�¡±�,��¦3! / � ¹  3 ±� ���  3!�¡±�«!� >¦3³,!��
�r¡3!� 3 7!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢H�<³dºr!� 
��� ��Âr¡3!H³x�r¦±�«¢� ¯�« ¯�<����¦ ¹ ¡/��¬N¢/£�³x�«¢�!���¢�³x�� 3�«ºr!�¡±���r %¦±£�!*µ �x¢�¦¯¦±£���¦¯¦±£�!}�<³dºr!� #³�µ
��� ���#���r��¦3!�¬�²a����¡/��Â�³x¬��«¢ ³x�r¦±�«¢v��¬ ��Âr¡3!%��¡3! .#!�¡±�,��¦3!�/ � ¹  3 3� ��� ���v
���¿�.¯!�¡±�,��¦3!
/ � ¹  / ±� ��� µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� �� !&%�¿?

¿�� �7µ ³x¡±� ��¢�³x�,�r¬«!�¦3!,³x¡±¦±£�³x �³x����¬. 3!�¦ ����º� 3³����v²
Â?! ¹  3!�º%�x ¥�* �!���!�¡/��¬�Â��x ±�« �µ ³x¡>�* 3!�¡±�«!� ¥!��
������ ±�«³x��¦3³����r�r¡3³&�
������¦3!§���d²¾µ ¹ ��¢��
¦±�«³x� ¿ ¸ !�¢v� ¹  3! ³�µ ¦±£�!���¡ / � ¹  3 ±� ��� ����¦ ¹ ¡3!��7£�³��¥!�°�!�¡��7¦±£�!�² ��¡3! ���,�r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬
µ ³x¡¾¡3!� 3³x¬�°d���r Lµ ¹ ��¢�¦±�«³x��µ !v��¦ ¹ ¡3!� �µ ��¡<�&�>��²;µ ¡3³x� ¦±£�!�µ ¹ ��¢�¦±�«³x�9 3!�¡±�«!� <³x¡±�� ���� ¿
ª £�!�³x¡±¦±£�³x �³x����¬���¦�² ³�µ}¦±£�! µ ¹ ��¢�¦±�«³x�E 3!�¦ �«  £�!�¬��
µ ¹ ¬#��� ¦±£�!�º
��¡3!�¢�¦´¦±¡/����  µ ³x¡��
����¦±�«³x� ���y¦3³�������¦±¡±��� !��� �!��d°x��¬ ¹ !�� �r¡3³xÂr¬«!�� �¯�x <��¦<¡3!��<³ °�!� �¦±£�! ��!�!�º9µ ³x¡��
º
� �� �³x����¬��« /��¦±�«³x� ����º µ ³x¬�¬«³��7���r ���d°�!�¡3 ±�«³x�"³�µÁ³x��!}����¦±¡±��� ³�µ�¦±£�!� /���<!� ±���v!H�x 
¦±£�!%!��� �!��y°���¬ ¹ !%�r¡3³xÂr¬«!�� ¿"Å@��³x¦±£�!�¡�¡3!v�x 3³x�;µ ³x¡ ¹  ±���r 3.¯!�¡±�,��¦3! �?³x¬�²d��³x�,� ��¬« 
¦3³�µ ³x¡±� �<Â��x 3�« #³�µ

L2 �« ¯¦±£���¦¯¦±£�!�²���¡3!}����¡±¦±�«¢ ¹ ¬ ��¡±¬�²� ±���,�r¬«!�¦3³ º
��
[!�¡3!��y¦±� ��¦3!
� !&%�¿�

¿�
�� �f¿ ª ³ ¹  /! ³x�r¬�² .¯!�¡±�,��¦3!6/*� ¹  3 ±� ���  3!�¡±�«!� ¯¢�!��y¦±¡3!�º���¡3³ ¹ ��º � �>��°�!� �
¹ �«ºr!§¢�³x¡3!������r�?!v��¬����r ��x �¦±£�!#¦±£�³ ¹  �£d¦�����² Â�!��^�« >��³x¦>�r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬?µ ³x¡¥¡3!v��¬��« /��Âr¬«!
�,�«¢�¡3³� ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�º��>��°�!� ¹ �«ºr!� 7 ±����¢�!@¦±£�!�¬«³�� ¬«!v��·x�� �!¯¬«³� 3 �³x��!�¡/��¦±�«³x�% �!���!�¡/��¬�¬�²
¡3!&% ¹ ��¡3!� ���¢�¬ �xºrº
���r � ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! ³�µN��� !��
¦3!��y¦@!��r¢�!�!�º
���r ,¦±£�!#¬����,��¦�³�µ��r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬
¹  3!#µ ³x¡7¦±£�!* 3!�¡±�«!�  ¿

ª ³ ¢�³ ¹ �y¦3!�¡*¦±£r�« ��[© ³x ���¬«!�°^¦3 3!�° !�¦v¿���¬ ¿
� ��������º"©�³x�r¡3³´!�¦v¿���¬ ¿
������£���°�!,  ¹  �
 �!� ±¦3!�º ¹  ±���r �@¢�³x�HÂr������¦±�«³x�<³�µ���³ ¹ ¡±�«!�¡�����º6.#!�¡±�,��¦3!1/ � ¹  3 ±� ����!��^������ 3�«³x�¾ /!��
¡±�«!� .¦3³}!��^�r¬«³x��¦�¦±£�!>��Â�!� ±¦�³�µ?Â?³x¦±£���³x¡±¬«ºr  	/¿ ª £r�« Á£��x .�r¡3³v°�!�� ¦3³ Â?!�����!QP�¢��«!��y¦
����º��r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬7�<³dºr!�¬�¬����r L 3¢/£�!��<!�����¬�¦±£�³ ¹  �£���¦H¡3!&% ¹ ��¡3!� �¦±£���¦¾¦±£�! º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢
 ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!H�« @ /³x�<!�£�³�� ���r�r¡3³&�
������¦3!�º�Ây² �,�?!�¡±�«³^º
�«¢} ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�¿¯¶¯¡/���7���r %³x�
�«ºr!v�x @µS¡3³x� % ¹ ���d¦ ¹ � �<!�¢/£����r�«¢� ��:��!H�r¡3³x��³� 3!}¦±£���¦@¦±£�!}���y¦3!�¡/�x¢�¦±�«³x�LÂ�!�¦���!�!��
¦±£�!<!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢ ��!�¬«ºr �����º"¦±£�!�º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!<Â?!<!��
�r¡3!� 3 3!�ºa�x }�
  ¹ �?!�¡±�?³� ±��¦±�«³x��³�µ�¦±£�!����d¦3!�¡/�x¢�¦±�«³x�,Â�!�¦���!�!��,¦±£�! ��!�¬«ºr �����º,��� ¹ �}Â?!�¡�³�µ�ºr!fµ !�¢�¦3 
��� �<Â��x¢3·^ �¡3³ ¹ ��º ����¦3!�¡±� ��¬ ¿ � � �r¡±����¢����r¬«!���¦±£�!}ºr!fµ !�¢�¦3 @���v²´Â�!H³�µ����d²  ±£����?!��
��¬�¦±£�³ ¹  �£ �¥¤ �� ¯��¡3!§ �!���!�¡/��¬�¬�²´����� ¹ µ �x¢�¦ ¹ ¡3!�º ¦3³¾£��v°�!*¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡¯����¡�� £�³x¬«!� 7��� �
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�v� ª £�!�³x¡3!�¦±�«¢v��¬ µ ¡/���<!-��³x¡±·

 3��¬��«¢v�¾Â��x¢3·^ �¡3³ ¹ ��º�� � �� �¿�

¿�� �f¿

���;� � � � � � � 	 �
� � � � � � � � ��� 
 ����� 	 � � � � � � � ��� �
Å# 3  ¹ �,���r }¦±£�!;��Âr¡3!7¦3³§Â�! ¹ �r�oµ ³x¡±� ���<¦±£�!

z
��º
��¡3!�¢�¦±�«³x���S¦±£�!7º
��¡3!�¢�¦±�«³x� ³�µ?�r¡3³x�#�

�� y��¦±�«³x� ��� ��! ���v²7�7¡±��¦3! ¦±£�! ���� ���!�¦±�«¢9��!�¬«º��*³�µN¦±£�!
j
¦±£ �<³dºr!*�x  ���v
����

Hj(x, y, z) =
(

ht
j(x, y) + hz

j (x, y)ẑ
)

exp(jβjz)
� 

¿����

�7£�!�¡3!
ht

j(x, y) = hx
j x̂ + hy

j ŷ
�« @¦±£�!*¦±¡/���� ±°�!�¡3 /!*¢�³x�,��³x��!��d¦#³�µ.¦±£�!}���� �

��!�¦±�«¢;��!�¬«º<����º
hz

j

¦±£�!�¬«³x�r ���¦ ¹ º
������¬ ¿ R ¹ Â� 3¦±��¦ ¹ ¦±���r }!&%�¿�

¿��¥���y¦3³§¦±£�!�µ ¹ ¬�¬
°�!�¢�¦3³x¡
�>��°�!7!&% ¹ ��¦±�«³x��µ ³x¡����� ���!�¦±�«¢ ��!�¬«ºr �� ��!� �!�¦N�@������¡®³�µ�¢�³ ¹ �r¬«!�º �>��°�!7!&% ¹ ��¦±�«³x�� v�

(

∇2
t + εk2 − β2

j

)

hx
j =

(

∂hy
j

∂x
−
∂hx

j

∂y

)

(

∂ ln(ε)

∂y

) � 

¿�
 �

(

∇2
t + εk2 − β2

j

)

hy
j =

(

∂hx
j

∂y
−
∂hy

j

∂x

)

(

∂ ln(ε)

∂x

) � 

¿�� �

�7£�!�¡3! ∇2
t

�« J¦±£�!�¦±¡/���� ±°�!�¡3 3!¥ÀJ���r¬ �x¢�� ���,³x�?!�¡/��¦3³x¡N����º
ε = ε(x, y)

�« �¦±£�!�º
�«!�¬«!�¢��
¦±¡±�«¢Hµ ¹ ��¢�¦±�«³x�"³�µÁ¦±£�!¾ ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!¾¢�³x�� ±�«ºr!�¡3!�º[¿�, !���³�� ¢�³x�� ±�«ºr!�¡§¦±£�!Hµ ³x¬�¬«³��7���r 
 /!�¡±�«!� @!��
������ ±�«³x� ³�µN¦±£�!§¦±¡/���� ±°�!�¡3 3! ���� ���!�¦±�«¢!��!�¬«º[�

ht
j =

F
∑

a,b=0

Hx
abψ

ωm

a,b (x, y)x̂ + Hy
abψ

ωm

a,b (x, y)ŷ
� 

¿ � �

.#!�¡3! ¦±£�!   ¹ Â� /¢�¡±���r¦
m

£��x }Â?!�!�� ¹  /!�ºa¦3³�º
��
?!�¡3!��d¦±� ��¦3!
ωm

³�µ�¦±£�! ��!�¬«º;!�� �
������ 3�«³x�� 3!�¡±�«!� ��rµ ¡3³x� ¦±£�!} 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!}¢3£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« 3¦±�«¢6�7�«º
¦±£��

ωd
� �7£r�«¢3£ �7��¬�¬�Â?!

º
�« /¢ ¹  3 3!�º ¬ ��¦3!�¡v¿
ª £�!!.#!�¡±�,��¦3!6/ � ¹  3 ±� ���´µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� ¯��¡3! ºr!�����!�º��x v�

ψω
a,b(x, y) = ψω

a (x)ψω
b (y)

� 

¿�� �

ψω
a (x) =

2−
a
2 π−

1

4

√
a!ω

e−
x2

2ω2Ha(
x

ω
)

� 

¿�� �

� �I<�0*2;: J�0�AN@�2�J�>NM[0*>+B72�J <�2�6�=G<�> F�2�H;>+C 2ZH�4T:�H�O*BKAN:1=3Oa:�4K63` =a:/A�W Ua=3O32R<�> J�Oa:�MVANH�2I<�2�63J�47>+6 �
�
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¿�
 ��³x¡±� ¹ ¬ ��¦±�«³x��³�µN¦±£�!*!��� �!��d°x��¬ ¹ !}�r¡3³xÂr¬«!�� � �

�7£�!�¡3!
Ha

ºr!���³x¦3!� §¦±£�!�.#!�¡±�,��¦3!���³x¬�²^��³x�,� ��¬�³�µ¥³x¡3ºr!�¡
a
� !&%�¿[

¿ ���f¿ ª £�!����"�

¡/���<!�¦3!�¡
ω
�« @�¾¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢6�7�«º
¦±£ ����¡/���<!�¦3!�¡¯³�µN¦±£�!§µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� v¿

Ha = (−1)nex
2 da

dxa

(

e−x2
) � 

¿ ���

¶#��
[!�¡3!��y¦±� ��¦±���r .#!�¡±�,��¦3! / � ¹  3 ±� ���;µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� ,³�µ¯¦±£r�« �µ ³x¡±�5�« <�  3���,�r¬«!%³x�#�
!�¡/��¦±�«³x� ¹  ±���r ¦±£�!�¡3!�¢ ¹ ¡3 ±�«³x��µ ³x¡±� ¹ ¬ �x!<µ ³x¡6.#!�¡±�,��¦3!��?³x¬�²^��³x�,� ��¬« �� !&%^ v¿�

¿�
��
����º"

¿�

���f¿*Å# #��³x¦3!�ºL��Â?³v°�!�� ¦±£r�« @µ ¹ ��¢�¦±�«³x�  3!�¡±�«!� ¯µ ³x¡±�< §���"³x¡±¦±£�³x �³x����¬Á /!�¦v¿
Rd�?!�¢�����¢v��¬�¬�²L¦±£�!�.¯!�¡±�,��¦3!���³x¬�²^��³x�,� ��¬« H��¡3!�³x¡±¦±£�³x �³x����¬ �7��¦±£ ¡3!� ±�?!�¢�¦*¦3³ ¦±£�!
�¥!��� �£y¦�µ ¹ ��¢�¦±�«³x�

e−x2 ¿ � ¿ !�¿��

∫

R

e−x2

Ha(x)Hb(x)dx =

{

2−a√
πa!

; a = b

0; a 6= b

� 

¿�¼ �

� µ���!%  ¹ Â� ±¦±��¦ ¹ ¦3!%!&%�¿®

¿ � ���d¦3³�!&%^ v¿J

¿�
�����º�

¿��#�N� ¹ ¬�¦±���r¬�² Ây²
ψωm

c,d (x, y)����º;�?!�¡ µ ³x¡±� ³v°�!�¡±¬ ��� ���d¦3!� �¡/��¬« <³v°�!�¡,¦±£�!%���#���r��¦3!´¢�¡3³� 3 ��� /!�¢�¦±�«³x���>��!���Ây²�³x¡��
¦±£�³x �³x����¬���¦k² ��º
��¡3!�¢�¦±¬�²´ �!�¦¯��� !��� �!��d°x��¬ ¹ !}�r¡3³xÂr¬«!�� ³�µ®¦±£�! µ ³x¬�¬«³��7���r <µ ³x¡±����¿

MH =
β2

k2
H

� 

¿ O �
�7£�!�¡3!�¦±£�!¾!��� �!��y°�!�¢�¦3³x¡3  ¦3³%Â?!H /³x¬�°�!�º µ ³x¡��[��¡3!}¦±£�!¾!��
������ ±�«³x�"¢�³d!QP�¢��«!��d¦3 *³�µ
¦±£�!>�<³^º���¬#��!�¬«ºr �����º¾¦±£�!7!��� �!��y°���¬ ¹ !� ���¡3!>¦±£�!>�<³^º���¬r����º
�«¢�!� ���³x¡.�r¡3³x���� y��¦±�«³x�
µ �x¢�¦3³x¡3 ��r³�µN¦±£�!}�x 3 3³^¢�� ��¦3!�º7�¥�v°�!} 3³x¬ ¹ ¦±�«³x� ¿

H =

























Hx
00

Hx
01¿¿¿

Hx
FF

Hy
00¿¿¿

Hy
FF

























� 

¿��v� �
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MH = β2

k2 SH
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�v¼ ª £�!�³x¡3!�¦±�«¢v��¬ µ ¡/���<!-��³x¡±·

ª £�!§����¦±¡±��� �
M
�r³�µ�¦±£�!§!��� �!��d°x��¬ ¹ ! �r¡3³xÂr¬«!�� �« ��

2(F + 1)2 × 2(F + 1)2����¦±¡±���

M =

(

Mxx Mxy

Myx M yy

)

; M sp =





M sp
0000 . . . M sp

00FF

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
M sp

FF00 . . . M sp
FFFF





s, p ∈ {x, y}; s 6= p

� 

¿������

�7��¦±£ ����¦±¡±���´!�¬«!��<!��d¦3 @ ���°�!�� Ây²   ¹ �< �³�µ.³v°�!�¡±¬ ��� ���d¦3!� �¡/��¬« v�

M ss
abcd =

1

k2
I
(1)
abcd(ωm) + I

(2)
abcd(ωm) +

1

k2
I
(3)ss
abcd (ωm)

M sp
abcd = − 1

k2
I
(3)sp
abcd (ωm)

s, p ∈ {x, y}

� 

¿��v
 �

�7£�!�¡3!}¦±£�! ¹ ��¢�³ ¹ �r¬«!�º ¦3!�¡±�< ��
I
(1)
abcd

�
I
(2)
abcd

����º
I
(3)ss
abcd

����¡3!§ ���°�!�� Ây²?�

I
(1)
abcd(ωm) =

∫∫

R2

ψωm
c (x)ψωm

d (y)∇2
[

ψωm
a (x)ψωm

b (x)
]

dxdy

� 

¿��v� �

I
(2)
abcd(ωm) =

∫∫

R2

ψωm
a (x)ψωm

c (x)ψωm

b (y)ψωm

d (y) ε(x, y) dxdy

� 

¿���� �

����º

I
(3)xx
abcd (ωm) =

∫∫

R2

ψωm
a (x)ψωm

c (x)
∂ψωm

b (y)

∂y
ψωm

d (y)
∂ ln (ε(x, y))

∂y
dxdy
� 

¿��v� �

I
(3)yy
abcd (ωm) =

∫∫

R2

∂ψωm
a (x)

∂x
ψωm

c (x)ψωm

b (y)ψωm

d (y)
∂ ln (ε(x, y))

∂x
dxdy
� 

¿��v� �
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¿�� ª £�!*º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢*µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ¿ �7O

����º ¦±£�! ¢�³ ¹ �r¬����r ¦3!�¡±�< ��
I
(3)sp
abcd

�
Ây²?�

I
(3)xy
abcd (ωm) =

∫∫

R2

∂ψωm
a (x)

∂x
ψωm

c (x)ψωm

b (y)ψωm

d (y)
∂ ln (ε(x, y))

∂y
dxdy
� 

¿�� ���

I
(3)yx
abcd (ωm) =

∫∫

R2

ψωm
a (x)ψωm

c (x)
∂ψωm

b (y)

∂y
ψωm

d (y)
∂ ln (ε(x, y))

∂x
dxdy
� 

¿��v¼ �

��� � ��� � � ���
� � � ��� � � � � � �
�
� � � �

ª £�!�³v°�!�¡±¬ ���L���y¦3!� �¡/��¬« 
I(2) ����º I(3)sp; s, p ∈ {x, y} !��^�r¡3!� 3 ¯¦±£�!H���y¦3!�¡/�x¢�¦±�«³x�Â?!�¦ �¥!�!�� ¦±£�!#!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢���!�¬«ºr ¥����º ¦±£�!@º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢¯�<!�º
� ¹ � ¿ � � ³x¡3ºr!�¡Á¦3³

% ¹ ���y¦±�oµ ² ¦±£r�« @���d¦3!�¡/�x¢�¦±�«³x����!H��!�!�º ¦3³�����º �   ¹ ��¦/��Âr¬«!����r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬Nºr!� 3¢�¡±���r¦±�«³x�
³�µ#¦±£�!%º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢ µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ¿ ª £�!´�<³� ±¦, ±¦±¡/���� �£y¦ µ ³x¡ �¥��¡3º	�¥��²�³�µ#ºr³x���r "¦±£���¦
�¥³ ¹ ¬«º´Â�!¯¦3³¾ ±���,�r¬�²����d¦3!� �¡/��¦3!§� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬�¬�² ³v°�!�¡����´���#���r��¦3! ¢�¡3³� 3 ��� 3!�¢�¦±�«³x� ¿ � µ
¦±£�! � ¹ �}Â?!�¡#³�µ�³xÂ �±!�¢�¦3 ��« ¯ ±����¬�¬ ¦±£r�« ����v² ����ºr!�!�º Â?!*!QP�¢��«!��y¦§����º �x¢�¢ ¹ ¡/��¦3!�¿
��³x¡ ¬ ��¡± �!�¡ � ¹ �}Â?!�¡3 }³�µ¥£�³x¬«!� ��?£�³��¥!�°�!�¡��J��¦ ¢�³ ¹ ¬«º"�?³� 3!,�%º
� P�¢ ¹ ¬�¦ � ¹ �<!�¡±�«¢v��¬
�r¡3³xÂr¬«!�� �d¢�³x�� ±�«ºr!�¡±���r }¦±£�!7³�µ ¦3!���º
�« 3¢�³x�d¦±��� ¹ ³ ¹  �����¦ ¹ ¡3!�³�µ�¦±£�!@º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢>µ ¹ ��¢��
¦±�«³x� �   ¹ ¢3£��x �����¡}³xÂ � !�¢�¦3 }�����% �¬ �x 3 }Â��x¢3·^ �¡3³ ¹ ��º �f¿ , !,���v²"���� ±¦3!v�xº ¹  3!<�
 3!�¡±�«!� ¯!��^������ 3�«³x� ¦3³�!��
�r¡3!� 3 @¦±£�!}º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢�¿ ��³x¡# ±²d�,�<!�¦±¡±² ¡3!v�x /³x�� ¯�<º
��¡3!�¢�¦
!��
������ ±�«³x� ���d¦3³�� .¯!�¡±�,��¦3!�/ � ¹  3 ±� ���  3!�¡±�«!� <�,�� �£d¦% 3!�!�� ¡3!v�x 3³x����Âr¬«!���¿ Å¯ 
��³x¦3!�ºa��Â?³v°�!��N�%�r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬Á�r£�³x¦3³x�r�«¢ ¢�¡±²^ 3¦/��¬�� £�³��¥!�°�!�¡��®��!�!�ºr  ¦3³ Â?!,³�µ> 3³x�<!
¬ ��¦±¦±�«¢�!´�?!�¡±�«³dºr  � ³x¡,���9����³x�#� ¬ ��¦±¦±�«¢�!  /!��� 3!��.¦±£�! ��¡±¡/���r �!��<!��y¦%³�µ¯¬«³��
� ����ºr!��
³xÂ �±!�¢�¦3 ¥� ¹  ±¦>Â?!�¬ ��¡± �!§!���³ ¹  �£´¦3³H¢�¡3!v��¦3! ��� !QP�¢��«!��y¦>¬«³��
� ����ºr!��´Â���¡±¡±�«!�¡ ���r!�� �
¦3!��d¦¯����³x¡3ºr!�¡@¦3³<·�!�!�� ¬«!v��·x�� �!H¬«³� 3 #��¦#�,¡3!v�x /³x����Âr¬«!}¬«!�°�!�¬ ���v��� � �7£r�«¢/£ ����·�!� 
¦±£r�« }¡/��¦±£�!�¡*���,�r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬ ¿ ��³x¡*¦±£r�« }¡3!v�x 3³x����!� 3��!�¢�� ��¬�¬�²"¢�³x�� ±�«ºr!�¡±���r ¦±£�!,��!�¡±���
³^º
�«¢¾����¦ ¹ ¡3!,³�µ¥�<³� 3¦ �r£�³x¦3³x�r�«¢<¢�¡±²^ 3¦/��¬<��Âr¡3!� ��J� ��³ ¹ ¡±�«!�¡}!��
������ ±�«³x�"�«  �<³x¡3!
�xºr!&% ¹ ��¦3!�¿

��.1034KJ\W1>+O3BK= Ea472�BK= A 892;:�E @a:/A#H;<�47H�ANBXJ�<�:�O*H;<�Oa:�2 >NM5<�0*2�>Q892;:�BKA#@ 476'<�2�`#:/ANBKJ 476 2��'J � � �����
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�� ª £�!�³x¡3!�¦±�«¢v��¬ µ ¡/���<!-��³x¡±·
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ª £ ¹  >µ ��¡��d¦±£�!�.#!�¡±�,��¦3!!/ � ¹  3 ±� ���´Â��x 3!�º%¬«³^¢v��¬��« 3!�º µ ¹ ��¢�¦±�«³x�´�<!�¦±£�³^ºr 7¢�³x�� ±�«º �
!�¡3!�º ���%¦±£�!@¬���¦3!�¡/��¦ ¹ ¡3!�� ��� ����� ������� ���v���?£���°�!¯Â?!�!�� Â��x 3!�º ³x� £d²dÂr¡±�«º%!��
������ ±�«³x�
 /¢3£�!��<!� ��)�7£�!�¡3!#¦±£�!§º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢§µ ¹ ��¢�¦±�«³x�´�« 7!��^������ºr!�º%���y¦3³,!���¦±£�!�¡@�H¢�³x�}Âr�����"�
¦±�«³x�L³�µ.¬«³d¢v��¬��« /!�º µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� #����º ��!�¡±�«³^º
�«¢}!��
�?³x��!��y¦±� ��¬« §³x¡#�<� ¹ ¡3!�¬�² ��!�¡±�«³^º
�«¢
!��
�?³x��!��y¦±� ��¬>����³ ¹ ¡±�«!�¡ �� 3!�¡±�«!� v¿ Rd����¢�!#¢�¬ �xºrº
���r ¾ 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� ¥³�µ �r£�³x¦3³x�r�«¢#¢�¡±²
 ±¦/��¬
��Âr¡3!� < �!���!�¡/��¬�¬�²;��¡3! ³�µ#� �?!�¡±�«³dº
�«¢%����¦ ¹ ¡3!���¦±£r�« ¾£��x �Â?!�!����r¡3³v°�!�� !QP�¢��«!��d¦v¿
� ¦*�«  £�³���!�°�!�¡��N��!�¢�!� 3 1��¡±² ¦3³ !��
µ ³x¡3¢�!,�?!�¡±�«³dº
�«¢���¦k² ³�µ¥¦±£�!�º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢,µ ¹ ��¢�¦±�«³x���
!���¦±£�!�¡§Âd² ¡3!���!v��¦±���r ´¦±£�!�³v°�!�¡/��¬�¬. ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�����ºr!����r��¦3!�¬�² ³x¡¯Ây² !��
¦3!���º
���r ´¦±£�!
¢�¬ �xºrº
���r �����¦±¦3!�¡±�;���y¦3³ ���#���r��¦k²�¿ � �a�����y² ¢v�x 3!� }¦±£r�« }�« H  ¹ P�¢��«!��y¦ �§����º"Â?!��
¢v� ¹  /!*³�µ�¦±£�!  ±���,�r¬«!  3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!*³�µ®¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x�� @Â��x 3!�º ³x� ¦±£�!� 3!§�<!�¦±£�³^ºr ��
¦±£�!
�<!�¦±£�³^ºr ¯��¡3!!�7�«ºr!�¬�² ¹  /!�º[¿

¤¥³x�� ±�«ºr!�¡ ¹  ±���r �¦±¡±�� �³x��³x�<!�¦±¡±�«¢#µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� >¦3³�!��^������º ¦±£�!#��!�¡±�«³^º
�«¢¯����¡±¦>³�µ
¦±£�!§º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢#µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ����º%¢v����¢�!�¬[³x��!§³x¡¥�<³x¡3!@µ !v��¦ ¹ ¡3!� ¥���´��¦�Âd²  3!�¬«!�¢�¦±��°�!�¬�²
�xºrº
���r ��.¯!�¡±�,��¦3! / � ¹  3 ±� ���  3!�¡±�«!�  ¿ � �E¦±£�!" ±���,�r¬«!� ±¦ ¢v�x 3!��#�9 ±���r �¬«! ����¡��
£�³x¬«! �7��¬�¬ÁÂ?!,¢v����¢�!�¬�¬«!�ºa¦3³ ¢�¡3!v��¦3! �´£r�� �£#� ����ºr!��a¢�³x¡3!�¡3!� ��«³x� ¿ ª £�!< 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!
¢�³x�� 3�«ºr!�¡3!�º ¦±£r�« 2�¥�v² �7��¬�¬J£��v°�!���� ���#���r��¦3!H¢�¬ �xºrº
���r ��£�!���¢�!}��¦@�« §���r�r¬��«¢v��Âr¬«!
¦3³���Âr¡3!� 1�7��¦±£ �����d²%£�³x¬«!� @  ¹ ¡±¡3³ ¹ ��º
���r �¦±£�!*¢�³x¡3!�¿

ª £�!*º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢§µ ¹ ��¢�¦±�«³x� �« �!��
�r¡3!� 3 3!�º ��� ¦±£�! µ ³x¬�¬«³��7���r <µ ³x¡±� �

ε(x, y) =

D1
∑

f,g=0

c1f,g cos

(

2πfx

Λ

)

cos

(

2πgy

Λ

)

+

D2
∑

f,g

c2f,gψ
ωd

f,g(x, y)
� 

¿��7O �

�7£�!�¡3!
D1

����º
D2

��¡3! ¦±£�! � ¹ �}Â?!�¡3 @³�µ.ºr!�¢�³x�,��³� ±��¦±�«³x� µ ¹ ��¢�¦±�«³x��  ¹  3!�º[¿
R ¹ Â� ±¦±��¦ ¹ ¦±���r �!&%�¿�

¿��7O¾���y¦3³ 

¿����<¦±£r¡3³ ¹  �£ 

¿��v¼<����º´����·^���r ¹  3! ³�µ®¡3!�¢ ¹ ¡��

 3�«³x� µ ³x¡±� ¹ ¬ �x! � !&%^ v¿�

¿�
��,����º 

¿�

����µ ³x¡1.#!�¡±�,��¦3!!��³x¬�²^��³x�,� ��¬« ����v��� �
dHa(x)

dx
= 2aHa−1(x)

� 

¿�
�� �

Ha+1(x) = 2xHa(x) − 2aHa−1(x)
� 

¿�

���

�¥!* �!�¦�³ °�!�¡±¬ ��� ���y¦3!� �¡/��¬« #³�µN¦±£�! ¦ �¥³¾µ ³x¡±�< 

Î =

∫ ∞

−∞
ψωm

a (x)ψωm
c (x)ψωd

f (x)dx
� 

¿�
�
 �

����º

Ĩ =

∫ ∞

−∞
ψωm

a (x)ψωm
c (x) cos

(

2πfx

Λ

)

dx
� 

¿�
�� �
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¿�� ª £�!*º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢*µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ¿ 

�

ª £�!� 3!@���y¦3!� �¡/��¬« >���v²<Â�!¯ 3³x¬�°�!�º ������¬�²^¦±�«¢v��¬�¬�² �r����º �¥!@���v²<��³��E�x 3 3!��HÂr¬«!@¦±£�!
!��� �!��d°x��¬ ¹ !}�r¡3³xÂr¬«!�� ����º  3³x¬�°�!#µ ³x¡@!��� �!��y°���¬ ¹ !� ¯����º !��� �!��y°�!�¢�¦3³x¡3 v¿
, £�!�� ¢�³x�}Âr���r���r 9!��
������ ±�«³x�  /!�¡±�«!�  ³�µHº
��
[!�¡3!��y¦´¦k²d�?!� %����º���³x¡´¬«!��r �¦±£� 

³x��!´� ¹  ±¦,¦/��·�!  3!�¡±�«!� ,�,�« ±����¦3¢/£9���y¦3³��x¢�¢�³ ¹ �y¦v¿ � � ������¬«³x �²;¦3³L¦±£�! /#��ÂrÂ� �$
�r£�!���³x�<!���³x� ��� ��³ ¹ ¡±�«!�¡� /!�¡±�«!� ��#.¯!�¡±�,��¦3! / � ¹  / ±� ���  3!�¡±�«!� 7!��^£r��Âr��¦@��� ³� 3¢���¬�¬ �"�
¦3³x¡±² Â�!�£��v°d�«³ ¹ ¡§��!v��¡*º
�« 3¢�³x�d¦±��� ¹ ��¦±�«!� *���L¦±£�!¾!��
������ºr!�º µ ¹ ��¢�¦±�«³x�3�7£r�«¢3£"���v²
���d¦3!�¡ µ !�¡3!��7��¦±£�¦±£�!�/#��ÂrÂ� �$��r£�!���³x�<!���³x�´³�µ ¦±£�!���³ ¹ ¡±�«!�¡¥ 3!�¡±�«!� ���¿NÅ¯¬« 3³ ��³x¦/��Âr¬«!
�« § �!���!�¡/��¬��,�« 3����¦3¢3£a³�µ>¦±£�!�µ ¹ ��¢�¦±�«³x�  /!�¡±�«!� ����7£�³´µ ����¬N¦3³ ¢v����¢�!�¬Á!v�x¢3£a³x¦±£�!�¡
¢�³x�,�r¬«!�¦3!�¬�² � �� �¿ 

¿����f¿ ª £�! /#��ÂrÂ� �$��r£�!���³x�<!���³x��³�µ�¦±£�! ��³ ¹ ¡±�«!�¡* 3!�¡±�«!� §���v²
Â?!*!QP�¢��«!��y¦±¬�²   ¹ �r�r¡3!� 3 3!�º ¦±£r¡3³ ¹  �£�ÀJ����¢ �v³� �$

σ
� µ �x¢�¦3³x¡3  ��� ��� ��¦±£�!} /!�¡±�«!� ��,�« ��

����¦3¢/£���£�³��¥!�°�!�¡������v²a��³x¦v¿ ª £r�« ,!�
[!�¢�¦±��°�!�¬�²a¬����,��¦3 ¾¦±£�!  y������³�µ#!��^¦3!���º
���r 
¦±£�! ��³ ¹ ¡±�«!�¡# 3!�¡±�«!� ��7��¦±£�³ ¹ ¦#!��^¦3!���º
���r <¦±£�! .¯!�¡±�,��¦3!6/*� ¹  3 ±� ���  3!�¡±�«!� v¿
� �� ±¦3!v�xº´³�µ®¢�¡3!v��¦±���r ,¦±£�! ¢�³x¡3!#¡3!� ��«³x� Âd² �>��²´³�µ�¢v����¢�!�¬�¬ ��¦±�«³x���*�¥!§����²�¡3!��

�?!v��¦®����Âr¡3!Á ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!���¢�³x�,�r¬«!�¦3! �7��¦±£H¢�³x¡3!�������ºH!��^������º}��¦J���}��¦3 ®!��y¦±��¡3!�¦k²*�����
��³ ¹ ¡±�«!�¡� /!�¡±�«!� ��x¿ � ��¦±£r�« <�¥��²'��!>���v²}¦/��·�!¥µ ¹ ¬�¬��xº
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µ ³x¡±� �.��¦}¦±£�!% /���<!<¦±���<!´��°�³x�«º
���r ���y²a�r¡3³xÂr¬«!��< �³�µ��,�« 3����¦3¢3£r���r �µ ¹ ��¢�¦±�«³x�
 3!�¡±�«!�  ¿ � � ¦±£r�« #¢v�x 3!}¦±£�!}º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢Hµ ¹ ��¢�¦±�«³x� ����² Â?!}!��
�r¡3!� 3 3!�º ���L¤>��¡±¦3!� ±� ���
¢�³^³x¡3º
������¦3!� ¯�x ��x�

ε(x, y) =

D
∑

f,g=−D

cf,g exp (i (ξfx+ ζgy))
� 

¿�
�� �

�7£�!�¡3!´¦±£�! ¢�³x�� ±¦/���d¦3 
ξ
����º

ζ
ºr!��?!���º ³x� ¦±£�!´���,�?³� 3!�º;��!�¡±�«³^º
�«¢���¦�²�³�µ¯¦±£�!

 ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�¿
R ¹ Â� 3¦±��¦ ¹ ¦±���r ´!&%�¿¯

¿�
��%���y¦3³´!&%^ v¿@

¿����´¦±£r¡3³ ¹  �£"

¿��v¼#�?����º ����·^���r ¹  3!�³�µ

¡3!�¢ ¹ ¡3 ±�«³x�}µ ³x¡±� ¹ ¬ �x!�� !&%^ v¿�

¿�
��¯����º}

¿�

�����+��!�!� 3 3!��y¦±� ��¬�¬�²  �!�¦�³v°�!�¡±¬ �������y¦3!� �¡/��¬« 
³�µN¦±£�!§¦ �¥³,µ ³x¡±�< 

Î =

∫ ∞

−∞
ψωm

a (x)ψωm
c (x) cos

(

ξfx

Λ

)

dx
� 

¿�
�� �

����º

Ĩ =

∫ ∞

−∞
ψωm

a (x)ψωm
c (x) sin

(

ζgx

Λ

)

dx
� 
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x

1

2

30
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1

y

�®�� ¹ ¡3! 

¿���� ����º
���<!��� ±�«³x����¬ ¹ �r��¦ ���,� ¹ ¬« 3!�¦±¡/�����E!��^������ºr!�º ���y¦3³ ��³ ¹ ¡±�«!�¡
120 /!�¡±�«!� �� ∑120

g=0 c
1
g cos

(

2πgx
Λ

) ��µS¡3³x�d¦ �f¿7����º ¹ �r��¦Á���,� ¹ ¬« 3!7µ ¹ ��¢�¦±�«³x�´�x ��9.#!�¡±�,��¦3!
/*� ¹  3 ±� ���

20
 3!�¡±�«!� �� ∑20

f=0 c
2
fψ

wd

f (x)
�S�,�«ºrº
¬«!��f¿ � �d°�!�¡±¦3!�ºL���,� ¹ ¬« 3!�¦±¡/����� �7��¦±£

¢�!��d¦±¡3!*���,� ¹ ¬« 3!}¢v����¢�!�¬�¬«!�º�� ∑20
f=0 c

2
fψ

wd

f (x) −∑120
g=0 c

1
g cos

(

2πgx
Λ

) �SÂ��x¢3·*�f¿ ���
Ä#³x¦±�«¢�! ¦±£�!§�,�« ±����¦3¢/£ ��¦7¦±£�! º
�« 3¢�³x�d¦±��� ¹ ��¦�² Â�!�¦���!�!�� ¦±£�!  3!�¡±�«!� ��
¬����,��¦±���r <¦±£�!
 y������³�µ®!��
¦3!���º
���r �¦±£�! ��³ ¹ ¡±�«!�¡@ 3!�¡±�«!� v¿
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¿�� ª £�!*º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢*µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ¿ 
��

�7£r�«¢/£a����²a��¬« /³ Â�!�!�°x��¬ ¹ ��¦3!�º�������¬�²d¦±�«¢v��¬�¬�²�¿ ��¡3³x� ¦±£�!� 3!,���d¦3!� �¡/��¬« '��!<���v²
��³�� �x 3 /!��}Âr¬«!¯¦±£�!@!��� �!��y°���¬ ¹ !#�r¡3³xÂr¬«!�� ����º� 3³x¬�°�!�µ ³x¡��r¡3³x���� y��¦±�«³x� ¢�³x�� ±¦/���y¦3 
����º !��� �!��d°�!�¢�¦3³x¡3 v¿

��� ����� � � � � � ��� � � ������� � � ����� �����������

Ã<�
������º
���r "¦±£�! ¢�¬ �xºrº
���r a ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!´���9� ��³ ¹ ¡±�«!�¡< /!�¡±�«!� <ºr³d!� �����ºr!�!�º ����·�!
 3!��� /!Á�x J¬«³x�r §�x  ¦±£�!�¢�¬ �xºrº
���r # ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!��« J³�µ��@¢�!�¡±¦/������ ±���v!�¿ , £�!��*¦±£�!�!��
¦3!��y¦
³�µr¦±£�!¥¢�¬ �xºrº
���r # ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!¥º
���,���r�« ±£�!� ���¦±£�!¥�x 3  ¹ �,�r¦±�«³x�� ����,�r¬��«!�º}���v²*Â�!�¢�³x�<!
���d°x��¬��«º[¿ ª ³ ¢�³ ¹ �y¦3!�¡/�x¢�¦}¦±£r�« !��!,  ¹  � �!� ±¦*!��
�r¡3!� 3 ±���r ¦±£�!,º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢<µ ¹ ��¢�¦±�«³x�
�x *�%  ¹ �?!�¡±��³� 3��¦±�«³x�L³�µ7� � ¹ �}Â?!�¡}³�µ¥¬«³d¢v��¬�!��
������ ±�«³x�" 3!�¡±�«!� v¿ ª £r�« }��¬�¬«³���  ¹  
¦3³  3¢v��¬«!<¦±£�!�¬«³d¢v��¬>!��^������ 3�«³x�� ��x¢�¢�³x¡3º
���r �¦3³ ¦±£�!% ±���v!�³�µ7¦±£�!%!�¬«!��<!��y¦�Â�!����r 
!��
������ºr!�º��[���"������¬«³x �² �7��¦±£L¦±£�!¾Â��x ±�«¢��«ºr!v�x §Â?!�£r����º �>��°�!�¬«!�¦*¦±£�!�³x¡±²�¿ ª £ ¹  ��
�¥! ����² ¹  3!´¡3!�¬ ��¦±��°�!�¬�²  ±£�³x¡±¦<!��
������ ±�«³x�  3!�¡±�«!� ���!�°�!��9�oµ§¦±£�!´¦±£�! !��^������ºr!�º
µ !v��¦ ¹ ¡3!� @��¡3!* ±����¬�¬�������º´��� ¦±£r�« ��¥�v²´¡3!�¦/����� !QP�¢��«!���¢�²´��� ³ ¹ ¡@¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x��  �
	 ¿
, !}!��^������º´¦±£�!*º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢*µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ��� ¦±£�!§µ ³x¬�¬«³��7���r �>��² �����

ε(x, y) = εbg +
∑

j

(εj − εbg)
D
∑

f,g

cjf,gψ
ωj

d

f,g(x− rj
x, y − rj

y)
� 

¿�
����

�7£�!�¡3!
cjf,g

����º
ωj

d

ºr!���³x¦3!*!��
������ ±�«³x� ¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 ¯����º´¦±£�!§��³x¡±����¬��« /!�º ¢3£���¡��
�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢��7�«º
¦±£ ¹  3!�º�µ ³x¡�ºr!�¢�³x�,�?³� ±��¦±�«³x� ³�µ¯¦±£�!

j
¦±£ £�³x¬«!�¿

εbg
����º

εj
��¡3!

¦±£�!<º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢ ¢�³x�� ±¦/���y¦3 H³�µ7¦±£�!,Â��x¢3·^ �¡3³ ¹ ��º ����¦3!�¡±� ��¬>����º ³�µ¥¦±£�!
j
¦±£a£�³x¬«!�¿

D
�« 7¦±£�! � ¹ �HÂ�!�¡#³�µ�!��^������ ±�«³x� ¦3!�¡±�<  ¹  3!�º ¦3³,ºr!�¢�³x�,�?³� 3!}¦±£�! £�³x¬«!�  � ��¿ ª £�!

µ �x¢�¦3³x¡3 
rj
x
����º

rj
y
ºr!���³x¦3!*¦±£�!�¤>��¡±¦3!� ±� ��� ¢�³^³x¡3º
������¦3!� ¯³�µN¦±£�!*�?³� ±��¦±�«³x� °�!�¢�¦3³x¡

³�µ>¦±£�!
j
¦±£a£�³x¬«! � �� 

¿�
 �f¿ ª £�!<¢3£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« 3¦±�«¢ �7�«º
¦±£��

ωd
� �« *��³x¦}¡±�� �³x¡3³ ¹  ±¬�²

ºr!�����!�º Ây² ���d²<�r£y²
 ±�«¢v��¬��r¡3³x��!�¡±¦±�«!� >³�µ ¦±£�!¯ ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�¿ � ��¦±£�!�³x¡±² �r�x Á¦±£�!�.¯!�¡��
�,��¦3! / � ¹  / ±� ���Lµ ¹ ��¢�¦±�«³x��  µ ³x¡±� �´¢�³x�,�r¬«!�¦3!< /!�¦ ¡3!� y��¡3º
¬«!� 3 *³�µ¥¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢
�7�«º
¦±£��^��¦>¢�³ ¹ ¬«º�Â?!@¢/£�³� 3!�� ��¡±Âr��¦±¡/��¡±��¬�²�¿ ��³x¡7 ±���,�r¬��«¢���¦�² ��!#�,�� �£y¦7 3!�¦��

ωd ≡ 1
�

�7£r�«¢/£���³ ¹ ¬«º´����ºr!�!�º  ±���,�r¬��oµ ²�¦±£�!§³v°�!�¡±¬ ��� ���y¦3!� �¡/��¬«  � !&%^ v¿r

¿ ����¿�¿�¿5�f¿ � �%�r¡/�x¢��
¦±�« 3!´ ±¦3!��� ¾��!�!�º9¦3³ Â?!´¦/��·�!�� ¦3³L���,�r¡3³v°�! ¦±£�! ¢�³x�y°�!�¡± �!���¢�! ³�µ#¦±£�!�.¯!�¡±�,��¦3!
/ � ¹  / ±� ���; /!�¡±�«!� ��N�oµ�¦±£�!´!QP�¢��«!���¢�²a y������³�µ ¹  ±���r L¬«³d¢v��¬��« /!�º µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� ��« H��³x¦
¦3³ Â�!�¬«³� ±¦v¿ � �a¦±£�!�µ ³x¡±� ¹ ¬ ��¦±�«³x� � !&%�¿�

¿�
����}!v�x¢3£�ºr!fµ !�¢�¦}�« HÂy²a 3¢v��¬«!�ºaÂy² ��¦3 
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(r
x
,r

y
)

x

y

�®�� ¹ ¡3! 

¿�

��R^¢3£�!�����¦±�«¢�³�µ � ¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡L¬ ��¦±¦±�«¢�!��} ±����¬�¬���¢�³x¡3!��'��¤ �>¿
rj =

(rj
x, r

j
y)
ºr!���³x¦3!� �¦±£�!�¤>��¡±¦3!� ±� ��� ¢�³^³x¡3º
������¦3!*°�!�¢�¦3³x¡@³�µN¦±£�!

j
¦±£ £�³x¬«!�¿

º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢,¢�³x�� 3¦/���y¦��[£�!���¢�!'��!����v² ���y°�!� 3¦±�� y��¦3!,!��^������ ±�«³x�L 3!�¡±�«!� #Â?!�£���°^�«³ ¹ ¡
Âd² !��^������ 3�«³x� ³�µ�� ¹ �r��¦¯£�!��� �£y¦§ºr!fµ !�¢�¦v¿7Å# 3  ¹ �,���r �ºr!fµ !�¢�¦3 ¯¦3³<Â?!*¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡��¥!
!��
������º ¦±£�!#µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ºr!�����!�º Ây²?�

fcirc(x, y) = u(1 − 4(x2 + y2))
� 

¿�
�¼ �

u(t) =

{

0, t < 0;
1, t ≥ 0;

� 

¿�
?O �

µ ³x¡¯�¾ 3!�¦�³�µ
ωd
� °���¬ ¹ !� v¿

, !¾ 3!�!H��� �� ¹ ¡3!¾

¿�� ¦±£���¦§¦±£�!�¢3£�³x�«¢�!,³�µ�¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢ �7�«º
¦±£�µ ³x¡#¦±£�!¾ 3!�¡±�«!� 
£��x *� ¦±¡3!��<!���ºr³ ¹   ���,���x¢�¦*³x�L¦±£�!,¢�³x�d°�!�¡± �!���¢�!<³�µÁ¦±£�!, 3!�¡±�«!� v¿ ��³x¡*�x¢�¢ ¹ ¡/��¦3!
�<³^ºr!�¬�¬����r ��¦}�« �� ¦±£�!�¡3!fµ ³x¡3!��®��!�¢�!� 3 /��¡±²�¦3³  ±¦ ¹ º
²L¦±£�!<¢�³x�y°�!�¡± �!���¢�! Â?!�£���°^�«³ ¹ ¡
³�µ ¦±£�!¯!��^������ 3�«³x�  3!�¡±�«!� ¥�x ��§µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ³�µ[¦±£�!2�7�«º
¦±£�����¡/���<!�¦3!�¡v¿4, !�% ¹ ���d¦±�oµS²
¦±£�!>¢�³x�d°�!�¡± �!���¢�!7³�µ�¦±£�!� 3!�¡±�«!� �Ây²}� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬�¬�²}���d¦3!� �¡/��¦±���r ¦±£�!�!�¡±¡3³x¡1� �� �¿x

¿ � �f�

ε =

∫∫

R2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

fcirc(x, y) −
∑

f,g

cf,gψ
ωd

f,g(x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dxdy
� 

¿���� �

Ä¯³x¦±�«¢�!<¦±£���¦*¦±£�!<³x�r¦±������¬�¢/£�³x�«¢�!�³�µ
ωd

�« }ºr!���!���ºr!��d¦H³x� ¦±£�!,� ¹ �}Â?!�¡�³�µ
!��
������ ±�«³x��µ ¹ ��¢�¦±�«³x��  ¿ ��¡3³x� �� ¹ ¡3!� ¾

¿�� ����º�

¿ � ��!%¢�³x��¢�¬ ¹ ºr!<¦±£���¦��  �³d³^º
 �!���!�¡/��¬#¢3£�³x�«¢�! ³�µ ¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢ �7�«º
¦±£ µ ³x¡<¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡%ºr!fµ !�¢�¦3 ��« 

ωd ≈ 0.12
¿
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�®�� ¹ ¡3!�

¿��
�=Rd¬��«¢�!� ®��¬«³x�r ¯¦±£�!4� �k�"�^�«  ³�µ�
xºH¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡�� ¹ �r��¦ £�!��� �£y¦��� ±¦3!��}µ ¹ ��¢�¦±�«³x���
fcirc(x, y)
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µ ³x¡��7�«º
¦±£ ����¡/���<!�¦3!�¡3 v��� � �
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������ ±�«³x�#�
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����º ���,!��^������ 3�«³x� ¦3!�¡±�< 7£���°�!}Â�!�!�� ¹  /!�º ¦3³,!��^������º ¦±£�! ¹ �r��¦@ ±¦3!�� ¿

Å¯¬« 3³H��³x¦±�«¢�!@¦±£���¦¥µ ³x¡�¢�!�¡±¦/�����´°���¬ ¹ !� �³�µ
ωd
�y¦±£�!¯¦±¡ ¹ ��¢v��¦±�«³x� !�¡±¡3³x¡�¦3!��,�?³x¡/��¡±��¬�²

¡±�« /!� }�x  ¦±£�!,� ¹ �}Â?!�¡H³�µ7!��^������ ±�«³x� µ ¹ ��¢�¦±�«³x��  �« *����¢�¡3!v�x 3!�º[¿ � ¦ �« ��[¦±£�!�¡3!fµ ³x¡3!��
³�µ.°^��¦/��¬[���,��³x¡±¦/����¢�!}¦±£���¦

ωd
�« @¢3£�³� 3!�� ¢v��¡3!fµ ¹ ¬�¬�²�¿

¶§!�¦3!�¡±�,���r���r ,¦±£�!¯!��
������ ±�«³x� ¢�³d!QP�¢��«!��d¦3 �³�µ��H����¡±¦±�«¢ ¹ ¬ ��¡7 ±£�����!¯ �!���!�¡/��¬�¬�²
���d°�³x¬�°�!� ��?!�¡ µ ³x¡±�,���r ���� ���y¦3!� �¡/��¬#³v°�!�¡<¦±£�! ºr!fµ !�¢�¦���¡3!v�
¿ � �;¦±£�! ���,��³x¡±¦/���d¦
¢v�x /!}³�µÁ�,¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡¯ºr!fµ !�¢�¦@¦±£�!}³v°�!�¡±¬ �������y¦3!� �¡/��¬®�« @������¬�²d¦±�«¢v��¬�¬�²  /³x¬�°x��Âr¬«! � ���
³x¦±£�!�¡®¢v�x 3!� ��7� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬^���y¦3!� �¡/��¦±�«³x�¾ 3¢3£�!��<!Á£��x  ¦3³7Â?! ¹  3!�º[¿�¶ ¹ !Á¦3³7¦±£�!.¬«³^¢v��¬
����¦ ¹ ¡3!@³�µ�¦±£�!7ºr!fµ !�¢�¦3 �����¦.����²�Â?!>�<³x¡3!7!QP�¢��«!��y¦�¦3³ ¹  3!¥� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬����y¦3!� �¡/��¦±�«³x�
!�°�!��E��� ¦±£�!L¢v�x 3!L³�µ���¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡ ºr!fµ !�¢�¦v¿ �®�� ¹ ¡3!"

¿��; ±£�³��� ´¦±£�!L!��
������ ±�«³x�
¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 ¯��¬«³x�r < 3³x�<!@¡3³��� >���´¦±£�!#!��
������ ±�«³x� ¢�³^!QP�¢��«!��y¦7����¦±¡±����� 

¿��
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ωd = 0.12
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� 
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Ä#³x¦±�«¢�!��?¦±£���¦§�oµ
ωd

����² Â�!H£�!�¬«º�¢�³x�� ±¦/���y¦�� º ¹ !�¦3³ ¦±£�!¾³x¡±¦±£�³x �³x����¬���¦�²L³�µÁ¦±£�!
!��
������ ±�«³x� µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� �� �¥!*����²%��¡3! ¹  /!f	}!��^������ ±�«³x��¢�³d!QP�¢��«!��d¦3 8�7£�!���!��
¦3!���º �
���r ,¦±£�!§!��
������ ±�«³x�  3!�¡±�«!� �� �7£�!�¡3!v�x >¦±£�!�² ��³ ¹ ¬«º´£���°�!§¦3³�Â?!§¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!�º ����!-�!�
�¥!�¡3!*¦±£�!§µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� 7��³x�#��³x¡±¦±£�³x �³x����¬ ¿
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��³x¡H /³x�<!����r�r¬��«¢v��¦±�«³x�� ��.  ¹ ¢/£;�x *�?³x¬ ��¡±�« /��¦±�«³x���������y¦/�����r���r ��Âr¡3!� ��N!�¬�¬����#�
¦±�«¢v��¬�ºr!fµ !�¢�¦3 ,��¡3!%£r�� �£r¬�²a���y¦3!�¡3!� 3¦±���r ���7O�� ��
�����¿ Å@¬�¦±£�³ ¹  �£���¦¾�« �����¦¾�r¡3!� 3!��d¦��
¹ ��¢�¬«!v��¡3�7£�!�¦±£�!�¡L¦±£�!��r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬¾�r¡3³xÂr¬«!��< L��� �x¢�¦ ¹ ��¬�¬�² ����·d���r E  ¹ ¢/£ � �)�
Âr¡3! ����² Â?!  3³x¬�°�!�º��>��¦<���v² ¦±£�!�³x¡3!�¦±�«¢v��¬�¬�²9¡3!��r¡3!� 3!��d¦3!�º	�7��¦±£r��� ¦±£r�« ,µ ¡/���<!��
�¥³x¡±· Âd²  3���,�r¬�²  3¢v��¬����r ¦±£�! !��
������ ±�«³x�� L¦±£r¡3³ ¹  �£ ��� ���r�« 3³x¦±¡3³x�r�«¢

ωd ≡
(ωd,x, ωd,y) ; ωd,x 6= ωd,y

������º �,����³x¡¯!��^¦3!��� ±�«³x�� @¦3³�!&%^ v¿�

¿�����¦±£r¡3³ ¹  �£L

¿��v¼
¿
�®�� ¹ ¡3!,

¿��  ±£�³��� §!��
������ºr!�º�!�¬«!��<!��d¦3  ³�µ�º
��
[!�¡3!��y¦  ±£����?!� ���¦3³ ����º
�«¢v��¦3!�¦±£���¦
���d²  ±£�����!*�« >����ºr!�!�º �?³� 3 ±��Âr¬«!�¿
R % ¹ ��¡3!*ºr!fµ !�¢�¦3 ��
µ ³x¡7���� ±¦/����¢�!*ºr!�����!�º Ây²3� !&%d v¿�

¿�
�¼�� 

¿�
?O �f�

fsquare(x, y)) = u(1 − 2|x|) · u(1 − 2|y|) � 

¿���
 �

���r�?!v��¡�!�°�!��,�<³x¡3!7º
� P�¢ ¹ ¬�¦�¦3³§¢�³x�y¦±¡3³x¬������¯º
¡/��� �r¡3³d¢�!� / 1� ����º���¦3³#¦±£�!>Â�!� 3¦N³�µ
³ ¹ ¡@·d��³��7¬«!�º
 �!���£���°�!*²�!�¦7¦3³¾Â�!  ±£�³��7� ��� � ��¤ �>����¢�³x�d°�!��y¦±�«³x����¬ ��Âr¡3!� ��7��¦±£
 5% ¹ ��¡3!7� ³x¡¯����ºr!�!�º��?³x¬�²d �³x����¬ �@¢�¬ �xºrº
���r � §£���°�!�Â?!�!��  ±£�³��7����

��� ��  ¹  � �!� ±¦±���r 
¦±£���¦¾  ¹ ¢/£�ºr!fµ !�¢�¦3 *�,�� �£y¦�Â?!��x¢3£r�«!�°�!�º=�7��¦±£����,�r¡3³ °�!�º�º
¡/���7���r ¦3!�¢/£r�r� % ¹ !�  ¿
� ¦,�« <��¬« 3³��r¬ � ¹  ±��Âr¬«!´¦±£���¦<  % ¹ ��¡3!´ºr!fµ !�¢�¦3 <�,�� �£y¦,Â?!´�r¡3!fµ !�¡±¡3!�º ³ °�!�¡<¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡
ºr!fµ !�¢�¦3 H���;���a���d¦3!� �¡/��¦3!�º�³x�r¦±�«¢� H¢�³x�d¦3!��^¦ � � ¿´­¯��³x�a���� ±��!�¢�¦±�«³x���®¦±£�! ³x�r¦±������¬
¢/£�³x�«¢�! ³�µ®¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢��7�«º
¦±£%µ ³x¡7!��
������º
���r ,��  % ¹ ��¡3!#ºr!fµ !�¢�¦��^�« 

ωd = 0.12
�

�x ®µ ³x¡.¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡�ºr!fµ !�¢�¦3 �� ¦±£r�« N�« N��³x¦.  ¹ ¡±�r¡±�« ±���r * 3����¢�!�Âd²Hºr!����r��¦±�«³x� � !&%^ v¿�

¿�
�¼
� 

¿���
 ����¦±£�!*º
�« /¢�³x�y¦±��� ¹ ��¦k² ³�µ.Â?³x¦±£ ¦�²^��!� ¯³�µNºr!fµ !�¢�¦���Âd² ºr!����r��¦±�«³x�����« #��¦�¦±£�!
 1���<!¯�?³x���y¦�³x�´¢�³^³x¡3º
������¦3!*�"�
!� ��^� ¿ !�¿®µ ³x¡ |x|, |y| = 0.5

����¬�¦±£�³ ¹  �£´¦±£�!¯°�³x¬ ¹ �<!
³�µ.¦±£�!   % ¹ ��¡3!*ºr!fµ !�¢�¦7�« 7¬ ��¡± �!�¡v¿
ª ³ ¦±£�!�³x¡3!�¦±�«¢v��¬�¬�²<¢�³x�� ±¦±¡ ¹ ¢�¦��#¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡�ºr!fµ !�¢�¦��« ���¬« /³§��³� 3 3��Âr¬«!���Â ¹ ¦��r¡3!� 3!��d¦3 
 /³x�<!Á�r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬rº
� P�¢ ¹ ¬�¦±�«!� v¿ ��³x¡®���� ±¦/����¢�!��x��¦®�«  ¹ ��¢�¬«!v��¡��x �¦3³2�7£�!�¡3!�¦±£�!>³x¡±�� ����
³�µ.¦±£�! !��
������ ±�«³x�  3!�¡±�«!� ¯ ±£�³ ¹ ¬«º´Â?!*¢3£�³� 3!�� ¿ ª £�! ¦±¡±� ���r �¬«!�$  @¢�!��d¦±¡3!}³�µN �¡/��°^��¦�²
�« ¾� ����¦ ¹ ¡/��¬¥¢3£�³x�«¢�!��NÂ ¹ ¦H ���°�!� }¡±�« 3!�¦3³ �?³d³x¡�¢�³x�y°�!�¡± �!���¢�!�¿ Å Â?!�¦±¦3!�¡H¢/£�³x�«¢�!
�« §³x�"³x��!�³�µÁ¦±£�!�Â��x 3!�¬�����!� §³�µÁ¦±£�!�¦±¡±� ���r �¬«!��?Â ¹ ¦#¦±£�!� 3!�¡±�«!� #¬«!��r �¦±£L��!�¢�!� 3 /��¡±²
µ ³x¡}���a�x¢�¢ ¹ ¡/��¦3!<ºr!� 3¢�¡±���r¦±�«³x���«   ±¦±��¬�¬�¢�³x�� ±�«ºr!�¡/��Âr¬�²L¬«³x�r �!�¡ ¦±£���� ¦±£���¦*³�µ7!�°�!��
ºr!fµ !�¢�¦3 ���  ¹ ¢3£ �x �¢���¡3¢�¬«!� #����º   % ¹ ��¡3!� v¿

R ¹ Â� ±¦±��¦ ¹ ¦±���r ´!&%�¿�

¿�
��¾���y¦3³%!&%^ ¯

¿����%¦±£r¡3³ ¹  �£L

¿��v¼���!H����²  3!�����¡/��¦3!H¦±£�!
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� ª £r¡3!�!* �!�³x�<!�¦±¡±�«¢}!�¬«!��<!��y¦3 #³�µ ¹ �r��¦�£�!��� �£y¦���!v�x¢3£ !��
�r¡3!� 3 3!�º Âd²´�
.#!�¡±�,��¦3!6/ � ¹  3 3� ��� !��^������ ±�«³x�  3!�¡±�«!� �³�µN¬«!��r �¦±£ 
��
¿

¦���³<¢�³^³x¡3º
������¦3!� #����º7�7¡±��¦3!��

I
(1)
abcd(ωm) = I11

ac I
11
bd

� 

¿���� �

I
(2)
abcd(ωm) = εbgδa,cδb,d +

∑

j

(εj − εbg)

C
∑

f,g

γj
f,gI

22
acfI

22
bdg

� 

¿���� �

I
(3)xx
abcd (ωm) =

∑

j

2 (ln(εbg) − ln(εj))
C
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f,g=0

γ
(ln),j
f,g I22

acfI
31
bdg

� 
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∑
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I11
ac =

∫

R

ψωm
a (x)

∂2ψωm
c (x)

∂x2
dx

� 

¿��?O �

I22
acf =

∫

R

ψωm
a (x)ψωm

c (x)ψ
ωj

d

f (x− rj
x)dx

� 

¿ �y� �

I31
acf =

∫

R

∂ψωm
a (x)

∂x
ψωm

c (x)
∂ψ

ωj
d

f (x− rj
x)

∂x
dx

� 

¿ �����

I34
acf =

∫

R

ψωm
a (x)ψωm

c (x)
∂ψ

ωj
d

f (x− rj
x)

∂x
dx

� 

¿ �y
 �

I35
acf =

∫

R

∂ψωm
a (x)

∂x
ψωm

c (x)ψ
ωj

d

f (x− rj
x)dx

� 

¿ �y� �

�7£�!�¡3!
γj

k,l

ºr!���³x¦3!� >¦±£�!#!��^������ ±�«³x�´¢�³^!QP�¢��«!��y¦�³�µJ³x¡3ºr!�¡
k, l

³�µJ¦±£�!
j
¦±£ ºr!fµ !�¢�¦v¿

¤¥³x�� /!&% ¹ !��d¦±¬�² �
γ

(ln),j)
k,l

�« <¦±£�!
k, l
��³x¡3ºr!�¡´!��^������ ±�«³x� ¢�³d!QP�¢��«!��d¦%³�µ ¦±£�! ¬«³x y�"�

¡±��¦±£r�,�«¢
j
¦±£´ºr!fµ !�¢�¦v¿N­# ±���r *¦±£�!@¡3!�¢ ¹ ¡3 ±�«³x��µ ³x¡±� ¹ ¬ �x!'� !&%d  ¿d

¿�
��}����º%

¿�

�����

I31 �
I34 ����º I35 ����² Â�!H!��^�r¡3!� / 3!�º ����¦3!�¡±�<  ³�µ I22 ¿ ª £ ¹  �� ��!���!�!�º ³x�r¬�²  3³x¬�°�!
���d¦3!� �¡/��¬« ¯³�µN¦±£�!§µ ³x¡±� �

Î =

∫

R

ψωm
a (x)ψωm

c (x)ψ
ωj

d

f (x− rj
x)dx

� 

¿ ��� �

¦3³  3!�¦ ¹ � ¦±£�!}!��� �!��d°x��¬ ¹ !H�r¡3³xÂr¬«!�� ¿ ��³x¡
rx = 0

��!}����² ¹  3! ¹  /! ��!�¬«º
£�!���� $  
�«ºr!��d¦±��¦�² � !&%�¿�

¿ �y� � ��
����H����ºE³^ºrº ��!�°�!��Eµ ¹ ��¢�¦±�«³x�  ±²d�,�<!�¦±¡±² �r¡3³x�?!�¡±¦±�«!�  ¦3³
¡3!�º ¹ ¢�!#¦±£r�« ����y¦3!� �¡/��¬?¦3³¾�*  ¹ �,����¦±�«³x� ¿ ��³x¡

rx 6= 0
�d¦±£�!@���d¦3!� �¡/����º´³�µJ!&%�¿^

¿ ���

�« }��!���¦±£�!�¡}³^ºrº"��³x¡}!�°�!�� ¿ ª £�!<���y¦3!� �¡/��¬Á���v² �J£�³���!�°�!�¡��®Â?!<!�°x��¬ ¹ ��¦3!�º ¹  ±���r 
¦±£�!>  ¹ �,����¦±�«³x��¦±£�!�³x¡3!�� µ ³x¡<.#!�¡±�,��¦3!Á�?³x¬�²d��³x�,� ��¬« �� !&%�¿�

¿ �y� � ��
�����¿ � ¦�����²}Â?!
¡3!�����¡±·�!�º ¦±£���¦@º ¹ ! ¦3³<¦±£�!§¬«³d¢v��¬ ����¦ ¹ ¡3!H³�µ®¦±£�!}!��^������ ±�«³x� µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� �����¦�����²
Â?!,!QP�¢��«!��y¦H¦3³ ¹  3!,���a�xº����r¦±��°�!,� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬����y¦3!� �¡/��¦±�«³x�; 3¢3£�!��<!<¢�³x�� 3�«ºr!�¡±���r 
¦±£�! ¢�³x�,�r¬«!��^��¦k² ³�µ7¦±£�!< 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� v¿ ª £r�« *�«  ����¡±¦±�«¢ ¹ ¬ ��¡±¬�²a¦±£�!<¢v�x 3!����7£�!���¦±£�!
³x¡3ºr!�¡.³�µ�¦±£�!;.¯!�¡±�,��¦3!�/ � ¹  3 3� ���*µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� ��« �£r�� �£��� ±����¢�!Á¦±£�!� 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� ®���d°�³x¬�°�!
Γ
� µ ¹ ��¢�¦±�«³x��  ³x� ¦±£�!L /���<!L³x¡3ºr!�¡ �x ´¦±£�! �?³x¬�²d��³x�,� ��¬« ��2�7£r�«¢/£E����·�!� ´¦±£�!��
 /!��� ±��¦±��°�! ¦3³,� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬�!�¡±¡3³x¡v¿

Ha(x)Hb(x) = 2bb!

b
∑

j

(

a

b− j

)

Ha−b+2j(x)

2jj!

� 

¿ �y� �

2
a
2Ha(x+ y) =

a
∑

j=0

(

a

j

)

Ha−j

(√
2x
)

Hj

(√
2y
) � 

¿ �y� �
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¿ � ¤¥³ ¹ �r¬����r %¢�³d!QP�¢��«!��d¦3 #����º !�
[!�¢�¦±��°�!H��¡3!v� �
�

����� � � � ��� ����
 � � ��� � ����� � � 	 � � ��� � � �
� � � 	 � � 	

Å¯� ³x¡±¦±£�³x��³x¡±����¬¥!��
������ ±�«³x�a³�µ7!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢ ��!�¬«ºr *�«  �r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬Áµ ³x¡}¢�³ ¹ �
�r¬����r ¢�³x�� ±�«ºr!�¡/��¦±�«³x�� v¿ � �¾���d²}�r£d²^ ±�«¢v��¬�¬�²�ºr!��r¬«³v²�!�º, ±²
 ±¦3!�� ¢�³x�y¦/�����r���r *³x�r¦±�«¢v��¬
��Âr¡3!� �³�µ ���y²�·^����º�� �7£r�«¢3£�� ¹  ±¦��y����¦ ¹ ¡/��¬�¬�² �d¢�³x�d¦/������¢�³x�r��!�¢�¦±�«³x�� ��d��¦.�« .���,��³x¡��
¦/���d¦7¦3³�¢�³x�� 3�«ºr!�¡>¢�³ ¹ �r¬����r �¬«³� 3 3!� v¿ �®��¡3 ±¦±¬�² �
¦±£�!� 3!#¬«³� 3 3!� 7��¡±�« 3!¯µ ¡3³x� �,�« ±����¦3¢3£
³�µ��<³^ºr!��� ±£����?!�  ���v
�� �x¦±£�!¥���� ��r��¦ ¹ ºr!�³�µ �7£r�«¢3£,���v²}Â?!>¢�¬«³� 3!�¬�²H���r�r¡3³&�
������¦3!�º
Âd²¾!&%�¿�

¿ �d� � �7£�!�¡3!

H1 H2

¡3!��r¡3!� 3!��y¦�¦±£�!7���� ���!�¦±�«¢���!�¬«ºr �³�µ�¦���³*�<³^ºr!� Á¢�³ ¹ �
�r¬����r �¦3³}!v�x¢/£%³x¦±£�!�¡v¿ ¸ ²<³x¡±¦±£�³x��³x¡±����¬���¦�² �
¦±£�!#³v°�!�¡±¬ ���´���d¦3!� �¡/��¬« �¦±£���¦¥��!�!�º<¦3³
Â?!  3³x¬�°�!�º´����²´Â?!§¡3!��r¬ �x¢�!�º Âd²´�,  ¹ �,����¦±�«³x� ³v°�!�¡@!��
������ ±�«³x� ¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 #³�µ
����¦3¢/£r���r ³x¡3ºr!�¡3 1�7��¦±£ ��³<�xºrº
��¦±�«³x����¬®���r�r¡3³&�
������¦±�«³x����!�!�ºr!�º[¿

η ≈

[

∫∫

R2 |H1(x, y) ·H∗
2
(x, y)|2 dxdy

]2

[

∫∫

R2 |H1(x, y)|2 dxdy
] [

∫∫

R2 |H∗
2
(x, y)|2 dxdy

] ⇒

⇒ η ≈

(

∑D
f,g=0 Hx

1,fgHx∗
2,fg + Hy

1,fgH
y∗
2,fg

)2

[

∑D
f,g=0(Hx

1,fg)
2 + (Hy

1,fg)
2
] [

∑

f,g(Hx∗
2,fg)

2 + (Hy∗
2,fg)

2
]

� 

¿ �d���

ª £ ¹  ��)��!*����² ¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!}¢�³ ¹ �r¬����r �¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 ¯Â?!�¦ ��!�!�� �<³dºr!� ���� ��� ��°�!�¡±²
!QP�¢��«!��d¦@�����r��!�¡6�  3!�!}¢3£����r¦3!�¡�� �f¿
R^!�¢�³x��º
¬�² ������º}³�µ ¦3!��*� ¹ ¢3£��<³x¡3!.���,��³x¡±¦/���d¦���¢�³ ¹ �r¬����r @¬«³� 3 /!� ���¡±�« 3!Nµ ¡3³x�  ±�r¬��«¢�!
�,�« ±����¦3¢/£��7� ¿ !�¿ �7£�!�� ¦���³ ��Âr¡3! !���ºr �µ ����¬@¦3³ ¬�����! ¹ � ¢�³x¡±¡3!�¢�¦±¬�²�¿ , ! ���v²
ºr!�����! � ¢�³ ¹ �r¬����r L¢�³^!QP�¢��«!��y¦

η(rx, ry)
�7£�!�¡3!

rx
����º

ry
ºr!���³x¦3!%¦±£�!´³+
? /!�¦

��� ¤>��¡±¦3!� ±� ��� ¢�³^³x¡3º
������¦3!� �� ����ºL¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!H¦±£�!¾¢�³ ¹ �r¬����r ¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 §¦±£r¡3³ ¹  �£
³ °�!�¡±¬ ���a���y¦3!� �¡/��¬« �������¬«³x �³ ¹  }¦3³ !&%�¿J

¿ �d�^¿ � �"¦±£r�« *¢v�x 3!���!,���v² �®�� y����� ¦/��·�!
�xº
°����y¦/�� �!�³�µ�¦±£�!}  ¹ �,����¦±�«³x��¦±£�!�³x¡3!�� µ ³x¡2.#!�¡±�,��¦3!H��³x¬�²^��³x�,� ��¬« '� !&%�¿�

¿ �y� �
¦3³�!��^�r¡3!� / H¦±£�!´¢�³ ¹ �r¬����r ¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 9� �d¿ � ¦��« ¾³�µ¯¢�³ ¹ ¡3 3! ��¬« 3³L³�µ@���y¦3!�¡3!� 3¦�¦3³
¢�³x�� ±�«ºr!�¡�¢�³ ¹ �r¬����r ,Â?!�¦ �¥!�!�� ��¢�³x�y°�!��d¦±�«³x����¬� ±¦3!��´����ºr!�� ��Âr¡3!*����º �'��¤ �>¿ ª ³
�§ �³^³^º����r�r¡3³&�
������¦±�«³x�´¬«!�°�!�¬ ��!@����²,¡3!��r¡3!� 3!��d¦Á¦±£�!1��!�¬«º�³�µ[¦±£�!>µ ¹ ��º����<!��y¦/��¬
�<³^ºr!<�����  ±¦3!��;����ºr!��3��Âr¡3!%�x �� / � ¹  / ±� ����� |F2(x, y)| = e−

x2
+y2

2σ2
���v
���¿ � �

- ��� B72�892L:Z:�2;O*J�2 >#M <�032 476!<�2;`#:/A#B7JZ2�8#A#B7O�AQ<�2�= 476 2��'O*AN<�47>+6 ��� � � CDA�E�2��a@�2�=34T<�25<�032�J�2 H�A#B7H�Oa]
BKAN<�47>+63J
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 ª £�!�³x¡3!�¦±�«¢v��¬ µ ¡/���<!-��³x¡±·

¦±£r�« ¯¢v�x 3!§¦±£�!*¢�³ ¹ �r¬����r %¢�³d!QP�¢��«!��d¦@����²%Â?! !��^�r¡3!� 3 /!�º �x v�

η ≈

[

∑D
f,g=0 Hx

fg

(

∫

R
e−

x2

2σ2 ψωm

f (x)dx

)(

∫

R
e−

y2

2σ2 ψωm
g (y)dy

)]2

[

∑D
f,g=0(Hx

1,fg)
2 + (Hy

1,fg)
2
]

[2πσ2]

� 

¿ �y¼ �

ª £�!*���y¦3!� �¡/��¬« ¯��� ¦±£�!§� ¹ �<!�¡/��¦3³x¡§³�µN!&%�¿�

¿ �y¼<��¡3!*������¬�²^¦±�«¢v��¬�¬�²  3³x¬�°���Âr¬«!����v�����
∫

R

e−
x2

2σ2 ψωm

f (x)dx = (−1)
f

2 π
1

4ω
1

2
m2−

f

2
(f !)

1

2

(

f
2

)

!

af

(1 + a2)
f+1

2

� 

¿ �LO �

a2 =

(

1

2
+
ω2

m

2σ2

)

; f even

� �������y²¾ ±��¦ ¹ ��¦±�«³x�� N¦±£�!>!�
[!�¢�¦±��°�!���¡3!v�¯³�µ[���<³^ºr!>�« .���¾���,��³x¡±¦/���d¦.����¡/��� �
!�¦3!�¡v¿ ª £r�« §�« *!� 3��!�¢�� ��¬�¬�² ¦±£�!,¢v�x 3!'�7£�!��"��³x�#� ¬�����!v��¡}!�
?!�¢�¦3 ��   ¹ ¢3£a�x  � �������
����º ¸ ¡±�«³ ¹ ¬�¬����  3¢v��¦±¦3!�¡±���r *�¥��¡3! ¦3³LÂ�!´¢�³x�� ±�«ºr!�¡3!�º ��
�������
���� ��
�����¿	/#��°�!�� ¦±£�!
£r�� �£%!�
?!�¢�¦±��°�!@����ºr!��<¢�³x�y¦±¡/�x ±¦���³� 3 3��Âr¬«!>��� ��¤ �� ��y¦±£�!����d¦3!��� ±��¦�²,��� ����Âr¡3!@����²
Â?!�°�!�¡±² £r�� �£�������¢�¡3!v�x ±���r ��³x�#� ¬�����!v��¡ !�
?!�¢�¦3  ¿�, !����v² !��^�r¡3!� / ¯¦±£�!¾!�
[!�¢�¦±��°�!
��¡3!v� �x  ��
�¼����

Aeff =

(

∫∫

R2 |F (x, y)|2 dxdy
)2

∫∫

R2 |F (x, y)|4 dxdy

� 

¿���� �

Å¯ y�������y³x¡±¦±£�³x �³x����¬���¦k²,�« N���� ±¦±¡ ¹ �<!��y¦����<!QP�¢��«!��y¦¥¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x�� Á³�µ�¦±£�!>¡3!�  ¹ ¬�¦±���r 
³ °�!�¡±¬ ���9���y¦3!� �¡/��¬« ��¥��¬�¦±£�³ ¹  �£ ¦±£�! ºr!���³x�,������¦3³x¡�³�µ§!&%�¿.

¿���� Â?!�¢�³x�<!� ¾¡/��¦±£�!�¡
¢�³x�,�r¬��«¢v��¦3!�º ���v����¿

����� � � ��� 	 � � � � � � 	�� �
� � �

� � ¦±£r�« �¢/£����r¦3!�¡2��!*£���°�!*!� ±¦/��Âr¬��« 3£�!�º ¦±£�! ¦±£�!�³x¡3!�¦±�«¢v��¬[µ ¡/���<!-��³x¡±· ³�µ®¦±£�! �r¡3³+�
�?³� 3!�ºH� ¹ ¡3!�¬�²!.¯!�¡±�,��¦3!�/ � ¹  3 3� ���*µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� 3!�¡±�«!� �Â��x 3!�ºH�<³dºr!�¬�¬����r #�r¡3³^¢�!�º ¹ ¡3!�¿
�®��¡3 ±¦±¬�² � ��!>£��v°�!�º
�« 3¢ ¹  3 3!�º¾¦±£�!> �!���!�¡/��¬� ±¦3!��� �³�µ�³ °�!�¡±¬ �������d¦3!� �¡/��¬« �¦±¡/����  µ ³x¡±� �
���r ,©L�"� �¥!�¬�¬�$  7!&% ¹ ��¦±�«³x�� �µ ³x¡��r¡3³x���� y��¦±���r �¥��°�!� '� � ���d¦3³,�*����¦±¡±���´!��� �!��y°���¬ ¹ !
�r¡3³xÂr¬«!�� Âd² ��!�¡ µ ³x¡±�,���r ´³v°�!�¡±¬ ���L���y¦3!� �¡/��¬« v¿ ª £�!�¡3!v��µ ¦3!�¡8�¥!}£��v°�!�Âr¡±�«!���² º
�« ��
¢ ¹  / 3!�º´¦±£�!§��³� / ±��Âr¬«!§ºr!� 3¢�¡±���r¦±�«³x�� �³�µ�¦±£�! º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢ µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ³�µ®¦±£�!# 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!
¹ ��ºr!�¡. ±¦ ¹ º
² ��¦±£���¦N¢�³x�� ±¦±��¦ ¹ ¦3!�¦±£�!�À ³^¢v��¬��« 3!�º � ¹ ��¢�¦±�«³x�,© !�¦±£�³^ºr �·d��³��7�H����¦±£�!
- � 
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¬���¦3!�¡/��¦ ¹ ¡3!�¿ ª £r�« �¬«!v�xº´���y¦3³<��ºr!�¦/����¬«!�º º
�« 3¢ ¹  3 3�«³x�´³�µN³ ¹ ¡7�r¡3³x��³� /!�º !��^������ ±�«³x�
 3¢/£�!��<!*!��
�r¡3!� 3 ±���r <¦±£�! º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢��x @�¾  ¹ � ³�µN����¡±¦3 v¿

¨¯��¢�!´¦±£�! !��� �!��d°x��¬ ¹ ! �r¡3³xÂr¬«!�� £��x ¾Â�!�!�� �x / 3!��}Âr¬«!�º�����¦,����²;Â�!´ 3³x¬�°�!�º
¹  ±���r ¾ ±¦/����º���¡3º´!��� �!��y°���¬ ¹ !  3³x¬�°�!�¡3 �� �7£�!�¡3!#¦±£�!#!��� �!��y°���¬ ¹ !� @����º´!��� �!��y°�!�¢�¦3³x¡3 
º
��¡3!�¢�¦±¬�²�¡3!��r¡3!� 3!��y¦Á¦±£�!>�<³dº���¬r����ºr!�� � ³x¡.�r¡3³x���� y��¦±�«³x� ¢�³x�� ±¦/���d¦ ���d����º,!�¬«!�¢�¦±¡3³+�
���� ���!�¦±�«¢
��!�¬«º,º
�« 3¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x����¡3!� ±�?!�¢�¦±��°�!�¬�² �����,¦±£�!7 3!��� /!�¦±£���¦.¦±£�!@!��� �!��y°�!�¢�¦3³x¡3 
¢�³x�� ±�« 3¦�³�µN!��
������ ±�«³x�  3!�¡±�«!� @¢�³d!QP�¢��«!��d¦3 ¯³�µN¦±£�!8��!�¬«ºr v¿
, !¾£��v°�!���¬« 3³´º
�« 3¢ ¹  3 /!�º"!��^�r¡3!� 3 3�«³x�� §µ ³x¡§·�!�² µ !v��¦ ¹ ¡3!� }  ¹ ¢3£a�x  ¢�³ ¹ �r¬����r 

¦3³L����º µ ¡3³x� ��!�¬«ºr ¾ºr!� 3¢�¡±��Â?!�º�Ây² .#!�¡±�,��¦3! / � ¹  3 ±� ���; 3!�¡±�«!� ����x 6��!�¬�¬��x }¦±£�!
��³x�r¬�����!v��¡#!�
?!�¢�¦±��°�!}��¡3!v�
¿

� ��� � � ��� � � � � � � � 	�� �
� � �

�����HÅ�¿�/#¡/���� v¿#�kÅ¯�"���y¦±¡3³^º ¹ ¢�¦±�«³x� ¦3³��¥�v°�!�¬«!�¦3  	5� =�-4-1- ) �
	 �%�%����������� ��, $��9� �
�9� ��� ��� ��-G�  �� �����+&#� �  ���°�³x¬ ¿�
#�
��³r¿�
#�r�r� ¿�����	^�
��� �7O?O��
¿

��
�� ª ¿�©�¿�½@³^³x¡±� �7����ºr!�¡���!�º
��¦3³x¡v¿�� �
� �+,.�9� )># � ���+,.�'	(�+������&+( ��&����"��	 �9��� ���
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 ����&+( ��� � �#�"��,P���Q��������� )�¿4, ³x¡±¬«º R^¢��«!��y¦±����¢����7O?O��
¿

����� ��¿ �®¿�Å¯¬�Â�!�¡±¦��?¤#¿���³ ¹ ���r������¶¾¿�¤>�x 3 /�� ���!��?����º ¶¾¿ ¸ !�¡±¦±£�³r¿���/§!���!�¡/��¬����v!�º
�>���r�r�«!�¡ µ ¹ ��¢�¦±�«³x�"�<!�¦±£�³dº µ ³x¡#�r£�³x¦3³x�r�«¢�¢�¡±²^ ±¦/��¬« ±	5� " 
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¿
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¬���¦3!�¡/��¦ ¹ ¡3!������ � �7£�!�¡3!>��¦®�« .��¡± ¹ !�º�¦±£���¦®¦±£�!>!&% ¹ ��°x��¬«!��d¦. ±¦3!��H����ºr!��6��Âr¡3!> ±£�³ ¹ ¬«º
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�� ����º �v
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¡3!� 3��!�¢�¦±��°�!�¬�²�¿�Å# ¥¦±£�!
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������ ±�«³x�
µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� >¡3!�°�!v��¬« �� ��¡3!�¦ ¹ ¡±�
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�a¶#�« ±�?!�¡3 ±�«³x�E¢3£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢�  ³�µ}¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡��¯ 3����¬�¬§¢�³x¡3! ��Âr¡3!� ��
�7��¦±£ �#¡±���r � �³�µ�£�³x¬«!� ���µ ³x¡

d/Λ = 0.10 . . . 0.45
����º<¬ ��¦±¦±�«¢�!��r��¦3¢3£��

Λ = 2.3µm
�

����¦3!�¡±� ��¬Jº
�« 3��!�¡3 ±�«³x� ³�µN ±��¬��«¢v������¢�¬ ¹ ºr!�º[¿

¶ ¹ !Á¦3³�¦±£�!�����¢�¡3!v�x 3!�ºH¢�³x¡3!� ±���v!¥³�µ
¦±£r�« (��Âr¡3!��x¦±£�!Á!��� �!��d°x��¬ ¹ !> 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� ���³xÂ#�
¦/������!�º¾¦±£r¡3³ ¹  �£�!&%�¿�

¿ O#�d��¡3!>!��
��!�¢�¦3!�º¾¦3³ !��
£r��Âr��¦Á�§º
��
?!�¡3!��d¦

ωm
��ºr!���!���ºr!���¢�!�¿

Å¯ y�������  /!�¢�¿��
¿���¿������ ��!#¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!#¦±£�!¯!��� �!��d°x��¬ ¹ !� ¥µ ³x¡� 3!�°�!�¡/��¬?º
��
[!�¡3!��y¦7¢3£���¡��
�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢��7�«º
¦±£� ��N����³x¡3ºr!�¡¾¦3³ ¬«³^¢v��¦3! � ¡3!� ��«³x���7£r�«¢/£;£��x ¾ ±¦/��Âr¬«!% 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� 
µ ³x¡��  ±����¬�¬�� ¹ �}Â?!�¡�³�µ !��
������ ±�«³x�,µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� v¿Á¤�¬«!v��¡±¬�²¾¦±£�!��?³��¥!�¡�º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x�
 ±�r¡3!v�xºr �� �� �¿d�
¿���� ���
�x Á!��
�?!�¢�¦3!�º��y�<³x¡3!¯¦±£�������� ¦±£�!@ ±����¬�¬�¢�³x¡3!@¢v�x 3!�¿ � ¹ ¡±¦±£�!�¡
������¬�²
 ±�«  ³�µÁ¦±£�!�µ ¹ ��º����<!��y¦/��¬��<³^ºr!Hµ ³x¡8��Âr¡3!�  ³�µ¥¦±£r�« §¦�²^��!¾ ±£�³��� }�  y���������
�<³^ºr!*!�
[!�¢�¦±��°�!}��¡3!v�¾Â?!�¦ ��!�!��

> 3
µ ³x¡

d/Λ = 0.45
����¦

λ/Λ = 0.25
¦3³<�¾ y�����

³�µ����r�r¡3³&�
������¦3!�¬�² ¹ �r��¦�²´µ ³x¡
d/Λ = 0.10

� �� �¿��
¿��7O �f¿ � � ¦±£�!H ±����¬�¬ £�³x¬«!*¢v�x /!��
£�³���!�°�!�¡���³x��!�� ¹  ±¦�¡3!��<!��}Â?!�¡H¦±£���¦'��!´��¡3!�¢�¬«³� /!<¦3³ ¦±£�!<¬«³^¢v��¬��« /��¦±�«³x��¬����,��¦
³�µ.¦±£�!*�<³^ºr!�¬ ¿�.#!���¢�!���¦±£�!�¡3!}�« @ ±�� ��r����¢v���d¦ ¹ ��¢�!�¡±¦/�����d¦�² ��� ¦±£�!}!�
[!�¢�¦±��°�!���¡3!v�
�<!v�x  ¹ ¡3!*��� ¦±£r�« @¢v�x 3!�¿
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©�³� ±¦´³�µ}¦±£�! �¥¤ ��  ¢�³x�� ±�«ºr!�¡3!�º ��� ¦±£�! ¬���¦3!�¡/��¦ ¹ ¡3!L 3³aµ ��¡ £��v°�!LÂ�!�!�� °x��¡±� �"�
¦±�«³x�� �³x�<¦±£�!�¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡¥¬ ��¦±¦±�«¢�!�� �7£�!�¡3!v�x Á¦±£�!��r¡3³x�?!�¡±¦±�«!� �³�µ?�r£�³x¦3³x�r�«¢#¢�¡±²^ ±¦/��¬« 
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d/Λ = 0.30
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�7��¦±£E�3% ¹ �xº
¡/��¦±�«¢ ¬ ��¦±¦±�«¢�! £���°�! Â�!�!�� �<³x¡3! !��
¦3!��� ±��°�!�¬�²9 ±¦ ¹ º
�«!�º9��� �r¬ ������¡��
���d¦3!� �¡/��¦3!�º �r£�³x¦3³x�r�«¢ ¢�¡±²^ 3¦/��¬��¥��°�!� ¹ �«ºr!�  ¿ Å# ,º
�« 3¢ ¹  3 /!�º9!v��¡±¬��«!�¡��¥¦±£�! �������
¡3!v�x /³x�"µ ³x¡ ¦±£�!,¢�³x��¢�!��d¦±¡/��¦±�«³x�;³x�"¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡}¬ ��¦±¦±�«¢�!< ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� ��J�« §¦±£�!,¡3!�¬ �"�
¦±��°�!¯!v�x 3!
�7��¦±£��7£r�«¢/£ ³x��!7���v²������ ¹ µ �x¢�¦ ¹ ¡3!§����Âr¡3!�� �r¡3!fµ ³x¡±� Ây²<�#�y���,¦±£�!�³x¡±² �
 3���,�r¬«!  ±¦/�x¢/·d���r ��r¡3³d¢�!�º ¹ ¡3! ¹  ±���r a¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡´!�¬«!��<!��y¦3  ¿ Å % ¹ �xº
¡/��¦±�«¢ ¬ ��¦±¦±�«¢�!
���v²´��¬« /³}Â?!¯ 3¦/�x¢3·�!�º ¹  ±���r ,¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡7¢�²d¬�����ºr!�¡3 �����º%¡3³^ºr v¿ � ¦ �¥³ ¹ ¬«º��
£�³���!�°�!�¡��
Â?!¾��!�¢�!� 3 /��¡±²�¦3³´����¢�¬ ¹ ºr!�����³x¦±£�!�¡}!�¬«!��<!��d¦ ��µ ³x¡ ���� ±¦/����¢�!,¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡*¡3³^ºr 9�7��¦±£
d0 = (

√
2 − 1)Λ

���rµ ³x¡7¦±£�!  ±¦/�x¢3·´¦3³,Â?!  ±¦/��Âr¬«!�� �� �¿��
¿��v� �f¿
, !§Âr¡±�«!���² ���d°�!� ±¦±�� y��¦3!*¦±£�!§�r¡3³x�?!�¡±¦±�«!� �³�µ.� % ¹ �xº
¡/��¦±�«¢ ¬ ��¦±¦±�«¢�!��� ±����¬�¬ ¢�³x¡3!

�¥¤ �;� ¹  ±���r <¦±£�!!.#!�¡±�,��¦3!'/*� ¹  3 ±� ��� �<³^ºr!�¬ ¿ � � ¦±£r�« @¢v�x 3!§¦±£�!}�r¡±����¢�������¬� ±²^� �
�<!�¦±¡±²��"�
!� #³�µ�¦±£�!H 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!H¢�³x����¢��«ºr!6�7��¦±£ ¦±£�!,¤>��¡±¦3!� ±� ���L¢�³d³x¡3º
������¦3!,�"�r!� ��
�7£r�«¢/£L�« @Â?!���!���¢�� ��¬�¦3³ ¦±£�!}¢�³x�d°�!�¡± �!���¢�!,³�µ�¦±£�!}!��
������ ±�«³x�L 3!�¡±�«!� v¿�, !*µ ³x¬�¬«³��
¦±£�!%�r¡3³^¢�!�º ¹ ¡3! !� ±¦/��Âr¬��« ±£�!�º ��Â?³v°�! µ ³x¡��<³^ºr!�¬�¬����r a� ��!-� ¦�²^�?!%³�µ2��Âr¡3!��Á����º
 /³x¬�°�!H¦±£�!¾!��� �!��d°x��¬ ¹ !¾�r¡3³xÂr¬«!�� µ ³x¡§� � ¹ �}Â?!�¡*³�µ�¢3£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢ �7�«º
¦±£�  ¿ ª £�!
¢�³x¡3!§°�³x¬ ¹ �<!§���´¦±£r�« ;��Âr¡3!#�« >¬ ��¡± �!�¡>¦±£���� ¦±£���¦7³�µ�¦±£�!§¢�³x¡±¡3!� ±�?³x��º
���r ,¦±¡±� ���r ¹ �
¬ ��¡ ��Âr¡3!6�  /!�¢�¿N�
¿���¿������r����º�¦±£���¦Á¦±£�!¯����¡ ��¬�¬����r }µ ¡/�x¢�¦±�«³x� � �����« Á¢�³x¡±¡3!� ±�?³x��º
���r �¬�²
¬«³���!�¡v¿�, !}��³x¦3!*µS¡3³x�C 3!�¢�¦±�«³x�"
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�« #¬ ��¡± �!�¡��?¦±£�!¾¢3£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« 3¦±�«¢ �7�«º
¦±£L³�µ�¦±£�!6% ¹ �xº
¡/��¦±�«¢,ºr!fµ !�¢�¦§!��
������ ±�«³x�� #£��x 
����³x�r¦±��� ¹ � ��¦,���r�r¡3³&�
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���������
	�� 
���������������� ����������� ���� �!a����� $¾���
i

i

i

i

i

i

i

i

�
¿�
 ] ¹ �xº
¡/��¦±�«¢}¬ ��¦±¦±�«¢�!*����ºr!��´ ¹ �«º
���r ���Âr¡3! ���

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

x Λ

y 
Λ

�®�� ¹ ¡3!H�
¿������ R % ¹ ��¡3!�º ���� ���!�¦±�«¢ ��!�¬«º º
�« 3¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x��³�µ�¬ ��¡± �!H¢�³x¡3!���¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡
¬ ��¦±¦±�«¢�!��^�"� ¡±���r !��¤ �
���7��¦±£

d/Λ = 0.45
�
��¦
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�®�� ¹ ¡3!}�
¿��v�
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� �� �¡/��� ³�µ���% ¹ �xº
¡/��¦±�«¢ ¬ ��¦±¦±�«¢�!!��¤ �>¿

������ ±�«³x� ¿ ª £�!�¡3!fµ ³x¡3!���!@!��
�?!�¢�¦Á¦±£�!@³x�r¦±������¬
ωm

¦3³*��³x¦¥º
��
?!�¡¥� ¹ ¢/£�µ ¡3³x� ¦±£�!
¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡,³x�r¦±��� ¹ � ¿LÅ  ±�?!�¢�����¢� 3¦ ¹ º
² ³�µ

ωm
��¬«³x�r ¦±£�! ¬�����!� ¾³ ¹ ¦±¬�����!�ºa���

 3!�¢�¦±�«³x���
¿��  3£�³���  ��¡3 ±¦H³x¡3ºr!�¡ �v!�¡3³� ���¦
ωm ≈ 0.6

����º
ωm ≈ 1.0

¿ � ¹ ¡±¦±£�!�¡
 ±¦ ¹ º
² ³�µ�¦±£�! ��!�¬«º;º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x�� ¾ ±£�³��� �¦±£���¦<�  �³^³^º�¢/£�³x�«¢�! ���;¦±£r�« �¢v�x 3!��« 
ωm = 0.6
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¿�� �§ ±£�³��� ¥�8��!�¬«º º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x� ³�µ[¦±£�!�µ ¹ ��º����<!��d¦/��¬��<³^ºr!7���
¦±£r�« 
��Âr¡3!H��¦@� �¥�v°�!�¬«!��r �¦±£ ��� ¦±£�! �,�«ºrº
¬«!}³�µ®¦±£�! ���d¦3!�¡±°x��¬ µ ³x¡�¦���³,£�³x¬«!} ±���v!� v¿

Rd����¢�! ¦±£�!  ±²^�,�<!�¦±¡±²;³�µ ¦±£�!7��Âr¡3! ¢�³x����¢��«ºr!�  �7��¦±£9¦±£�! !��^������ ±�«³x� �"�
!� ��
¦±£�! !�¡±¡3³x��!�³ ¹  }� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬¥Âr��¡3!fµ ¡±���r �!���¢�!% 3!�!��a��� ¦±£�!�¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡'��Âr¡3!<�« *��³x¦
�r¡3!� 3!��d¦�¦3³¾¦±£�!  /���<! !��
¦3!��y¦1�7£�!�� �<³^ºr!�¬�¬����r <¦±£r�« 
��Âr¡3!�¿ÁÄ¯³,!�°^�«ºr!���¢�!*³�µ�¦±£�!
!�¡±¡3³x��!�³ ¹  .� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬�Âr��¡3!fµ ¡±���r �!���¢�!@ 3!�!��¾���,¦±£�!>¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡ ��Âr¡3!� Á�
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% ¹ �xº
¡/��¦±�«¢¯¬ ��¦±¦±�«¢�!���¤ � �7��¦±£

d/Λ = 0.10 . . . 0.45
�
¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!�º �7��¦±£ �v
}!��^�����#�

 3�«³x�,µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� ��y�#�r��¦3¢3£ �
Λ = 2.3µm

����º��§¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢1�7�«º
¦±£ ³�µ �
ω = 0.6

¿
ª £�! ³x��!��  3²d�HÂ�³x¬« <ºr!���³x¦3! �r¡3!�ºr³x�,�������y¦±¬�²9² � ��³x¬ ��¡±�« /!�º  3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� v¿ ª £�!7� �
ºr³x�,�������d¦< 3³x¬ ¹ ¦±�«³x� �  3³x¬��«ºa ±²^�}Â?³x¬«  � �« H¢�³x�,�r¬«!�¦3!�¬�²a¢�³ °�!�¡3!�º �x }¦±£�!��<³dºr! �« 
ºr!� �!���!�¡/��¦3!7�S¦3³¾���x¢3£r����!}�r¡3!�¢��« ±�«³x� �f¿
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¿�� �^�=R % ¹ ��¡3!�ºH���� ���!�¦±�«¢>��!�¬«º�º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x�,³�µ % ¹ �xº
¡/��¦±�«¢�¬ ��¦±¦±�«¢�!>�"� ¡±���r 
�¥¤ �;�:�7��¦±£ � � �

d/Λ = 0.20
����º �SÂ ���[��¦

λ/Λ = 1.05
¿}¤¥³x�y¦3³ ¹ ¡3 *��¡3!� ±���x¢�!�º

2dB
������¡±¦@Â�!�¦���!�!�� −2dB

����º −24dB
¿
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¿�� �®!��y¦/�� �³x����¬. ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! �?O

� � � � ��� � 	 
 � � 	�� ����� � �
� � � �
R^³�µ ��¡���!�£���°�!¾³x�r¬�² ¢�³x�� 3�«ºr!�¡3!�º ¬ ��¦±¦±�«¢�!¾ ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� #¦±£���¦#����² Â�!*µ ��Âr¡±�«¢v��¦3!�º
Âd²�¦±£�!  3���,�r¬«!  ±¦/�x¢3·9����º º
¡/�&� ¦3!�¢3£r�r� % ¹ !�¿9ÅC ±¦±¡3³x�r �?³x���y¦�³�µ§¦±£�!´�<³dºr!�¬
¹  3!�º��
�« >¦±£���¦>¦±£�!�¡3! �« >��³Hµ ³x¡±����¬[¡3!� ±¦±¡±�«¢�¦±�«³x� ³x� ¦±£�!§·^����ºr 7³�µ® ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� 7¦±£���¦
���v²<Â�!#¢�³x�� ±�«ºr!�¡3!�º ³x¦±£�!�¡¥¦±£����´¦±£���¦>³�µN�*¬«³^¢v��¬��« 3!�º �<³dºr!�¿ � � ¦±£�!¯£r�� �£´����ºr!��
¢v�x 3!¾¦±£�!�¡3!<�« }��¬ �¥�v²^ ¾� µ ¹ ��º����<!��d¦/��¬Á�<³^ºr!,Â?³ ¹ ��º"¦3³´¦±£�!<¢�³x¡3!�¿ ª £ ¹  ������d²
·^����º ³�µÁ 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!6�7��¦±£ ���L!�
?!�¢�¦±��°�!�¢�¬ �xºrº
���r ����ºr!�� ¬«³���!�¡ ¦±£�����¦±£���¦§³�µ�¦±£�!
¢�³x¡3!,���v²LÂ�!,¢�³x�� ±�«ºr!�¡3!�º[¿%©�³x�r¡3³ !�¦v¿���¬ ¿ ���v���Á£��v°�!� ±£�³��7� ¦±£���¦}!�°�!�������Âr¡3!
 ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!;�7��¦±£¾£�³x¬«!� N¡/����ºr³x�,¬�²¾º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦3!�º�����¦±£�!>¢�¬ �xºrº
���r ���v²} ¹ �«ºr!¥¬��� �£y¦��
�x Á¬«³x�r H�x �¦±£�!@£�³x¬«!� ���¡3!@ 3�r¡3!v�xº¾µ ����¡±¬�²,!�°�!��r¬�²,���<¦±£�!¯¢�¬ �xºrº
���r �¿ ª ³H ±¦±¡3!� 3 .¦±£r�« 
°�!�¡3 /��¦±��¬���¦k²�³�µ@¦±£�!%�<³^ºr!�¬�¬����r L�r¡3³d¢�!�º ¹ ¡3!��4�¥!´¢�³x�� ±¦±¡ ¹ ¢�¦<� �?!��y¦/�� �³x����¬
��Âr¡3!��
�7£�!�¡3! ¦±£�!*£�³x¬«!§��³� ±��¦±�«³x�� #��¡3!§ ���°�!�� Ây²

rj,k = Λjr̂ +
2π

5j
kθ̂

� �
¿����

k ∈ 0 . . . 5; j ∈ 1..#rings

ª £r�« #·^����º�³�µ ��Âr¡3!H���v² �r¡3!� /!��y¦±¬�² ��³x¦§Â?!H³�µ�� ¹ ¢3£a�r¡/�x¢�¦±�«¢v��¬.���y¦3!�¡3!� ±¦��[ ±����¢�!
��¦ �« %�a¢3£���¬�¬«!��r ����r ¦/�x ±· ¦3³ µ ��Âr¡±�«¢v��¦3!���¦ ¹  3���r ;¢�³x�,�<³x� �k ±¦/�x¢3· �k����º ��º
¡/�&�>	
¦3!�¢/£r�r� % ¹ !� v¿NÅ>¦®�r¡3!� 3!��y¦����@�<³x¡3!Áµ !v�x ±��Âr¬«!�¦3!�¢3£r�r� % ¹ !���¢ ¹ ¡±¡3!��d¦±¬�²Hºr!�°�!�¬«³x�r���r §µ ³x¡
����¦3!�¡±� ��¬J 3²^ ±¦3!��< 7³x¦±£�!�¡7¦±£����  ±��¬��«¢v�"�k����¡��r��� ¢v�x 3!� 7¬���·�!§¦±£r�« ��
�« ���Âr¡3! !��^¦±¡ ¹  ±�«³x�
��� ��� ���v¼�� ���7O���¿!, !,�x 3 3!��HÂr¬«!,����º" 3³x¬�°�!�¦±£�!¾�x / 3³d¢�� ��¦3!�ºL!��� �!��d°x��¬ ¹ !¾�r¡3³xÂr¬«!�� �
���L¦±£�!, /���<!¾�����r��!�¡H�x #µ ³x¡§¦±£�!¾¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡H����º3% ¹ �xº
¡/��¦±�«¢<¢v�x 3!� ��?����¢�¬ ¹ º
���r 
¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢ �7�«º
¦±£ ������¬�²
 ±�« ��¥¦3³3����º  ±¦/��Âr¬«!  3³x¬ ¹ ¦±�«³x��  ¿ ª £�! !��� �!��y°���¬ ¹ !� 
 ±£�³�� �*�<³dºr!��� ±�r¬���¦±¦±���r �µ ³x¡�¦±£�!@µ ¹ ��º����<!��d¦/��¬��<³^ºr!@³x� ¦±£�!@ /���<!¯³x¡3ºr!�¡>�x Áµ ³x¡
¦±£�!#¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡���Âr¡3!��)�7£r�«¢/£ ����²%Â�! �x¢�¢�¡3!�º
��¦3!�º ¦3³¾ ±���,��¬ ��¡� 3²d�,�<!�¦±¡±²´!�
?!�¢�¦3 
�x 7��� ¦±£�!*¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡¯¢v�x 3!� v¿

ª £r�« } ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!¾£��x  ¦±£�!¾�?³x¦3!��y¦±� ��¬��xº
°����y¦/�� �!<³ °�!�¡*¦±£�!, ±¦ ¹ º
�«!�ºL¦±¡±� ���r ¹ �
¬ ��¡ ����º % ¹ �xº
¡/��¦±�«¢ ¬ ��¦±¦±�«¢�! ��Âr¡3!�  �7��¦±£ ¢�³x�,����¡/��Âr¬«!�¢�³x¡3!  ±���v!��¥¦±£���¦ ¦±£�! !fµ �
µ !�¢�¦±��°�!���¡3!v�´³�µ>¦±£�!¾µ ¹ ��º����<!��d¦/��¬Á�<³^ºr!,�«  ¬ ��¡± �!�¡ µ ³x¡ ¦±£r�« ���Âr¡3!��(�7£r�«¢3£a���v²
Â?! !��
�r¬ ������!�º�Ây²���¦3 ¾¬«³��¥!�¡�����¡�� ��¬�¬����r "µS¡/�x¢�¦±�«³x� ¿ , ! ����º�¦±£���¦,¦±£�!%����¢�¡3!v�x 3!
��� !�
[!�¢�¦±��°�!L��¡3!v� ³�µ ¦±£�! µ ¹ ��º����<!��y¦/��¬#�<³dºr! �« 

[93, 58] %
µ ³x¡��>��°�!�¬«!��r �¦±£� 

λ/Λ ∈ [0.25, 1.40]
¿´Å¯¬�¦±£�³ ¹  �£�¦±£�!�����¢�¡3!v�x 3! �« } ±����¬�¬«!�¡�¦±£���� �7£���¦'�¥�x �³xÂ#�

¦/������!�º µ ³x¡Á¦±£�!#����¢�¡3!v�x 3!�º´¢�³x¡3!¯ 3���v!��d¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡;��Âr¡3!#���y°�!� 3¦±�� y��¦3!�º !v��¡±¬��«!�¡��d¦±£�!
�?!��y¦/�� �³x����¬J 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!��r£�³��¥!�°�!�¡���£��x @��� �xºrºr!�º �xº
°����y¦/�� �!�¿ , £�!��7��Âr¡3!� @��¡3!
 3¢v��¬«!�º�¦3³9��¦¥���y¦3³� ±²
 ±¦3!��< >�7��¦±£´ ±¦/����º���¡3º ��Âr¡3!�¡/�xº
���4� ≈ 5µm

��
���� �.¦±£�!#��Â� 3³+�
¬ ¹ ¦3!7 ±���v!� .³�µ�¦±£�!7����¡�� £�³x¬«!� .���,¦±£�!>��!��d¦/�� �³x����¬)��Âr¡3!>Â?!�¢�³x�<!�¬ ��¡± �!�¡Á¦±£����,����¦±£�!
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�®�� ¹ ¡3!%�
¿��v¼
� R^¢3£�!�����¦±�«¢%º
¡/�&�7���r �³�µ¥�?!��y¦/�� �³x����¬7�"� ¡±���r ��¤ �
�
d/Λ = 0.45

¿
Ä#³< ±���,�r¬«!  3¦/�x¢3·^���r �����¦±¦3!�¡±� �« �!�°^�«ºr!��y¦

¬ ��¡± �!%¢�³x¡3!<¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡'��Âr¡3!�¿7, ��¦±£r���a¡3!v�x 3³x����Âr¬«! ¬����,��¦3 ��®¬ ��¡± �!�¡¾³xÂ � !�¢�¦� ±���v!� 
��¡3!§!v�x ±�«!�¡¥¦3³}¢�³x�d¦±¡3³x¬[�r¡3!�¢��« 3!�¬�²<º ¹ ¡±���r ,º
¡/�&�*¿4, !§��¬« 3³!����º�¦±£���¦>¦±£�!¯����¢�¡3!v�x 3!
��� !�
[!�¢�¦±��°�! ��¡3!v���« ´Â�³ ¹  �£d¦ ��¦´¦±£�!�!��
�?!��� 3!L³�µ�¢�³ ¹ �r¬����r 9!QP�¢��«!���¢�² �

ηpent.�  /!�¢�¿J�
¿���¿�
 ��� �S¦3³ ����ºLµ ¡3³x� ���a³x�r¦±������¬�¬�²" ±£����?!�º / � ¹  3 ±� ������!�¬«º �  /!�¢�¿J�
¿���� �
�7£r�«¢/£a�« 

ηpent. ∈ [93, 96] %
³�µ
ηtri
�®����º

ηpent. ∈ [87, 98] %
³�µ
ηtri,lg

�(�7£�!�¡3!
ηtri

����º
ηtri,lg

ºr!���³x¦3! ¢�³ ¹ �r¬����r ¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 ,µS¡3³x� � ¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡� ±����¬�¬7¢�³x¡3!
��Âr¡3!��?����º ¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡#¬ ��¡± �!}¢�³x¡3!9��Âr¡3!*¡3!� ±�?!�¢�¦±��°�!�¬�² ��¦3³ ��� ³x�r¦±������¬�¬�²  ±£����?!�º
/*� ¹  3 ±� ������!�¬«º[¿ ª £�!�ºr!�¢�¡3!v�x /!�º<¢�³ ¹ �r¬����r H!QP�¢��«!���¢�²,�« .£���¡3º
¬�²,  ¹ ¡±�r¡±�« 3���r }¢�³x�#�
 3�«ºr!�¡±���r �¦±£�! ³^ºrº
¬�²% ±£����?!�º´µ ¹ ��º����<!��y¦/��¬��<³dºr!*³�µN¦±£�!8��Âr¡3! � �� �¿��
¿�
�� �f¿
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�®�� ¹ ¡3!Á�
¿��7O
� Ã4
?!�¢�¦±��°�!¥��¡3!v�#�
Aeff

� !&%�¿v

¿���� ��µ ³x¡���µ !-�aº
��
[!�¡3!��y¦�����ºr!��# ¹ �«º
���r 
�r£�³x¦3³x�r�«¢*¢�¡±²
 ±¦/��¬���Âr¡3!� ��#�7��¦±£

d/Λ = 0.30
¿
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�®�� ¹ ¡3!��
¿�
��
��R % ¹ ��¡3!�º ���� ���!�¦±�«¢ ��!�¬«º º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x� ³�µ<�?!��y¦/�� �³x����¬,�"� ¡±���r 
�¥¤ �;�

d/Λ = 0.20 = 0.20
� � �

, 0.45.
�SÂ ���7��¦

λ/Λ = 0.85
¿ ¤¥³x�y¦3³ ¹ ¡3  ��¡3!

 3���x¢�!�º
2dB

������¡±¦�Â?!�¦ ��!�!�� −2dB
����º −24dB

¿
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¿ ��.#³x��!�²^¢�³x�HÂ �r£�³x¦3³x�r�«¢}Â�����º
 y���  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! ���

� ��� � � ��� � � � � � � ��� � � �	� � � 	 � � 
�	�� � ��� � �
� � � �

Å# ®��³x¦3!�º������r£�!�¡3!��y¦.���¾¦±£�!¥¬«³d¢v��¬��« /!�º}µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� N�<!�¦±£�³^ºH�« ��¯º
� P�¢ ¹ ¬�¦�²����¾�<³dº �
!�¬�¬����r <�r£�³x¦3³x�r�«¢*Â�����º
 y���  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� v¿ ª £�! µ ³x¡±����¦±�«³x� ³�µ®�r£�³x¦3³x�r�«¢*Â�����º
 y���� 
ºr!��?!���ºr }³x� ���d¦3!�¡/�x¢�¦±�«³x��Â?!�¦ �¥!�!����®��� ¦±£�!�³x¡±² �®� ��!�¡ µ !�¢�¦}¢�¡±²
 ±¦/��¬>�7��¦±£���� ���#�
���r��¦3!,� ¹ �}Â?!�¡H³�µ7�?!�¡±�«³dºr �������º ¦±£�!<!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢ ��!�¬«ºr *¦±£�!�¡3!���� ¿ Å¯  ¦±£�!
¡3!� ±¦±¡±�«¢�¦±�«³x� ¦3³<��¬«³d¢v��¬��« 3!�º ºr³x����������¬����,��¦3 7¦±£r�« 7���y¦3!�¡/�x¢�¦±�«³x����¦±£�! ¹  3!fµ ¹ ¬���!� 3 �³�µ
¦±£�!#�r¡3³x�?³� 3!�º´�<!�¦±£�³dº´�« ���¬« /³H¬����,��¦3!�º´Âd²�¦±£�!#µ ³x¡3¢�!�º´¬«³d¢v��¬��« 1��¦±�«³x� ¿.Ä¯!�°�!�¡±¦±£�!��
¬«!� 3 ��®ºr!��?!���º
���r "³x��¦±£�!  ±¦±¡3!��r �¦±£ ³�µ@¦±£�! ¬«³^¢v��¬��« /��¦±�«³x� ³�µ@¦±£�! ºr!fµ !�¢�¦��<³dºr!� ��
�<!v���r���r xµ ¹ ¬�¡3!�  ¹ ¬�¦3 �¢v��� Â�!�³xÂr¦/������!�º��
!� ±�?!�¢�� ��¬�¬�²��7£�!��%�<³dºr!�¬�¬����r 6��Âr¡3!�  �7��¦±£
���r��¦3!���³x¡� 3����¬�¬���¢�¬ �xºrº
���r  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�  ¿
��£�³x¦3³x�r�«¢ÁÂ�����º
 y���� ®ºr³@³x�?!��}���H��¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡�¬ ��¦±¦±�«¢�!� ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!���

��� ��
�
���¿ � µ

¦±£�!7£�³x¬«!� ���¡3!7��³x¦�°�!�¡±²¾¬ ��¡± �!���£�³���!�°�!�¡��^¦±£�!> y���� �¦3!���º,¦3³*Â�!>����¡±¡3³��*¿ � �� ±¦3!v�xº
�¥!"¢�³x�� ±�«ºr!�¡ ¦±£�!�£�³x��!�²^¢�³x�HÂ  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! � �� �¿��
¿�

�������7£r�«¢3£ ���r£�!�¡3!��d¦±¬�² £��x 
¬ ��¡± �!�¡�Â�����º
 y���� ���
���� ��
�����¿ ª £r�«  �7��¬�¬� 3!�¡±°�!@�x Á�*¢v�x 3!� ±¦ ¹ º
²�¦3³* ±£�³�� ¦±£���¦���¦��« 
����ºr!�!�º ��³� / ±��Âr¬«!*¦3³ �<³dºr!�¬�Â�����º
 y���" ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� 8�7��¦±£ ¦±£�!6.¯!�¡±�,��¦3!�/ � ¹  3 ±� ���
�<³^ºr!�¬ ��¿ ��³x¡´ 3���,�r¬��«¢���¦�² �1�¥!�£���°�!���³x¦%³x�r¦±���,�« /!�º ¦±£�!L ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� %¦±£���¦7��!
�<³^ºr!�¬����%¦±£r�« > 3!�¢�¦±�«³x���^���� ±¦3!v�xº ¦±£�!¯¢�³x¡3!#£�³x¬«!¯�« Á·�!��r¦���¦¥¦±£�!¯ /���<!# ±���v!§�x Á¦±£�!
¢�¬ �xºrº
���r £�³x¬«!� ��¥��¬�¦±£�³ ¹  �£ Â�����º
 y����  ��¡3!7�7�«ºr!�¡,µ ³x¡�����³x¦±£�!�¡�¢�³x�#�� ¹ ¡/��¦±�«³x� ¿
ª £�!@ y���� �£���°�!@Â�!�!��% ±£�³��7� ¦3³9�7�«ºr!��´!�°�!��<µ ¹ ¡±¦±£�!�¡��oµ[¦/��¡± �!�¦3!�º ºr³x�r���r �³�µ?¦±£�!
 �¬ �x 3 ¯��¡3³ ¹ ��º ¦±£�!}����¡�� £�³x¬«!� ��«  ¹  3!�º ��
���� � ¿
� � �*£�³x��!�²^¢�³x�HÂ´¢�³x�#�� ¹ ¡/��¦±�«³x���^¦±£�!¯£�³x¬«!� ¥��¡3!¯ ±��¦ ¹ ��¦3!�º�³x� ¦±£�!@¢�³x¡±��!�¡3 >³�µ

£�!����� �³x�� §  ¹ ¡±¡3³ ¹ ��º
���r ��¢�!��d¦±¡/��¬®£�!����� �³x���?����¦±£�!H¢�!��d¦±¡3!�³�µ �7£r�«¢3£L¦±£�!H¢�³x¡3!
ºr!fµ !�¢�¦}�« H¬«³d¢v��¦3!�º[¿ , !�ºr!�����! ¦±£�!% ±���v! ³�µ�¦±£�!  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!%Ây²"¦±£�! � ¹ �HÂ�!�¡,³�µ
£�!����� �³x�#� ¡±���r � �  ¹ ¡±¡3³ ¹ ��º
���r a�L¢�³x¡3!�¿ ª £ ¹  ���¦±£�!  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! ���=�� �¿��
¿�

�´�« <�
�"� ¡±���r  3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�¿�¨ ¹ ¡*¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x��  �¥!�¡3!<¢v��¡±¡±�«!�º ³ ¹ ¦§µ ³x¡}�#� �*�J����ºa� ¡±���r � 
¡3!� ±�?!�¢�¦±��°�!�¬�²�¿ , !L 3!�¦ ¹ � ¦±£�!L!��� �!��y°���¬ ¹ !L�r¡3³xÂr¬«!�� ��� ¦±£�! ¹   ¹ ��¬��>��² ����º
 3³x¬�°�!¯µ ³x¡7!��� �!��y°���¬ ¹ !� @����º´!��� �!��y°�!�¢�¦3³x¡3 ¯�x >Â?!fµ ³x¡3!�¿<, £�!�¡3!v�x ��
!v��¡±¬��«!�¡�� ����º
���r 
¦±£�! !��� �!��r�<³^ºr!� �³�µN¦±£�!8��Âr¡3!��¥�x @�¾ ±���,�r¬«!§����¦±¦3!�¡�³�µ. 3³x¡±¦±���r ,¦±£�! !��� �!��d°x��¬ ¹ !
Âd² ���� ��r��¦ ¹ ºr!�� ¦±£�!��<³^ºr!� *�x 3 3³^¢�� ��¦3!�º��7��¦±£ �%Â�����º
 y���a��¡3!�!��
�?!�¢�¦3!�ºL¦3³ ¬��«!
�k /����º#�7�«¢/£�!�º^	"Â�!�¦���!�!�� ��³x�#� ¬«³^¢v��¬��« 3!�º ¢�¬ �xºrº
���r 9�<³^ºr!� v¿ , ! ��¬« 3³�£���°�!L¦3³
¢�³x�� ±�«ºr!�¡@¦±£�!§��³� 3 3��Âr��¬���¦�² ³�µ � µ ��¬« 3!f	§�<³dºr!� 7¦±£���¦@Â�!�¢�³x�<! ¬«³^¢v��¬��« 3!�º º ¹ ! ¦3³¾¦±£�!
µ ³x¡3¢�!�º´¬«³d¢v��¬��« 1��¦±�«³x� ³�µN¦±£�!#µ ¹ ��¢�¦±�«³x�  /!�¡±�«!� v¿

��� AN<�2;:I>+6 W�2\J�0*A#B7B%O*J�2 <�032 � 2;:�C 4T<�2 � A#O3J�J�4PAN6 C >!=32�B"WX0*2;:�2 <�0*2 @3BPAN6*2 WRA�892 C 2;<�03>!=
47JZ63>#<ZAN6 >+@a<�4K>#6

� �5632GWRA�E >#MXANHL03472�8!4K63`YJ�O3HL0 A J�<�:�O*HL<�O3:�2?H�>#O*BK= F�2\<�> O*J�2 A ��
 � ]_@a:�>'H�2�J�J >+6 A @3:�2L]
J�</A#H �92�=�@3:�2;M^>#:�C A#6*= =32;@�>+J�4T<I=3>+@�2�= `+BKANJ�JI>#6Y<�0*2 47636*2;:RW1A#B7B7J5>#M�<�0*2 H�AN@*47B7BKAN:�EY<�O3F�2�J �
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core lattice
defect 

�®�� ¹ ¡3! �
¿�

��� R^¢3£�!�����¦±�«¢ ³�µ¯� £�³x��!�²
¢�³x�}Â ¢�¬ �xºrº
���r " ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! �7��¦±£
d/Λ =

0.40
¿ ª £�!�¬ ��¦±¦±�«¢�!,ºr!fµ !�¢�¦#µ ³x¡±�,���r ´¦±£�!¾¢�³x¡3!��« ¯¦±£�!¾!��
¦±¡/�´����¡�� £�³x¬«!¾����¡±·�!�º ���

¦±£�!}¢�!��y¦±¡3!�¿

ª ��·^���r <¦±£�! ���"� � ��³x¡±� ³�µN¦±£�!*��°�!�¡/�� �!}º
��
[!�¡3!���¢�! Â?!�¦ �¥!�!�� ¦±£�!
j
�>����º

k
�

¡±���r � 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�<Â�����ºr �� ||∆̄j,k||max
�y¦3³§Â�!@� �<!v�x  ¹ ¡3!�³�µ ¢�³x�y°�!�¡± �!���¢�!�� ��!#��¡±¡±��°�!

��¦ ¦±£�!,¢�³x��¢�¬ ¹  3�«³x���[¦±£���¦9�7��¦±£a�x #µ !-� �x §�´¡±���r � *³�µ¥£�!��r�� �³x�� ��[ /³x¬ ¹ ¦±�«³x�� }��¡3!
 3¦/��Âr¬«! �7��¦±£�¡3!� ±�?!�¢�¦}¦3³� ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!% ±���v!�¿=� ||∆̄3,4||max < 10−3, ||∆̄4,7||max <
10−12 � � ¿

ª ³=����ºE¢v����º
�«º���¦3!� ´µ ³x¡ ¦±¡ ¹ ¬�²  ¹ �«ºr!�º �<³dºr!� 7�¥!" 3³x¬�°�!�¦±£�!L!��� �!��y°���¬ ¹ !
�r¡3³xÂr¬«!�� �7��¦±£�� �� � v¿^�
¿�
�
 � �
¿�
��#�^¡3!�º ������º �7��¦±£�³ ¹ ¦9� �� �¿d�
¿�
�
 � �
¿�
��#�dÂr¬ �x¢3·*�
¦±£�! ¢�!��d¦±¡/��¬�¢�³x¡3! ºr!fµ !�¢�¦v¿ ¸ ²   ¹ �?!�¡±���,��³� 3���r ,¦±£�!§�<³dº���¬[����º
�«¢�!� ��¥!§����² ����º
!��� �!��d°x��¬ ¹ !� 7�x 3 /³d¢�� ��¦3!�º��7��¦±£ ¦±£�!@¢�³x¡3!��d¦±£���¦���¡3!¯��Â� /!��y¦�µ ¡3³x� ¦±£�!¯ 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� �³�µ
¦±£�!@£�³x�<³x �!���!�³ ¹  Á£�³x��!�²
¢�³x�}Â% ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�¿<, !7�«ºr!��d¦±�oµS²¾¦ �¥³*��� �±³x¡� y���� v� ª £�!
¹ �r�?!�¡#¡ ¹ �r�r���r �µ ¡3³x�

Λ/λ < 1
¦3³

Λ/λ ≈ 4.7
��¦±£�!*¬«³���!�¡#µ ¡3³x�

Λ/λ ≈ 3.2
¦3³

Λ/λ > 8
¿ ª ��³* 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� ��x 3 3³^¢�� ��¦3!�º6�7��¦±£,¦±£�!7ºr!fµ !�¢�¦���!��d¦3!�¡�¦±£�! ¹ �r��!�¡N y������¦

�
Λ/λ ≈ 1.3

� �� ��[�
¿�
�
#�[���� /!�¦ ���?Â ¹ ¦8�¥!'����º���³%ºr!fµ !�¢�¦*�x 3 3³^¢�� ��¦3!�ºL 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� 
��� ¦±£�! ¬«³��¥!�¡ ��� �±³x¡< y��� ¿9­¯��³x� ¢�¬«³� 3!�¡,���� ±�?!�¢�¦±�«³x��� �¥!�����º ���,����³x¡  y�����
¢�!��d¦±¡3!�º"��¡3³ ¹ ��º

Λ/λ ≈ 1.7
� �7£r�«¢3£L£��x #ºr!fµ !�¢�¦��k�x / 3³d¢�� ��¦3!�º �<³^ºr!� @¦±¡/�v°�!�¡3 ±���r 

� 	 2ZAN:�2#U!>#M H�>+Oa:�J�2+U!J�<�47BKB�B747C 4T<�2�= F'E\<�032IJ�ANC 2XM A#H;<�>N:�JXA#J J�2�2�6D2�AN:�B7472;:1M^>#:R476*=32��G`+O*4K=a4K63`
S�F3:�2;J�U9:�2�J�O*BT<�476*`IM^:�>+C <�032�M >N:�H�2�=?B7>'H�A#B747J�AN<�47>#6 ��.10aO3J�U9H�BKA#=*=34763` C >!=32�J H�A#6*63>#<�F�2R2��a@�2�H;<�2�=
<�>?F�2 @3:�>#@�2;:�BTE�:�2;J�>+B7892�= �
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¿ ��.#³x��!�²^¢�³x�HÂ �r£�³x¦3³x�r�«¢}Â�����º
 y���  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! ���

¦±£�! Â�����º
 y��� ¿ � �� �
¿�
�� �f¿ , !���¬« 3³a��³x¦3! ¦±£���¦�¦±£�!�¡3! �« ´� ��³x�#��¢�³x¡3! �<³dºr!
¦±¡/�v°�!�¡3 ±���r �¦±£r�« 7�,����³x¡@Â�����º
 y��� ¿

ª £ ¹  ®µ ��¡ ��!¥£��v°�!���³x¦.º
�« 3¢ ¹  / 3!�º}¦±£�!¥���,���x¢�¦.³�µ��#¢3£����r �!>³�µ�¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢
�7�«º
¦±£��

ωm
�
��¦��« ����x @ ±¦±¡3!� 3 /!�º´Â�!fµ ³x¡3!§��!�¢�!� 3 /��¡±²´¦3³,�?!�¡ µ ³x¡±�   ¹ ¢3£ ����������¬�²^ ±�« 

¦3³L �!�¦ ¹  3!fµ ¹ ¬7¡3!�  ¹ ¬�¦3 v¿ Å¯¬�¦±£�³ ¹  �£9°���¡±²d���r 
ωm

�« ,¢�³x�,�r¬��«¢v��¦±���r ;¦±£�!  ±²^ 3¦3!��
µ ¹ ¡±¦±£�!�¡����¥!<����²L¦ ¹ ¡±� ��¦}¦3³ ³ ¹ ¡H�xº
°����y¦/�� �!<Âd² ¹  ±���r �´°���¡±� ��¦±�«³x����¬Á¬���·�!���¡��
 ¹ �<!��d¦v�7Å@�d² ¡3!v��¬J�<³^ºr! �7£r�«¢/£ �« @��³x¦§���L��¡±¦±�oµ �x¢�¦§³�µ.¦±£�!*�<³^ºr!�¬��� ±£�³ ¹ ¬«º Â?!
¡3!��r¡3³^º ¹ ¢���Âr¬«!��®¦3³  3³x�<!<!��
¦3!��y¦�� �7��¦±£

ωm,0 + δωm ; δ << 1
� �7£�!�¡3!v�x �³x¦±£�!�¡

� µ ��¬« 3!f	H 3³x¬ ¹ ¦±�«³x��   3£�³ ¹ ¬«º °���¡±²  3¦±¡3³x�r �¬�² �7��¦±£L¦±£�!��<³dºr!�¬.����¡/���<!�¦3!�¡3 v¿ ª £ ¹  ��
¦±£�!@���HÂr�� ¹ ��¦�²�³�µ?¦±£�!�¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢2�7�«º
¦±£ ����²¾£�!�¬�� ¹  � /³x¡±¦Á³ ¹ ¦�¦±£�!��>���y¦3!�º
 3³x¬ ¹ ¦±�«³x��  ¿ Å@��������¬�²
 ±�« ���¬«³x�r ¦±£�!� 3!<¬�����!� H ±£�³��� }¦±£���¦H¦±£�!� 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� H���a¦±£�!
¹ �r�?!�¡���� �±³x¡NÂ�����º
 y���<��¡3! ¹ �� 3¦/��Âr¬«! �7£�!�¡3!v�x N¦±£�!>³x��!� ®����¦±£�!��,����³x¡NÂ�����º
 y���
£��v°�!*¢�³ ¹ �y¦3!�¡±����¡±¦3 @µ ³x¡¯³x¦±£�!�¡�°x��¬ ¹ !� @³�µ

ωm
¿

�®�� ¹ ¡3!Á�
¿�
��¯ ±£�³��� [���d¦3!��� ±��¦�²*º
�« 3¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x��  ���*¦±£�!N�,����³x¡ Â�����º
 y��� ¿�� �� �¿ �
¿�
�� �
Ä#³x¦±�«¢�!��vµ ³x¡[���� ±¦/����¢�!���¦±£�!��kºr³ ¹  �£r� ¹ ¦ 	� 3£�����!.³�µ
¦±£�!.º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x�}������ �¿��
¿�
�� � � ���
�7£r�«¢/£;�� �¡3!�!� 9�7��¦±£�¦±£�!, ±£�����!�³�µ7�%�<³^ºr!¾µ ³ ¹ ��º ¹  ±���r ³x¦±£�!�¡*�<!v���� H³�µ>¢v��¬��
¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x� ��
�����¿ ª £�!� 3!% 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� ¾����º
�«¢v��¦3!%¦±£���¦¾��¦H�« �����ºr!�!�º;��³� / ±��Âr¬«!�����¬�Â�!���¦
¡/��¦±£�!�¡�¢�³x�,�r¬��«¢v��¦3!�º ����º �7��¦±£ �L��!�!�º�µ ³x¡,�����y²���¦3!�¡/��¦±��°�! ¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x�� ���¦3³
�<³^ºr!�¬��r£�³x¦3³x�r�«¢¯Â�����º
 y���% ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�  ¹  ±���r *¦±£�!@�r¡3³x��³� /!�º�.¯!�¡±�,��¦3!�/ � ¹  3 ±� ���
µ ¹ ��¢�¦±�«³x� �<!�¦±£�³^º��rÂ?!v��¡±���r ���� �,����º ¦±£���¦�¦±£�!*°���¬��«º
��¦�² ³�µ.¦±£�!* 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� ¯� ¹  ±¦
Â?! ¢�¡3³� 3 �¢/£�!�¢3·�!�º �� y������ 3¦�°x��¡±� ��¦±�«³x�� @���

ωm
¿
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1 2 3 4 5 6 7 8
0.8

1.13

1.46

Λ/λ

β/
k

1.1 1.2 1.3 1.4
1.2

1.25

1.3

1.35

Λ/λ

β/
k

�®�� ¹ ¡3!#�
¿�
�

�®Ã��� �!��y°���¬ ¹ !� ¥³�µ[¦±£�!
��¡3 3¦@�����H 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� ���µ ³x¡��§£�³x��!�²
¢�³x�}Â´ ±¦±¡ ¹ ¢��
¦ ¹ ¡3!��

d/Λ = 0.40
� �7��¦±£ �S¡3!�º ��������º �7��¦±£�³ ¹ ¦ �SÂr¬ �x¢3·*����¢�³x¡3!*ºr!fµ !�¢�¦v¿ ª £�! ���� 3!�¦

 3£�³�� ¦���³< /³x¬ ¹ ¦±�«³x�� @!��y¦3!�¡±���r ¦±£�! ¹ �r�?!�¡7��� � ³x¡�Â�����º
 y��� ¿
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1.16
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1.2

1.22

1.24

1.26

1.28

Λ/λ

β/
k

defect ass. solutions
in minor gap 

�®�� ¹ ¡3!§�
¿�
��
��¤�¬«³� 3! ¹ ��³�µ�� �,����³x¡ÁÂ�����º
 y��� ���<³x�r H¦±£�!1��¡3 ±¦@�����H!��� �!��d°x��¬ ¹ !� 
� �� �¿��
¿�
�
 ����µ ³x¡��7£�³x��!�²^¢�³x�HÂH ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!��

d/Λ = 0.40
� �7��¦±£ �S¡3!�º ��������º9�7��¦±£�³ ¹ ¦

�SÂr¬ �x¢/·)����¢�³x¡3!*ºr!fµ !�¢�¦v¿
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¿ ��.#³x��!�²^¢�³x�HÂ �r£�³x¦3³x�r�«¢}Â�����º
 y���  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! ���
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�®�� ¹ ¡3!¾�
¿�
���� R % ¹ ��¡3!�º ���� ���!�¦±�«¢6��!�¬«º º
�« 3¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x�� #µ ³x¡¯�<³dºr!� �� !��� �!��y°���¬ ¹ !� 
��³� v¿��v
��*�¥�v
�� ����º �v
�� ¡3!� ±��!�¢�¦±��°�!�¬�²*���®��� ¦±£�!<�,����³x¡HÂ�����º
 y��� � �� L�
¿�
�� � ³�µ
�´£�³x��!�²
¢�³x�}Â��r£�³x¦3³x�r�«¢<Â�����º
 y��� ��Âr¡3!��7��¦±£

d/Λ = 0.40
�Jµ ³x¡

Λ/λ = 1.48
¿

¤¥³x�d¦3³ ¹ ¡3 �¡/���r �! µ ¡3³x� −2dB
¦3³ −24dB

���
2dB

 ±¦3!��� v¿
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� ��� � � �����9� � � � ��� � � � 	 � � � � � ��� � � � ����� � � � � � � � 	 � � � � �
� � �7O?O?O �®���r· !�¦v¿H��¬ ¿ ��
����.�r¡3³x�?³� 3!�º ��� ��¬�¬Nº
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢<°�!�¡3 ±�«³x� ³�µÁ¦±£�! ¸ ¡/�� � �
��Âr¡3! ��
���� �7¦±£�!��
	 ���V 
����� �&���7£�!�¡3! ¬��� �£d¦´�«  ¢�³x�#����!�º ¦3³�¦±£�! ��¡3! ¢�³x¡3! Âd² �
¸ ¡/�� � � ¡3!���!�¢�¦3³x¡!�7£r�«¢/£"�« ¯� �7¡/���r��!�º^	,��¡3³ ¹ ��ºL¦±£�!¾¢�³x¡3!�¿ � µ�¦±£�!�¡3!fµ ¡/�x¢�¦±��°�!¾���#�
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�«¢
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Âd² ¦±£�!��<³^ºr!� ��[�« §����ºr!�!�º ¢v��¡±¡±�«!�ºL���� ±�«ºr!¾¦±£�!¾£�³x¬�¬«³�� ¢�³x¡3!�¿�Å¯  !��
��!�¢�¦3!�ºL¦±£�!
�x¢�¢�³x�,�����d²d���r % 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� 6�S��³x¦@ 3£�³��7� ����¡3!}ºr!� �!���!�¡/��¦3!!�7��¦±£ ¦±£�!*³x��!� ¯ ±£�³��7�
�7��¦±£¾¡3!� ±�?!�¢�¦N¦3³§� π

2

� ¡3³x¦/��¦±�«³x� ¿ ª £�!�µS¡/�x¢�¦±�«³x�<³�µ���³���!�¡.���<����¡v�
ρ = Pair

Ptot
= 0.73µ ³x¡�¦±£�!# ±���r �¬«!�¦7 ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! ����º

ρ = 0.84
µ ³x¡¥¦±£�!@¦±¡±���r¬«!�¦7 ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�¿¥¤¥³x�,����¡3!�º

�7��¦±£
ρ = 0.98

³xÂr¦/������!�º ��� ��� ����¡��  ¹ �«º
���r �¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡@�r£�³x¦3³x�r�«¢ ¢�¡±²
 ±¦/��¬ ��Âr¡3!
� ¢/£����r¦3!�¡ � ���N¦±£r�« ���¦}��³x¦����,�r¡3!� 3 ±��°�!��NÂ ¹ ¦���¦H���v² Â�!�¡3!�����¡±·�!�º;¦±£���¦H¦±£�!� 3!
��¡3!@¦±£�!1��¡3 ±¦��S¦3³*¦±£�!¯Â�!� 3¦Á³�µJ³ ¹ ¡Á·^��³��7¬«!�º
 �!���  ¹ ¢/£ ��Âr¡3!¯ ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� 7������¬�²^ 3!�º��
����º���³}³x�r¦±���,�« /��¦±�«³x�7�7��¦±£�¡3!� 3��!�¢�¦�¦3³

ρ
£��x ÁÂ?!�!��%��¦±¦3!��,�r¦3!�º[¿�Å# ��<!��d¦±�«³x��!�º

¦±£�!�ºr!� 3�� ��� ±���x¢�!>�« �¬ ��¡± �!��^����º��#¦/��¡± �!�¦3!�º� /!v��¡3¢3£��« Á!��^�?!�¢�¦3!�º,¦3³§¡3!�°�!v��¬�� ¹ ¢3£
¬ ��¡± �!�¡��?³��¥!�¡�µ ¡/�x¢�¦±�«³x�� v¿
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��
[!�¡3!��y¦H�r£�³x¦3³x�r�«¢�¢�¡±²
 ±¦/��¬
��Âr¡3!% ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� ��®Â?³x¦±£a����ºr!��  ¹ �«º
���r "����ºa�r£�³x¦3³x�r�«¢ Â�����º
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³�µ¥¦±£�!Hµ ¹ ��¢�¦±�«³x�  3!�¡±�«!� §�« §¢/£�³� 3!�� ¢v��¡3!fµ ¹ ¬�¬�²�¿ , !¾£���°�!<��¬« 3³´!���¢�³ ¹ �d¦3!�¡3!�º"¬���� �
��¦/��¦±�«³x�� %³�µ§¦±£�! �<³dºr!�¬��¥��� ¦3!�¡±�<  ³�µ#�<³^ºr!�� ��!�¬«º9¡3!� 3³x¬ ¹ ¦±�«³x���7����º9!�¡±¡3³x��!�³ ¹  
 3�r¬���¦±¦±���r ³�µ¥ºr!� �!���!�¡/��¦3!,�<³^ºr!� v¿ ª £�!6��¡3 ±¦ ³�µ �7£r�«¢/£  ±���,�r¬�²���¡±�« /!� *�x §��� !fµ �
µ !�¢�¦,³�µ¯¦±£�! ��°�!�¡/�� �!´�<³^ºr!�� ��!�¬«º º
� ���<!�¦3!�¡,¡±�« ±���r " ±£���¡±�r¬�²=�7��¦±£ �>��°�!�¬«!��r �¦±£��
!�°�!��d¦ ¹ ��¬�¬�² ¢�³x�#���«¢�¦±���r '�7��¦±£ ¦±£�!#�x 3  ¹ �,�r¦±�«³x�´³�µ  ±¦±¡3³x�r �¬�²,¬«³d¢v��¬��« /!�º���!�¬«ºr ��d��� �
�r¬��«!�º ��� ¦±£�! µ ³x¡±� ¹ ¬ ��¦±�«³x� ��� ¦3!�¡±�< �³�µ .#!�¡±�,��¦3! / � ¹  / ±� ��� µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� v¿ ª £�!
 /!�¢�³x��º9�« ���� !�
[!�¢�¦�³�µ§¦±£�! !��
������ ±�«³x�  3!�¡±�«!� <��³x¦<¡3!���!�¢�¦±���r a¦±£�!  3²d�,�<!�¦±¡±²
³�µH¦±£�! ¹ ��ºr!�¡±¬�²^���r  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! �S��� ¦±£�!�¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡ ¢v�x 3!� ±��� � µ ³x¬«º ¡3³x¦/��¦±�«³x����¬ �f¿
¸ ³x¦±£;!�
?!�¢�¦3 }����²"Â?!<¢�³ ¹ �y¦3!�¡/�x¢�¦3!�º ��¦*¦±£�! !��^�?!��� 3!<³�µ7¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x��¦±���<!�Ây²
¹  3���r ¬«³x�r �!�¡Hµ ¹ ��¢�¦±�«³x�� 3!�¡±�«!� v¿ ª ³ ¹  3! � ¬ ��¡± �!�¡�¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢��7�«º
¦±£��« H��³x¦
µ !v�x ±��Âr¬«!��® ±����¢�!,¦±£�!,���d¦3!�¡/�x¢�¦±�«³x�=�7��¦±£; ±����¬�¬Á ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡/��¬Áµ !v��¦ ¹ ¡3!� }����²L��³x¦}Â?!
¡3!� /³x¬�°�!�º<�r¡3³x�?!�¡±¬�²�¿.Å@�,���d°�!� ±¦±�� y��¦±�«³x�%³�µJ��% ¹ �xº
¡/��¦±�«¢�¬ ��¦±¦±�«¢�!¯¢�¡±²^ ±¦/��¬#��Âr¡3!¯º
�«º��
��� ¢�³x�,����¡±�« 3³x������³x¦@ 3£�³�� ¦±£�!  ±�r¬���¦±¦±���r ³�µNºr!� �!���!�¡/��¦3!}�<³dºr!� v¿
, !Á£��v°�!�¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!�º,º
�« 3��!�¡3 ±�«³x��¢3£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢� Á³�µ�¦±£�!� ±����¬�¬
¢�³x¡3!�¦±¡±� ���r ¹ �

¬ ��¡1��Âr¡3!�¿ ª £�!� 3!§¡3!�  ¹ ¬�¦3 @�� �¡3!�!��7��¦±£ ¢�³x¡±¡3!� 3��³x��º
���r ,¡3!�  ¹ ¬�¦3 ���� ¦±£�!§¬���¦3!�¡/��¦ ¹ ¡3!��
�7£r�«¢/£´£���°�!¯Â�!�!���³xÂr¦/������!�º´!��
��!�¡±���<!��d¦/��¬�¬�² ����º��7��¦±£ ¦±£�!@ ±¦/����º���¡3º ¬«³^¢v��¬��« 3!�º
µ ¹ ��¢�¦±�«³x� �<!�¦±£�³^ºr v¿
, ! £���°�!H��¬« 3³,���y°�!� 3¦±�� y��¦3!�º ¦±£�! �?³� 3 ±��Âr¬«!§ y����������� ¦3!�¡±�< @³�µ.!�
?!�¢�¦±��°�!���¡3!v�

����ºL¢�³ ¹ �r¬����r !QP�¢��«!���¢�² �?��� ��°x��¡±� ���d¦§³�µ�¦±£�!HÂ��x 3�«¢H¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡8��Âr¡3!'�7��¦±£ ���
����¢�¡3!v�x /!�º<¢�³x¡3!> ±���v!�¿ , !Áµ ³ ¹ ��º<���¾����¢�¡3!v�x 3!>���,!�
?!�¢�¦±��°�!���¡3!v�#³�µ ¹ �,¦3³§�@µ �x¢�¦3³x¡
³�µ

3
�Jºr!��?!���º
���r ³x�"£�³x¬«!< ±���v!<����º��>��°�!�¬«!��r �¦±£ ¿ , !¾£���°�!���¬« /³´���y°�!� ±¦±�� y��¦3!�º

�,��³v°�!�¬J�?!��y¦/�� �³x����¬® ±²^�,�<!�¦±¡±² ��Âr¡3!�� �7£r�«¢3£ ����²´Â�!*�xº
°����y¦/�� �!�³ ¹  #³v°�!�¡¯¦±£�!
¬ ��¡± �!�¢�³x¡3! ��Âr¡3!��?��¬�¦±£�³ ¹  �£���¦3 ¯����� ¹ µ �x¢�¦ ¹ ¡±���r ´µ !v�x ±��Âr��¬���¦k² �«  ¹ ��¢�¬«!v��¡��[����º ��¦3 
!�
[!�¢�¦±��°�!H��¡3!v�, y����� �« � ±����¬�¬«!�¡v¿
, !<£��v°�!%��¬« 3³L���r�r¬��«!�º;³ ¹ ¡}�<³^ºr!�¬�¦3³ �r£�³x¦3³x�r�«¢ Â�����º
 y���� ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� v�,Å

£�³x��!�²
¢�³x�}Â ¬ ��¦±¦±�«¢�!* ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!}����º ¦ ��³<¬ ��²�!�¡3!�º  /!��,��� ��!�¡±�«³^º
�«¢¯�k³x�r�«³x�
	* ±¦±¡ ¹ ¢��
¦ ¹ ¡3!�  ¿�, !,£��v°�!� ±£�³��7�a¦±£���¦*��¦*�« *��³� 3 3��Âr¬«!�� ¦3³ �<³^ºr!�¬�Â�����º
 y��� ��Âr¡3!�  �7��¦±£
¬«³^¢v��¬��« 3!�º µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� �����¬�¦±£�³ ¹  �£ ��¬«³x¦#³�µÁ!�
[³x¡±¦#£��x @¦3³ Â�!}���xºr!���� !������,���r���r 



���������
	�� 
���������������� ����������� ���� �!��x��� $¾¼
�
i

i

i

i

i

i

i

i

�x�

¡3!�  ¹ ¬�¦3 ����x H� µ ��¬« 3!f	%�<³^ºr!� ¾����²9���r�?!v��¡<³x� �x¢�¢�³ ¹ �y¦�³�µ§¦±£�!%µ ³x¡3¢�!�º�¬«³d¢v��¬��« /�"�
¦±�«³x� ¿;Ä¯³x¦/��Âr¬«!´�« �¦±£���¦,¦±£�!���¡3 ±¦<��¦±¦3!��,�r¦3 ���¦,�<³^ºr!�¬�¬����r "¦±£�!  3!��,��� �?!�¡±�«³dº
�«¢
��Âr¡3!� # ±£�³�� ����¡��  ¹ �«ºr!�º �<³^ºr!� 1�7��¦±£L��������¡�� �?³��¥!�¡¯µ ¡/�x¢�¦±�«³x� ³�µ

0.73
����º

0.84¡3!� ±�?!�¢�¦±��°�!�¬�²�¿

� ��� � � ��� � � � � � � � 	�� �
� � �

����� R�¿§Ã�¿ ¸ ¿ À[��Â?³x¡±��� ��¿ ¸ ¡3³^!��r *��Å�¿*¨�¿ ¸ �±��¡±·^¬«!�°:�<¤#¿ � �x ±� ¹  3 /!����¾����º
Ã@¿�½§� ¹ ºr 3!�� ¿¯� ¨¯�r¦±�«¢v��¬<��Âr¡3!Hµ ³x¡#¦±¡/���� ±�,��¦±¦±���r ¬��� �£d¦��?£��x ¯���,�r¡3³ °�!�º"�?³+�
¬ ��¡±��� ��¦±�«³x� ����º º
�« ±�?!�¡3 ±�«³x�E�r¡3³x��!�¡±¦±�«!� ��§����º ����¢�¬ ¹ ºr!�  �,�«¢�¡3³� ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�º
¢�¬ �xºrº
���r �¡3!� ��«³x�   ¹ ¡±¡3³ ¹ ��º
���r ;¢�³x¡3! ¡3!� ��«³x� ¿ 	 �N��¦3!��y¦���
�����

¿ Ä ¹ �HÂ�!�¡v�
, ¨§
�����
����v�����"��Å§
#��Å7­#
�����
�
����
�v�"��Å�¿

��
�� ª ¿�Å�¿ ¸ ��¡±·^ �� ��¿[¤#¿�½§�r�� �£y¦�� ����º ��¿�R�¿ ��¹  3 3!�¬ ¿7�kÃ.��º
¬«!� 3 ±¬�²  ±���r �¬«!�� �<³dºr!
�r£�³x¦3³x�r�«¢�¢�¡±²^ ±¦/��¬<��Â?!�¡ 	5��/I����� )9� � �9���
�+&#)��J°�³x¬ ¿ 
�
#�[��³r¿.�v�#�[�r� ¿�O��
� 	NO����#�
�7O?O��^¿

�����H©;¿r© �«º
¡±�«³)��©�¿)�®¿
Rd���r �£�������º�¤#¿ /¾¿�R^³x�<!�º��
¿N� ª £�!* 3���x¢�!8��¬�¬����r <�<³dºr!
³�µ¥£�³x¬«!�² ��Â?!�¡3 v�§Å@� ������¬�²^¦±�«¢v��¬� 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�
	5�1���
� &+� ��, ����� �  �
 ��� �
� � �%���9
 �
����, �N �(��r°�³x¬ ¿ �v¼#�
��³r¿�� �
�r� ¿ �v���
� 	��v����� ��
������
¿

� ��� �>¿�ÅH¿ ��Ã@¿�Rd��¬�°�!� ±¦±¡3!�����¿ ��¿�Å¯��º
¡3!� �� �®¿�© ��¡3!�¦�������º Å�¿�©;¿r»�¿��k¶§!� ±�� ��r���r 
¦±£ !��r¡3³x�?!�¡±¦±�«!� �³�µNº
�« ±��!�¡3 3�«³x� ����¦±¦3!���!�º �r£�³x¦3³x�r�«¢*¢�¡±²^ 3¦/��¬ ��Â�!�¡3  	5� /I�������+)
-��#� &+�#)N)-��°�³x¬ ¿�O#�r��³r¿[�v�#�r�r� ¿���¼�� 	^�?O�� ��
����
��¿

����� ª ¿�©�¿�© ³x�r¡3³)��¶¾¿���¿ � �«¢3£���¡3ºr /³x����Ä�¿:/¾¿ � ¿ ¸ ¡3³^ºr!�¡±�«¢3· ������º ��¿���¿ ¸ !��#�
��!�¦±¦v¿ ��.¯³x¬«!�² ³x�r¦±�«¢v��¬9��Â?!�¡3 v¿7��� !QP�¢��«!��d¦ �<³^º���¬ �<³dºr!�¬o	5� � �
��&+� ��, ���
� �  �
 ��� �
� � �����+
[� ��, �Q �( ��°�³x¬ ¿ � � �
��³r¿ �����r�r� ¿�
����x¼�	^
���¼
�����7O?O?O
¿

����� ª ¿[Å�¿ ¸ ��¡±·^ ��[¶¾¿[©�³x ���¬«!�°d¦3 /!�°:�X��¿J¤#¿�½§�r�� �£d¦�� �®¿ER�¿ ��¹  / 3!�¬��R��¿ ¸ ¡3³d!��r *�
�®¿ ��¿ � ³xÂ?!�¡±¦3 ��?��¿�ÅH¿4, !� 3¦��¥¶¾¿>¤#¿�Å@¬�¬ ����������º ��¿¥¤#¿ ��� �±��¡3ºr³r¿ � ª £�!
������¬«³x �² Â�!�¦���!�!��E�r£�³x¦3³x�r�«¢"¢�¡±²
 ±¦/��¬8��Âr¡3!�  ����º  ±¦3!�� ����ºr!�� ��Âr¡3!�  	5�����
/4� )�� =:/ / )
	 � �
0 �3��, �8	(� < 0��r� ¿ ����� 	����v�#�J�7O?O?O
¿

� ��� ��¿ ¸ ¡3³d!��r *�¥¶¾¿�© ³x ���¬«!�°^¦3 3!�° �IR�¿ÁÃ�¿ ¸ ��¡±·�³ ¹ �7����º9ÅH¿ ¸ �3��¡±·d¬«!�°?¿����.£�³+�
¦3³x�r�«¢¯¢�¡±²^ 3¦/��¬)��Â�!�¡3  �®Å ��!-� ¢�¬ �x 3 Á³�µ ³x�r¦±�«¢v��¬ �>��°�!� ¹ �«ºr!�  	5� /I�������Q��,3� �����+&
�����+
 � ��,V�Q �(���°�³x¬ ¿��#�
��³r¿��#�
�r� ¿�������	^�����#�J�7O?O?O
¿



���������
	�� 
���������������� ����������� ���� �!������ $¾¼�

i

i

i

i

i

i

i

i

���

��¼��H©�¿I��¿ Rd¦3!�!�¬�� ª ¿ �®¿ , £r��¦3!��Á¤#¿�©�¿®ºr! Rd¦3!�¡±·�!�� � ¿®¤#¿®© ¢&��£�!�º
¡/�����Á����º
À�¿���¿ ¸ ³x¦±¦3!�� ¿�� Rd²^�,�<!�¦±¡±² ����º ºr!� �!���!�¡/�x¢�² ��� �,�«¢�¡3³� ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�º�³x�r¦±�«¢v��¬
��Â�!�¡3 ±	5� /Z�1�����+)�� �9���
�+&#)��r°�³x¬ ¿�
��#����³r¿�¼#�
�r� ¿r�y¼�¼�	y�LO��#��
����
��¿

� O��HÅ¯Ä R � � ª�� Å�¿ � / � " � ; � ; � =�- )��97�� ��� � ; � <�� /Z�1�����Q��, � ���+&��+) � " ��&+� ; � <�� #
�,���*)'� &+�'	(�+���
�,�9� 
��a�*)���� �����#)+� " &��!���Q�
� &+�#) �
� �!� � � � �+, �	� ���
	(�9�
�+&

 � ��$ = � � =�� � <���� � ; � ; � � �
587 7���
+��
������
¿

���v��� ª ¿�©;¿�©�³x�r¡3³)��¶¾¿���¿ � �«¢/£���¡3ºr 3³x����ÄH¿ /¾¿ � ¿ ¸ ¡3³dºr!�¡±�«¢/·:�?����º �®¿ ��¿ ¸ !��#�
��!�¦±¦v¿ �k© ³^ºr!�¬�¬����r L¬ ��¡± �!´����¡Hµ ¡/�x¢�¦±�«³x�;£�³x¬«!�²�³x�r¦±�«¢v��¬ ��Â?!�¡3  	5� ���
��&#� ��,?���
� �V *
 ��� �
�
� �����+
 � ��,V�Q �(���°�³x¬ ¿ �v¼#�
��³r¿J���
�r� ¿�����	^���#��
������
¿

�������¾ÅH¿>, ¿ Rd�d²^ºr!�¡´����º���¿�¶¾¿�À ³v°�!�¿ /I�������Q��, � �
� �� 
����� � � 
 ����&#(�¿ ½§¬ ¹ ��!�¡
Å7¢v�xºr!��,�«¢!� ¹ Âr¬��« ±£�!�¡3 ���
������
¿

���v
��¾¶¾¿�©�³x ���¬«!�°d¦3 /!�°:� ª ¿�ÅH¿ ¸ ��¡±·
 ��[����º �®¿�R�¿ ��¹  3 3!�¬ ¿@��/#¡3³ ¹ �L°�!�¬«³^¢���¦�²�º
�« ��
��!�¡3 3�«³x�9��� �r£�³x¦3³x�r�«¢�¢�¡±²^ 3¦/��¬���Â�!�¡3 ±	5��/Z�1�����+) � �9���
�+&#)��7°�³x¬ ¿¥
��#����³r¿¥

���
�r� ¿[�v����
�	��v�����*�J�7O?O�¼
¿

���v���¾©�¿5��¿ / ����ºr!�¡�� � ¿®© ¢ ¸ ¡±�«ºr!��\��¿N¶�¿�¤#¿ ��³x��!� ���¶¾¿�©�³x ���¬«!�°d¦3 /!�°:� ª ¿®Å�¿
¸ ��¡±·^ ��Z��¿�¤#¿ ½§�r�� �£d¦��N����º ��¿�R�¿ ��¹  3 3!�¬ ¿¾�kÃ<�^�?!�¡±���<!��y¦/��¬��<!v�x  ¹ ¡3!��<!��y¦
³�µ@ �¡3³ ¹ ��°�!�¬«³d¢���¦k²;º
�« 3��!�¡3 ±�«³x�����;�r£�³x¦3³x�r�«¢ ¢�¡±²^ 3¦/��¬ ��Âr¡3!f	5� -1�4��°�³x¬ ¿.���#�
��³r¿[���r�r� ¿�����	^���*� �7O?O?O
¿

������� ª ¿ R �x¡3!��� 3!���� ��¿ ¸ ¡3³^!��r *�#Å�¿ ¸ �±��¡±·^¬«!�° � ª ¿1�®¿1.§���� 3!����#Ã�¿�½§� ¹ ºr /!����
R�¿xÃ�¿ ¸ ¿�À ��Â�³x¡±��� .H¿FRd���<³x�� 3!����y����º ��¿ � ¿*��!��� 3!�� ¿
� Rd�?!�¢�¦±¡/��¬r���x¢�¡3³xÂ?!���º �
���r ¬«³� 3 �¢�³x�� ±�«ºr!�¡/��¦±�«³x�� �µ ³x¡}�r£�³x¦3³x�r�«¢%¢�¡±²^ 3¦/��¬ ��Âr¡3!�  	5�®��� =�-1- " &��!���+��� �
� �� *)�0�/I����� �+,.���'��&��������+)�0J�r� ¿�
�����	^

�v�#��
�����

¿

���v���¾À�¿ ����¡±¡��5��¿�¤#¿J½§�r�� �£y¦�� ¸ ¿X��¿ ©L���r y�����®����º ��¿I��¿ � ³xÂ?!�¡±¦3 v¿,�kÀ ³�� ¬«³� 3 
�r£�³x¦3³x�r�«¢*¢�¡±²
 ±¦/��¬���Âr¡3!f	5�r��� - )2/�) 58797 5 0 " �*)+����� ���"�%,^� ���D�%�#� �9&N)�0 
�����

¿

���v��� ª ¿d©;¿y©�³x�r¡3³)�#��¿%��¿ ¸ !��r��!�¦±¦��rÄH¿#/¾¿ � ¿ ¸ ¡3³^ºr!�¡±�«¢3· ������º ¶¾¿^ÅH¿ � �«¢/£���¡3º �
 3³x� ¿}��.¯³x¬«!�² ��Â?!�¡3 9�7��¦±£"¡/����ºr³x� ¢�¬ �xºrº
���r º
�« 3¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x��  	5� /I�������+) � �9���
�
�+&#)��
°�³x¬ ¿�
��#�r��³r¿
�*���r� ¿�
�����	^
���¼#��
������
¿

��� ���¾¶¾¿ � ¹ ¡±�r�« 3 ��5��¿J¶¾¿=Rd£�!��r£���¡3º�������º;ÅH¿ ¸ ¿ R^!�ºrºr³x� ¿´�kÅ ��³v°�!�¬7���r�r¡3³��x¢3£
µ ³x¡§º
¡/�&�7���r ³x�r¦±�«¢v��¬<��Â?!�¡3 �µ ¡3³x� º
�« ±����¡/��¦3!¾¢�³x¡3! ��¢�¬ �xº� �¬ �x 3 3!�  	5� � � � &+� ��,
��� � ���3�')5&+(*)+����, ,P� ��� $���,^���*)-�
°�³x¬ ¿�

�v�"�k

���*�r�r� ¿ ����� 	����y�#���7O?O��^¿



���������
	�� 
���������������� ����������� ���� �!��x��� $¾¼��
i

i

i

i

i

i

i

i

�
¿�� � !fµ !�¡3!���¢�!� @¦3³,¢3£����r¦3!�¡#� �x�

���v¼��H¶¾¿1��¿(/#��Â� /³x�a����º ��¿[ÅH¿ .§��¡±¡±���r �¦3³x� ¿}�kÃ<�^¦±¡ ¹  3�«³x�"�<!�¦±£�³dº�µ ³x¡§µ ��Âr¡±�«¢v�"�
¦±�«³x� ³�µ@£�³x¬�¬«³�� �¥�v°�!� ¹ �«ºr!� ��7��¦±£E��º � �r£�³x¦3³x�r�«¢ Â�����º
 y���  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!f	5�����
" &��!���+����� �  *) ��� $ " =�-20 �*��, �8	(��� < � ; �:0?�r� ¿�O
� 	NO��#��
�����

¿

���7O����¾¿D] ¹ ��� ¿ ����¬ �x ±¦±�«¢ ³x�r¦±�«¢v��¬ ��Â�!�¡3  � �r���?! º
¡3!v��� ³x¡a¡3!v��¬���¦k²���	5�����
" &��!���+����� �  *) ��� � 
 ��� 	(�+&#���Q����)I
 �'	 ���Q��, $��!�'�!�9��( 0 	 " ��,P(
	(�+& " &��/��&#� ��� ) 	 0
�r� ¿J�v
�� O�	��v
�¼��#�J�7O?O?O
¿

��
���� /,¿ �®¿rÅ¯ �¡/�&�¥��¬ ¿2� ���+�+&'�;�+������� �Q� 	 	��������Q���������
)+(*)+�
�'	 )f¿ ��³x£r��, ��¬«!�²%����º
 /³x��  � ��¢�¿ � ª £r��¡3º !�º
��¦±�«³x����
�����

¿

��

��� ª ¿ÁÅH¿ ¸ ��¡±·
 �� �®¿ ��¿ � ³xÂ?!�¡±¦3 �� �®¿ R�¿ ��¹  3 3!�¬�¬���¶¾¿�©�¿.Å>¦±·^�����7����º ª ¿ ��¿
Rd£�!��r£�!�¡3º[¿7� � ¹ ¬�¬.
"��º �r£�³x¦3³x�r�«¢HÂ��xº
�r y���� #���  ±��¬��«¢v���x����¡§ ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!�  	5� -1�>�
°�³x¬ ¿��
���
��³r¿�
�
#�r�r� ¿[�7O���� 	��7O��y�#�J�7O?O��
¿

��
�
�� � ¿ �>¿^¤�¡3!� y����� ¸ ¿[��¿d©����r y�����%��¿
¤#¿y½§�r�� �£d¦�� ª ¿yÅ�¿ ¸ ��¡±·^ �� �®¿ ��¿ ��¹  3 /!�¬�¬��
�®¿�Rd¦v¿T��¿ � ³xÂ?!�¡±¦3 �������ºL¶¾¿[¤#¿�Å¯¬�¬ ��� ¿7� Rd���r �¬«!�� �<³^ºr!��r£�³x¦3³x�r�«¢�Â�����º  y���
 ¹ �«º�����¢�!H³�µ®¬��� �£d¦@��� ����¡v¿ 	5� $��9� �+� ���-��°�³x¬ ¿�
�¼��#�r��³r¿����y���#���r� ¿ �v����� 	��v���?O#�
�7O?O?O
¿

��
���� R�¿yÃ�¿ ¸ ��¡±·�³ ¹ � ��¿ ¸ ¡3³d!��r *�^����º�Å�¿ ¸ �3��¡±·^¬«!�°�¿�� Rd��¬��«¢v�"�k����¡Á�r£�³x¦3³x�r�«¢¯¢�¡±²^ ±¦/��¬
��Â?!�¡}¦±£���¦H��!�¡±�,��¦3  �¥�v°�!� ¹ �«º
���r "Ây²a�´¦±¡ ¹ !��r£�³x¦3³x�r�«¢�Â�����º
 y����!�
?!�¢�¦ 	5�
/I�������+) � �'���
�+&N)-�r°�³x¬ ¿�
��*�r��³r¿J���
�r� ¿r�y��	y�y¼#� �7O?O?O
¿

��
���� ��¿ ¸ ¡3³^!��r *� R�¿�Ã�¿ ¸ ��¡±·�³ ¹ ��ÅH¿ ¸ �±��¡±·^¬«!�°:� ��¿>¤#¿¥½§�r�� �£y¦�� ª ¿¥Å�¿ ¸ ��¡±·^ ��
����º��®¿�R�¿ ��¹  / 3!�¬�¬ ¿[��.¯�� �£r¬�²%����¢�¡3!v�x 3!�º´�r£�³x¦3³x�r�«¢ Â�����º´ y���� 7���  ±��¬��«¢v���x����¡
 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!f	5� /I�������9),) �
	�	�� �����Q�"��������)��®°�³x¬ ¿>�v���#�N��³r¿�� �k�#���r� ¿®
��y��	^
����*�
�7O?O�¼
¿

��
���� ��¿ ¸ ¡3³d!��r *� ª ¿ R �x��ºr!�¡± y����¡3º�� R�¿}Ã@¿ ¸ ��¡±·�³ ¹ � �®¿�©�¿ ¸ ��¡±Â?!���¦3³)�%����º
Å�¿ ¸ �3��¡±·d¬«!�°?¿x� ,a�v°�!� ¹ �«º�����¢�!7Ây² ¦±£�!��r£�³x¦3³x�r�«¢¥Â�����º
 y���,!�
?!�¢�¦®���H³x�r¦±�«¢v��¬
��Âr¡3!� ±	5� ���
��&#� ��, ��� /I�������+) � # " ��&+� ����� �\�"� ,^� ��� /I�������+)���°�³x¬ ¿N������³r¿��*�
�r� ¿��d��� 	y�y¼�
#� �7O?O?O
¿

��
���� �,¿ �®���r· �d¶¾¿[��¿ � ���r�����!R�¿ �������
¤#¿r¤�£�!���� ��¿y¶¾¿[��³����r��³x�?³ ¹ ¬«³� ��r����º%Ã�¿yÀ�¿
ª £�³x���x  ¿���/ ¹ �«º
���r @³x�r¦±�«¢v��¬�¬��� �£d¦J���}����¡ ¹  ±���r @������¬�¬���º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢Á ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!f	5�
���
��&#� ��,���� � �  �
 ��� �
� �������+
 � ��,V�Q �(���°�³x¬ ¿�� � � ��³r¿y����� �r� ¿ 
����?O�	^
��������r�7O?O?O
¿

��
����6�®¿ �Á!�£���ÅH¿�����¡±��° ������º Ã�¿�©L��¡3³x� ¿.� ª £�!�³x¡±² ³�µ��¾Âr¡/�� � ��Â�!�¡ 	5� � �
��&#����,
���D� 
 � /I�������Q��,3$��!�9� �9��( ����� 	 �9&#���Q����°�³x¬ ¿���¼#����³r¿FO#���r� ¿r���7O���	��v
��
�����7O��x¼
¿



���������
	�� 
���������������� ����������� ���� �!��x��� $¾¼��
i

i

i

i

i

i

i

i

�x�

��
�¼�� �¾¿��®���r· �"��¿�Ä�¿ , ���r���NR�¿ �������
¤#¿d¤�£�!����[��¿�© �«¢/£�!�¬�� ��¿�¶�¿[��³����r��³x��³ ¹ ¬«³� ��
����º Ã@¿�ÀÁ¿ ª £�³x���x  ¿��kÅ º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢,³x�,�r�«º
��¡3!�¢�¦±�«³x����¬�¡3!���!�¢�¦3³x¡ 	5� $��9� �+� ���&�
°�³x¬ ¿�
�¼�
#�
��³r¿����?O��*�r�r� ¿J�v��� O�	��v��¼�
#�J�7O?O�¼
¿

��
?O�� ��¿�ÅH¿ .#��¡±¡±���r �¦3³x� ¿��kÅ@�L³v°�!�¡±°^�«!-� ³�µ���³���!�¡ ºr!�¬���°�!�¡±² ����º ¬ �x 3!�¡§º������� �!
������Â?!�¡3  	5�d��� " &��!��������� �  *) ��� $ " =�-�0 �3��, � 	(� ��5 � ���:0��r� ¿
������	^�����*�[�7O?O��^¿

������� R�¿+/¾¿3��³x£r�� 3³x����©;¿ � Â�����!� 3¢ ¹ ��©;¿9Rd·�³x¡3³xÂ?³x y��¦±��² �y¨�¿�, !��« ±Â?!�¡± *� ª ¿ ¶¾¿�Ã.�#�
 �!���!� 3 ���©�¿;R^³x¬ �3�x¢��«¢��;R�¿�Å�¿ �y�x¢�³xÂ� �����¿�¶¾¿ ��³����r��³x��³ ¹ ¬«³� �� ����º
�,¿��®���r·?¿
�kÀ ³��
� ¬«³� / H�x ±²^�,�r¦3³x¦±�«¢v��¬�¬�²� 3���r �¬«!�� �<³dºr!¾�r¡3³x���� y��¦±�«³x�����"¬ ��¡± �!���¢�³x¡3!<³x� �
�r�� ¹ �«ºr!���Â?!�¡3  	5� /I�������+) -��#� &+�#)N)-��°�³x¬ ¿�O#�
��³r¿J�v�#�
�r� ¿����y¼�	
��� O#��
����
��¿

���
��� ��¿
¶¾¿ ��³����r��³x�?³ ¹ ¬«³� �� � ¿d¶¾¿^© !v�xºr!�������º ��¿^ÄH¿ , ���r� ¿�� ��, ��� �  � 
 ��� �
�
��� ,^�  *
�� ¿4�.¡±����¢�!�¦3³x� ­¯�r��°�!�¡3 ±��¦�²��.¡3!� / �� �7O?O��
¿



���������
	�� 
���������������� ����������� ���� �!����a� $¾¼��
i

i

i

i

i

i

i

i

� �������	��
 �

)�� . � � � *�� ) � 	 � � �1)�� ./*��

� *������ . � � )+0W0[.�0 � * � � ) ,')+*�� �

� ��� 0 ,
��� �	���1./0

���



���������
	�� 
���������������� ����������� ���� �!��x¼�� $¾¼��
i

i

i

i

i

i

i

i

�x¼ © ³^ºr!�¬�¬����r �³�µN�,�«¢�¡3³xÂ�!���º ����º ¹ ¢�!�º ¬«³� 3 3!� 7��� �r£�³x¦3³x�r�«¢H¢�¡±²^ 3¦/��¬ ��Âr¡3!� 

© �«¢�¡3³xÂ?!���ºr ���� ³x�r¦±�«¢v��¬���Âr¡3!� ¯��¡3!H ±¦/��¦±�« ±¦±�«¢v��¬ °���¡±� ��¦±�«³x�� ¯��� ¦±£�!  �!�³x�<!�¦±¡±²
³�µ�����³x�r¦±�«¢v��¬(��Âr¡3!������y¦±¡3³^º ¹ ¢�!�º���� ¦±£�! µ ��Âr¡±�«¢v��¦±�«³x���r¡3³d¢�!� 3  ¿ ª £�!}Â�!���º ¡/�xº
���
³�µ�¦±£�!� 3!@Â?!���ºr 7��¡3!��^Ây²<����¦ ¹ ¡3!��
 �!���!�¡/��¬�¬�² � ¹ ¢3£´¬ ��¡± �!�¡>¦±£����%µ ³x¡����x¢�¡3³xÂ�!���ºr 
� ¢/£����r¦3!�¡��#�.����ºa¦±£�! ¬«³� 3 *����!v�x¢3£;Â?!���º� ±�� ��r����¢v���d¦±¬�²a¬«³���!�¡v¿"¨¯��¦±£�!%³x¦±£�!�¡
£�����º��
¦±£�!¯� ¹ �HÂ�!�¡7³�µ �,�«¢�¡3³xÂ?!���ºr ¥�« ¥!��
�?!�¢�¦3!�º�¦3³}Â�!¯� ¹ ¢/£%£r�� �£�!�¡>¦±£����%¦±£���¦
³�µ?���x¢�¡3³xÂ?!���ºr v¿ � �¾¦±£�!>�,�«¢�¡3³xÂ?!���º,¢v�x 3!>¦±£�!>�������< 3³ ¹ ¡3¢�!>³�µ�¬«³� 3 N�« N¦±¡/���� 3��¦±�«³x�
¬«³� /  �*��³x¦<¡/�xº
� ��¦±�«³x�9¬«³� 3  ¿ Å Â?!���º ºr!fµ ³x¡±�< <¦±£�! �<³dºr! � ����º ���d¦±¡3³dº ¹ ¢�!� %�
�,�« 3����¦3¢3£ �7��¦±£}¦±£�! ¹ ��ºr!fµ ³x¡±�<!�ºH�<³dºr!�¿�Å¯ J�<³dºr!� ���� ��¤ �� N��¡3!Á��³x¦  �!���!�¡/��¬�¬�²
¢���¡3¢ ¹ ¬ ��¡±¬�²  ±²^�,�<!�¦±¡±�«¢§¦±£�!§�<³^ºr!¯�,�« 3����¦3¢3£ ���v²%ºr!��?!���º ³x� ¦±£�!§º
��¡3!�¢�¦±�«³x� ���
�7£r�«¢/£ ¦±£�!���Âr¡3!*�« 7Â�!��d¦v¿

� � ¦±£r�« §¢3£����r¦3!�¡9��!H�r¡3!� 3!��d¦ ���"���r�r¡3³��x¢3£"¦3³��¥��¡3ºL�r¡3!�º
�«¢�¦±���r ´�,�«¢�¡3³xÂ?!���º
����º ¹ ¢�!�º<¦±¡/���� ±��¦±�«³x�¾¬«³� 3 3!� ��xÂd²H¢�³x�� ±�«ºr!�¡±���r ¦±£�!> ±¦/��¦±�« ±¦±�«¢v��¬rº
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x�<³�µ?¢ ¹ ¡��
°���¦ ¹ ¡3! ¦±¡/���� ±��¦±�«³x�� @������Âr¡3!� v¿

� ��� � ��� �
�
� µ.¦±£�!*Â?!���º �« @  ¹ P�¢��«!��y¦±¬�²  ±����¬�¬����¾Â?!��y¦¯¢�³x�d°�!��y¦±�«³x����¬.³x�r¦±�«¢v��¬ ��Âr¡3!*����² Â?!
�<³^ºr!�¬�¬«!�º Ây²9��� !&% ¹ ��°x��¬«!��d¦  ±¦±¡/���� �£d¦ ��Âr¡3! �7��¦±£ � �  ±¬«³x��!��>³x¡ ¦±��¬�¦������ ¦±£�!
º
��¡3!�¢�¦±�«³x� ³�µ ¦±£�!¯Â�!���º��
�xºrºr!�º ¦3³}¦±£�!@¡3!fµS¡/�x¢�¦±��°�!#����ºr!��<�r¡3³+��¬«!#³�µ ¦±£�!1��Âr¡3!�������¿
ª £r�«  �r¡3³^¢�!�º ¹ ¡3! �« ���¬« 3³;���r�r¬��«¢v��Âr¬«! ¦3³"¦±£�! .¯!�¡±�,��¦3! / � ¹  3 ±� ��� µ ³x¡±� ¹ ¬ ��¦±�«³x�
� ¢/£����r¦3!�¡�
 � ��� �  3¦±¡/���� �£y¦�µ ³x¡ �>��¡3º;�����r��!�¡��NÂy²��xºrº
���r � ¬�����!v��¡¾¦3!�¡±� ��� �
����º���³x¡¯² ¦3³,!&%�¿�

¿�
��^¿

ε(x, y) = εbg + (bxx+ byy)
∑

j

(εj − εbg)

D
∑

f,g

cjf,gψ
ωj

d

f,g(x− rj
x, y − rj

y)
�S��¿����

�7£�!�¡3!
bx

����º
by

��¡3!� ±¬«³x��!�¢�³x�� ±¦/���y¦3 ����
x
����º

y
��º
��¡3!�¢�¦±�«³x�� v¿ ª £�!�³v°�!�¡±¬ ���

���d¦3!� �¡/��¬« §���y°�³x¬�°�!�º�����¦±¡/����  µ ³x¡±�,���r ´!&%�¿�

¿�
%����º 

¿���¦3³�!&%�¿�

¿ O%��¡3!}Â?³ ¹ ��ºr!�º
º ¹ ! ¦3³"¦±£�!  3¦±¡3³x�r ¬«³d¢v��¬��« 1��¦±�«³x� ³�µ ¦±£�! / � ¹  / ±� ��� µ ¹ ��¢�¦±�«³x��������º ��¡3! !v�x ±��¬�²
!�°���¬ ¹ ��¦3!�º ¹  ±���r ��´¡3!�¢ ¹ ¡3 3�«³x�aµ ³x¡±� ¹ ¬ �=� !&%�¿®

¿�

��¿�/§��°�!��

bx
����º

by
� ��! ¢v���

 /³x¬�°�!.¦±£�!�!��� �!��y°���¬ ¹ !��r¡3³xÂr¬«!�� �x [Â?!fµ ³x¡3!Á����º}¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!Á!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢ ��!�¬«ºr ��
�������r£�³x¦3³x�r�«¢}¢�¡±²
 ±¦/��¬ ��Âr¡3!9�7��¦±£ �¾¦±��¬�¦3!�º º
�«!�¬«!�¢�¦±¡±�«¢§µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ¿

ª £ ¹  �� �¥!¯!�°���¬ ¹ ��¦3!@¦±£�!¯¦±¡/���� ±��¦±�«³x�´¬«³� 3 �Â�!�¦���!�!��´¦ �¥³6��Âr¡3!¯ 3!� ��<!��d¦3 
�7��¦±£
º
��
[!�¡3!��y¦ Â�!���º ¡/�xº
����� ¹  ±���r �¦±£�! ¢�³ ¹ �r¬����r !&% ¹ ��¦±�«³x� � !&%�¿�

¿ �d���f¿ ª £r¡3³ ¹  �£
� ��!��� �£y¦3!�º   ¹ �,����¦±�«³x� ³�µ,  ¹ ¢/£ ¦±¡/���� ±��¦±�«³x��  Â?!�¦ �¥!�!�� ��Âr¡3!  /!� ��<!��y¦3 ��9�¥!

- ��O3J�0*2�JX4T<�JXH�2�6'<�:�2 >NM�`#:/A�8!47< E�4K6 <�0*2 >#@*@�>+J�4T<�2 =a47:�2;H;<�47>+6 >NM <�0*2 F�2�6*= �
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¢�³x�,� ¹ ¦3!@�#�<!v����¦±¡/���� ±��¦±�«³x�<¬«³� 3 �� �7£�!�¡3!�¦±£�!
��!��� �£y¦Áµ ¹ ��¢�¦±�«³x���« .ºr!�¡±��°�!�º¾µS¡3³x�
 ±¦/��¦±�« 3¦±�«¢v��¬^�r¡3³x�?!�¡±¦±�«!� .³�µ�¦±£�!¥�,�«¢�¡3³xÂ?!���ºr .ºr!� 3¢�¡±��Âr���r ¦±£�!¥�r¡3³xÂ���Âr��¬���¦±�«!� .µ ³x¡�¦±£�!
³^¢�¢ ¹ ¡±¡3!���¢�!*³�µ.!v�x¢3£ ¦±¡/���� 3��¦±�«³x� ¿
� �,�r¬��«!�º ��� ¦±£r�« ¯��¡± ¹ �<!��y¦/��¦±�«³x���« �¦±£�!H�x 3  ¹ �,�r¦±�«³x� ¦±£���¦¯¦±£�! �?³���!�¡@µS¡/�x¢��

¦±�«³x� ¡3!���!�¢�¦3!�ºL��¦§��� ���d¦3!�¡ µ �x¢�!H�« @¬«³� 3¦v¿ � � �r¡±����¢����r¬«!��?�<�r£�³x¦3³x� ¡3!���!�¢�¦3!�ºL��¦#�
¡/�xº
� ¹  �� ¦±¡/���� 3��¦±�«³x� ��¦

zk
���v² Â?!#¦±¡/���r��!�º%��� �HÂ��x¢3· �¥��¡3º ¦±¡/�v°�!�¬�¬����r <�<³^ºr!��d���

�7£r�«¢/£%¢v�x 3!@��¦Á���v² ��¬« 3³*Â?!�¡3!�� ¡3!���!�¢�¦3!�º Â��x¢3·����y¦3³¾�§µ ³x¡ �¥��¡3º ¦±¡/��°�!�¬�¬����r ¾�<³dºr!
��¦ ���y² ³�µ�¦±£�!H�r¡3!�¢�!�º
���r ´¦±¡/���� ±��¦±�«³x�� 

zj < zk
¿ ª £r�« §  ¹ Â � !�¢�¦3 #¦±£�!H�r£�³x¦3³x� ¦3³

� ºr!�¬ �v²"³�µ
t ≥ 2

zk−zj

c

¿ ��³x¡}¦±¡/���� ±�,�« 3 3�«³x� � ¹ ¡±��³� /!� ��Jº ¹ !�¦3³ ¦±£�!< ±¦/��¦±�« ±¦±�«¢v��¬
����¦ ¹ ¡3! ³�µJ¦±£�!§Â?!���ºr ��
  ¹ ¢/£%�r£�³x¦3³x�� 1��³ ¹ ¬«º ��³x¦7¢�³x�y¦±¡±��Â ¹ ¦3!}¢�³x�� ±¦±¡ ¹ ¢�¦±��°�!�¬�² ¦3³
�¯¦±¡/���� ±�,��¦±¦3!�º, ±�� �����¬�� �7£�!�¡3!fµ ³x¡3!
�¥!
�7��¬�¬������,¦±£�!�µ ³x¬�¬«³��7���r *��¡3!� y��¡3º¾��¦��x NÂ�!����r 
¬«³� ±¦v¿

��� � ��� � ����� � � ����� ������� �

, !��<³dºr!�¬�¦±£�!%�"�
� ��¬>��Âr¡3! º
�« ±�r¬ �x¢�!��<!��y¦��
d(z)

�.³�µ�¦±£�!���Âr¡3!´�x H� /*� ¹  3 ±� ���
 ±¦3³^¢3£��x 3¦±�«¢>�r¡3³d¢�!� 3  ��
�� �����*�7��¦±£¾�<!v��� �v!�¡3³*����º,¢�³v°���¡±� ����¢�!>µ ¹ ��¢�¦±�«³x�

g(τ); τ =
z2 − z1

ª £r�«  !���  ¹ ¡3!�  ¦±£���¦��¯ ���°�!�� � µ ³ ¹ ¡´¦±���<!�  º
��
[!�¡3!��y¦±� ��Âr¬«! ¢�³ °x��¡±� ����¢�!
µ ¹ ��¢�¦±�«³x������!�����²¾º
��
?!�¡3!��d¦±� ��¦3!�¦±£�!>�r¡3³^¢�!� 3 N��¦3 3!�¬oµ�¦���³ ¦±���<!�  ¿ ª £r�« .µ �x¢���¬���¦/��¦3!� 
¦±£�! ¹  /!�³�µ��7 ±¦/����º���¡3º§µ ³x¡±� ¹ ¬ �7µ ³x¡J¢ ¹ ¡±°���¦ ¹ ¡3!��

κ
��³�µ��¥µ ¹ ��¢�¦±�«³x�H³x�}³x��!Á°x��¡±� ��Âr¬«!��

f(t)
� �����

κf =
1

rf
= sgn(

d2f

dt2
)

|d2f
dt2

|
(1 + (df

dt )
2)3/2

�S��¿�
 �

�7£�!�¡3!
sgn( f2f

dt2
)
�«  ¦±£�!  3�� �� ³�µ f2f

dt2
����º

rf
�«  ¦±£�! ¢ ¹ ¡±°���¦ ¹ ¡3! ¡/�xº
� ¹   ��¿ Å

º
��
[!�¡3!��y¦±� ��¦3!�º?/ � ¹  3 ±� ��� �r¡3³^¢�!� 3 �� dX{t}
dt

���« ���¬« 3³L��¦3 /!�¬oµ§� / � ¹  3 3� ��� �r¡3³d¢�!� 3 
����º��®¦±£�!�¡3!fµ ³x¡3!��N��¦¾���y²" ���°�!��;��³x���d¦

t
� ¹ ��¢�³x¡±¡3!�¬ ��¦3!�º �7��¦±£a¦±£�! ¹ ��º
��
?!�¡3!��d¦±���

��¦3!�ºL�r¡3³^¢�!� 3 *��¦
t
������¿ ª £ ¹  �����!¾���v²�¢�³x�� 3�«ºr!�¡*¦±£�!,¢ ¹ ¡±°x��¦ ¹ ¡3!<�´ 3¦/��¦±�«³x����¡±²

 ±¦3³^¢3£��x 3¦±�«¢}�r¡3³^¢�!� 3 §�x #� % ¹ ³x¦±�«!��d¦#³�µ�¦ ��³ ¹ ��¢�³x¡±¡3!�¬ ��¦3!�º" ±¦/��¦±�«³x����¡±² �r¡3³^¢�!� 3 3!� 
�7£�!�¡3!Á¦±£�!.� ¹ �<!�¡/��¦3³x¡®�« ��2/*� ¹  3 ±� ���*�r¡3³^¢�!� 3 �����º*¦±£�!Áºr!���³x�,������¦3³x¡.�¥µ ¹ ��¢�¦±�«³x�
³�µ7�

χ2 � �r¡3³^¢�!� 3 �������¿,­¯ 3���r ´ 3¦/����º���¡3ºLµ ³x¡±� ¹ ¬ �x!¾µ ³x¡ ¹ ��¢�³x¡±¡3!�¬ ��¦3!�ºa ±¦3³^¢3£��x ±¦±�«¢
°���¡±� ��Âr¬«!�  ����� �)�¥!*���v²´!��
�r¡3!� 3 7¦±£�!*�<³x�<!��y¦/��¡±² º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x� µ ¹ ��¢�¦±�«³x��³�µ®¦±£�!

� .1032G=a2;:�478+AQ<�4K>#6 >#M 2�� � � � �G:�2��'O*4T:�2�J
fracd2fdt2

<�> F�2\2�4T<�032;: @�>#J�47<�47892 >#:56*2�`+AN<�47892��
<�0*25M A#H;<�>N:

sgn( d2f

dt2
) · | d2f

dt2
|
CDA�E�ANJXW�2�B7B�F�2 B7O3C @�2�= 476 <�032 6!O*C 2;:/AQ<�>#:��
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¼�� © ³^ºr!�¬�¬����r �³�µN�,�«¢�¡3³xÂ�!���º ����º ¹ ¢�!�º ¬«³� 3 3!� 7��� �r£�³x¦3³x�r�«¢H¢�¡±²^ 3¦/��¬ ��Âr¡3!� 

¢ ¹ ¡±°���¦ ¹ ¡3!H�x  �

P (κ(z) < ζ) = Fκ(z)(ζ) =

∫ ∞

1
Fd′′(z)(ζy)

2

3g′′(0)y1/3
fd′(z)

(

(y − 1)2/3

g′′(0)

)

dy

�S��¿�� �
�7£�!�¡3!

fX
ºr!���³x¦3!� ®¦±£�!Á�r¡3³xÂ���Âr��¬���¦k²Hºr!��� ±��¦k²§µ ¹ ��¢�¦±�«³x�,����º

FX
¦±£�!�º
�« 3¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x�

µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ³�µJ¦±£�!# ±¦3³d¢/£��x ±¦±�«¢#°x��¡±� ��Âr¬«! �¾¿ ª £r�« ¥���y¦3!� �¡/��¬?£��x ¥��³� ±���,�r¬«!§ 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�
� �¥!¾¦±£�!�¡3!fµ ³x¡3!�¡3!�¬�² ³x� ��� �xº����r¦±��°�!¾� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬.���d¦3!� �¡/��¦±�«³x�a 3¢/£�!��<! � ���®µ ³x¡
��¦3 ¯!�°x��¬ ¹ ��¦±�«³x� ¿

� ��� ��� � � ��� ����� � ��� � ��� ��� � � � �

ª £�!H�r¡3³x�?!�¡±¦±�«!� #³�µ�¦±£�! ��Âr¡3!�º
�« ±�r¬ �x¢�!��<!��y¦§�r¡3³^¢�!� 3 @�« #ºr!��?!���ºr!��y¦ ³x� ¦±£�!�!��#�
°^��¡3³x�r�<!��y¦@¦±£�!8��Âr¡3!§�« 7  ¹ Â � !�¢�¦>¦3³r¿<, ! ¢/£�³d³� 3!§¦3³Hµ ³d¢ ¹  >³x� �H·^��³��7�  3¢/£�!��<!
��� ³x¡3ºr!�¡�¦3³L¢�³x�,����¡3!%³ ¹ ¡�¡3!�  ¹ ¬�¦3 �¦3³ ¦±£�³� 3!´³xÂr¦/������!�ºaµ ³x¡¾ ±¦3!�������ºr!�� ��Âr¡3!� v¿
ª £r�« ¥ 3¢/£�!��<!@ºr!� 3¢�¡±��Â?!� �¦±£�!¯ ±��¦ ¹ ��¦±�«³x� �7£�!�¡3!#��� ³ ¹ ¦3!�¡�º
�« 3¦ ¹ ¡±Â�����¢�!��« ��r¡3!� / 3!�º
�� y������ 3¦�¦±£�!���Âr¡3!�¿ ª £r�« ��« ¾���r�r¬��«¢v��Âr¬«! �7£�!�� ���a��¡±¡3!� ¹ ¬ ��¡'��Âr¡3!%¢�³���¦±���r *�.³x¡
�3�x¢3·�!�¦����«  � ¹ ¦}��¡3³ ¹ ��º"¦±£�!���Âr¡3!�¿ ��³x¬�¬«³��7���r /#¬«³x �! ��¼�� ���¥!��7¡±��¦3!,¦±£�!¾�?³��¥!�¡
 3��!�¢�¦±¡ ¹ � ³�µ

d(z)
�x v�

Gd(s) =
1

(1 + l2s2)3
σ2

(1 + H
D s

4)2
�S��¿ � �

.#!�¡3!
s
ºr!���³x¦3!� §µ ¡3!&% ¹ !���¢�² �

l
����º

σ
ºr!���³x¦3!¾¦±£�!�¢�³x¡±¡3!�¬ ��¦±�«³x�a¬«!��r �¦±£a����º ¦±£�!

 3¦/����º���¡3º<ºr!�°d� ��¦±�«³x�,³�µ�¦±£�!7³ ¹ ¦3!�¡Nº
�« 3¦ ¹ ¡±Â�����¢�!7�r¡3!� 3 3!�º,�� y������ ±¦N¦±£�!;��Âr¡3!���  ¹ ¢/£
�x ¯��� ��¡±¡3!� ¹ ¬ ��¡±¬�²´¦±£r�«¢3· ¢�³���¦±���r �¿

H
����º

D
¡3!��r¡3!� 3!��d¦@¦±£�!  ±¦±��
?��!� 3  � �Á³ ¹ �r *$  

�<³^º ¹ ¬�� �§³�µ;��Âr¡3!�����º ¢�³���¦±���r ����¦3!�¡±� ��¬���¡3!� ±�?!�¢�¦±��°�!�¬�²�¿<Å¯¬�¦±£�³ ¹  �£�� ¦±£r�« §µ ³x¡±�
�« ¯°���¬��«º ¹ ��ºr!�¡#¦±£�!H�x 3  ¹ �,�r¦±�«³x��¦±£���¦#¦±£�!�¡3!*�« #¢�³x�,�r¬«!�¦3!���¢�³x�d¦±��� ¹ ³ ¹   ¢�³x�d¦/�x¢�¦
Â?!�¦ �¥!�!�� ��Âr¡3!%����º;¢�³���¦±���r *�N!�
?!�¢�¦3 �³�µ�����¢�³x�,�r¬«!�¦3!´¢�³x�y¦/�x¢�¦¾����²"¡3!v�xº
��¬�² Â?!
����¢�¬ ¹ ºr!�º �7��¦±£r��� ¦±£�! µS¡/���<!-�¥³x¡±·9³�µ ¦±£r�« <�<³^ºr!�¬���Âd² �" ±¦±¡/���� �£d¦ µ ³x¡ �>��¡3º !�� �
¦3!��� 3�«³x� ��¼���¿¥¶#�« /��¬�¬«³��7���r ´º
�« 3¢�³x�y¦±��� ¹ ³ ¹   ¢�³x�y¦/�x¢�¦#�« @!��
��!�¢�¦3!�º ¦3³<¡3!�  ¹ ¬�¦¯��� ���
³ °�!�¡3!� ±¦±������¦3!#³�µ�¦±£�!>¬«³� 3 /!� Nµ ³x¡� 3¦±��
´¢�³x�d¦/�x¢�¦�����¦3!�¡±� ��¬« ��dÂ ¹ ¦Á��¬« 3³§¡3!&% ¹ ��¡3!� Á¦±£���¦
¦±£�!*�r¡3!� 3 ±���r ,µ ³x¡3¢�!§Â�! ¢�³x�� 3�«ºr!�¡3!�º[¿

¨¯¦±£�!�¡ ¦�²^��!� }³�µ¥¢�³v°���¡±� ����¢�!,µ ¹ ��¢�¦±�«³x��  £��v°�!,Â�!�!��   ¹  � �!� ±¦3!�º��   ¹ ¢/£��x *���
³� /¢���¬�¬ ��¦±���r !��
��³x��!��d¦±� ��¬ � O���¿ , !"¢3£�³^³� 3!L¦±£�!Lµ ³x¡±� ³�µ�!&%�¿>��¿ �*�§ ±����¢�!L��¦ ��¦
���v²"Â�!,ºr!�¡±��°�!�º�º
��¡3!�¢�¦±¬�²�µS¡3³x� ¦±£�!<�<!�¢3£����r�«¢� �³�µ>Â?!���º
���r ³�µ��´¦±£r��� Â?!v��� �
�7£�!�¡3!v�x ��?�x @¦±£�!}�r¡3³^º ¹ ¢�¦±�«³x�L³�µ4�¥¤ �� #�« ¯ ±¦±��¬�¬J��� ��¦3 @���
µ ����¢�² �� ±¦/��¦±�« ±¦±�«¢v��¬Nº���¦/�
µ ³x¡,�,�«¢�¡3³xÂ?!���ºr  ��¡3!´Â?³ ¹ ��º�¦3³LÂ�! ¹ �r¡3!�¬�� ��Âr¬«!�¿ .#!���¢�! ¦±£�! ºr!�¢��« ±�«³x� ¦3³L¡3!�¬�²



���������
	�� 
���������������� ����������� ���� �!a¼
��� $¾¼?O
i

i

i

i

i

i

i

i

��¿�� ©�³dºr!�¬ ¼
�

 3³x¬«!�¬�²´³x� Â��x ±�«¢*¦±£�!�³x¡3!�¦±�«¢v��¬N�x 3  ¹ �,�r¦±�«³x�� v¿ÁÃ.°�!��� 3³)�r¦±£r�« 7�« #�'��!��
��Âr¬«! �<³dºr!�¬��
�7£r�«¢/£����v² !v�x ±��¬�² Â?!}!��
¦3!���ºr!�º ¦3³%!�°���¬ ¹ ��¦3!}¦±£�!�!�
?!�¢�¦§³x���,�«¢�¡3³xÂ�!���º
���r ³�µ �
µ ³x¡7���� ±¦/����¢�!��#��Âr¡3! Â ¹ ��º
¬����r �¿

/§��°�!�� ¦±£�!¯��³���!�¡7 ±�?!�¢�¦±¡ ¹ � �¥!#����²<��³�� ¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!#¦±£�!#¢ ¹ ¡±°x��¦ ¹ ¡3!§º
�« ±¦±¡±���
Â ¹ ¦±�«³x� µ ³x¡[ ���°�!��9��Âr¡3!.����¡/���<!�¦3!�¡3  ¿�­# ±���r 7¦±£�!� ±¦±��
?��!� 3  ³�µr ±��¬��«¢v�#�

7000 kg/mm2 �
µ ³x¡ ¦±£�! ��Âr¡3!�����º  /³x�<!<º
��
?!�¡3!��d¦}����¦3!�¡±� ��¬« }µ ³x¡ ¦±£�! �±�x¢/·�!�¦!��! !�°x��¬ ¹ ��¦3!,¦±£�!
�r¡3³xÂ���Âr��¬���¦k²9ºr!��� ±��¦�²;µ ¹ ��¢�¦±�«³x� µ ³x¡�� º
�« ±¦ ¹ ¡±Â�����¢�!��7��¦±£  ±¦/����º���¡3º ºr!�°d� ��¦±�«³x���
σ = 1µm

����º ¢�³x¡±¡3!�¬ ��¦±�«³x� ¬«!��r �¦±£��
l = 1mm

� �� �¿���¿o���f¿
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curvature, κ / (µm)-6

R
=

8 
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R
=

16
 c
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R
=
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R
=
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 c

m

R
=
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cm

R
=
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R
=
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cm

D=1 kg/mm2

D=20 kg/mm2

D=200 kg/mm2

�®�� ¹ ¡3! ��¿������.¡3³xÂ���Âr��¬���¦k²9ºr!��� ±��¦�²;µ ¹ ��¢�¦±�«³x�� �³�µ§¦±£�! ¢ ¹ ¡±°x��¦ ¹ ¡3! ³�µ � ��Âr¡3! ���
¢�³x�d¦/�x¢�¦6�7��¦±£ �3�x¢3·�!�¦�����¦3!�¡±� ��¬« �³�µ>°���¡±²^���r  ±¦±��
?��!� 3 v¿ ª £�!,¡3³ ¹  �£r��!� 3 �³�µ>¦±£�!
  ¹ ¡ µ �x¢�!¥�« .ºr!� 3¢�¡±��Â?!�ºHÂd²��# ±¦/����º���¡3º,ºr!�°^� ��¦±�«³x���

σ = 1 ·10−6 ����º<�#¢�³x¡±¡3!�¬ ��¦±�«³x�
¬«!��r �¦±£��

l = 0.001m

��� � ��� � � � � ��� �	� � ��� � ��� � � ���

, !>¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!7¦±£�!7!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢1��!�¬«ºr  ¹  ±���r ¦±£�!�.¯!�¡±�,��¦3!2/*� ¹  3 ±� ���¾�<³dºr!�¬
� ¢/£����r¦3!�¡3  
�����º � �<��� �;¢ ¹ ¡±°�!�º ��Âr¡3!��8�7��¦±£ Â�!���º ¡/�xº
� ¹  

r
��¦±£r¡3³ ¹  �£ ���

!&% ¹ ��°x��¬«!��d¦@ ±¦±¡/���� �£d¦1��Âr¡3!9�7��¦±£ ��¦±��¬�¦3!�º ¡3!fµS¡/�x¢�¦±��°�! ����ºr!�� �r¡3³+��¬«!}�x  ���v��� ���������

ε = εstr. +
2π

r
x⇒ bx =

2π

r

�S��¿�� �
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 © ³^ºr!�¬�¬����r �³�µN�,�«¢�¡3³xÂ�!���º ����º ¹ ¢�!�º ¬«³� 3 3!� 7��� �r£�³x¦3³x�r�«¢H¢�¡±²^ 3¦/��¬ ��Âr¡3!� 

�x /  ¹ �,���r ¦±£�! ��Âr¡3! ¦3³;Â?! Â?!��y¦´��� ¦±£�! � ��º
��¡3!�¢�¦±�«³x� ³x�r¬�² �x¿ © ³^º���¬���!�¬«ºr 
¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!�º ���E�"¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡´¬ ��¦±¦±�«¢�!��� ±����¬�¬#¢�³x¡3! ��Âr¡3!�� ¢3£����r¦3!�¡ �#�� 3!�¢�¿¥�
¿����
�7��¦±£L��¦±��¬�¦3!�º ����ºr!�� �r¡3³+��¬«!}��¡3!* ±£�³��7� ���7�� �¿r��¿�

¿

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0
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1

x/Λ

y/
Λ

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

x/Λ

y/
Λ

�®�� ¹ ¡3!%��¿�

�<©L�� ���!�¦±�«¢���!�¬«º;³�µ#� �r£�³x¦3³x�r�«¢´¢�¡±²^ ±¦/��¬ ��Âr¡3!��7��¦±£
d/Λ = 0.45

�
Â?!��y¦#��� ¦±£�!}¦ ��³ �r¡±����¢�������¬�º
��¡3!�¢�¦±�«³x��  ¿!� ��� !��r¢�!� 3 ±��°�!�¬�²  ±����¬�¬ Â?!���º ¡/�xº
� ¹  ¯�« 
¹  /!�º ¦3³<!��,�r£��x ±�« 3!§¦±£�!}º
�« ±�r¬ �x¢�!��<!��y¦§³�µ�¦±£�!���!�¬«º �

­¯ 3���r ;!&%�¿¥

¿ �d������º ¦ �¥³  3!�¦3 ´³�µ'.#!�¡±�,��¦3! / � ¹  3 ±� ��� !��^������ 3�«³x�  /!�¡±�«!� ��
³xÂr¦/������!�º´�x �!��� �!��d°�!�¢�¦3³x¡3 Áµ ¡3³x� ��Âr¡3!@ /!� ��<!��y¦3 >�7��¦±£ º
��
?!�¡3!��d¦�¢ ¹ ¡±°���¦ ¹ ¡3!� �� �¥!
¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!,¢�³ ¹ �r¬����r ¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 ��

ηr1→r2

��µ ³x¡ �� 3!�¦#³�µ�¡/�xº
� ¹  �� ¦±¡/���� ±��¦±�«³x�� §���"�
¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡���¤ � � �� �¿r��¿�� �f¿
, !@��³��?�7¡±��¦3!§��� �v°�!�¡/�� �!�º´�<³x�<!��y¦/��¡±²´¢�³ ¹ �r¬����r ¾¢�³^!QP�¢��«!��y¦��

η̄(λ, τ)
���x 

η̄ (λ, τ) =

∫ ∞

r1=−∞

∫ ∞

r2=−∞
ηr1→r2

· P (r(z2) = r2 | r(z1) = r1) dr1dr2
�S��¿�� �

�7£�!�¡3!
P (r(z2) = r2 | r(z1) = r1)

ºr!���³x¦3!� ¾¦±£�!%�r¡3³xÂ���Âr��¬���¦k²�³�µ§� ¦±¡/���� ±��¦±�«³x�
Â?!�¦ �¥!�!���¦±£�!¾Â?!���ºL¡/�xº
���

r1
����º

r2
���"¦±£�!,���y¦3!�¡±°���¬

]z1, z2[
������º

ηr1→r2

¦±£�!
¢�³ ¹ �r¬����r %¢�³d!QP�¢��«!��d¦@Â?!�¦ �¥!�!�� !�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢!��!�¬«ºr ����7��Âr¡3!* 3!� ��<!��y¦3 2�7��¦±£
Â?!���º ¡/�xº
���

r1
����º

r2
¡3!� ±�?!�¢�¦±��°�!�¬�²�¿¥Å# ���³x¦3!�º

ηr1→r2

����² ¡3!v�xº
��¬�²´Â�!}¢v��¬«¢ ¹ �
¬ ��¦3!�º%¦±£r¡3³ ¹  �£´¦±£�!§!��^������ 3�«³x�%¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 7³�µJ¦±£�!8.#!�¡±�,��¦3!9/*� ¹  3 ±� ���´ºr!� 3¢�¡±���#�
¦±�«³x� ³�µ®¦±£�!���!�¬«ºr @��� ����ºr!�� �r¡3³+��¬«!� �¦±��¬�¦3!�º ���r�r¡3³x�r¡±� ��¦3!�¬�²�¿

ÅJ°�!�¡/�� ����r ¦±£�!7¢�³ ¹ �r¬����r H¢�³d!QP�¢��«!��d¦3 ��
η̄(λ, τ)

�y³v°�!�¡Á¦±£�!�¬«!��r �¦±£ ³�µ�¦±£�!;��Âr¡3!
�¥!� �!�¦�� ¦3³x¦/��¬��<!v����¢�³ ¹ �r¬����r H¢�³^!QP�¢��«!��y¦¥³x�r¬�²,ºr!���!���ºr!��d¦�³x���>��°�!�¬«!��r �¦±£ �x v�

η̄(λ) = lim
L→∞

1

L

∫ L

0
η̄ (λ, τ) dτ

�S��¿ ���

��� 2�6*=3476*`?476YA#6*>N<�0*2;:I=a47:�2;H;<�47>+6 47J�U�>NM H�>#O3:�J�2+U*H�>+C @3BK2L<�2�BTEYAN6�ANBK>#`+>#O*J



���������
	�� 
���������������� ����������� ���� �!a¼���� $ O
�
i

i

i

i

i

i

i

i

��¿�� ©�³dºr!�¬ ¼��

−0.8 −1.6 −3.2 Infinity 3.2 1.6 0.8

−5

−4

−3

−2

−1

0

x 10
−5

curvature radius, R(z
2
) / m

co
up

lin
g 

co
ef

fic
ie

nt
 (

lo
ga

rit
hi

m
ic

 s
ca

le
)

R(z
1
)=−0.8 m

R(z
1
)= ∞ 

R(z
1
)=12.8 m 

�®�� ¹ ¡3!>��¿��
�.¤¥³ ¹ �r¬����r H¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 .µ ³x¡. 3³x�<!7¢ ¹ ¡±°���¦ ¹ ¡3!7¦±¡/���� ±��¦±�«³x�� ���¦Á�8�>��°�!��
¬«!��r �¦±£ ³�µ

λ = 1.25µm
���®��Âr¡3!§�« 7Â?!��y¦@��� ¦±£�!8� ��º
��¡3!�¢�¦±�«³x� ¿

� µ
limτ→∞ g(τ) = 0

��!´���r�r¡3³��x¢3£ �  3¦3!v�xº
²a ±¦/��¦3!% 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�=�7£�!�¡3!%¦±£�! ¦ �¥³
���� ±¦/����¢�!� 

d(z1)
����º

d(z2)
��¡3! ¹ ��¢�³x¡±¡3!�¬ ��¦3!�º[¿ ª £�!���!��� �£d¦±���r ¾�r¡3³xÂ���Âr��¬���¦±�«!� Á���

!&%�¿
��¿��¾����²%¦±£�!�� Â?! ¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!�º ¹  ±���r !&%�¿
��¿ �<��� !&%�¿
��¿��
¿
� � ³x¡3ºr!�¡#¦3³ � ¹ �<!�¡±�«¢v��¬�¬�²L!�°x��¬ ¹ ��¦3!H¦±£�!}���d¦3!� �¡/��¬1� !&%�¿���¿�� ���¥!��x /  ¹ �<!}¦±£�!

¢�³ ¹ �r¬����r �¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 ¯¦3³¾Â?!§�r�«!�¢�!-�7�« 3!*¢�³x�� ±¦/���d¦�������º  3³¾¡3!��r¬ �x¢�!*¦±£�! ���y¦3!� �¡/��¬
�7��¦±£ �¾  ¹ �,����¦±�«³x�

η̄ (λ, τ) = ηr1→r2

∑

P (r2a < r(z2) < r2b | r1a < r(z1) < r1b)
�S��¿�¼ �

ª £�!§���d¦3!�¡±°x��¬«  ¹  /!�º´��� ³ ¹ ¡�¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x�� ¯��¡3!§����º
�«¢v��¦3!�º ������ �¿
��¿���¿�Å7¢�¢�³x¡3º
���r 
¦3³ �� �¿?��¿��#�J�x 3  ¹ �,���r ´¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 }¦3³%Â�!¾¢�³x�� ±¦/���d¦*���L¦±£�!¾¬ ��¡± �!�¡����k³ ¹ ¦3!�¡ 	����#�
¦3!�¡±°���¬« ����« ¥� ¢�¡ ¹ ºr!@���r�r¡3³&�
������¦±�«³x� ¿ � �<¦±£�!�¢v�x 3!� ����y°�!� ±¦±�� y��¦3!�º £�!�¡3!���£�³���!�°�!�¡��
¦±¡/���� ±��¦±�«³x�� H¦3³ ����º µS¡3³x� ¦±£�!<³ ¹ ¦3!�¡±�<³� ±¦����y¦3!�¡±°���¬« ���¡3! ¢�³x¡±¡3!� ±��³x��º
���r �¬�² ¹ �#�
¬���·�!�¬�²=� �� �¿���¿����f¿8.¯!���¢�!���¦±£�! �k³ ¹ ¦3!�¡ 	�¢�³x�y¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x��  ¦3³ ¦±£�!}�<!v����¬«³� 3 @µ �x¢�¦3³x¡
��¡3! ¢�³x¡±¡3!� ±�?³x��º
���r �¬�²  ±����¬�¬���� ¹  ±¦±�oµ ²d���r ,¦±£�!}���r�r¡3³��^������¦±�«³x� ¿
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¼�� © ³^ºr!�¬�¬����r �³�µN�,�«¢�¡3³xÂ�!���º ����º ¹ ¢�!�º ¬«³� 3 3!� 7��� �r£�³x¦3³x�r�«¢H¢�¡±²^ 3¦/��¬ ��Âr¡3!� 

� �;� � � �
� � � ��� � � � ��� � 	 � � � �
¨¯��¢�!}¦±£�!*�<!v����¢�³ ¹ �r¬����r ¢�³^!QP�¢��«!��y¦#£��x �Â?!�!�� ¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!�º ��¦@����² !��^�r¡3!� / 3!�º
�x 7�}�,�«¢�¡3³xÂ�!���º
���r ,¬«³� / �µ �x¢�¦3³x¡7³x¡��<!v���´¬«³� 3 v¿ , !¯£���°�!#�?!�¡ µ ³x¡±�<!�º%¦±£�!� 3!#¢v��¬��
¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x�� �³x���#¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡4��Âr¡3!7 ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!��7��¦±£��¯¬ ��¦±¦±�«¢�!� 3���x¢����r *�

Λ = 1.0µm����º´¦±£�!�� !�°���¬ ¹ ��¦3!�º%¦±£�!§�<!v��� ¢�³ ¹ �r¬����r <¬«³� 3 3!� 7�x 7�}µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ³�µ(�>��°�!�¬«!��r �¦±£ ¿
ª £�!�¬ ��¦±¦±�«¢�!�£��x ¯¦ ��³%�r¡±����¢�������¬�º
��¡3!�¢�¦±�«³x�� #��� �7£r�«¢3£L¦±£�!}£�³x¬«!� §¢�¬«³� 3!� 3¦¯¦3³ ¦±£�!
��Âr¡3!�¢�³x¡3!��J��¡3!¾���"¦±£�! π

3

¡3³x¦/��¦±�«³x����¬� �¡3³ ¹ ��³�µ�¦±£�!'� ��º
��¡3!�¢�¦±�«³x� � �� �¿?��¿�
 �§����º
¦±£�! µ ��¡±¦±£�!� ±¦@£�³x¬«!� @��¡3! ��� ¦±£�!§² ��º
��¡3!�¢�¦±�«³x� ³x¡7��¦3 @�x / 3³d¢�� ��¦3!�º ¡3³x¦/��¦±�«³x�� v¿
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�®�� ¹ ¡3! ��¿ ���Á© !v��� ¦±¡/���� 3��¦±�«³x� ¬«³� 3 ¥µ ³x¡
��Âr¡3!� 1�7��¦±£ ¦±£r¡3!�! º
��
[!�¡3!��y¦ �±�x¢/·�!�¦����"�
¦3!�¡±� ��¬«  ¿ R^³x¬��«º ¢ ¹ ¡±°�!�  � �¥¤ � �7��¦±£%�,�«¢�¡3³xÂ�!���ºr ¥���3�  3³x¬��«º% ±²d�HÂ�³x¬« �� � ��º
��¡3!�¢�¦±�«³x�
����º � ³x��!��  ±²d�HÂ�³x¬« ���² ��º
��¡3!�¢�¦±�«³x� ¿ ¶ �x ±£�!�º9¢ ¹ ¡±°�!��WRd¦3!��9����ºr!�����Âr¡3!��
�7��¦±£
 3���,��¬ ��¡7����ºr!��´¢�³x�d¦±¡/�x ±¦��)�7��¦±£´�,�«¢�¡3³xÂ�!���ºr ���� ³x��!#º
��¡3!�¢�¦±�«³x� ¿ ��³x¡

λ > 0.5
¦±£�!

�<³^ºr!
��!�¬«º º
� ���<!�¦3!�¡Á¡±�« 3!� � 3£���¡±�r¬�²��S���,¦±£�!@ ±¦3!��<����ºr!�� ��Âr¡3!��J� ��!�¬«ºr ¥��¡3!7��³x¦
¡3!� /³x¬�°�!�º ��!�¬�¬ ¿

, !N¦±£�!�¡3!fµ ³x¡3!�!��^�?!�¢�¦[¦±£�!� 3!.º
��¡3!�¢�¦±�«³x�� �¦3³¥µ ³x¡±�EÂ?³ ¹ ��ºr [µ ³x¡ ³x��!���º
���<!��� ±�«³x����¬
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��¿�� R ¹ �,����¡±² ³�µ.¢3£����r¦3!�¡¯� ¼��

�,�«¢�¡3³xÂ?!���º¾����º ¹ ¢�!�º,¦±¡/���� ±��¦±�«³x�<¬«³� / 3!� v¿ ���� ¹ ¡3!>��¿ �* 3£�³��� .¦±£�!>�r¡3!�º
�«¢�¦3!�º,�<!v���
¬«³� 3 ®µ �x¢�¦3³x¡.���¾¦±£�!>¦ �¥³*º
��¡3!�¢�¦±�«³x�� v¿.Å¯¬« 3³)���x Á�#¢�³x�,����¡±�« 3³x���¥!>£���°�!7�?!�¡ µ ³x¡±�<!�º
¦±£�!H /���<!}������¬�²
 ±�« ¯³x���< ±¦3!�� ����ºr!�����Âr¡3!6�7��¦±£���� ����ºr!�� ¢�³x�y¦±¡/�x ±¦§ ±���,��¬ ��¡@¦3³
¦±£�! !�
[!�¢�¦±��°�! ����ºr!�� ¢�³x�d¦±¡/�x ±¦ ³�µ ¦±£�! ��¤ � ���v
���¿ ����¡3 3¦±¬�² � ª £�! ��¤ �� % ±£�³��!�
¹ ��ºr!�¡¯¦±£�!}�x 3  ¹ �,�r¦±�«³x�� ¯³�µN¦±£�!*�<³dºr!�¬����, ±�� ��r����¢v���y¦±¬�² º
��
[!�¡3!��y¦# ±�?!�¢�¦±¡/��¬JÂ?!��
£��v°d�«³ ¹ ¡v¿ R^!�¢�³x��º
¬�² �y�« Á���r����¡3!��y¦¥¦±£���¦>��¤ �� �ºr³ ��³x¦Á ±£�³��  ±�� ��r����¢v���y¦±¬�²,£r�� �£�!�¡
¬«³� 3 /!� ,º ¹ ! ¦3³"³v°�!�¡/��¬�¬��,�«¢�¡3³xÂ?!���ºr �¢�³x�,����¡3!�º9¦3³  ±¦3!�� ����ºr!�� ��Âr¡3!� ���³x� ¦±£�!
¢�³x�d¦±¡/��¡±²�¿ ª £r��¡3º
¬�² ��¦±£�!H¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x�� §���,�r¬�² ¦±£���¦¯¢ ¹ ¡±°���¦ ¹ ¡3!*¦±¡/���� ±��¦±�«³x��¬«³� 3 3!� 
¢v� ¹  3!�º Ây² �,�«¢�¡3³xÂ�!���ºr §���v² Â?!H!QP�¢��«!��d¦±¬�²L�v°�³x�«ºr!�º�Ây² ¹  3���r ´�% 3³�µ ¦¯¢�³���¦±���r 
����¦3!�¡±� ��¬ ¿ � ��¦±£r�« �¢v�x 3!���³x�#� ¹ �r�oµ ³x¡±�,��¦±�«!� ¥����¦±£�!@¢�³���¦±���r �¦3!���º<¦3³}Â�!¯��Â� 3³x¡±Â�!�º
Âd² ¦±£�!* /³�µS¦3!�¡7����¦3!�¡±� ��¬�¡/��¦±£�!�¡�¦±£���� �"
[!�¢�¦7¦±£�!���Âr¡3!�¿

Å# ��<!��y¦±�«³x��!�º ��Â�³ °�!@¦±£�!¯¡3!��?³x¡±¦3!�º��<³^ºr!�¬����v²<Â?!@!��
¦3!���ºr!�º�Âd² ��¬�¬«³��7���r 
º
�« 3¢�³x�d¦±��� ¹ ³ ¹  �¢�³x�y¦/�x¢�¦.Â?!�¦ ��!�!�� ��Âr¡3!7����º,  ¹ ¡±¡3³ ¹ ��º
���r �<!�º
� ¹ � ¿NÃ<�
¦3!��� ±�«³x�� 
��¬�¬«³��7���r Â�!���ºr §��� ��¬�¬.º
��¡3!�¢�¦±�«³x�� *����º���³x¡ ¦ �7�« ±¦3 §���L¦±£�!6��Âr¡3!,��¡3!,��¬« 3³%��³� 3 3���
Âr��¬���¦±�«!� ��7��¦±£r��� ¦±£�!}µ ¡/���<!-��³x¡±· ³�µ.¦±£�!� ±¦3³d¢/£��x ±¦±�«¢*�r¡3³^¢�!� 3 §���r�r¡3³��x¢3£���!}£���°�!
!��,�r¬«³ ²�!�º[¿

� � � � � ��� 	 ��� � � � � 	�� �
� � �

� � ¢/£����r¦3!�¡ ���¥! £��v°�!��r¡3!� 3!��y¦3!�º ��¦3!�¢3£r�r� % ¹ !�µ ³x¡ �<³^ºr!�¬�¬����r ��,�«¢�¡3³xÂ�!���º
����º ¹ ¢�!�ºL¬«³� 3 /!� ¯���L�r£�³x¦3³x�r�«¢<¢�¡±²
 ±¦/��¬ ��Âr¡3!� v¿ ¸ ² ¡3!� y��¡3º
���r ¦±£�!�º
�« 3�r¬ �x¢�!��<!��y¦
³�µ*¦±£�! ��Âr¡3! ¢�³x¡3!��7 �!���!�¡/��¦±���r ;¦±£�! �,�«¢�¡3³xÂ�!���ºr ��¯�x %�a ±¦/��¦±�«³x����¡±² / � ¹  3 ±� ���
�r¡3³^¢�!� 3 ¯����º ¡3!� y��¡3º
���r %¢�³ ¹ �r¬����r %¬«³� 3 3!� �Â�!�¦���!�!�� ��Âr¡3!} 3!� ��<!��d¦3 ¯³�µ�º
��
[!�¡3!��y¦
¢ ¹ ¡±°���¦ ¹ ¡3!��>�¥!´£���°�! ¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦3!�º9� �<!v��� ¬«³� 3 Hµ �x¢�¦3³x¡�µ ³x¡¾¦±£�! ��Âr¡3!�¿ � !�  ¹ ¬�¦3 
���,�r¬�² ¦±£���¦�����ºr!��* ¹ �«º
���r ¯�r£�³x¦3³x�r�«¢¥¢�¡±²^ 3¦/��¬���Âr¡3!� J£��v°�!� 3�� ��r����¢v���y¦±¬�²}º
��
[!�¡3!��y¦
 ±�?!�¢�¦±¡/��¬Á¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢� '�7£�!���¢�³x�,����¡3!�º=�7��¦±£� ±¦3!�� ����ºr!�����Âr¡3!� ��N����º ¦±£���¦
³ °�!�¡/��¬�¬d�,�«¢�¡3³xÂ?!���ºr .ºr³���³x¦N!��^�r¬ �����H¦±£�!�¢�³x�,����¡/��¦±��°�!�¬�²H£r�� �£�!�¡�¬«³� / 3!�  µ ³ ¹ ��º*���
��¤ �� v¿(, !Á£���°�!>��¬« 3³���³x¦Jµ ³ ¹ ��º����y² ��� �±³x¡®º
��
[!�¡3!���¢�!�Â?!�¦ �¥!�!��¾�,�«¢�¡3³xÂ�!���º
���r 
¬«³� 3 �µ �x¢�¦3³x¡3 ��@�x 3 3³^¢�� ��¦3!�º �7��¦±£ Â?!���ºr %Â�!����r �³x¡±�«!��y¦3!�º ��� !���¦±£�!�¡ ³�µ}¦±£�! ¦���³
�r¡±����¢�������¬ ¬ ��¦±¦±�«¢�!Hº
��¡3!�¢�¦±�«³x�� @³�µN¦±£�!���Âr¡3!�¿

� ��� � � ��� � � � � � � � 	�� �
� � �

�����HÅ�¿4, ¿ Rd�y²
ºr!�¡%����º ��¿Á¶¾¿�ÀJ³v°�!�¿ /I�������N��, � �
�
�� 
����� � � 
 ����&+(�¿ ½§¬ ¹ ��!�¡
Å7¢v�xºr!��,�«¢6� ¹ Âr¬��« ±£�!�¡3 ���
������
¿
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Â�!�¡± <����º�.H¿ � ³^³x¦�� ��� ¿ $���������������&�� )+��� ���*)+��� ) �*�Y� &��a���#)N)��+&�¿®À ¹ ��º
� �� 3¦±��¦ ¹ ¦3! ³�µ ª !�¢3£r��³x¬«³x �² ����³ ¹ ¡±¦±£ !�º
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¼�¼ ©L�x¢�¡3³xÂ�!���º
���r �¬«³� 3 ���!� ±¦±������¦±�«³x��³�µ.����¡��  ¹ �«º
���r �r£�³x¦3³x�r�«¢*¢�¡±²^ 3¦/��¬���Âr¡3!

¸ ² ¹  ±���r §�>�r£�³x¦3³x�r�«¢�Â�����º
 y��� ��Âr¡3!>�7��¦±£¾�>¬ ��¡± �!�����¡�� ��¬�¬����r @µS¡/�x¢�¦±�«³x�H���*¦±£�!
¢�¬ �xºrº
���r ¡3!� ��«³x���N¤�¡3!� y���;!�¦v¿���¬ ¿,��� �7O?O?O ������ºr!��<³x�� ±¦±¡/��¦3!�º����;����¡��  ¹ �«º
���r 
��Âr¡3!7�7��¦±£�¦±£�!%�r¡3³x�?!�¡±¦�²�³�µ@ ¹ �«º
���r "�<³� ±¦,³�µ@¦±£�!´³x�r¦±�«¢v��¬7��³���!�¡,���9� ¬ ��¡± �!
����¡�� ��¬�¬«!�º ¢�³x¡3!´¡3!� ��«³x� ¿�Å °�!�¡±²� ±���,��¬ ��¡<¢�¡±²
 ±¦/��¬;��Âr¡3! ºr!� ±�� ����¥�x <  ¹  � �!� ±¦3!�º
����º%¦±£�!�³x¡3!�¦±�«¢v��¬�¬�² ������¬�²^ /!�º Âd² ¸ ¡3³^!��r �!�¦v¿���¬ ¿ ��
��?����º
�«¢v��¦±���r ,¦±£���¦¥¦±£�!#�?³��¥!�¡
µ ¡/�x¢�¦±�«³x� �r¡3³x���� y��¦±���r ��� ¦±£�!}����¡�� ��¬�¬«!�º ¢�³x¡3!}¢�³ ¹ ¬«º Â�!*�x �£r�� �£ �x  O�¼ 
 ¿¨¯��!�³�µd¦±£�!Á³xÂy°^�«³ ¹  J¢�³x�� 3!&% ¹ !���¢�!� J³�µ
¦±£�!.�r£�³x¦3³x�r�«¢.Â�����º
 y���6�¥��°�!��  ¹ �«º
���r 
�r¡3³x�?!�¡±¦±�«!� §�«  ��º
��
[!�¡3!��y¦ ·^����º�³�µ� ±�?!�¢�¦±¡/��¬® 3!��� 3��¦±��°d��¦k² ¦3³��>��¡3ºr §���x¢�¡3³xÂ�!���ºr  ¿
��³x¡�¦±£�! !�
?!�¢�¦±��°�! ºr!��r¬«³ ²d�<!��d¦¯³�µ.����¡7 ¹ �«º
���r ���Âr¡3!� @�x >¦±¡/���� ±�,�« 3 3�«³x�7��Âr¡3!� 7��¦
�« 7³�µ�°d��¦/��¬?���,�?³x¡±¦/����¢�!§¦3³�¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« 3!§¦±£�!�� ���%¦3!�¡±�< 7³�µ����x¢�¡3³xÂ?!���º
���r ,¬«³� 3 
Â?!�£���°^�«³ ¹ ¡v¿ ª £r�« } ±��!�¢�¦±¡/��¬.¡3!� 3��³x�� 3!¾���v² ��¬« 3³´Â�!,³�µ> �¡3!v��¦*���d¦3!�¡3!� ±¦ µ ³x¡* 3!��#�
 /³x¡±²����r�r¬��«¢v��¦±�«³x�� v¿ � ��¦±£r�«  ¢/£����r¦3!�¡!��! �7��¬�¬.�r¡3!� /!��y¦}�%�<!v����  ³�µ¥!� 3¦±������¦±���r 
���x¢�¡3³xÂ?!���º
���r %¬«³� 3 3!� >��� �r£�³x¦3³x�r�«¢ Â�����º
 y��� ��Âr¡3!� v¿

����� � ���	� � 	 � � � 	�� 	��
�
� � � ��� � � � 	 � � � ��� � � 	�� � � � 	 � � � �
, £�!���!�°�!�¡���� ³x�r¦±�«¢v��¬ ��Âr¡3!@�« ÁÂ�!��d¦��
 3³x�<!7µ ¡/�x¢�¦±�«³x�%³�µ ¦±£�!@¦±¡/���� ±�?³x¡±¦3!�º��?³��¥!�¡
�7��¬�¬JÂ�!§¡/�xº
� ��¦3!�º´µ ¡3³x� ¦±£�!8��Âr¡3! ¢�³x¡3!�¿ ª £r�« 7�« �¦±£�!§�������  3³ ¹ ¡3¢�! ³�µ�¬«³� / ��7£�!��
¢�³x�� 3�«ºr!�¡±���r ���x¢�¡3³xÂ?!���º ¬«³� / 3!� v¿ � ���, �!�³x�<!�¦±¡±�«¢�³x�r¦±�«¢}ºr!� 3¢�¡±���r¦±�«³x����¦±£�! µ ¡/�x¢��
¦±�«³x��³�µ>!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢ ��!�¬«ºr }³x�"¦±£�!<³ ¹ ¦3!�¡H ±�«ºr!,³�µ¥¦±£�!¾Â?!���º�� � ¹  ±¦*¦±¡/�v°�!�¬
µ �x ±¦3!�¡���� ³x¡3ºr!�¡Á¦3³§��·�!�!�� ¹ �
	��7��¦±£�¦±£�!2�¥�v°�!fµS¡3³x�d¦v¿ ª £�!7µ ¡/�x¢�¦±�«³x�� �³�µ[¦±£�!1��!�¬«ºr 
¦±£���¦@��!�!�º´¦3³,!��
¢�!�!�º ¦±£�!  3��!�!�º ³�µ®¬��� �£y¦1�7��¬�¬[Â?!§¡/�xº
� ��¦3!�º´µ ¡3³x� ¦±£�!§�<³dºr!�¿�Å
�<³^ºr!�$  ¾¢�³x��¢�!��y¦±¡/��¦±�«³x� ¦3³ ¦±£�! ¢�³x¡3!�������º�£�!���¢�! ¦±£�!����� ��r��¦ ¹ ºr!´³�µ���¦3 ����x¢��
¡3³xÂ?!���º
���r �¬«³� / ��rºr!���!���ºr ¯ ±¦±¡3³x�r �¬�² ³x� ¦±£�! ����ºr!�� ¢�³x�y¦±¡/�x ±¦¯Â�!�¦���!�!���¢�³x¡3!}����º
¢�¬ �xºrº
���r �¿ ª £�! µ ¹ ��º����<!��d¦/��¬7�<³dºr!´³�µ#�  ±¦/����º���¡3º�³x�r¦±�«¢v��¬
��Âr¡3!���¢�³x�y¦±¡/�x¢�¦3 
�<³x��³x¦3³x�r�«¢v��¬�¬�² ¦3³ ¦±£�!@¢�³x¡3!2�7��¦±£�ºr!�¢�¡3!v�x ±���r '�¥�v°�!�¬«!��r �¦±£��
¬«!v�xº
���r }¦3³H�* ±���r �¬«!��
¬«³x�r '�¥�v°�!�¬«!��r �¦±£ ¬«³� 3 Á!�º
 �!�¿.Å# ���³x¦3!�º !v��¡±¬��«!�¡���� ¢3£����r¦3!�¡7� ���^��� ����ºr!��< ¹ �«º
���r 
�¥¤ � !��^£r��Âr��¦3  �L°�!�¡±²;º
��
[!�¡3!��y¦ Â�!�£��v°d�«³ ¹ ¡v¿ Å¯ ¾¦±£�! !�
?!�¢�¦±��°�! ����ºr!��9³�µ§¦±£�!
¢�¬ �xºrº
���r ����� � ���[�« ��¥�v°�!�¬«!��r �¦±£ ºr!��?!���ºr!��y¦�������º ���r�r¡3³��x¢/£�!� �¦±£���¦�³�µN¦±£�! ¢�³x¡3!
�x Á¦±£�!>µ ¡3!&% ¹ !���¢�²¾����¢�¡3!v�x 3!� ��^�§ 3!�¢�³x��º��y 3£�³x¡±¦>�¥�v°�!�¬«!��r �¦±£��
���x¢�¡3³xÂ�!���º
���r H¬«³� 3 
!�º
 �!}�« >�r¡3!� 3!��y¦v¿

ª £�! �r�«¢�¦ ¹ ¡3! �« <¬«!� 3 %¢�¬«!v��¡<µ ³x¡%� �r£�³x¦3³x�r�«¢ Â�����º
 y��� ��Âr¡3!�¿ � � ¢�³x�y¦±¡/�x 3¦
¦3³ � ¡3!v��¬� ±¦3!��;����ºr!�� ��Âr¡3!�� �7£r�«¢3£ £��x ,³x��!´ ±���r �¬«!%¬«³x�r ��¥��°�!�¬«!��r �¦±£��>¢ ¹ ¦3³+

�>��°�!�¬«!��r �¦±£����´�r£�³x¦3³x�r�«¢ ¢�¡±²^ 3¦/��¬4��Âr¡3!<³x�?!�¡/��¦±���r Ây²L¦±£�!,�r£�³x¦3³x�r�«¢�Â�����º
 y���
�r¡±����¢����r¬«!�� �7��¬�¬�£��v°�!<¦���³ ¢ ¹ ¦3³+
 ¬����,��¦3 ��J� ¿ !�¿<¦±£�!,Â�����º
 y���;!�º
 �!� ��Jºr!����r���r L�
�>��°�!�¬«!��r �¦±£����y¦3!�¡±°���¬ �����7£r�«¢3£L���<³dºr!§���v² Â?!§ ¹ �«ºr!�º[¿ ª £r�« 7�« �����º
�«¢v��¦3!�º ���
�� �¿��
¿��������!�7£r�«¢3£�¦±£�!��r£�³x¦3³x�r�«¢�Â�����º
 y���H³�µr¦±£�!�¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡N¢�¬ �xºrº
���r ¯ 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!
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�« ¯ ±£�³��7����¬����,��¦3!�º Ây² ¦±£�! ¹ �r��!�¡§����º ¬«³��¥!�¡§Â�����º
 y����!�º
 �!� v¿@Å µ ¹ ¬�¬N������¬�²^ ±�« 
³�µ.¦±£�!H¬ ��¡± �!���¢�³x¡3!}�r£�³x¦3³x�r�«¢HÂ�����º
 y��� ��Âr¡3!*¡3!�°�!v��¬« #¦±£�!*�r¡3!� 3!���¢�!�³�µ��<ºr!� �!��#�
!�¡/��¦3!�¢�³x¡3!}�<³^ºr!��?����º ¦±£�!� ±����¬�¬N¢���¡3¢�¬«!� # 3£�³�� ¦±£�!}¦±¡/�x¢�!�³�µ�¦±£�!� 3!H�<³dºr!� ¯µ ³x¡
�¾��³x¡±����¬��« /!�º �r¡3³x���� y��¦±�«³x�L¢�³x�� ±¦/���y¦#���y¦3!�¡±°���¬�µS¡3³x�

βΛ = 8.4
¦3³
βΛ = 9.15

¿
, ��¦±£r��� ¦±£�!´Â�����º
 y�����¥¦±£�!´�<³dºr!´�« <¢�³x�#����!�º �7��¦±£r���9¦±£�! ����¡���¢�³x¡3!�¿ .¯!���¢�!��
¦±£�!%¬«!v��·��� �!�� µS¡3!�! ³x�?!�¡/��¦±�«³x����¬��7����ºr³�� ³�µ¯Â�����º
 y������Âr¡3!� ,�« ,ºr!�¦3!�¡±�,����!�º �x 
¦±£�!< 3��!�¢�¦±¡/��¬�¡/���r �!,µ ³x¡!�7£r�«¢3£�¦±£�!<�<³^ºr!,�« *�?³� ±��¦±�«³x��!�º ���� 3�«ºr!<¦±£�!,�r£�³x¦3³x�r�«¢
Â�����º
 y��� ¿Á¨ ¹ ¦3 ±�«ºr!¯¦±£�!¯Â�����º
 y�����d¦±£�!¯�<³^ºr!�Â?!�¢�³x�<!� �¡3!� /³x�����y¦
�7��¦±£%��¬�¬«³���!�º
¢�¬ �xºrº
���r <�<³^ºr!� �������º%µ ³x¡¯��¡3!v��¬ � ���r��¦3!��;��Âr¡3! ��¦7� ¹  ±¦���¦±£�!�¡3!fµ ³x¡3!���Â�! ¢�³x�� ±�«º �
!�¡3!�º¾¬«!v��·^²�¿ ��³x¡��#¡3!�¬ ��¦±��°�!�¬�²¾Âr¡3³��xº< ±�?!�¢�¦±¡/��¬r¡/���r �!���£�³���!�°�!�¡��d¦±£�!7¬«!v��·d²H�<³dºr!
¡3!�¦/������ @��¦3 7���"�^��� ¹ � �7��¦±£r��� ¦±£�!*����¡���¢�³x¡3!�¿

8.4

8.6

8.8

9.0

9.2

9.4

8.4 8.6 8.8 9.0 9.2 9.4

β 
Λ

k Λ

∆

∆

βu

βl

βdefect mode
"air line"

�®�� ¹ ¡3!´�
¿������.£�³x¦3³x�r�«¢%Â�����º� 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!%º
� �� �¡/��� µ ³x¡¾�  ±��¬��«¢v�"�k����¡��.¦±¡±� ���r ¹ ¬ ��¡
�r£�³x¦3³x�r�«¢¯¢�¡±²^ ±¦/��¬*��Âr¡3!1�7��¦±£%���%����¡�� ��¬�¬����r }µ ¡/�x¢�¦±�«³x� ³�µ��x� 
 �d����º%� ¢�³x¡3!�¡3!� ��«³x�µ ³x¡±�<!�º´Ây²´¦±£�!§¡3!��<³v°���¬�³�µ. 3!�°�!�� ¢�!��d¦±¡/��¬J£�³x¬«!� @�x 7��¬�¬ ¹  3¦±¡/��¦3!�º ������ �¿��
¿�

¿ ¸ ²
¦±£�! ¢���¡3¢�¬«!� ��®¦±£�!<Â�����ºa³�µ7¦±£�!<µ ¹ ��º����<!��d¦/��¬¥ ¹ �«ºr!�º��<³^ºr!<�« *����º
�«¢v��¦3!�º��x *��¦
¦±¡/�v°�!�¡3 3!� %¦±£�! Â�����º  y��� ¿ ª £�! º��x 3£�!�º ¬�����! �« <¦±£�!L����¡�� ¬�����! �7£�!�¡3!

β = k
¿

ª £�!�¦ �¥³´ºr!�¬�¦/�x §¡3!��r¡3!� 3!��y¦ ¦±£�!H¦ �¥³7�¥��²
  ³�µ�ºr!�¦3!�¡±�,���r���r ¦±£�!�¡3!�¬ ��¦±��°�!�����ºr!��
º
��
[!�¡3!���¢�!�¿
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O�� ©L�x¢�¡3³xÂ�!���º
���r �¬«³� 3 ���!� ±¦±������¦±�«³x��³�µ.����¡��  ¹ �«º
���r �r£�³x¦3³x�r�«¢*¢�¡±²^ 3¦/��¬���Âr¡3!

���;� � 	 �
� � � ��� � ����
 � � ��� � � �
� � 	 � � � �
, !,������¬�²
 3!�¦±£�!}�<³^ºr!�� �r¡3³x���� y��¦±�«³x� �r¡3³x�?!�¡±¦±�«!�  ³�µ�¦±£�!,����¡��  ¹ �«º
���r �r£�³x¦3³x�r�«¢
¢�¡±²
 ±¦/��¬)��Âr¡3!� ���Ây²,!��,�r¬«³v²^���r H�§�r¬ ����!����>��°�!¯!��^������ ±�«³x���<!�¦±£�³dº ����� ��
�� ������¿®Å¯�
!������,�r¬«! ³�µ@¦±£�!´����¡��  ¹ �«º
���r ���Âr¡3!´ ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3! ������¬�²^ 3!�º;�« ¾ ±£�³��7�;���=�� �¿.�
¿�
#�
�7£�!�¡3!���¬« 3³,¦±£�!*¢�³x�d¦3³ ¹ ¡#¢ ¹ ¡±°�!� �µ ³x¡7¦±£�!H  % ¹ ��¡3!�º´���� ���!�¦±�«¢!��!�¬«º º
�« 3¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x�
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¦3³a��¦3 <¡3!��r¡3!� 3!��d¦/��¦±�«³x� ³�µ ¦±£�!7��!�¬«ºr ���� ��� ³x¡±¦±£�³x��³x¡±����¬¯µ ¹ ��¢�¦±�«³x�  3!�¦��;�7��¦±£
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µ ³x¡3!¥ºr³d!� ®��³x¦®���y¦±¡3³^º ¹ ¢�!>���d²}!�¡±¡3³x��!�³ ¹  ���� ¹ �<!�¡±�«¢v��¬rÂr��¡3!fµS¡±���r �!���¢�!�� �7£r�«¢3£¾����²
³x¦±£�!�¡ �7�« /!*Â?! !���¢�³ ¹ �y¦3!�¡3!�º �7��¦±£ ³x¦±£�!�¡��<!�¦±£�³^ºr v¿
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³�µ>¦±£�!,�<!�¦±£�³^º ��¬« 3³ ����·�!�  ��¦ ����¡±¦±�«¢ ¹ ¬ ��¡±¬�² !v�x 3² ¦3³  3!�¦ ¹ ���%��!-�  3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!
µ ¡3³x�  3¢�¡/��¦3¢3£ ¿ � ¦��« #¢�³x��¢�!���°x��Âr¬«!H¦3³<¦/��·�!¾� R^Ã�© � �,�«¢�¡3³x �¡/���r£ ³�µÁ� ��Âr¡3!�!���º �
µ �x¢�!��#����º ¦±£�!§�?³� ±��¦±�«³x�� @����º  ±£�����!� @³�µ®£�³x¬«!� 7Âd² �<!v���� ¯³�µ.� ¹ ¦3³x����¦±�«¢}������ �!
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ÀJ³d¢v��¬��« 3!�º*µ ¹ ��¢�¦±�«³x���<!�¦±£�³^ºH��¡3!����r£�!�¡3!��d¦±¬�²*��³x¦�  ¹ ��¦3!�º*����¡±¦±�«¢ ¹ ¬ ��¡±¬�²}  ¹ ��¦3!�º
µ ³x¡§Â�����º
 y����¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x�� ��� ±����¢�!¾¦±£�!�µ ³x¡3¢�!�º ¬«³d¢v��¬��« /��¦±�«³x�"���r£r��Âr��¦3 }¦±£�!¾���y¦3!�¡��
�x¢�¦±�«³x��³�µ[¦±£�!�!�¬«!�¢�¦±¡3³x���� ���!�¦±�«¢2��!�¬«ºr >�7��¦±£´�§¬ ��¡± �!7� ¹ �}Â?!�¡¥³�µ?¬ ��¦±¦±�«¢�!��?!�¡±�«³dºr  ¿
� ¹ ¡±¦±£�!�¡±�<³x¡3!�����¦>�« 7 �!���!�¡/��¬�¬�² ��³x¦@��� !QP�¢��«!��d¦��r¡3³^¢�!�º ¹ ¡3!#µ ³x¡7Â�����º
 y��� ¢v��¬«¢ ¹ �
¬ ��¦±�«³x�� ��
 ±����¢�! �}¬ ��¡± �!#� ¹ �}Â?!�¡�³�µJÂ�����ºr >� ¹  ±¦>Â�!#¢�³x�� ±�«ºr!�¡3!�º´ ±��� ¹ ¬�¦/����!�³ ¹  3¬�²
�7£�!��L!�°x��¬ ¹ ��¦±���r ´¦±£�!¾!�
[!�¢�¦#³�µ�¦±£�!�¢3£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢��7�«º
¦±£�³�µÁ¦±£�!}µ ¹ ��¢�¦±�«³x�L /!��
¡±�«!� ������ ³x¡3ºr!�¡@¦3³  3³x¡±¦@³ ¹ ¦ ¹ �� ±¦/��Âr¬«!} 3³x¬ ¹ ¦±�«³x��  ¿7Ä¯³x��!�¦±£�!�¬«!� 3 ��*��!}£���°�!� ±£�³��7�
¦±£���¦<Â�����º
 y����  ����²�Â?!´�«ºr!��y¦±����!�º ��� ��£�³x��!�²
¢�³x�}Â  ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!��7����º�µ ³ ¹ ��º
¦±£�!�� ¦3³´  ¹ �r�?³x¡±¦§ºr!fµ !�¢�¦§�<³dºr!�  ¿ ª £�!¾Â�����º
 y���"�<³dºr!� 8�¥!�¡3!�µ ³ ¹ ��º�¦3³%£���°�!
�<³^º���¬N����º
�«¢�!� 

β/k > 1
¿6.¯!���¢�!��?¦±£�!'��!�¬«ºr  º
�« ±¦±¡±��Â ¹ ¦±�«³x�� }º
�«º�� �x  !��^�?!�¢�¦3!�º��

��³x¦7£��v°�!*¦±£�!���¡����"�
������¬���!�¬«º ���d¦3!��� ±��¦�² ��� ¦±£�!*¢�!��d¦±¡/��¬®����¡�� £�³x¬«!*ºr!fµ !�¢�¦v¿
� �¾ 3³x�<!7¢v�x 3!� ���  ¹ ¢/£<�x N¦±£�!¥ /!��,��� ��!�¡±�«³^º
�«¢>¬ ��²�!�¡3!�º, ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� ���¦®�« N!&% ¹ ��¬�¬�²

º
� P�¢ ¹ ¬�¦®¦3³ ¹  /!Á³x¦±£�!�¡®�<³dºr!�¬« �� �7£r�«¢/£¾��¡3!� �!���!�¡/��¬�¬�²*�<³x¡3!¥  ¹ ��¦/��Âr¬«!¥¦3³�Â�����º
 y���
¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x�� v¿ � �a�%�r¬ ����!��>��°�!¾µ ³x¡±� ¹ ¬ ��¦±�«³x����¦±£�!< 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� }�x / 3³d¢�� ��¦3!�º��7��¦±£
¦±£�!§£�³x¬�¬«³�� ¢�³x¡3!���³ ¹ ¬«º Â?!§³xÂ� 3¢ ¹ ¡3!�º´Ây²´ 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� @�x / 3³d¢�� ��¦3!�º7�7��¦±£ ¦±£�!§£r�� �£#�
����ºr!�� °�³x�«ºr �����!�°^��¦/��Âr¬�² ���r��!v��¡±���r Â�!�¦���!�!���  ¹ ��!�¡3¢�!�¬�¬«  ¿ ª £r�« 7���v² Â�!  3³x¬�°�!�º
Âd²H���� 3!�¡±¦±���r �!��^¦±¡/� £�³x¬«!� .���<¦±£�!7°�³x�«ºr ��yÂ ¹ ¦��,�� �£y¦¥��¬« 3³ �?!�¡±¦ ¹ ¡±Â<¦±£�!� 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� v¿
, ! £���°�!%µ ³ ¹ ��ºa¬«³^¢v��¬��« 3!�º� ±¦/��Âr¬«!% 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� , ±��¦ ¹ ��¦3!�º;��� � Â�����º
 y����µ ³x¡H¦���³
¦k²d�?!� ´³�µH¬ ��²�!�¡3!�ºE /!��,��� ��!�¡±�«³^º
�«¢L ±¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!� v¿ ª £�!� 3!��<³^ºr! ��!�¡3!L¦±¡ ¹ ¬�² ����¡��
 ¹ �«º
���r � /³x¬ ¹ ¦±�«³x�� 6�S¡/��¦±�«³� @³�µN�?³���!�¡@��� ����¡v���x� 
 ����º ¼�� 
 �f¿¨ ¹ ¡�¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x�� Á³�µ?�,�«¢�¡3³xÂ�!���º�����º ¹ ¢�!�º,¦±¡/���� ±��¦±�«³x�<¬«³� 3 /!� ���¬«!v�xº ¹  .¦3³§¦±£�!
¢�³x��¢�¬ ¹  ±�«³x��¦±£���¦#����ºr!��  ¹ �«º
���r 7�¥¤ �� #����² Â?!}ºr!� ±�� ���!�º ¦3³�Â?! ¬«!� 3 # 3!��� ±��¦±��°�!
¦3³<  ¹ ¢3£ ���,�?!�¡ µ !�¢�¦±�«³x�� @¦±£����� ±¦3!�� ����ºr!��7��Âr¡3!� ���³x� �x¢�¢�³ ¹ �y¦§³�µ.¦±£�!}¢�³x�,����¡/�"�
¦±��°�!�¬�² ¬ ��¡± �!�!�
?!�¢�¦±��°�!H����ºr!�� ¢�³x�d¦±¡/�x ±¦v¿ � ¦@�« ¯��!�¢�!� 3 /��¡±² ¦3³ ·�!�!�� ��� �,����º ¦±£���¦
¦±£�!@µ ³x¡±� ¹ ¬ ��¦±�«³x� ³x�r¬�²<¦3³d³x·<³ °�!�¡/��¬�¬?Â�!���ºr ¥���y¦3³¾�x¢�¢�³ ¹ �y¦�������º%º
�«º ��³x¦�����¢�¬ ¹ ºr!
�,�«¢�¡3³^ºr!fµ ³x¡±����¦±�«³x�� #³�µ.¦±£�!���Âr¡3!} 3¦±¡ ¹ ¢�¦ ¹ ¡3!!�7£r�«¢3£ ����!�°d��¦/��Âr¬�²7�7��¬�¬®³d¢�¢ ¹ ¡@º ¹ ¡��
���r L¦±£�!%����� ¹ µ �x¢�¦ ¹ ¡±���r �r¡3³^¢�!� 3 v¿�, !%����² �Á£�³���!�°�!�¡��¥¢�³x��¢�¬ ¹ ºr!´¦±£�!´³v°�!�¡/��¬�¬
�,�«¢�¡3³xÂ?!���º ����º ¹ ¢�!�º9¦±¡/���� 3��¦±�«³x�9¬«³� 3 3!� <��¡3! ��³x¦�¦±£�! ºr³x�,�������y¦´¢v� ¹  3! ³�µ#¦±£�!
£r�� �£�!�¡¾¬«³� 3 3!� }µ ³ ¹ ��º����;¬«³��
� ¬«³� / ¾����ºr!��a ¹ �«º
���r ��¤ �� �� ≈ 1dB/km

���>�7£�!��
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¢�³x�,����¡3!�º ¦3³<¢�³x�,�<!�¡3¢�� ��¬���¬«³��
� ¬«³� 3 @ 3¦3!�� ����ºr!�� ��Âr¡3!� '� ≈ 0.2dB/km
�f¿

ª £�!L ±��!�¢�¦±¡/��¬ ¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢�  ³�µ}���x¢�¡3³xÂ?!���º
���r 9¬«³� 3 %��� ��� ����¡��  ¹ �«º
���r 
�¥¤ �;� ��!�¡3!>���y°�!� 3¦±�� y��¦3!�º ¹  ±���r *���<!&% ¹ ��°���¬«!��y¦� 3¦3!�������ºr!��'��Âr¡3!7���r�r¡3³��x¢3£��
����º
�r¡3!�º
�«¢�¦3!�º ¦3³}£��v°�! !��^¦±¡3!��<!�¬�²% ±¦3!�!�� ¬«³� / ���¢ ¹ ¡±°�!§ ±¬«³x��!�  � , ��¦±£r��� �6�¥��°�!�¬«!��r �¦±£
¡/���r �!#³�µ

10nm
¦±£�!� ±¦/��¦3!@³�µ[¦±£�!7Â?!���º
¬«³� 3 Á�« Á  �7��¦3¢/£�!�º,µ ¡3³x� µ ¹ ¬�¬�¦±¡/���� ±�,�« 3 ±�«³x�

¦3³,µ ¹ ¬�¬ ¡/�xº
� ��¦±�«³x� ¬«³� 3 v¿�¨¯���x¢�¢�³ ¹ �y¦¯³�µN¦±£r�« �°�!�¡±�oµ ²^���r <¦±£�! ¡3!�  ¹ ¬�¦3 ¯!��^�?!�¡±���<!��#�
¦/��¬�¬�²´�« 7�r¡3!�º
�«¢�¦3!�º ¦3³¾Â�!*�<º
� P�¢ ¹ ¬�¦�¦/�x ±·?¿

� ��� � � � � � ��� � ���
ª £r¡3³ ¹  �£�³ ¹ ¦§¦±£�! ¦±£�!� 3�« ��*�¥!*£���°�!}¡3!��,����ºr!�º ³ ¹ ¡3 /!�¬�°�!� ¯³�µN¦±£�!}ºr!��?!���ºr!���¢�!H³�µ
 /³x¬ ¹ ¦±�«³x�� .³x�H¦±£�!¥ 3!�¡±�«!� N¢3£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢
�7�«º
¦±£ ¿ � ¦��« ®³ ¹ ¡N¢�³x��¢�¬ ¹  ±�«³x�¾¦±£���¦��x�oµ�¦±£�!
.#!�¡±�,��¦3!'/*� ¹  3 ±� ��� �<!�¦±£�³^º �« 7¦3³<Â�! ¹  /!fµ ¹ ¬ Â?!�²�³x��º ��µ !-�  ±�?!�¢�� ��¬J¢v�x 3!� ��r¦±£�!
ºr!��?!���ºr!���¢�!<³x�L¦±£r�« §����¡/���<!�¦3!�¡ 	��[)9�@Â?!H¡3!�º ¹ ¢�!�º[¿H¶#¡/�&�7���r ³x�L�«ºr!v�x #µ ¡3³x�
% ¹ ���y¦ ¹ � ¢3£�!��,�« 3¦±¡±² �d³x��!��>��²<³�µ[¡3!�º ¹ ¢����r }¦±£�!@ºr!���!���ºr!���¢�² ��¢�³ ¹ ¬«º�Â�!>¦3³ ¹  3!
 /!�°�!�¡/��¬@ ±��� ¹ ¬�¦/����!�³ ¹  %!��
������ ±�«³x�9 3!�¡±�«!� ��¥¢�!��y¦±¡3!�º9³x�  ±��¦3!�  ��µ ³x¡,���� 3¦/����¢�! ³x�
¦±£�!�¢�!��y¦±¡3!� §³�µ�¦±£�!}���r��!�¡¯¡±���r £�³x¬«!�  ��³+
[ 3!�¦7µ ¡3³x� ¦±£�! ��Âr¡3!}¢�!��d¦±¡3!�¿ � ¦@�« #��¬« 3³
¢�³x��¢�!���°���Âr¬«!�¦3³ ¹  3!  ±��� ¹ ¬�¦/����!�³ ¹    3!�¡±�«!�  ³�µ*º
��
?!�¡3!��d¦%¢/£���¡/�x¢�¦3!�¡±�« ±¦±�«¢ �7�«º
¦±£ ¿
Ä#³x¦,¦±£���¦,Â?³x¦±£9³�µ¯¦±£�!� 3!´ ±¦±¡/��¦3!� ��«!� ,°^�«³x¬ ��¦3!´¦±£�!´¦±£�! ³x¡±¦±£�³x��³x¡±����¬���¦�²9³�µ#¦±£�!
µ ¹ ��¢�¦±�«³x�  3!�¦v¿4.#!���¢�!��
�xºrº
��¦±�«³x����¬?����¦±¡±���´³x��!�¡/��¦±�«³x�� ;��³ ¹ ¬«º%Â?!@��!�!�ºr!�º%���%¦±£�!
µ ³x¡±� ¹ ¬ ��¦±�«³x��³�µ7¦±£�!<!��� �!��y°���¬ ¹ !<�r¡3³xÂr¬«!�� � �7£r�«¢3£;����²LÂ?!,¢�³� ±¦±¬�²L��� ¦3!�¡±�< }³�µ
¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x��¦±���<!�¿ � ¦}�« �³ ¹ ¡!��¡±� ¢�³x��¢�¬ ¹  ±�«³x��¦±£���¦*µ ¹ ¦ ¹ ¡3!<°�!�¡3 ±�«³x��  .#!�¡±�,��¦3!
/*� ¹  3 ±� ���<�<!�¦±£�³^º< ±£�³ ¹ ¬«º,����¢�¬ ¹ ºr!#��¦�¬«!v�x ±¦Á³x��!@³�µ�¦±£�!� 3!@ 3³x¬ ¹ ¦±�«³x�� ���¡3!� y��¡3º
¬«!� / 
³�µ.¦±£�! !��
¦±¡/�,¢�³� ±¦v¿

Å¯ #��³x¦3!�º��[����¦ ¹ ¡/��¬�!��^¦3!��� ±�«³x�� §¦3³%¦±£�!�µ ³x¡±� ¹ ¬ ��¦±�«³x�a³�µ¥�,�«¢�¡3³xÂ�!���ºL¬«³� / 3!� ��
����¢�¬ ¹ ºr!�¦ �7�« ±¦3 �����º"Â?!���ºr  �������y²Lº
��¡3!�¢�¦±�«³x� ¿ ¸ !���ºr *����²LÂ�!�µ ³x¡±� ¹ ¬ ��¦3!�ºa���
���d²�º
��¡3!�¢�¦±�«³x�� }º ¹ ¡±���r ¢v��¬«¢ ¹ ¬ ��¦±�«³x��� �����7£r�«¢3£ ¢v�x 3!'�¥!¾����² !��
¦3!���ºL¦±£�!¾¢ ¹ ¡��
°���¦ ¹ ¡3! �r¡3³xÂ���Âr��¬���¦k² ºr!��� ±��¦�²%µ ¹ ��¢�¦±�«³x� ����º´¦±£�!*¢�³ ¹ �r¬����r %¢�³d!QP�¢��«!��d¦3 @���d¦3³,¦ �¥³
º
���<!��� 3�«³x�� ��y� ¿ !�¿N¬«!�¦>��Âr¡3!@¢�³x¡3!�º
�« ±�r¬ �x¢�!��<!��d¦>Â�!7ºr!�¦3!�¡±�,����!�º Ây²,¦���³} 3¦3³d¢/£��x ��
¦±�«¢ �r¡3³d¢�!� 3 /!� ��¥����º ¹  3!´¦±£���¦ �x ��¥!��� �£y¦ µ ¹ ��¢�¦±�«³x� µ ³x¡<¢�³ ¹ �r¬����r �¢�³^!QP�¢��«!��y¦3  ¿
� µ¯¦±£�! º
�« ±�r¬ �x¢�!��<!��y¦<�r¡3³^¢�!� 3 3!� ¾���v²�Â�!´¢�³x�� ±�«ºr!�¡3!�º ����ºr!��?!���ºr!��y¦ ¦±£�!´�r¡±���#�
¢����r¬«! �« } 3¦±¡/���� �£y¦ µ ³x¡ �¥��¡3º[¿ ª ³ ¢�³x�� ±�«ºr!�¡H¦ �7�« ±¦3 ��N�xºrº
��¦±�«³x����¬>³v°�!�¡±¬ ���;���y¦3!� �¡/��¬« 
�¥³ ¹ ¬«º"£���°�!<¦3³´Â�!¾!�°���¬ ¹ ��¦3!�º" ±����¢�!,¢�³ ¹ �r¬����r ¢�³^!QP�¢��«!��y¦3 *���v² ��³%¬«³x�r �!�¡*Â?!
!��
�r¡3!� 3 3!�º Ây²´  ¹ �,����¦±�«³x� ³ °�!�¡@!��^������ 3�«³x� ¢�³d!QP�¢��«!��d¦3 v¿
, ��¦±£´¡3!� ±�?!�¢�¦>¦3³¾���x¢�¡3³xÂ�!���º
���r ,¬«³� / >���y°�!� ±¦±�� y��¦±�«³x�� @��� ����¡��  ¹ �«º
���r ���Âr¡3!� 

��¦7�« 7³ ¹ ¡7¢�³x��¢�¬ ¹  ±�«³x� ¦±£���¦>µ ¹ ¡±¦±£�!�¡7���y°�!� 3¦±�� y��¦±�«³x�� ���!�!�º%¦3³¾¦/��·�!#°�!�¢�¦3³x¡±� ��¬���!�¬«º
!�
[!�¢�¦3 ����d¦3³��x¢�¢�³ ¹ �y¦¯¦3³, y����� ���<³x¡3!}�x¢�¢ ¹ ¡/��¦3!}ºr!� 3¢�¡±���r¦±�«³x� ³�µN¦±£�!*!�
[!�¢�¦v¿
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ª £�!<� ¹ ¦±£�³x¡��7�« ±£�!� §¦3³%¦±£����r· ¦±£�!}µ ³x¬�¬«³��7���r �?!�³x�r¬«!Hµ ³x¡§¦±£�!���¡§£�!�¬�� ����ºL  ¹ �#�
�?³x¡±¦*º ¹ ¡±���r ´¦±£�!¾¢�³x��¢�!��r¦±�«³x�a³�µÁ¦±£r�« §¦±£�!� ±�« v¿!, ��¦±£�³ ¹ ¦§²�³ ¹ ��¦���³ ¹ ¬«º
��$ ¦ £��v°�!
Â?!�!�� �?³� 3 ±��Âr¬«!�¿ ª £����r·´²�³ ¹��

�X��:�"�6�Y����3�!6�M�GA"F#��	�;"LY�� 698;"��� 
��³x¡@·^����º   ¹ ��!�¡±°^�« ±�«³x� º ¹ ¡±���r <¦±£�!� /! ²�!v��¡3 v¿

�X��:�69"�� � �F#�6 �A��"���M�8
����4@�A �
������ � � � 8
69��� �/8�6�47"�� V���� �E�E:= ��!�!69:��
BDCE85���!Y����
��:�"�6� 
�!�!6�:��!B C�8�69M��AGA:�����69"���Y7"������T6 �UY74@�U���[V��NS 8
<� ��!�!69:��
�;"�Y7� "L6�� �A�AY@C�"L:="�� B C�"��AY���� ST���EY@"��
��³x¡�µ ¡ ¹ ��¦ µ ¹ ¬ º
�« 3¢ ¹  / ±�«³x�� ¥�  3¢��«!��d¦±����¢}����º ³x¦±£�!�¡ �7�« 3!�¿

�;8 � � � "L69 ��	!!>�M
� "L434@�A���"� "F47"�6�Y7"N�
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� � � � � � � � � ��� � 	 �
� � � ���
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