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RESUME

I afhandlingen anvises der metoder til udvikling af en
rekke forskellige rumlige skivekonstruktioner, opbygget
af ens eller af fa forskellige skiveelementer.

V.h.a. de opstillede metoder opnas et bredt spektrum af
forskellige skivekonstruktioner, bade hvad angdr deres
statiske egenskaber (fra statisk bestemte til mange gan-
ge statisk ubestemte), og hvad angar udformningen af de
enkelte elementer (fra helt enkle til meget komplicere-
de).

I afhandlingen peges der ikke direkte pa praktiske an-
vendelser, men de fleste af de eksempler, som vises, er
valgt med henblik pd en mulig praktisk anvendelse. Nogle
af konstruktionerne danner saledes sammenhangende bgj-
nings- og vridningsstive planer, og kunne tznkes anvendt
som et alternativ til rumgitre.

Afhandlingens fe@rste afsnit omhandler, hvorledes geome-
trien for en skivekonstruktion bedst kan reprasenteres.

Det vises, at ndr man definerer den enkelte skives geo-
metri ved dens skeringslinier med naboskiverne, sa far

man en generel og meget hensigtsmessig reprzsentation.

Denne hensigtsma&ssighed beror dels pa, at man ud fra re-
prasentationen direkte kan opstille de statiske lige-
vagtsligningerne for de enkelte skiver, og dels pa at
man enkelt og overskueligt kan indfere @ndringer og kor-
rektioner af geometrien.

Denne reprasentation af en skivekonstruktions geometri
er dual til den made, hvorpa man normalt angiver en git-
terkonstruktions geometri. Dualismen bestdr i, at en-
keltskiver og samlinger i skivekonstruktionen transfor-
meres til knuder og stanger i gitterkonstruktionerne.
Dualismen mellem skive- opg gitterkonstruktioner udnyt-
tes i afhandlingens sidste afsnit.



I det andet afsnit gives der metoder til udledning af
rumlige skivekonstruktioner, opbygget af ens elementer -
eller fa forskellige elementer. Det viser, hvorledes
disse konstruktioner kan klassificeres efter deres topo-
logiske egenskaber, og hvorledes deres overordnede sta-
tiske egenskaber kan bestemmes. Endvidere opstilles der
en metode til skivefacettering af en vilkarlig flade,
sdledes at denne far optimale statiske egenskaber.

I afhandlingens sidste afsnit opstilles der dels metoder
til bestemmelse af gitter- og skivekonstruktioners sta-
bilitetsforhold, og dels gives der en fremstilling af
sammenhangen mellem gitter- og skivekonstruktioners sta-
tik. Denne fremstilling munder ud i en opstilling af de
transformationer, man skal anvende, hvis man vil beregne
en vilkarlig skivekonstruktion med et generelt gitterbe-
regningsprogram.



Indledning

I geometrisk henseende er en skivekonstruktion en
rumlig struktur, bestaende af plane elementer, sam-
let langs rette linier.

I denne rapport kaldes skivekonstruktioner for regu-
lere, nar deres udformning er styret af en systema-
tik, som bevirker, at der findes simple matematiske
relationer mellem de enkelte skiveelementers geome-
tri. Den simpleste matematiske relation mellem 2
elementers geometri er kongruens, og en vasentlig
del af rapporten omhandler skivekonstruktioner, hvor
alle elementer er kongruente eller kan inddeles i
grupper af kongruente elementer.

Formidlet med rapporten er, at analysere og geome-
trisk klassificere regulzre skivekonstruktioner, og
at opstille beregningsmetoder for dem med henblik pa
praktiske anvendelser.

Et vigtigt aspect ved skivekonstruktionerne er deres
tztte relation til gitterkonstruktionerne.

En skivekonstruktion bestar rent geometrisk af pla-
ner (skiver) og skaringslinier mellem planer (sam-
linger mellem skiver). En i geometrien ofte anvendt
transformation gdr ud pa at overfere planer i punk-
ter og skaringslinier mellem planer i forbindelses-
linier mellem de tilsvarende punkter. Anvendes denne
transformation pa de geometriske elementer i en ski-
vekonstruktion, fas et antal punkter, forbundet med
nogle rette linier.

Det viser sig, at transformationen kan indrettes sa-
ledes, at hvis man opfatter punkterne og forbindel-
seslinierne som en gitterkonstruktion, findes der en
simpel entydig forbindelse mellem geometriske og



statiske storrelser i skivekonstruktionen og gitter-
konstruktionen. De to konstruktioner siges at vare
hinandens duale [ 1].

Gitterkonstruktioner er systematisk undersegt og ud-
nyttet i mange ar, og en del af denne viden kan man
via dualtransformationen oversztte til en viden om
de tilsvarende duale skivekonstruktioner.

Hvor denne viden er af generel natur, f.eks. at an-
tallet af knuder sammenholdt med antallet af stanger
og understeotninger siger noget vasentligt om gitter-
konstruktionernes stabilitetsforhold, kan denne vi-
den direkte overszttes til en tilsvarende viden om
skivekonstruktioner. Ligeledes kan et generelt git-
terberegningsprogram ved tilfejelse af nogle simple
overszttelsesprocedurer anvendes til beregning af
skivekonstruktioner.

En stor del af de rumlige gitterkonstruktioner, som
anvendes i praksis, er udformet sdledes, at antallet
af forskellige knuder er minimalt.

Det viser sig imidlertid, at denne knudekongruens
ikke ved dualtransformationen overfgres i kongruente
skiveelementer, og skivekonstruktioner med kongruen-
te elementer kan derfor ikke afledes af de kendte
gitterkonstruktioner med ens knuder.

Behandlingen af skivekonstruktioner, opbygget af ens
elementer, er inspireret af krystallografien, idet
de fra et geometrisk synspunkt kan betragtes som
krystaller, hvor atomer og molekyler er erstattet af
plane elementer.



BESKRIVELSE AF EN SKIVEKONSTRUKTION.

Reprasentation af skive- oq gitterkonstruktion.

I dette og de folgende kapitler vil der ofte blive
henvist til dualtransformationen. Denne er udfgrligt
beskrevet i [ 1], og et resume er givet i kapitel 4.
I dette kapitel udnyttes den geometriske del af
transformationen.

Dualtransformationen kan enten transformere en ski-
vekonstruktion til en gitterkonstruktion eller en
gitterkonstruktion til en skivekonstruktion. Hvis
der transformeres fra gitter- til skivekonstruktion
bestdr den i, at punkter transformeres til planer,
og forbindelseslinier mellem punkter transformeres
til skaringslinier mellem de tilsvarende planer.
Transformationen fra skive- til gitterkonstruktion
er den omvendte, dvs. planer bliver til punkter, og
skeringslinier bliver til forbindelseslinier.

En gitterkonstruktion kan reprzsenteres geometrisk
af en rzkke punkter i rummet og nogle forbindelses-
linier mellem punkterne. Punkterne betegnes med

Zi = (2490 2550 244) (1)
. . .,
hvor (Zil’ Z550 Zi3) er koordinaterne til det 1i’te
knudepunkt.

Forbindelseslinierne angives ved de punkter, som de
forbinder - altsd ved en liste af formen

(Gpr K1) Gyr Xp)y eee (30 k) (2)

hvor j og k er numre pad punkterne.

En geometrisk reprazsentation af den duale skivekon-
struktion fds simpelthen, ved at saztte

Ay =2Z;, Ay = (339, a5, a43) (3)



hvor (ail' ai57 ai3) er koefficienterne til lignin-
gen for en plan pa formen

a;1%q + a;,%, + A 3%X3 = 1 (4)
Listen (2) overferes uforandret og angiver nu, iste-
det for forbindelseslinier mellem punkter, skazrings-

linier mellem de tilsvarende planer.

Konstanten 2 i udtrykket

Ai = ZZi

beror pa et valg. I sin generelle udformning har
transformationen fra punkt til plan formen

hvor kij er en 3x3 matrix med determinant #O.

Her er altsa valgt
2 00
k.. = [ 020 ] H
1J 002

Hvis man vil opbygge en model af en gitterkonstruk-
tion, er den information, som ligger i gitterrepra-
sentationen, i form af koordinaterne til knudepunk-
terne og listen indeholdende stzngerne, tilstrzkke-
lig til en entydig lesning, ndr man ser bort fra ud-
formningen af knuderne og stzngerne.

Stiller man sig den tilsvarende opgave for en skive-
konstruktion, at bygge en model pa grundlag af ski-
vereprasentationen (skiveplanernes ligninger og 1li-
sten indeholdende skzringerne), har denne opgave ik-
ke nogen entydig lesning.

Betragtes f.eks. folgende gitterreprasentation, be-
stdende af 6 punkter:
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Punkt 1 : 2, = (1,0,0)
Punkt 2 : Z, = (0,0,1)
Punkt 3 : Z; = (0,1,0)
Punkt 4 : 2, = (0,-1,0)
Punkt 5 : Zg = (0,0,-1)

Punkt 6 : Z¢ = (-1,0,0)
og 12 forbindelseslinier, givet ved numrene pa de
punkter, som de forbinder,

(,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4),

(2,6, (3,5), (3,6), (4,5), (4,6), (5,6)

kan man direkte bestemme den tilsvarende gitterkon-
struktion, som vist pa figur 1.

Z3

X7

Figur 1. Gitterkonstruktion svarende til en given
gitterreprzsentation.

N |

Den tilsvarende duale skivereprzsentation bestdr af
felgende 6 planer:

Plan 1 : 2%y, =1
Plan 2 : 23 = 1 ;
Plan 3 : 2%, =1 ;
Plan 4 : =-2%, =1 ;
Plan 5 ¢ -2x%x53 =1 ;
Plan 6 : =-2%; =1 ;
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og 12 skeringslinier reprzsenteret ved den samme li-
ste som for.

Informationen i skivereprzsentationen kan afbildes,
som vist pa figur 2.

4 3 4 3 1 6
2 ' 3 2
0l 2
5 1 5
6 1 4 3 3 4
2 1 2
(4] | 6l
5 6 5
Figur 2. Grafisk afbildning af skivereprzsentatio-
nen

Figuren viser de mgnstre, som dannes i hver plan af
de ¢vrige planers ska&ringslinier. Ved passende valg
af et sammenhzngende omrade i hvert af disse planer,
vil man kunne danne de skivekonstruktioner, som er i
overensstemmelse med den givne reprasentation.

Et naturligt valg vil vare de centrale kvadrater i
hver plan. I figur 3 er vist den skivekonstruktion,
som fremkommer ved dette valg.

Figur 3. Skivekonstruktion dannet af kvadrater

Der er ikke noget i vejen for, at kvadraterne kan
indeholde et hul, som vist pa figur 4.
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Figur 4. Skivekonstruktion dannet af kvadrater med
hul.

Denne skivekonstruktion er ogsa i overensstemmelse
med skivereprasentationen.

Udvides hullerne til at omfatte hele kvadratet, er
dette ogsa lovligt, hvis man i s& fald medtager no-
get af planen uden for det centrale kvadrat, som
vist pa figur 5.

=

N
NN
=l

Figur 5. Skivekonstruktion dannet af kvadrater med
hul.

Skivekonstruktionerne i figurerne 3, 4 og 5 viser,
at en og samme skivereprasentation kan reprzsentere
skivekonstruktioner af ret forskelligt udseende.
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Eksemplernes falles udgangspunkt giver sig geome-
trisk til kende ved, at de alle danner kanterne i en
terning.

Det fzlles udgangspunkt betyder i konstruktionsmaes-
sig (statisk) henseende, at ligevagtsligningerne for
de enkelte skiver er de samme i alle eksempler. Det-
te folger direkte af, at skivereprzsentationen enty-
digt definerer de linier, hvor skiverne overfegrer
forskydningskrzfter til hinanden. Man kan sige, at
skivereprasentationen indeholder den nedvendige og
tilstrazkkelige information til, at man kan opstille
ligevegtsligningerne for hver skive, hvilket er ens-
betydende med, at man kan afgere, om en given kraft-
fordeling er statisk mulig. Det er her forudsat, at
man kender de ydre krafters angrebslinier pa de en-
kelte skiver, og at eventuelle understetningsretnin-
ger ogsa er givet.

Skivereprazsentationen for en given skivekonstruktion
indeholder sdledes en vasentlig del af den informa-
tion, som er nedvendig, for at man kan foretage en
statisk beregning.
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Skivereprasentationen set i relation til en statisk
beregning.

For at undersgge, hvorledes skivereprasentationens
information skal suppleres, i afhzngighed af den de-
tailleringsgrad, beregningerne onskes udfert med,
betragtes forst den tilsvarende problemstilling for

en gitterkonstruktion.

I normale ingenigrmazssige beregninger af gitterkon-
struktioner forudsztter man, at stzngerne kun kan
overfgre tryk- og trzknormalkrazfter, og at alle de-
formationer sker i stzngerne, d.v.s. knuderne regnes
uendelig stive. Med disse forudsaztninger skal man
blot supplere de informationer, som ligger i gitter-
reprasentationen med oplysninger om de enkelte stan-
gers stivheder, for at man kan bestemme krzfterne i
konstruktionen.

Hvis gitteret er statisk bestemt, er gitterreprasen-
tationen alene tilstrzkkelig.

Overforer man direkte ved dualtransformationen, for-
udsetningerne om en gitterkonstruktions opfersel til
en skivekonstruktion, far man, at samlingerne kun
kan overfere forskydningskrzfter, og at alle defor-
mationer sker i samlingerne, mens skiverne er uende-
lig stive.

Hvis disse forudsatninger skal vzre rimelige for en
skivekonstruktion, md de deformationer, som sker i
samlingerne, tolkes som sammensat af 2 bidrag.

Det ene af disse bidrag hidrerer fra selve samlin-
gen. Sterrelsem af dette bidrag afhznger af samlin-
gens udfgrelse. Drejer det sig om svejste samlinger
i stalkonstruktioner eller limede samlinger i trea-
konstruktioner, vil det vare rimeligt at satte det
til o.
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Det andet bidrag skal tage hensyn til (simulere) de-
formationerne i de to skiver, som steder op til sam-
lingen.

Dette bidrag kan kun findes, hvis man kender de en-
kelte skivers konkrete udformning. Der skal ikke i
denne rapport nermere redegeores for, hvordan dette
bidrag kan findes, men en narliggende fremgangsmade
vil vare at anvende energimetoder. For regulzre ski-
vekonstruktioner vil der kun vazre f& forskellige
samlingstyper, og en skensmzssig ansazttelse af deres
relative stivheder vil ofte vare tilstrazkkelig til
en beregning af en skivekonstruktions principielle
konstruktionsmessige egenskaber.

Skivereprasentationen, suppleret med oplysninger om
samlingernes stivheder, udger altsa en tilstrakkelig
og nedvendig informationsmzngde til beregning af de
krefter, skiverne i en skivekonstruktion overferer
til hinanden, og ligesom det var tilfazldet for git-
terkonstruktionerne, er skivereprzsentationen alene
tilstrakkelig, hvis konstruktionen er statisk be-
stent.

En beregning af de krazfter, som de enkelte skiver
overferer til hinanden, kan man foretage ved hjazlp
af et generelt gitterberegningsprogram, suppleret
med procedurer, som kan foretage de fornedne dual-
transformationer.

@dnsker man en detaljeret beregning af spzndingerne
inde i de enkelte skiver, md skivereprazsentationen
suppleres med oplysninger om skivernes konkrete ud-
formning.

I statisk henseende er det sdledes naturligt at ind-
dele skivekonstruktionerne i klasser af konstruktio-
ner med samme skivereprzsentation.
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Skivereprazsentationen anvendt ved geometrisk beskrivelse

Inddelingen af skivekonstruktionerne i klasser med
samme skivereprazsentation frembyder ogsa fra et geo-
metrisk synspunkt mange fordele, og der skal derfor
nzrmere redegeres for skivereprasentationens egen-
skaber, og hvilke konkrete skivekonstruktioner en
given skivereprasentation kan reprzsentere.

Som tidligere omtalt, bestdr skivereprasentationen
af 2 dele. Den ene del er koefficienterne til lig-
ningerne for de planer, de enkelte skiver ligger i.
Bj = (8445 3450 343) 7
hvor planens ligning har formen

a..X

i1 X, + a..x, =1

ta;.%, i3%3

1

Denne del vil i det fglgende blive betegnet som den
geometriske del af skivereprazsentationen.

Den anden del er en liste af formen

(jl, kl)l (jzl kz), ®« o 0o oo

hvor hver parentes indeholder numrene pa 2 skiver,
som er samlet til hinanden. Denne del vil i det fgl-
gende blive betegnet som den topologiske del af ski-
vereprasentationen. ’

Det folger af den form, en plans ligning er givet pa

alx1 + azx2 + a3x3 =1,
at talszttet A = (0,0,0) ikke er lovligt, da
Ox1 + Ox2 + Ox3 =1 3

aldrig er opfyldt og derfor ikke fremstiller nogen
plan. Det felger ogsa, at planen gennem (0,0,0) ikke
kan fremstilles af en ligning af formen

alx1 + azx2 + a3x3 =1
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Disse formelle matematiske problemer, som kunne have
veret undgdet ved at valge mere generelle fremstil-
linger af en plan, afspejler imidlertid dualiteten
mellem punkt og plan, idet det duale punkt til en
plan gennem (0,0,0) er det uendelige fjerne punkt,
og den duale plan til et punkt, liggende i (0,0,0),
er den uendelige fjerne plan.

Fremstillingen

alxl + a2x2 + a3x3 =1

sikrer, at der for planer, som ikke indeholder
(0,0,0), er en entydig forbindelse mellem en plan og
dens ligning, d.v.s. at skivereprazsentationen er en-
tydig, og at der til en given skivereprzsentation
findes én og kun én gitterreprasentation.

Sammenhzngen mellem skive- og gitterreprazsentationen
er afhengig af det valgte koordinatsystem. Beskrives
et givet szt af planer og skeringslinier i forskel-
lige koordinatsystemer, fas forskellige gitterrepra-
sentationer.

Afbildes informationerne 1 skivereprazsentationen
grafisk ved, at man i hver plan optegner de @vrige
planers skaringslinier, udge¢r denne afbildning en af
koordinatsystemet uafhangig fremstilling af informa-
tionerne i skivereprzsentationen. Denne afbildning

kaldes skivereprzsentationens udfoldning.
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2.3.1 Skivereprazsentationens udfoldning.

Ved undersgogelse af skivereprazsentationens egenska-
ber viser det sig hensigtsmassigt at benytte udfold-
ningen.

I forste omgang betragtes igen det tidligere benyt-
tede eksempel, som var den duale skivereprzsentation
til et regulart oktaeder. Udfoldningen er vist pa

figur 6.
4 3 4 3 1 6
2 6 2
[ A
5 1 5
6 1 4 3 3 4
z 1 2
(4] B 8
5 6 5

Figur 6. Udfoldet skivereprasentation.

Der blev i begyndelsen af dette kapitel givet 3 kon-
krete eksempler pa skivekonstruktioner, som var i
overensstemmelse med denne udfoldning. Det skal nu
nzrmere underseges, hvorledes informationen i ud-
foldningen kan benyttes, nar den rumlige opbygning
skal foretages. Der betragtes eksemplet, hvor ski-
verne udgeres af de centrale kvadrater i udfoldnin-
gen. Der foreligger altsia 6 skiveelementer, marke-
ret, som vist pd fiqur 7.

2 6 2

4 [0 3 4 [2] 3 1 [3] 6
5 1 5
2 1 2

6 [& 1 4 [5] 3 3 [6] 4
5 6 5

Figur 7. Markerede skiveelementer.
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Markeringen pa disse elementer betyder, at f.eks.
siden 2 i element 1 skal parres med siden 1 i ele-
ment 2. Dette kan ggres pa 2 forskellige mader, som
vist pa figur 8.

Figur 8. De to forskellige mader, hvorpa element 1
og 2 kan samles til hinanden.

Set alene ud fra element 1 og 2 er disse parringer
lige gode, men nar man skal tilfeje element 3 og 4,
er dette kun muligt i tilfzlde A.

For at kunne tilfgje element 3, skal de 2 elementer
(tilfelde A) drejes i forhold til hinanden om deres
felles linie, sdledes at vinklen mellem 1linie 3 i
element 1 og linie 3 i element 2 bliver den samme
som vinklen mellem linierne 1 og 2 i element 3.
Denne drejning kan foretages ved, at element 2 enten
drejes ind i planen eller ud af planen, som vist pa
figur 9, hvor ogsa placeringen af elementerne 3 og 4
er vist.

% |9) (G B

Figur 9. De to muligheder for sammenbygning af
elementerne 1, 2, 3 og 4. Elementerne er
tegnet som gennemsigtige.
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I begge tilfzlde er anbringelsen af skiverne 5 og 6
entydig, og elementerne i figur 7 kan sdledes samles
pa 2 forskellige mader. I dette tilfxzlde er de to
opbygninger ens, hvis man fjerner markeringerne pa
skiverne, men det skyldes terningens symmetriegen-
skaber, idet det gazlder, at de to rumlige opbygnin-
ger, som en given samling markerede elementer kan
samles til, vil vzre hinandens spejlbilleder. Dette
fznomen er helt analogt til, at mange organiske mo-
lekyler findes i en hejre og en venstre udgave, som
er hinandens spejlbilleder. Fznomenet kendes ogsé
fra handskefremstilling, hvor man kun behgver et

mgnster for at kunne tilvirke bade hejre og venstre
handsker.
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Tripletten

Den her givne forklaring pa, hvordan man samler 6
kvadratformede skiver til en terning, ferer natur-
ligt til felgende.

En udfoldning kan opfattes som en punktmzngde, be-
liggende i et antal forskellige planer, hver karak-
teriseret ved et navn (nummer). Punkterne i hver
plan bestdr af nogle navngivne rette linier. Navnene
angiver, hvorledes linierne i de forskellige planer
skal parres med hinanden, idet linien n, i plan n,
skal parres med linien n, i plan n,. Dette udtrykkes
ved, at man skriver

nynz, Ngzny (5)
hvor det forste navn angiver planen, og det andet
navn angiver linien i den pagzldende plan.

Tre navhe n;n,n; angiver det punkt i plan n;, hvor

linierne n, og n; skerer hinanden. Man har derfor

n;nan; = nyny N ngng (6)

Reglerne for parring af linier medferer, at punktet
n;n,ng; i plan n, skal vare sammenfaldende med punk-
tet nznzgn; i plan n, og punktet nzn;n, i plan n;.
Dette angives topografisk ved

NznNzn; , NiNzNg, Nznyn, (7)

Indferes (6) i (7) fas

nzng 1 nny;, n;n, N n;n;, nzny; N ngn, (8)

Dette kaldes en triplet, og den udtrykker at:
Punktet n,n;n; i plan n, falder sammen med punk-
terne nzn;n, i plan n; og npnzn, i plan n; pa en
sadan made, at fplgende linier er parrede
nxn;, nsnp ;

Nyng, Nany H

N3Ny, NzNg .
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I skivereprazsentationen udger informationen om,
hvilke linier i hvilke planer som skal parres, den
topologiske del. I det konkrete eksempel er listen

(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,6)

(3,5),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6)

Hvert element i denne 1liste angiver en parring,
f.eks. udtrykker (2,4) parringen
24, 4 2 .

Altsa, at linien, markeret med 4 i plan 2, skal par-
res med linien, markeret med 2 i plan 4.

Som det fremgik af den made, en skivekonstruktion
blev samlet pa, indeholder parringerne ogsd indirek-
te information om hvilke punkter i planerne, som
skal vere sammenfaldende, og denne information kan,
som det er blevet vist, udtrykkes som tripletter.
Det skal nu vises, hvordan man ud fra skivereprasen-
tationens topologiske del kan danne disse triplet-
ter.

Der udtages fgrst 2 elementer fra listen, som har et
nummer fzlles. Disse 2 elementer reprasenterer 2
parringer og et punkt i den plan, hvis nummer er det
felles f.eks.

12n13 .

Disse 2 elementer derfinerer entydigt en triplet,
som det fremgar af det felgende:

12Nn13
!

21,12Nn13, 31 [gisljalparﬁesmedig]
]

23N21,12N0n13,31N3 2
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Da listen ogsd indeholder parringen 3 2, 2 3, er
tripletten i orden.

Herefter betragtes punktet
12N15
som ferer til tripletten

25NnN21,12Nn15, 51N52

Denne triplet er ikke i orden, da parringen 5 2, 2 5
(2,5) ikke er indeholdt i listen af parringer.

Samtlige lovlige tripletter, som kan dannes af li-
sten af parringer, er:

: 23N21,12N13,31N 3 2 123
: 24N21,12N14,41N 4 2 12 4
: 35N31,13N15,51N5 3 135
: 45N41,14Nn15,51N5 4 145
: 36N32,23N26,62N6 3 236
6: 24N26,62N64,460N4 2 2 46
7: 35N63,63N625,56N5 3 356
8: 54N56,65N64,46N45 456

Tripletterne kan entydigt udledes af skivereprasen-
tationens topologiske del, og i dette tilfzlde inde-
holder tripletterne ogsd alle parringerne i denne.
Denne entydige sammenhzng mellem parringer og trip-
letter gazlder ikke for alle skivereprzsentationer,
og der findes endog stabile skivekonstruktioner uden
en eneste triplet. Disse forhold illustreres lettest
ved, at man betragter den duale gitterreprazsentati-
on, som vist pa figur 10. |
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Z3

N

(6

/ \\\:
\\~1/_,_jzi:::;>2 Z2
; \‘SF

Figur 10. Det duale gitter.

Listen af tripletter angiver de punkter, hvor 3 pla-
ner, som er indbyrdes parrede, skarer hinanden. Det
ses, at hver triplet svarer til en trekant i gitte-
ret, og bestemmelsen af tripletter kan lige sd godt
tolkes som, at man bestemmer trekanter i det duale
gitter.

En skivekonstruktion uden tripletter er altsd den
duale til en gitterkonstruktion uden trekanter.

I de fleste i praksis anvendte gitterkonstruktioner,
indgar hver stang i mindst én trekant. Tilknytningen
af en stang til mindst én trekant, svarer i skive-
konstruktioners verden til, at hver samling indgar i
mindst én triplet.

I det folgende forudszttes det, at hver samling i en
skivekonstruktion indgar i mindst én triplet, og nar
dette er tilfzldet, kan skivereprazsentationens topo-
logiske del oversattes til et sat af tripletter.
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En skivereprasentation bestdr nu af koefficienterne
til de planer, de enkelte skiver ligger i samt et
set af tripletter, som angiver samtlige skerings-
punkter mellem 3 planer, som er indbyrdes samlede.
En grafisk afbildning af disse informationer kan lo-
gisk besta i, for hver plan at angive de punkter,
hvor 2 andre planer skarer den pagzldende plan. An-
vendt pa eksemplet, vil denne afbildning se ud, som
vist pa figur 11.

24 23 46 36 12 62
o O] © 0} O 0
M (2]
© 0) O] O] O] O]
54 53 4 3 15 65
62 12 54 53 32 42
0] © 0] O O 0]
(5] €]
O] o 0] o 10} o
65 15 66 63 3/ 45

Figur 11. Udfoldet skivereprasentation, hvor den
topologiske del er angivet ved et szt af
tripletter.

Numrene ud for punkterne angiver, hvorledes punkter-
ne skal forbindes med hinanden. - F.eks. skal punkt
2 4 1 plan 1 forbindes med punkt 2 3 og punkt 4 5.
Det er oplagt, at denne udfoldning, ndr punkterne er

korrekt forbundne, er identisk med den tidligere vi-
ste udfoldning.

Man kan sige, at de to mdder, udfoldningen er givet
pa, er duale, idet den duale definition til en plan
figur, givet ved nogle linier og disses skaringer,

er en figur, givet ved nogle punkter og disses for-
bindelseslinier.
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Set fra et manuelt eller edb-grafikmessigt syns-
punkt, er den sidste mdde (dette - at figurerne er
givet ved nogle punkter og deres forbindelseslinier)
den mest hensigtsmessige.

En udtegning af forbindelseslinierne mellem punkter-
ne i hver plan, kaldes basisudfoldningen.

De skiveelementer, som fremkommer af basisudfoldnin-
gen, kaldes skivereprzsentationens basiselementer.
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Fra udfoldning til konkret konstruktion.

Det skal nu underse¢ges, hvilke band en given udfold-
ning lagger pa udformningen af skiveelementerne. Der
betragtes igen det tidligere behandlede eksempel,
hvor udfoldningen udgeres af 6 planer.

Man skal i hver af de 6 planer valge et sammenhan-
gende omrade som skiveelement. Valget er kun begrzn-
set af, at alle skeringslinier mellem 2 planer pa en
strakning skal vare indeholdt i 2 skiveelementer.

Til illustration af valgmulighederne underseges det,
hvilke band en enkelt skives konkrete udformning
legger pa de e¢vrige. Det forudszttes f.eks., at ski-
ve 1 ser ud, som vist pad figur 12.

Figur 12. Valg af geometri for skive 1.

Valget er foretaget saledes, at skiven har kontakt
med samtlige skeringslinier i den pagzldende plan.

Punkterne, hvor skivens begraznsning sk&rer linierne
i udfoldningen, er betegnet med (a, b, c, 4, e, f,
g, h). De, til disse punkter svarende punkter i de
gvrige skiver, betegnes med (a’, b’, c¢’, d’, e’, £/,
g’, h’). Se figur 13.
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Figur 13. Geometrien af skive 1 overfort til de
resterende skiver.

Beliggenheden af punkterne (a’, b’, ..., h’) fas di-
rekte af de oprindelige. F.eks. er punkt a beliggen-
de pa linien 1 3 med givne afstande til punkterne
13209135, d.v.s. at punkt a ma ligge i skive 3
pa linien 3 1 med givne afstande fra punkterne 3 1 5
og 3 1 2.

Betragtes f.eks. plan 5, skal skiveelement 5 inde-
holde noget af linien h’c’, men man kan yderligere
af figur 13 slutte, at da h ¢ i skive 1 er en indre
linie, md den strazkning af h’c’, som skiveelement 5
indeholder, ligge pa randen, da sk&ringen ellers ik-
ke er fysisk mulig. Skiveelement 5 kan f.eks. vare
udformet pa en af de mader, som er vist pa figur 14.
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Figur 14. Udformning af skiveelement 5.

I forste tilfzlde er h’c’ en del af randen, mens
h’c’ i det andet tilfzlde er en slids, som ogsd er
en del af randen. Generelt har man, at en indre 1li-
nie i et skiveelement kun kan parres med en randli-
nie i et andet skiveelement.

I begge tilfzlde er parringen langs h ¢ altsa i
princippet mulig, men i slidstilfzldet kan selve an-
bringelsen af elementerne i forhold til hinanden kun
foretages, hvis de kan deformeres. Se figur 15.

Figur 15. Elementerne 1 og 5 placeret i forhold til
hinanden.

Nar man har bestemt sig for udformningen af element
5, kan man finde de nye band, som denne udformning
legger pa de resterende elementer. Herefter kan man
igen bestemme sig til udformningen af det naste ele-
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ment og sd fremdeles, indtil alle elementers geome-
tri er fastlagt. Det er saledes relativt enkelt at
finde et s&t skiveelementer, der er i overensstem-
melse med en given udfoldning.

Svaret pa, om disse elementer, uden at deformeres,
kan sammensazttes til en rumlig skivekonstruktion,
ligger naturligvis implicit i elementernes udform-
ning, men det er langt fra altid s& let at indse,
hvad svaret er, som i det netop behandlede eksempel.

I [ 2] er problemet beskrevet nazrmere, men ikke ud-
tommende.

En maske teoretisk utilfredsstillende, men praktisk
anvendelig metode til at fa rede pa dette sporgsmal .
bestar simpelthen i, at lave en model af konstrukti-
onen i et deformerbart materiale f.eks. kraftigt pa-
pir, for derefter at undersgge om den kan skilles
ad, uden at elementerne deformeres.
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Skiverepresentation for skivelementer i samme plan.

Skivereprasentationen har i det foregaende varet be-
skrevet i relation til et konkret eksempel. Denne
beskrivelse dzkker de fleste aspekter ved skivere-
presentationen bortset fra det tilfzlde, hvor en
skivekonstruktion indeholder flere skiveelementer,
som ligger i samme plan.

En skiverepresentation for en skivekonstruktion,
hvor flere elementer ligger i samme plan, vil i den
geometriske del indeholde flere planer med samme
ligning. Hvis elementerne, som ligger i samme plan,
ikke er indbyrdes samlede, men kun indirekte har
forbindelse med hinanden, frembyder elementer i sam-
me plan ikke noget problem.

Hvis elementerne i samme plan derimod er direkte
samlede, kan dette ikke umiddelbart beskrives af
skivereprazsentationen, da skaringslinien mellem to
sammenfaldende planer ikke er entydigt bestemt, idet
enhver linie i den fazlles plan kan opfattes som ska-
ringslinie.

Skivereprazsentationen skal derfor i dette tilfzlde
suppleres med nogle oplysninger, som kan udpege
hvilken eller hvilke af de uendelig mange skarings-
linier, som skal anvendes.

For at undgd, at udpegningen af de relevante ska-

ringslinier mellem skiver i samme plan @ndrer skive-

~ reprzsentationens udseende, defineres disse linier

ved hjzlp af hj=zlpeplaner og hjzlpesamlinger, som
vist pa figur 16.
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Figur 16. Samling mellem 2 elementer i samme plan.

Man kan sige, at kraftoverfegringen mellem skiveele-
menter, som ligger i forskellige planer, er geome-
trisk bestemt til at ligge i planernes skaringsli-
nie, mens kraftoverfgringen mellem skiveelementer i
samme plan er geometrisk ubestemt og kan finde sted
langs vilkarlige linier i den f@lles plan. Pa figur
17 er vist, hvorledes man, uden at skivereprzsenta-
tionens udseende &ndres, kan beskrive en kraftover-

foring mellem 2 skiver i samme plan langs 3 linier.
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Kraftoverforingen mellem n, og n, kan ske langs li-
nierne 1 2, 3 4 og 5 6.

N

m Ny

Hjzlpeplaner P Nygy Ngyy Nyga

Hjzlpesamlinger: (nl'nHl)’(nHZ'nz)’(nl’nHZ)’

NHj NH2
R P g g
. <~ _L7]
7 L ____ e ]
7z N 7
2 NH3

Figur 17. Samlinger mellem skiver i samme plan, be-
skrevet ved hjzlp af hjzlpeplaner og
hjzlpesamlinger.

Under forudsaztning af, at skivekonstruktioner med
flere elementer i samme plan behandles, som beskre-
vet i det foregdende, gzlder det, at enhver skive-
konstruktion har en skivereprazsentation.

Den omvendte formulering, at der til enhver skivere-
presentation svarer en skivekonstruktion, gzlder kun
under forudsztning af, at den topologiske del af
skivereprasentationen ikke indeholder samlinger mel-
lem skiveelementer, som ligger i samme plan, ligesom
den heller ikke ma indeholde samlinger mellem ele-

menter, som ligger i parallelle planer.
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Stabile og ustabile beskrivelse af et polyeder.

Som afslutning pa dette kapitel betragtes skive- og
gitterreprzsentationen fra en rent geometrisk be-
skrivende synsvinkel, og for simpelheds skyld be-
tragtes kun polyedre.

Det er klart, at enhvert polyeder enten kan beskri-
ves ved koordinaterne til dets hjernepunkter og for-
bindelseslinierne mellem disse (gitterbeskrivelse)
eller ved ligningerne til dets flader og disses ska-
ringslinier (skivebeskrivelse).

Betragtes den samlede mangde af polyedre under et,
kan den ene beskrivelsesmade vare ligesd god, som
den anden.

Betragter man et konkret polyeder, er der derimod
ofte grund til at foretrzkke den ene frem for den
anden.

Et tilfzldigt hexaeder (det polyeder, hvis regulare
variant er terningen) har en skivebeskrivelse, som
bestdr af ligningerne for 6 planer og 12 samlinger
(parringer).

Forestiller man sig disse oplysninger reprasenteret
i en datamat, vil den geometriske del blive repra-
senteret af flydende tal med en for datamaten karak-
teristisk afrundingsfejl, mens den topologiske del
kan reprasenteres eksakt af heltal.

Tages disse data helt bogstaveligt, kan de utvety-
digt tolkes som et polyeder med 6 flader, altsa et
hexaeder, hvis dimensioner pa nzr datamatens afrun-
dingsfejl ikke afviger fra det oprindelige hexaeder.
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Anvendes gitterbeskrivelsen pa det samme hexaeder,
vil denne bestd af koordinaterne til 8 punkter og en
angivelse af 12 forbindelseslinier mellem disse
punkter. Skal disse data reprazsenteres i en datamat,
vil koordinaterne til punkterne blive reprasenteret
af flydende tal, mens forbindelseslinierne kan re-
prazsenteres eksakt af heltal.

En bogstavelig tolkning af disse data forer ikke
til, at det drejer sig om et hexaeder, idet man pa
grund af afrundingsfejlene ikke 100% sikkert kan af-
gere, om 4 punkter ligger i samme plan.

Man kan sige, at skivebeskrivelsen af hexaedret er
stabil, idet beskrivelsen stadig beskriver et hexae-
der ved smd @ndringer af planernes placering. Om-
vendt er gitterbeskrivelsen af hexaedret ustabil,
idet selv en nok sa lille zndring af koordinaterne
til et af hjernepunkterne bevirker, at en eller fle-
re af fladerne bliver krumme. Se figur 18.

HEXAEDER HEXAEDER

A

IKKE HEXA-

HEXAEDER EDER

Figur 18. Stabil og ustabil beskrivelse af et
hexaeder.
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Betragtes 1 stedet oktaedret, giver 1lignende be-
tragtninger, at dette polyeder har en stabil gitter-
beskrivelse og en ustabil skivebeskrivelse. |

Konklusionerne vedrgrende hexaedret og oktaedret kan
uden videre generaliseres til vilkarlige polyedre,
idet der for et polyeder, hvor der til alle hijerner
steder 3 og kun 3 flader, gzlder, at dets skivebe-
skrivelse er stabil, mens dets gitterbeskrivelse er

ustabil, mens der for et polyeder, hvor alle flader
er trekantede, gzlder, at dets skivebeskrivelse er

ustabil, og dets gitterbeskrivelse er stabil.

Polyedre, som ikke kun indeholder trekantede flader
eller kun trekantede hjerner, har hverken en stabil
gitterbeskrivelse eller en stabil skivebeskrivelse.

Disse geometriske forhold afspejles direkte i poly-
edrenes konstruktionsmessige egenskaber, idet der
som pavist i [ 3] gzlder, at opbygges et polyeder,
som har en stabil skivebeskrivelse som en skivekon-
struktion, er denne statisk stabil, mens den udfert
som gitterkonstruktion er ustabil. Omvendt gzlder,
at en polyeder, som har en stabil gitterbeskrivelse,
er statisk stabil som gitterkonstruktion og statisk
ustabil som skivekonstruktion.

Polyedre, som hverken har en stabil skivebeskrivelse
eller en stabil gitterbeskrivelse, er ustabile, hvad
enten de realiseres som gitterkonstruktioner eller
som skivekonstruktioner.
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GENERERTING AF REGULZRE SKIVEKONSTRUKTIONER.

Som udgangspunkt for genereringen af regulzre skive-
konstruktioner betragtes basisudfoldningen af en
skivereprazsentation, hvor alle samlingerne indgar i
mindst én triplet. Som omtalt i forrige kapitel, fas
basisudfoldningen ved for hver skiveplan at bestemme
de punkter, hvor to andre skiveplaner skarer den pa-
geldende plan, og derefter forbinde disse punkter i
overensstemmelse med tripletterne. Det blev ogsa om-
talt, at de skiveelementer, som fremkommer af basis-
udfoldningen, kaldes skivereprasentationens basis-
elementer. Den manglende przcision i denne formule-
ring dzkker over, at ikke alle basisudfoldninger fo-
rer til basiselementer, der kan Kkarakteriseres som
skivelementer, og der skal derfor forst redegeres
for, under hvilke omstazndigheder en basisudfoldning
forer til basisskiveelementer.
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Basisskiveelementer.

Der betragtes en enkelt af skiverne i en skiverepre-
sentation, og for simpelheds skyld forudsazttes den
kun at vare direkte samlet til 4 naboskiver. Den du-

ale gitterreprzsentation til denne problemstilling
er vist pa figur 19.

Figur 19. Det duale gitter til en skive samlet til
4 naboskiver.

Knude I er det duale knudepunkt til den betragtede
skive, mens J, K, L, M er naboskivernes duale knu-
der. Naboskivernes skaringslinier med den betragtede
skive er vist pa figur 20.

L M

N

Figur 20. Udfoldning af skive I.
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Det antages nu, at hver samling indgdr i mindst en
triplet, og der md& derfor mellem naboskiverne til
skive I vare mindst 3 samlinger, f.eks. som vist pa

det duale gitter pa figur 21.
]

L

Figur 21. Det duale gitter, hvor hver samling ind-
gar i en triplet (trekant).

Tripletterne er IIM, IMJ, IJK, og basisudfoldningen
kan nu findes, som vist pd figur 22.

L M

IM

IM3

IJK

Figur 22. Basisudfoldningen.

Det ses, at denne basisudfoldning ikke danner et

skiveelenment.

Tilfpjes samlingen LK, bliver det duale gitter, som
vist pa figur 23.
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Figur 23. Det duale gitter.

Tripletterne er nu ILM, IJK, IKL, og den tilherende
basisudfoldning er vist pad figur 24.

Figur 24. Basisudfoldning svarende til firgur 23.

Skerer man langs forbindelseslinierne i denne basis-
udfoldning, fas et basisskiveelement.

Felgen af samlinger mellem naboknuderne i gitteret
pd figur 21 (LM, MJ, JK) kaldes for en gittervej
(vej er en grafteoretisk betegnelse), og felgen af
forbindelseslinier mellem tripletterne kaldes for en
skivevej. P4 tilsvarende made kaldes felgen af sam-
linger mellem naboknuder i gitteret pa& figur 23 for
en gitterkreds (kreds er ogsd en grafteoretisk be-
tegnelse), mens fplgen af forbindelseslinier mellem
tripletterne i figur 24 kaldes en skivekreds.
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I det givne eksempel har man altsd, at en gittervej
mellem naboknuderne til en given knude svarer til en
skivevej i den duale skiveplan til den givne knude,
som er en side kortere, og en gitterkreds svarer til
en skivekreds med samme antal sider.

Dette udsagn gzlder for vilkarlige veje og kredse og
for tilfzlde med et vilkarligt antal naboskiver
(knuder) .

En nedvendig betingelse, for at basisudfoldningen
for en given skive forer til et basisskiveelement,
er altsd, at der findes en kreds af samlinger mellem
naboskiverne til den givne skive. At denne betingel-
se ikke er tilstrazkkelig, ses af figur 25, hvor ba-
sisudfoldningerne, svarende til samtlige 4-kredse i
det duale gitter, er optegnet. En 4-kreds er en
kreds indeholdende 4 sider.

A ] . B y

IM3 IKL

Figur 25. Basisudfoldningen svarende til 4-kredse.
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Det ses, at kun basisudfoldningerne A og B fgrer til
et skiveelement, mens en skaring langs forbindelses-
linierne i tilfazlde C forer til 2 elementer.

Meget tyder pa, at det altid er muligt at finde en
gitterkreds, omfattende samtlige naboknuder til en
given knude, som fgrer til,at forbindelseslinierne i
den duale skiveplan danner et basisskiveelement.

Et basisskiveelement, som svarer til en enkelt git-
terkreds, er karakteriseret ved, at det kun er ele-
mentets rande, som indgar i parringer med andre ele-
menter.

Tilfpjes der stanger udover dem, som svarer til en

gitterkreds, fas basisudfoldninger, som vist p& fi-
gur 26.

Figur 26. Basisudfoldninger svarende til flere git-
terkredse.
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Skeres der efter samtlige forbindelseslinier i disse
udfoldninger, fas 2 og 3 elementer.

Basiselementet defineres derfor i dette tilfzlde som
det element, der fremkommer, nar man kun sk&rer
langs de ydre linier.

Det er klart, at basiselementer, defineret pa denne
made, kun direkte kan indgd som skivelementer i en
realiserbar skivekonstruktion, hvis de indre linier,
som elementerne indeholder, skal parres med randli-
nier i andre elementer. Har man derfor et tilfzlde,
hvor 2 basiselementer skal parres langs en indre li-
nie i begge elementer, md man forsyne hvert af dem
med en slids, som vist pa figur 27.

® .

Figur 27. Basiselementer indeholdende en slids.
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Placeringen af slidserne i de to elementer kan fore-
tages pa mange forskellige mader, blot de tillader
parringen IJ,JI, og ikke snitter nogen af elementer-
ne helt igennenmn.

Hvis f.eks. elementet i plan I snittes over langs
linien J, fas 2 skiveelementer, og det duale gitter
til dette tilfzlde bliver, som vist pa figur 28.

/

Figur 28. Gennemskzring af elementet i plan I.

Man har derfor, at den duale operation til en gen-
nemskering bestdr i, at erstatte en enkeltknude med
en dobbeltknude. Foretager man gennemskaringen af
element I, behgver element J i figur 27 ikke at in-
deholde nogen slids.

Pa grundlag af denne gennemgang kan der nu gives en
mere prazcis definition pa et basisskiveelement.
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Et basisskiveelement er et plant element, hvis rand
udgores af forbindelseslinier i en basisudfoldning

af en skiveplan, og hvis indre er markeret med ba-
sisudfoldningens resterende linier.

I tabellen pa figur 29 er vist hovedtilfzldene.




Basisudfoldning
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Basisskiveelement

Bem&rkninger

En skivekreds som skzrer
sig selv. Kan omdannes
til et basisskiveelement
ved stangombytning, se
afsnit 3.3.4.

Elementudformningen er
geometrisk bestemt uaf-
hengig af de ¢vrige ele-
menters udformning.

Elementudformningen er
geometrisk ubestent,
idet placeringen og
lengden af en evt. slids
langs den stiplede linie
afhz#nger af naboelemen-
ternes udformning.

Figur 29. Fra basisudfoldning til basiselement.
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Der findes altsd 2 hovedtyper af basisskiveelementer
- en med og en uden indre linier.

I det folgende betragtes 2 specielle klasser af ski-
vekonstruktioner. Den ene klasse af skivekonstrukti-
oner er opbygget af elementer uden indre linier.
Denne klasse er karakterisert ved, at alle samlin-

gerne er af typen rand-rand.

Den anden klasse er karakteriseret ved, at alle sam-
linger er af typen rand-indre linie. Elementerne i
denne klasse ma indeholde indre linier, men der kan
ogsa indga enkelte rene randelementer.

Den ferste klasse af skivekonstruktioner kan geome-
trisk klassificeres som facetterede flader, der kan
vere lukkede som f.eks. en kugle og en torus, eller
abne som f.eks. en hyperbolsk parabolide og en cy-
linderflade (halvaben). Topologisk kan de karakteri-
seres som encellede.

Den anden klasse af skivekonstruktioner ferer til
strukturer, som kan karakteriseres som flercellede,
idet kravet om, at alle samlinger skal vare af typen
rand-indre linie, forer til, at der hele tiden dan-
nes lukkede rum.

Forst behandles de flercellede skivekonstruktioner.
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Flercellede skivekonstruktioner.

Kravet om, at alle samlinger i denne klasse skal vea-
re af typen rand-indre linie bevirker, at konstruk-
tionerne i deres rene form ma vare uendelige. Dette
betyder, at fysiske modeller af denne klasse af ski-
vekonstruktioner enten ma afsluttes med nogle sam-
linger af typen rand-rand, eller at nogle af yder-
elementernes linier ma vare uparrede.

Behandlingen af flercellede skivekonstruktioner vil
her blive begrznset til kun at omfatte de periodi-

ske, dvs. de, som kan beskrives ved et motiv, som

gentages i forskellige retninger i rummet.

Begrznsningen til de periodiske bevirker, at samtli-
ge elementer i konstruktionen ma vare beliggende i
planer, som indgdr i 3 eller flere parallelbundter
af zkvidistante planer.

Som en yderligere begrznsning vil kun tilfzldet 3
hinanden ska&rende parallelbundter af &kvidistante
planer blive behandlet.

Der er flere forhold, som bevirker, at disse be-
grensninger ikke er sd indsnavrende, som man umid-
delbart kunne tro.

Begraznsningen til de periodiske er i teorien ikke en
indskrznkning, idet enhver fysisk realisabel skive-
konstruktion kan indga som en del af en periodisk
skivekonstruktion.

Begrznsningen til kun at behandle tilfazldet 3 paral-
lelbundter af planer, er der flere arsager til.
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Hovedarsagen er, at den geometriske figur, som dan-
nes, nar man skarer 3 parallelbundter af zkvidistan-
te planer med hinanden, altid er periodisk med et
parallellepipidum som motiv.

Tilfeldene 4 eller flere parallelbundter danner kun
periodiske figurer, nar afstandene mellem planerne i
de enkelte parallelbundter er relateret til vinkler-
ne mellem normalerne til de enkelte bundter pa gan-
ske bestemte mader. Dette emne er velbehandlet inden
for krystallografien, og kaldes loven om rationale
indices, se [10], og ud fra den kan man pa simpel

vis finde periodiske figurer, dannet af et vilkar-
ligt antal af parallelbundter af zkvidistante pla-
ner. En undersegelse af tilfzldene 4 eller flere pa-
rallelbundter af planer kan derfor behandles som
tilfeldet 3 parallelbundter af planer, gennemskaret
af 1 eller flere andre parallelbundter af planer.

Der betragtes nu 3 pa hinanden vinkelrette parallel-
bundter af =zkvidistante planer. Det generelle til-
felde, hvor planerne ikke stadr vinkelret pa hinan-
den, fas ved en affinitetstransformation. De grund-
liggende metoder for behandlingen af denne problem-
stilling er beskrevet i [2] "Rumlige periodiske
strukturer opbygget af plane elementer".

Fremstillingen i [2] er baseret pa et nummererings-
system for snitmgnstre i en plan. Man kan imidlertid
ogsd behandle problemstillingen uden brug af dette
nummereringssystem pa en mdde, som mere logisk haen-
ger sammen med udledeisen af tripletten i kapitel 2.

Planerne i 3 parallelbundter af ®kvidistante planer,
som star vinkelret pa hinanden, danner ved deres
skering et kvadratnet i hvert plan.
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Gives hver kvadratnetside i alle planerne et navn,
kan planernes skaringer med hinanden beskrives ved
et uendeligt szt af navneparringer.

De plane elementer, ud fra hvilke en flercelles ski-
vekonstruktion kan opbygges, udskzres fra planer,
indeholdende 1lignende navngivne kvadratnet, langs
siderne i nettene. En samling af sadanne markerede
elementer kan samles til en flercellet skivekon-
struktion ved at parre de navngivne kvadratnetsider
korrekt, hvis udskaringen af elementerne har fulgt
visse regler.

Tildelingen af navne til kvadratnetsiderne foretages
efter folgende konvention:

Hver linie i et kvadratnet gives et indiceret navn,
hvor index angiver den enkelte kvadratnetside pa 1li-
nien. Hvis 2 sider i forskellige planer skal parres,
gives de samme navn og samme index, hvor index pla-
ceres foroven og forneden for at skelne mellem de to
planer, som vist pa figur 30.

a"”
Qn+1 | Gp an-1
ah
~
a™! -
{
\ s—_un 1
c
-~ o Gn
y
\ é: un+1

Figur 30. Tildeling af navne til 2 linier, som skal
parres.
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Parringen af de 2 linier i figur 30 medfgrer felgen-
de uendelige szt af kvadratnetsideparringer

n-1 n+1)’ (9)

n
(an_lla )! (anla )l (an+lla

Da en parring af 2 kvadratnetsider medfgrer, at alle
siderne pad de 2 1linier er parrede, kan (9) ogsa
skrives som

(a;,a’) (10)

Det felger, at hvis alle linierne i alle kvadratnet-
tene er tildelt indicerede navne, md dette szt af

navhe have den egenskab, at de kan ordnes 1 par,
hvis deres parring skal svare til skaringen af alle
planerne i 3 bundter af planer. Parringen af linier-
ne skrives som

(agsah), (by,bh), ceen (xyxY), (11)

hvor x; og x' er navne tildelt linier i planer fra
forskellige bundter.

Betingelsen for, at szttet af indicerede navne kan
ordnes i par svarende til (11), udger kun en ngdven-
dig betingelse for, at parringen af navnene Kkan sva-
re til skzringerne mellem 3 bundter af parallelle
planer. En tilstrazkkelig betingelse fas ved, at man
betragter punkter, hvor 3 planer skerer hinanden.

Et punkt i et kvadratnet kan karakteriseres ved nav-
nene pad 2 kvadratnetsider vinkelret pa hinanden og
skzrende hinanden i punktet. Punkterne P og Q i fi-
gur 31 karakteriseres ved navnene

m 1
ab” (P) og a ..c” (Q)
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M+
Cl-2
p™ £C[_1
ﬂn-—1t On ans+ CIn+241 On+3
~5> pm-1 75» .
l

Figur 31. To punkter Kkarakteriseret ved navne pa
kvadratnetsider

. m
P: anb

Q: ah+3°1

Da der steder 4 kvadratnetsider op til hvert punkt,
kan de to kvadratnetsider, som karakteriserer punk-
tet, vaelges pa flere mader. Ved hvert af punkterne P
og Q pd figur 31 er der vist 2 pile, som peger i
retning af voksende index, og valget af navne er her
og i1 det folgende bestemt af disse piles positive
retning.

Det skal ogsa bemzrkes, at f.eks. punktet P kunne
defineres ved de to navne a og b uden index. Karak-
teriseringen af punktet v.h.a. 2 indicerede navne
bevirker, at denne ogsd indeholder information om,
hvordan de 2 linier er indiceret i forhold til deres
felles skaringspunkt, og dette udnyttes i det fol-
gende.

Skzringen mellem 3 planer i et punkt er vist pa fi-
gur 32.
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Figur 32. Sk®ring mellem 3 planer.

Informationen, indeholdt i figur 32, kan typografisk
skrives som
n m 1
c,a ,anb ' bmc (12)
og kaldes en menstertriplet, for at skelne den fra
den i kapitel 2 udledte triplet.

I princippet udtrykker megnstertripletten og triplet-
ten, udledt i kapitel 2 det samme, nemlig sk&ringen
mellem 3 planer i et punkt. Forskellen mellem dem
ligger i, hvorledes planerne og deres sk&ring be-
skrives (navngives).

I menstertripletten er de enkelte planer ikke navn-
givne, men de er Xkarakteriseret ved det navngivne
kvadratnet, de indeholder. I modsztning hertil angi-
ver tripletten i kapitel 2 skaringen mellem 3 navn-
givne planer.

I menstertripletten angiver 2 navne uden skilletegn
et punkt i et kvadratnet, mens 2 navne, adskilt af
et komma, angiver en parring mellem 2 kvadratnetsi-
der. Hvis alle punkterne i et givent szt af navngiv-
ne kvadratnet kan indordnes i et szt af menstertrip-
letter, sdledes at alle punkter tilhgrer én og kun
én menstertriplet, og menstertripletterne kun inde-

holder punkter fra sattet af kvadratnet, sa vil
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parringen af linierne fra de forskellige kvadratnet
svare til skaringen mellem 3 parallelbundter af pla-
ner.

Hvis disse planer er materielle, er skaringerne kun
mulige, hvis planerne indeholder snit mindst langs
halvdelen af kvadratnetsiderne. Dette opnas, hvis

man for hver parring mellem kvadratnetsider ag s a”

snitter langs en af siderne.

Det skal herefter vises, hvorledes man v.h.a. mgn-

. R g, TP By 1 Y 3 XED
2 LCL L.L-LP-LULLUII ANQll » VT

dratnet, fra hvilke plane elementer kan udskzres, sa
de kan samles til en flercellet skivekonstruktion.
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Bestemmelse af navngivne kvadratnet.

)

Som omtalt i indledningen, omhandler dette kapitel
kun periodiske flercellede skivekonstruktioner, og
derfor har kun de kvadratnet, hvor navnene er til-
delt pa en systematisk made, interesse.

Som udgangspunkt betragtes det tilfzlde, hvor alle
kvadratnet er tildelt de samme navne. Endvidere for-
udsazttes det, at navnene pa kvadratnetsiderne danner
et periodisk menster.

P& figur 33 er perioden 3 i kvadratnettets to ret-
ninger.

Co Ca
n m

b > a’
da ds

n | 2em

ba"' CE aS
ba| bs
+h | _aém

b [c*™” |a®
Cal| Cs
N

b c” a8t

do ds

ba+h Ca#h 3
bo| b3

+h +m +h +n
a®  b* e 1a® b7 et |8

Cq Ca Cas| C4f Cz| Cgzj|

Figur 33. Kvadratnet med navne, som danner et peri-
odisk menster med perioden 3 i begge ret-
ninger.

Periodiciteten medferer, at mgnsteret kan reprazsen-
teres af de 9 markerede punkter pa figuren.

Mgnsteret af navne i figur 33 er forst endeligt

fastlagt, nar vardierne af indexparametrene n og m
er bestemt.
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For at undersogge omyet szt af planer, alle indehol-
dende det pa figur 33 viste megnster, kan parres i
overensstemmelse med navhene, er det tilstrzkkeligt
kun at betragte de 9 markerede punkter og efterpro-
ve, om de kan indordnes i et szt af mgnstertriplet-
ter.

Punkt 1 er karakteriseret ved de to navne a2 bn. En

mgnstertriplet indeholdende disse 2 navne kan kon-
strueres som

n 2 n 2 n 1l
,azb , > a ,a2b ,bn > c,a ,azb ,bnc

2

Forste skridt fas ved, at a, skal parres med a”~ og
b" med bn' Andet skridt bestemmes af, at cla2 er det
eneste punkt i mensteret, som indeholder a2, og at
c4q skal parres med cl.

Hvis punktet bnc1 skal tilhere megnsteret, sa skal

bnc1 = b3cm+2 >n=3o0ogm-= -1

Mgnsteret er nu fuldstazndigt fastlagt, som vist pa
figur 34.

Figur 34. Kvadratnet med fastlagte navne og indici-
es.
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Det szt af tripletter, som pa denne made kan kon-
strueres, er:
2

c, a’, a, b3, b3 c; 9 1 5
2 2 2, Numre pa
b2 b=, b2 b=, bz b™i 4 4 4 skerings-
2 1 3. L punkter,
az ¢+ G b™, b1 a: 2 7 6 som indgar
3 3 3, i mgnster-
cy Cy Cy C, C3 C 8 8 8 triplet-
a, at, a, al, a, al; 3 3 3 | terne

Det ses, at hvert punkt i kvadratnettet indgar i kun
én mgnstertriplet, og at alle punkter, som indgar i

mgnstertripletterne, ogsa er punkterne i kvadratnet-
tet. Dette betyder, at et szt af planer, som alle
indeholder mgnsteret fra figur 34, kan parres sale-
des, at de indgdr i 3 parallelbundter af planer.

Mgnstertripletterne er her givet pa typografisk
form. P4 figur 35 er vist, hvorledes kvadratnettene
skerer hinanden, svarende til hvert af de 5 menster-
tripletter.
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& cra?, ayb?, bscl

__HS%

— beZ, bez, b2b2

=2
N
o
N

o
~

:

1
b & azc?, cybl, byal

C2

i

3
& c3c3, c3cd, c3cd

C3

v

& ajal, ajal, ajal

Figur 35. Menstertripletter vist geometrisk og ty-
pografisk.
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Udfra figur 35 kan man finde, hvorledes de 5 mgn-
stertripletter er placeret i forhold til hinanden i
rummet. P4 figur 36 er vist den indbyrdes placering
af 1. og 5. megnstertriplet.

o

Figur 36. Den indbyrdes placering af 1. og 5. trip-
let.

Metoden til bestemmelse af liniernes navne og deres
indicies i kvadratnettet pa figur 34 indeholder 2
faser. Forste fase bestdr i at fastlagge navnene pa
linierne og valge, hvorledes nogle af navnene skal
indiceres. I anden fase undersgges det, om disse
navne og de valgte indicies kan indga i lovlige mgn-
stertripletter. Hvis anden fase giver et positivt
resultat, far man samtidigt fastlagt, hvorledes de
navne, hvor indicies ikke er valg, skal indiceres.

Til yderligere belysning af metoden skal der bestem-
mes navne og indices pd et kvadratnet med perioden
6.

P4 figur 37 er vist et kvadratnet, hvor alle liniers
navne er fastlagt, og hvor indices er bestemt for
alle vandrette linier og en af de lodrette. De vari-
able indices, tildelt de resterende navne, medferer,
at nummereringsretningen for indices til disse navne
ogsa er fastlagt. Kvadratnettets periode er 6.
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v bn#.&'

= b1 L 4o
el

a! 6”4'/

73— E%n C2

Yy
o~
D

Q
Nl
2] o L
)

n2

a’ b
€7 ri és
B4
al’ 61141
I I
s e B
a‘ 6h
72
7 Q4 2 2

Figur 37. Kvadratnet med variabel indeks langs 5
lodrette linier. Perioden er 6.

Det skal nu underseges, om de 36 forskellige punkter
i kvadratnettet kan indgd i et szt af lovlige men-
stertripletter.

» 3,27, a7, a;a’, a; » a;a’, a;a, a;a

1 2 n
5 > bnb ’ bla azb

hvis denne mgnstertriplet skal vere lovlig ma

1 _ n+5 _
bnb = bzb > n=2

' blaz, a

og mgnstertripletten bliver

1 2 2
b2b ' bla ’ azb



61

Punkt_13:
3 1 3 1 3 m
» ©4@7, ® ¢c7, cja’, a; » e c, cya, aze
man far
1 _ qgt4 _ -
e c = egc >m=5o0g9 g 3
og mgnstertripletten bliver
1 3 5
egc, c,a’, aze” .
Punkt _19:
1 4 1 4 j o)
a, dla ' A, > dpd ’ dla ’ a4d
man—far
1 _ p+3 _
dpd = d4d > p =4
og mgnstertripletten bliver
1 4 4
d4d ’ dla ’ a4d .
Punkt 31:
1 6 1 6 r
£, fla r Qg > frf ’ fla ’ a6f
man far
1 _ r+l _ .
frf = f6f D>Yr =6 ;
og mgnstertripletten bliver
1 6 6
f6f ’ fla ’ a6f .
Samtlige variable indeks er nu bestemt, og kvadrat-

nettet bliver, som vist pa figur 38.
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-

Kl e Y

Ph

&

5]

pb‘

1
p L2

Figur 38.

Kvadratnet med fastlagte indicerede nav-

ne.

Sattet af tripletter som kan konstrueres er:

a.a

1

1

’

1
a.a,

a

.
’

.
14

~-e

~e

~-e

~e

~e

~e

~e

~e

~e

~e

~e

1

8

29

22

36

25

32

26

20

14

17

23

28

27

1

7

13

19

31

10

11

12

17

18

24

27

1

2

15

30

21

16

35

17

34

33

27

Numre pa
skarings-
punkter,
som indgar
i menster-
triplet-
terne.
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Det ses, at hvert punkt i kvadratnettet indgar i kun
én mgnstertriplet, og at alle punkter, som indgar i
menstertripletterne, ogsa er punkter i kvadratnet-
tet.

I appendix 1 er der angivet flere navngivne kvadrat-

net med forskellige perioder.
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Generering af plane elementer.

Det skal nu beskrives, hvordan man kan udskare ski-
veelementer fra et szt af materielle planer, inde-
holdende navngivne kvadratnet.

Nir planerne er materielle, er parringer langs de
forskellige linier i kvadratnettene kun mulige, hvis
disse linier indeholder snit, som tillader planerne
at skare hinanden. Det forudszttes i det felgende,
at snittene placeres saledes, at kvadratnettenes pe-

riodiske egenskaber ikke &ndres. Dette opnar man,
hvis alle kvadratnetsider med samme navn snittes
ens. Endvidere forudszttes det, at snittene fogrer
til, at der dannes endelige elementer, dvs. snittene
skal danne lukkede kredse.

Forst betragtes den enkleste lukkede kreds, som man
kan udskzre - et kvadrat. Fra kvadratnettet i figur

34 kan man f.eks. udskere det pa figur 39 viste kva-
drat.

Figur 39. Kvadrat udskaret af kvadratnettet pa fi-
gur 34.

Af markeringen kan man direkte aflzse, at siderne

markeret med a, og cl vil vere uparrede, mens de to

sider, markeret b2 og bz, skal parres, og elementet
forer til den pa figur 40 viste opbygning.
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8] az

bz %]

Figur 40. Opbygning bestaende af 3 kvadrater.

Udskzres istedet det pa figur 41 viste kvadrat, ses

det, at alle siderne vil vare uparrede, og elementet

giver ikke anledning til nogen opbygning.

by

b! c3
C2

Figur 41. Kvadrat, som ikke forer til en opbygning.

Af figur 34 ses det, at det ikke er muligt fra dette
kvadratnet at udskzre et kvadrat uden uparrede si-
der. Betragter man derimod kvadratnettet pa figur
38, findes der her et kvadrat uden uparrede sider,
og dette kvadrat fgrer til en terning, som vist péa
figur 42.
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Q,

R § - 7
Vv b1 Ve a
by

Figur 42. Element, som forer til en terning.
(Terningens 2 halvdele er for over-
skuelighedens skyld vist adskilte).

Udskerer man et enkelt kvadrat fra et kvadratnet, er
der altsd 3 tilfzlde. Enten forer kvadratet ikke til
nogen opbygning, eller ogsa forer det til en opbyg-
ning, bestdende af 3 elementer, eller det fgrer til
en terning.

Nar man udskazrer elementer, som er mere komplicerede
end et enkeltkvadrat, er tilfzldene ikke sad enkle at
overskue.
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3.2.2.1 Minimum- og maximum snitprocesser.

For at fa et overblik over, hvilke elementer med
tilhgrende rumlige opbygning, man kan aflede af giv-
ne kvadratnet, betragtes 2 forskellige snitproces-
ser.

Den forste gar ud pa felgende:

Der s¢ges lagt snit, som danner en lukket kreds,
idet der ikke ma snittes langs siden med navnet
n

i . . .
X (xn) hvie—der—er—snittet—langs—siden—med—havhet
xn(xn). Processen er afsluttet, nar snittene er be-

stemt langs samtlige kvadratnetsidepar X0 n".

Denne snitproces kan karakteriseres som en minimum
snitproces, idet den forer til, at der netop snittes
sa meget, at de enkelte planer kan sk&re hinanden.
Alle samlinger mellem elementer, fundet ved denne
proces, er af typer rand-indre linie, og den fgrer
derfor normalt til flercellede konstruktioner, som

kan udbygges i det uendelige i alle retninger.

Den anden snitproces gar ud pa felgende:
Der se¢ges lagt snit, som danner en lukket kreds,

idet der skal snittes langs siden med navnet xn(xn),

hvis der er snittet langs siden med navnet xn(xn).
Processen er afsluttet, nar der er dannet en lukket
kreds.

Denne snitproces kan karakteriseres som en maximum
snitproces. Alle samlinger mellem elementer, fundet
ved denne proces, er af typen rand-rand, og den fe¢-
rer derfor til éncellede konstruktioner.
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Betragtes de 3 forskellige enkeltkvadrater i forhold
til disse 2 snitprocesser, er snitprocessen, som fo-
rer til elementet pa figur 41, i overensstemmelse
med reglerne for minimumssnitprocessen, men da det
ikke forer til nogen opbygning, er det i denne sam-
menhzng uinteressant.

Snitprocessen, som ferer til elementet pa figur 42,
er i overensstemmelse med reglerne for maximumsnit-
processen, og samlingerne mellem disse elementer er
da ogsd af typen rand-rand, og terningen er éncellet
konstruktion.

Snitprocessen, som fgrer til elementet i figur 39,
er hverken i overensstemmelse med reglerne for mini-
mumsnitprocessen eller maximumsnitprocessen.

I det folgende vil der blive givet eksempler pa ele-
menter, udledt ved hjzlp af disse 2 snitprocedurer.

P4 figur 43 er minimumssnitprocessen anvendt pa kva-
dratnettet fra figur 34.
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Figur 43. Minimumsnitproces i kvadratnet.

Det er relativt let at vzlge snittene i minimumsnit-
processen, sdledes at man far hele planen opdelt i
lukkede kredse. I dette tilfzlde bliver alle de luk-
kede kredse, som vist skraveret pd figuren.

Med en samling af disse elementer vil en korrekt
parring af navnene fgre til en rumlig flercellet
konstruktion, som kan udbygges i det uendelige i al-
le retninger. P& figur 44 er vist sammenbygningen af
3 elementer.
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Figur 44. Sammenbygning af 3 elementer.

En anvendelse af maximumsnitprocessen pa det samme
kvadrat kan give det pa figur 45 viste resultat.

81 ag 83 aj_ S| 83

a® [p® et 1&8° b® it 1&°
bL bg b3 b1 bz bS

82 bi C3 bi Ca aa
c.l ¢ Ca 1l ¢ Ca

a® 1b® |c® Sl B
31 a as 83

a®> b® ic* 1a® ¥ |t |&°
b, bz| bs| byl ba| bs

a® bt c® & bt | |8®
Cy C Cs Cy C Cs

at p® ) fet p® B |8t
ai ad aa 81 a aa

Figur 45. Maximumsnitproces i kvadratnet.

Af figuren ses det, at hvert element (bestdende af 3

kvadrater) indeholder 2 indre navne c, o9 b>. Da
disse navne skal parres med navne, som ligger uden-
for elementerne, vil disse vare inaktive, nar man

samler elementerne.

En sammenbygning af elementer af denne type forer

til en facetteret plan, som vist pa figur 46.
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Figur 46. Facetteret plan, opbygget af elementer,
fundet ved hjzlp af maksimumsnitproces-
sen.
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Samlingstyper.

De to elementtyper, som er udledt, er typiske for
maximum og minimumsnitprocesserne.

Betragter man den ved hjzlp af minimumsnitprocessen
udledte elementtype, kan samlingerne mellem disse
elementer opdeles i 2 typer.

Den ene fremkommer, nar man parrer den indre linie
1

C 1 . i . pvrige
samlinger er parringer mellem en indre linie og en
elementrand, som ikke er en slids. Se figur 47.
Figur 47 viser ogsa den samlingstype, som elementer
udledt v.h.a. maximumsnitprocessen fgrer til.

slids-indre linie
xl-samling

’//’ indre linie-rand,

rand-indre linie

///’ x,-samling

rand-rand
v-samling

Figur 47. Samlinger mellem elementer bestemt ved
minimumsnitprocessen (x1 og x2) og maxi-

munsnitprocessen (V).
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Man kan let styre minimumsnitprocessen, sdledes at
man kun far xz—samlinger (ingen slidser i elementer-
ne), mens det ikke er muligt kun at fa Xy
uden at de enkelte elementer bliver uendelige (alle
rande bliver slidser).

-samlinger,

Nar man betragter skaringen mellem 2 planer, repre-
senteret ved elementer, findes der imidlertid endnu
en samlingstype, som vist pa figur 48.

N pa

//, rand-indre linie
T-samling

Figur 48. T-samling.

T-samlingen Kkan ikke forekomme mellem elementer
fremkommet af minimumsnitprocessen, eller mellem
elementer fremkommet af maksimumsnitprocessen.

Betragter man de 4 samlingstyper i forhold til de
beskrevne snitprocesser, kan dette fremstilles ske-
matisk, som vist pa figur 49.
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SNIT-

PROCES X1 X2 v T
MINIMUM +
MAKSIMUM 1 + +

MAKSIMUM 2 | +

MIDDEL 1 + +

Figur 49. Sammenhzng mellem snitproces og samlings-
type.

P4 figuren betegner maximuml den normale maximum-
snitproces, mens maximum2 er maximumprocessen modi-
ficeret sdledes, at slidser undgas.

Der kan imidlertid opstilles andre regler for snit-
processen, sdledes at der fremkommer andre kombina-

tioner af samlingstyper.

Snitprocessen med navnet middell pa figur 49, som
forer til V- og T-samlinger, er et eksempel pa en
sddan proces, og omtales i det felgende.
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Middelsnitprocesser.

Det blev i indledningen omtalt, at flercellede kon-
struktioner, hvor alle samlinger er af typen rand-
indre 1linie (xl- og xz-samlinger), er uendelige i
alle rummets retninger, og at fysiske modeller af
dem derfor mad afsluttes enten med nogle rand-rand

samlinger, eller ved at nogle at yderelementernes
sider er uparrede.

Den, pa figur 49 omtalte snitproces med navnet mid-

dell, kan opfattes som en metode til pa systematisk
vis at afgrznse en flercellet konstruktions udstrak-
ning i en af rummets retninger, sdledes at der frem-
kommer en i hovedsagen 2-dimensionel, flercellet
konstruktion.

Reglerne for snitprocessen middell kan ikke formule-
res sa eksplicit, som reglerne for maximum- og mini-
mumsnitprocesserne, og den vil derfor kun blive be-
lyst v.h.a. et eksempel.

Da snitprocessen skal fore til elementer, som kan
samles via V- og T-samlinger, tages der udgangspunkt
i et element, hvor samlingerne alle er V-samlinger

(et element fundet v.h.a. maximumsnitprocessen).

Der betragtes det pa figur 45 viste resultat af en
maximumsnitproces, og det undersgges, hvilke snit
der skal tilfejes, hvis en af de to uparrede kva-

dratnetsider c, og b3 skal andres til at vare indre

linier.

P4 figur 50 til venstre er indtegnet det ekstra

snit, som kvadratnettet mda indeholde, hvis f.eks. b3

skal vere en indre linie.
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dq da ds a4 3z ds ds dp ds d4 da ds
a> |b® lc* [a® [p® |c* |&° a® |b® lc* [&® [p® |c* |a
b1 bg b3 bl bg b3 b;]_ bz ba D1 DE ba
N
a® bt (@ ¥ Pp* |c® |&° a® |Ip* \\\a\\b1 c® |a
| Cy Ca Ca Cq Co Cs | Ca Co h [ Co Co
1 3 2 1 3 2 1 1 3 2 \ 2
a b C a D c a a b C ﬁ\a c a
d . do dsz dq do ds ds do dz N\ ds
a® |pb® |¢* 18® |p® [¢* i&° a® [b® |c* & b® |c* |a
D,l ba! Dbal D.i by b;T Dt bal Dai bsl baj Dg
a® bt [ ]° bt @ &7 a® bt | B2 Pt I s
c.l ca! cal c.l col cs colcal cob ool cal o
at Ip® I * I ¢ &t TR e S C S Sl
3.1 a1 3a1 a1 =& as a1 3 Py P 35

Figur 50. Tilfpjelse af ekstrasnit til maximumsnit-
processen.

Pa figur 50 tilhejre er vist de yderligere snit, man
mad tilfeje, hvis der skal dannes lukkede Kkredse.

Betragter man nu det saledes fremkomne element. be-
stdende af 4 kvadrater, indeholder det 1 uparret in-

dre side c, o9 2 parrede indre sider a2 og b3. Se
figur 51.
bs by UPARRET SIDE
c3 a? b!
/441_9J¢:: €2
ol __»ib3 c?
PARREDE SIDER a; az

Figur 51. Element med en uparret indre side og 2
parrede.

Da elementerne, som det fremgar af figur 50, ikke i
planen har fazlles sider, ma de to indre linier, som
indgar i parringer, fgre til T-samlinger; og da de
resterende sider alle indgar i rand-rand samlinger
er elementet i overensstemmelse med kravene til mid-
dell-snitprocessen. Pa figur 52 er vist den rumlige

opbygning, som elementet forer til.
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|

Figur 52. Flercellet konstruktion, som kun indehol-
der V- og T-samlinger. De lukkede cellers
synlige overflade er vist skraveret.

Snittene i middelsnitprocessen kan bade vare maxi-

mumsnit (xn og xn) og minimumsnit (xn og ikke xn).
Snittene kontrolleres ved, at de resulterende lukke-
de kredse ikke ma have fazlles sider, og at elemen-
terne ikke ma indeholde slidsen.

Middell-snitprocessen er som ettallet i navnet anty-
der kun én blandt flere middelsnitprocesser, som al-
le er karakteriseret ved, bdde at indeholde maximum-
snit og minimumsnit og den kombination af samlings-
typer, de resulterende elementer forer til.

Med disse snitprocesser og de udledte kvadratnet
(inclusiv de i appendix 1 givne), kan man udlede et
overordentligt stort antal forskellige elementtyper,
som hver fgrer til sin karakteristiske rumlige op-
bygning. |
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Plane elementers overordnede statiske egenskaber.

Som afslutning pa dette afsnit skal det vises, hvor-
dan man kan bestemme nogle af den rumlige opbygnings
statiske egenskaber, ud fra det markerede element.

Der betragtes elementet, fundet v.h.a. middell=-snit-
processen pa figur 51.

Elementet indeholder 12 kvadratnetsider (c1 er inak-

tiv), som skal parres med 12 kvadratnetsider fra an-

ol

dre elementer. Disse 12 kvadratnetsider svarer imid-
lertid ikke til 12 andre elementer, men kun til 8,

da siderne b1 og b3, b1 og b3, a, og 22 og a1 og a2

ligger pd samme linie. Hvert element er derfor di-
rekte samlet til 8 naboelementer. Da hver samling er
en samling mellem 2 elementer, svarer hvert element
derfor for 4 samlinger.

Betragtes den rumlige opbygning som en skivekon-
struktion, og lazgger man snit i alle samlinger, er
antallet af snit 4 gange antallet af elementer. og
da man for hvert element kan opstille 3 ligevagts-
ligninger, er antallet af overtallige snitkrazfter
lig antallet af elementer. Man har altsa, at en ski-
vekonstruktion, opbygget af elementer som pa figur
51, er lige sa mange gange statisk ubestemt som an-
tallet af elementer, nar man ser bort fra randeffek-
ter sasom uparrede sider og eventuelle understetnin-
ger.
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Skivefacetterede flader.

Ved skivefacetterede flader forstds, som omtalt i
indledningen til dette kapitel, flader, opbygget af
basisskivelementer, hvor alle samlingerne er af ty-
pen rand-rand.

Kravet om, at elementerne skal vare basisskiveele-
menter, medfgrer, at alle hjerner i en skivefacette-
ret flade ma vere 3-grenede svarende til, at den du-
ale gitterkonstruktion er trianguleret.

Hjerner, som indeholder mere end 3 grene, kan be-
tragtes som specialtilfzlde. Et 4-grenet hjorne kan
betragtes som to 3-grenede hjerner, liggende uende-
lig tet ved hinanden, som vist pa figur 53.

Figur 53. Et 4-grenet hjerne opfattet som 2 uende-

lig t®t ved hinanden liggende 3-grenede
hjerner.

P4 tilsvarende mdde kan n-grenede hjerner betragtes

som (n-2) 3-grenede hjerner, liggende uendelig teat.

Nar alle hjerner er 3-grenede, betyder det, at an-
tallet af kanter i facetterne er maksimeret, hvilket
igen betyder, at en skivefacetteret flade, betragtet
som skivekonstruktion, far den maksimale grad af
statisk ubestemthed eller den minimale grad af beva-
gelighed analogt til, at en triangulering giver de
bedste statiske egenskaber, ndr en flade realiseres
som en gitterkonstruktion.
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Skivefacetterede fladers krumningsmal.

Som udgangspunkt for behandlingen af skivefacettere-
de flader betragtes deres krumningsmal (Gauss-krum-
ning).

Som bekendt defineres krumningsmalet i et punkt af
en flade som produktet af hovedkrumningerne (storste
og mindste) i punktet. Se f.eks. [4].

Integreres krumningsmdlet over en lukket flade, af-
h&nger resultatet kun af fladens topologiske egen-
skaber. For enkeltsammenh&ngende flader som f.eks.
en kugleflade bliver resultatet af denne integration
4w, mens for flader med H huller giver integrationen
(1-H) 4w. En torus med et hul, f.eks. overfladen af
en kop med en hank, har derfor en total krumning pa
(1-1) 4w = O.

Overfladen af en skivefacetteret flade bestar af
plane facetter, retlinede kanter og 3-grenede hjor-
ner. Integrerer man over sadan en flade, er det kun
de 3-grenede hje¢rner, som giver bidrag, mens de pla-
ne facetter (begge hovedkrumninger er O) og de ret-
linede kanter (en hovedkrumning er 0) ikke bidrager
til den totale krumning.
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Positivt og negativt krummede hjerner.

Et 3-grenet hjernes bidrag til en flades krumnings-
mal kan findes af formel (13). Se f.eks. [3]

Ak3—grenet = 2 - (a+B+7) (13)

hvor a,B og v er vinklerne mellem kanterne, som ste-
der op til hjernet.

Hvis alle vinklerne mellem kanterne, som stgder op
til hjoernet, er mindre end 7, er hjernet positivt
krummet. Se figur 54.

Figur 54. Positivt krummet hjerne.

Eksistensen af dette hjerne krzver, at folgende er
opfyldt

a+ B+ <27 (14)

og hver af vinklerne skal vare mindre end summen og
storre end differensen af de 2 andre.

Hvis en af vinklerne mellem kanterne, som steder op
til hjernet, er steorre end w, er hjornet negativt
krummet. Se figur 55.
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a>Ttm

Figur 55. Negativt krummet hjerne.
Eksistensen af dette hjerne kraver, at folgende er
opfyldt
a+ B + v > 27 og (15)
a>B +71o0g |B -] <2r -a (16)

Hvis 2 af vinklerne er storre end v, kan hjernet ik-
ke eksistere.
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En facets bidrag til krumningsmélet.

V.h.a. (13) og kravet om, at alle hjorner skal vare
3-grenede, kan man direkte af antallet af kanter i
en facet afgere, hvilket bidrag facetten giver til
den totale krumning.

Summen af vinklerne i en polygon med n kanter, i det
folgende kaldet en n-kant, er

n
Za, = (n-2) (17)

En n-kant kan i gennemsnit indga i n/3 3-grenede
hjerner, og man far derfor dens bidrag til den tota-
le krumning som

AR ooy = N3 ¢ 27 - (7(n-2))

=T -
AKn-kant 3 (6-n) (18)
Af (18) ses, at en sekskant er Krumningsmessig neu-
tral, mens n-kanter med fazrre end 6 kanter giver et
positivt bidrag, og n-kanter med flere end 6 kanter
giver et negativt bidrag til den totale krumning.

For en trekant fas:

= -1
AKtrekant =T =7 (4w)

og da en flade he¢jst kan have en total krumning pa
4w, kan en skivefacetteret flade, hvori der kun ind-
gar trekanter, hejst have 4 facetter, svarende til
et tetraeder. Det skal her understreges, at dette
kun gzlder for skivefacetterede flader. F.eks. er et
oktaeder en facetteret flade, opbygget af 8 trekan-
ter, men facetterne er kun trekanter i geometrisk
henseende, idet oktaederet, opfattet som en skivefa-
cetteret flade, kan betragtes som opbygget af 6 fir-
kanter og 2 sekskanter, hvor 3 af kanterne i seks-
kanterne og 1 af kanterne i firkanterne er uendelig
korte, som illustreret pad figur 56.
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AN

Figur 56. Oktaeder opfattet som skivefacetteret
flade.

For en firkant fas

X _2r
firkant 3

og en skivefacetteret flade, hvori der kun indgar

A

= £ (am)

firkanter, kan derfor hejst have 6 facetter, svaren-
de til en hexaeder.

For en femkant fas

T _ 1
AKfemkant 37 12 (4m)

og det maksimale antal femkantede skivefacetter er
derfor 12, svarende til et dodekaeder.

For n-kanter, hvor n > 6 gazlder

AK 0

n-kant =
og da udtrykket for en flades totale krumning
KT = (1-H) 4w

kan give vilkarligt store negative totalkrumninger,
er der ikke de samme antalsmessige restriktioner pa
denne type skivefacetter.
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Flader med en totalkrumning pa oO.

Forst betragtes skivefacetterede flader udelukkende
indeholdende sekskantede skivefacetter. Da sekskan-
ten er krumningsmzssig neutral, ma de flader, man
sgger at skivefacettere med sekskanter, have en to-
talkrumning pa O.

Udover den lukkede torus, er de flader, som har to-
talkrumning O, de sakaldte tangentflader, se f.eks.

[4].

Af disse skal kun her betragtes planen og de cirku-
lere cylinder- og kegleflader, som umiddelbart ses
at have totalkrumningen O, da de alle har mindst en
hovedkrumning, som er O i alle punkter.

Planen og den cirkulzre cylinderflade er karakteri-
stiske ved, at de i alle punkter har samme krum-
ningsforhold, og det skulle derfor vere muligt at
facettere dem sdaledes, at alle facetter er ens.

Hvis facetterne er konvekse, kan der ikke dannes
3-grenede hje¢rner med negativ krumning, hvilket med-
forer, at alle 3-grenede hjerner ma have krumningen
O, svarende til de pa figur 57 viste plane facette-
ringer af planen og cylinderfladen.
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L\__EE’[H

~ L] L

Figur 57. Plan facettering af planen og cylinder-
fladen med sekskanter.

Hvis planen og cylinderfladen skal rumligt facette-
res, ma de bade indeholde 3-grenede hjg¢rner med po-
sitiv og negativ krumning, og dette medferer, at
nogle af hjgrnerne i sekskanterne ma vare indadgaen-
de.

Der findes 3 sekskanttyper med indadgaende hje¢rner,
som vist pa figur 58.

N
N

Figur 58. Sekskanter med indadgdaende hjerner.

Ingen skivefacetteret flade kan opbygges udelukkende
af type c elementer, da et 3-grenet hje¢rne hejst kan
indeholde et indadgdende hjerne. Forholdet mellem
antallet af indadgdende og udadgaende hjgrner kan
derfor hejst vaere 1:2.
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Dette forhold er netop opfyldt for elementtype b.
Alle 3-grenede hjg¢rner i en skivefacetteret flade,
opbygget med dette element, ma indeholde et indadga-
ende hjerne, hvilket medferer, at alle hjerner er
negativt krummet, og elementet kan derfor heller ik-
ke anvendes til at facettere en flade med total
krumning O.

Element a indeholder derimod den rette kombination
af indad- og udadgdende hjgrner til, at man bade kan
danne 3-grenede hjgrner med positiv krumning og med
negativ krumning.

Det i forrige afsnit udledte element, som kunne sam-
les til en rumlig skivefacetteret plan, er da ogséa
et type a element, da det netop indeholder et indad-
gdende hjgrne.

Med dette element som udgangspunkt kan man ved modi-
fikationer og @ndringer af elementgeometrien finde
frem til en rzkke andre 6-kant-elementer, som ogsa
forer til skivefacetterede flader.

Den rumlige opbygning med dette element kan afleses
af dets markering, som vist pa figur 59.

B C
by
a? b’ T
0 —» ¢
T €2
a 2 T
a a
A ’ 2_J¢
—»

Figur 59. Type a element med markeringer.
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Elementets hjerner (A,B,C,D,E,F) indgar i felgende 4
tripletter:

1 1 1
ala ' ala ' ala AAA
czbl, b1a3, a3c2 ~ DBF
b,b?, bb?, bb® ~ ccc
c3c3, c3c3, c3c3 ~  EEE

Hyppigheden af de forskellige tripletters forekomst
i den facetterede flade, udtrykt ved hjernenavnene,
kan udtrykkes ved felgende "kemiske" formel

(AAA), 3(DBF), (ccC), (EEE) (20)
Krumningsbidraget fra tripletterne bliver
PV £ A A A I 4
ARpan = 2|3t 3 %13 73
PN AU S & I 4
ARpgp = 27=|3 * 3 * 3 2
PV AU AU 4 I
ARoee = 2™ 3t 3+t 3] = 3
PV | AU S 4 I 4
ARggg = 272 * 3t 3] = 3

Summeres krumningsbidragene i overensstemmelse med
formel (20), fas

=0 _ T T T
AK =5 -35+5+5=0 (20)

i overensstemmelse med, at fladens totalkrumning er
0.

Betragter man elementet pa figur 59 pa formelniveau,
dvs. kun med navngivne hjerner, giver fglgende "ke-
miske" formel

(ABF), (DCE) (21)

ogsa en vinkelm®ssig korrekt sammensztning af ind-
og udadgdende hjorner i elementerne. Summeres der
efter denne formel, fas
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AK =

N
+
|
e
| S
I
(o]

Formlen ferer til en rumlig opbygning, som vist pa
figur 60.

L

Figur 60. Konstruktion opbygget i overensstemmelse
med formel (21).

Ud fra opbygningen af konstruktionen pa figur 60 kan
man bestemme en markering af elementet, som vist pa
figur 61.

Figur 61. Markering af element, som ferer til kon-
struktionen pa figur 60.
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3.3.2.1 Zndringer af elementers geometri.

Det skal nu undersgges, hvorledes man kan &ndre pa
allerede fundne elementers geometri, uden at deres
evne til at kunne sammenbygges til en skivefacette-
ret flade mistes.

Man kan umiddelbart opskrive fglgende szt af nedven-
dige betingelser, som en zndring af elementgeometri-

en ma opfylde, for at sammenbygningensevnen bevares.

1. Sider, som skal parres, ma ikke fa forskellig
langde.

2. Betingelserne for, at de positivt og negativt
krummede hjerner kan eksistere, skal stadigt ve-
re opfyldte.

At disse 2 betingelser ikke er tilstrzkkelige ses,
hvis man betragter den markerede firkant, som forer
til en terning.

kO b0

Figur 62. Markeret firkant og "lovlig" @ndring.

Den pa figur 62 viste zndring af elementgeometrien,
tilfredsstiller de to betingelser, men de kan kun
sammenbygges til en facetteret flade, hvis de bukkes
langs den stiplede linie, som vist pd figur 63.
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Figur 63. Facetteret flade, opbygget af @ndrede
firkantelementer.

Da hjernerne er 5-grenede, er fladen ikke skivefa-
cetteret.

I almindelighed vil en &ndring af en elementgeometri
fore til, at opbygningen med de @ndrede elementer
krzver, at disse bukkes om en eller flere af de li-

nier, som kan tegnes mellem elementets hjgrner.

Der findes imidlertid en bestemt type af @ndringer,
hvor de to betingelser er tilstrzkkelige, og det er
endringer, som bevarer alle vinkler mellem elemen-
ternes sider. Pa figur 64 er vist, hvorledes elemen-
terne, svarende til den rumligt facetterede cylin-
derflade og den rumligt facetterede plan, kan an-
dres.
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Figur 64. ZAndringer, som bevarer vinklerne mellem

elementets sider.

Det ses, at denne type &ndringer helt styres af ele-

menternes markering. Pa figur 65 er vist de tilsva-

rende rumlige opbygninger.



93

Figur 65. Opbygninger med elementer, hvor sidelang-
derne er andret.

De med 3 markerede akser pa figur 65 er 3-fold rota-
tionsakser for fladerne. Beskrives fladerne i koor-
dinatsystemer, hvor 3-fold rotationsaksen er en af
akserne, kan koordinaterne, svarende til denne akse,
multipliceres med et vilkarligt tal forskelligt fra
O, uden at fladerne azndrer karakter. En sadan multi-
plikation svarer til elementer, som vist pa& figur
66.
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Figur 66. Elementer med @&ndrede vinkler.

Det viser sig, at de vinkelbevarende ndringer og
denne multiplikation langs 3-fold symmetriaksen er
de eneste lovlige andringer for elementet, som fgrer
til den rumligt skivefacetterede plan.

Elementet, som fgrer til den rumligt skivefacettere-
de cylinderflade, kan derimod zndres pa flere andre
mader, uden at fladen azndrer karakter.

Betragter man dets opbygning pa figur 65, kan denne
opfattes som en rzkke terninger, placeret langs en
felles rumdiagonal og skzrende ind i hinanden. Man
fdr en analog flade, hvis man erstatter terningerne
med dobbelt pyramider, som skitseret pa figur 67.
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Figur 67. Terninger erstattet af dobbeltpyramider.

Betegnes vinklen mellem pyramidens flader og rumdia-
gonalen for u,, og har dobbeltpyramiden ialt 2 n
flader, bliver sammenhzngen mellem disse 2 storrel-

ser og fladernes geometri, som vist pa figur 68.
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Figur 68. Bestemmelse af dobbeltpyramidens flader.

Haves f.eks. u, = 60°, u, = 30° og r = 10 cm, fas

det pad figur 69 viste element.
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= 5 cnm
= 17.32 cm
= 20 cm
Figur 69. Element svarende til u, = 60°, u, = 30°

og r = 10 cnm.

Hvor meget dobbeltpyramiderne skarer ind i hinanden,
afheznger af hvilket sat af stiplede linier, paral-

lelle med elementets ¢gverste sider, man valger at
skere efter.

P4 figur 70 er vist en rumlig opbygning med dette
element.
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Figur 70. Rumlig opbygning med elementet fra figur
114.

Det her omtalte elements markeringer blev afledt af
en rumlig opbygning, bestemt af en sakaldt kemisk
formel. Denne rumlige opbygning kan imidlertid ogsa
findes v.h.a. et navngivent kvadratnet, vist pa fi-
gur 71, som ogsd viser den snitproces, som fegrer til
elementer, som kan sammenbygges til den rumligt ski-
vefacetterede cylinderflade. Kvadratnettet er taget
fra appendix 1.

ai ag 33 34 as ae a:l.
a® |b® lc* |d® e [f* |a® |b®
b1 ba b3 b4 b5 be b:l.
a® b* |¢® |d® {e* | |a® |b*
Ci Ca Cs C CS CG Ci
a |b® |c® |d* |e° 2 la* |p®
di d d3 d4 d5 dS di
N 4 143 2 |t s |5
€s] €2 _¢€ €4 Es| Ee| €4

Figur 71. Navngivent kvadratnet med snitproces.
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Det ses, at snitprocessen giver et dobbeltelement,
bestdende af 2 ens sekskanter med forskellig marke-
ring.

Denne markering ville man i e¢vrigt ogsd kunne aflazse
af den oprindelige rumlige opbygning pa figur 60,
hvis man her havde betragtet elementer, der ligger i
samme plan som et dobbeltelement.

Undersgger man de vinkelbevarende &ndringer, som
denne nye markering tillader, er de pa figur 72 vi-
ste &ndringer tilladelige, hvad de ikke er ifelge
den gamle markering.

d5 f3 L]

' o I

ds —»

b4 d?

f2 f3

Figur 72. Vinkelbevarende zndringer af dobbeltele-
ment.

Det, som denne #ndring medferer, afhznger af, om {,
som er forlazngelsen af elementets ene ben, kan ud-
trykkes som et helt multiplum af l®ngden af kvadrat-
netsiden eller ikke.
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Hvis { er n gange kvadratnetsidens lzngde, fas en
lukket cylinderflade, hvor cylinderens centerlinier
er en n-dobbelt 3-fold skruerotationsakse. Figur 73
viser fladen for n = 1.

=

=

\'4

/

Figur 73. Cylinderflade med 3-fold skruerotations-
akse.

Den med pil markerede knaklinie folger fladens ind-
adgaende kanter og danner en skruelinie.

Hvis ( ikke er et helt multiplum af kvadratnetsidens
lengde, fas en aben cylinderflade.

Generelt har man de pa figur 74 viste elementtyper,
som fgrer til lukkede cylinderflader.
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Figur 74. Elementer afledt af det pa figur 70 viste
markerede element.

S er sidelangden i kvadratnettet. For n=m fads en
flade med rotationsakse. For n#Zm fas en flade med
In-ml-dobbelt skruerotationsakse.

Elementerne, som fgrer til cylinderflader med 3-fold
skruerotationssymmetri, kan ogsa &ndres sdledes, at
3-fold skrueaksen @ndres til en p-fold skrueakse.
Der er ikke opstillet analytiske udtryk, hvormed ge-
ometrien for denne type elementer kan findes. I ste-
det er der udarbejdet et edb-program, der ud fra en
skivereprazsentation for en skivekonstruktion, dels
kan bestemme de enkelte elementers geometri, og dels
kan udtegne konstruktionen. De enkelte elementers
geometri kan enten fas som koordinaterne til deres
hjernepunkter eller som et plot af deres udfoldning
i en plan. Konstruktionen kan udtegnes enten som
projiceret pa en vilkarlig plan eller ved en per-
spektivisk afbildning. Programmet indeholder ordrer,
hvormed man kan translatere og dreje planer eller
grupper af planer, og det er derfor ret enkelt af
generere et szt af planer, der er placeret skruesym-
metrisk om en given akse. -
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P4 figurerne 75-77 er vist nogle resultater fra
korslen med dette program.

Figur 75. Rumligt facetteret cylinderflade med en
skrueakse.
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Figur 77. Rumligt facetteret kegleflade, fremkommet
ved dualtranslation af fladen i figur 76.

Figur 77 viser en rumligt skivefacetteret keglefla-
de. Denne flade er fremkommet af den rumligt skive-
facetterede cylinderflade ved fplgende simple trans-
formation.

Er ligningerne for planerne, som danner den rumligt
skivefacetterede cylinderflade, givet pa formen

aj1¥%, t ajox, + a;3%X; = 1 (22)

og er en vektor med samme retning som cylinderens
symmetriakse givet ved
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vV = (v1 R v2 ' v3)

bestidr transformationen simpelthen i at erstatte

(23)

ligningerne (22) med

(ai1+ vl) x1+ (ai2+ vz) X, + (ai3+ v3) Xy = 1 (24)
Denne transformation kaldes en dualtranslation, idet
koordinaterne til de duale knudepunkter til skiverne
i cylinderfladen er

_c_.l

Zi =32 (@437 3350 343)
og koordinaterne til de duale knudepunkter til ski-
verne i keglefladen er
7k _ 1 = 7 4 1g.
Zi = 2((ai1+ Vl)' (aiz+ vz), (ai3+ v3)) = Zi + 2V.
og en dualtranslation af en skivekonstruktion er
derfor identisk med en almindelig translation af den
duale gitterkonstruktion.

Alle de hidtil wudledte sekskanter er rent geome-
trisk, karakteriseret ved, at linierne AF og AC er
parallelle med linierne ED og DC, og at liniestyk-
kerne EF og BC har samme langde. Se figur 78.

A
AF # ED
AB # DC
F
0 BC # FE

Figur 78. Geometri for hidtil udledte elementer.
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Krever man nu yderligere, at siderne FE og BC skal

vere parallelle, far man et element, som vist pa fi-

gur 79.
A
F B AF # ED
AB # DC
0 FE # BC og
FE = BC
E C

Figur 79. Geometri for element med 3 par af
parallelle linier.

Den tidligere benyttede "kemiske" formel

(ABF), (DCE) (24)
giver for dette element en plan facettering af pla-
nen, da

AKABF = 27 - (A+B+F) = O

AKDCF = 2w - (D+C+F) = O

Anvendes istedet folgende "kemiske" formel
(AFC) , (DEB) (25)

fds en rumligt skivefacetteret plan, som vist pa fi-
gur 80.
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Figur 80. Rumligt skivefacetteret plan.

Betragtes konstruktionen pa figur 80, ses det, at
nogle af samlingerne ligger i forlazngelse af hinan-
den, og det medfgrer, at konstruktionen kan indehol-
de stringere, som vist pa figur 81.

\
SN
— NN

N AN Y N

Figur 81. Stringere indbygget i rumligt skivefacet-
teret plan.
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Skiverne i denne konstruktion ligger i 4 parallel-
bundter af planer, og inddeler man skiverne i 4
grupper, afhengigt af hvilket parallelbundt, de lig-
ger i, kan man dualtranslatere disse 4 grupper af
skiver efter 4 forskellige retninger. Disse dual-
translationer bevarer egenskaben - samling ligger i
forlengelse af samling, og stringerne kan derfor
fortsat vere retlinede. Selve den rumligt skivefa-
cetterede plan transformeres derimod til en rumligt
skivefacetteret hyperbolsk paraboloide, og stringer-

ne bliver nogle af de rette linier, som en sadan
flade indeholder. Se figur 82.

Figur 82. Rumligt skivefacetteret hyperbolsk para-

boloide, som kan indeholde retlinede
stringere.

Disse 2 dualtranslationer medferer, at alle skive-
elementer bliver forskellige, men v.h.a. det for be-
skrevne edb-program, kan man bestemme deres form af-

hzngig af sterrelsen og retningen af de 4 dualtrans-
lationer.

Man kan naturligvis ogsd rumligt skivefacettere med
elementer, som ikke alle er ens. P4 figur 83 er vist
en rumligt skivefacetteret plan, hvor der indgar 2
vﬁorskellige elementtyper.

Lo
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Figur 83. Rumligt skivefacetteret plan, indeholden-
de 2 forskellige elementer.

Det ene af elementerne er en konveks sekskant, mens
det andet element er en sekskant med 2 indadgaende
hjerner, og disse 2 elementer tilsammen indeholder
netop det samme forhold mellem indadgdaende og udad-
gaende hjgrner (1:5), som elementet med 1 indadgden-
de hjgrne.
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Skivefacettering af torus.

Som afslutning pa behandlingen af de flader, som kan
skivefacetteres med sekskanter, betragtes en torus
med 1 hul, der som tidligere omtalt, ogsd har en to-
tal krumning pa oO.

P4 figur 84 er vist en simpel madde, hvorpad man kan
facettere en torus.

Figur 84. Facetteret torus.

Facetterne udgeres af 6 firkanter og 2 sekskanter,
hvor sekskanterne har 3 ydre kanter og 3 indre kan-
ter. Denne type sekskanter adskiller sig fra normale
sekskanter, ved at summen af vinklerne er 6w, hvor
en normal sekskant har vinkelsummen 4w. Dette bety-
der, at disse sekskanter ikke er krumningsmzssig
neutrale, men giver bidraget

AK = 6/3 * 2w - 6w = - 27

til den totale krumning, og dette er grunden til, at

facetteringen pa figur 84, udover de 2 sekskanter,
indeholder 6 firkanter.
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Betragter man denne torus fra et statisk synspunkt,
haves, at de 2 sekskanter er statisk neutrale, mens
de 6 firkanter hver bidrager med -1 overtallige
snitkrafter ialt -6, og den negdvendige betingelse

for, at konstruktionen er statisk bestemt, er derfor
opfyldt.

Af figur 84 kan man imidlertid se, at hvis f.eks. de
3 indre firkanter var understettede, ville en pa-
virkning pad en af de ydre firkanter vinkelret pa
6-kanterne, kun kunne overfgres ved pladevirkning i
6-kanterne, og konstruktionen er derfor ustabil som
skivekonstruktion.

Facetteringen er ikke en skivefacettering, da nabo-
skiverne til sekskanterne ikke danner 1 men 2 skive-
kredse.

Man kan imidlertid ret let v.h.a. det tidligere om-
talte edb-program finde en skivefacettering af toru-
sen, hvor alle facetter er normale sekskanter, som
vist pa figur 85.

Figur 85. Skivefacettering af torus.

Denne skivefacettering ferer til en rumlig stabil 6
gange statisk ubestemt konstruktion.
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Flader med negativ totalkrumning.

Der skal herefter betragtes n-kanter, hvor n er
storre end 6. Som omtalt m& en opbygning med sadanne
elementer fore til flader med negativ totalkrumning,
hvor den numeriske vardi af totalkrumningen gar mod
uendeligt, nar antallet af elementer i opbygningen
gadr mod uendeligt. Fra topologien haves, at den ene-
ste flade, som kan opnd vilkarlig stor negativ to-
talkrumning, og som uden at skzre sig selv kan rea-
liseres i det normale 3-dimensionelle rum, er en
flerhuls torus. Som praktiske eksempler pa sadanne
flader kan nazvnes lukkede rgrsystemer og den indre
overflade i et tunnelsystem. Overfladen af en git-
terkonstruktion er ogsa en flerhuls torus, og man

kan derfor skivefacettere en gitterkonstruktion.

Forst betragtes snitprocesser i navngivne kvadrat-
net. P4 figur 86 er vist en snitproces i det navn-
givne kvadratnet fra figur 38.

3, 8z _ @ 34 ds 3 Q4

a3t bt oS q3 3 £5 a’ bt
b, ba Ds b bs be D,
a2 b® eS 42 o £4 a2 he
Cs| Cal Ca| C Cs! Cel Cq4
33 B> ot qt 5 £3 3° b5
d1 dg d d4 d5 ds d:l
34 b 2 dq® S £2 4 b
€4 €z Ea €4 s Es €4

@® p® 1e® |d® |c* |f* &% |p°®
fa| fo| fa| fa) fs| fs| f4

Figur 86. Snitproces som fgrer til et dobbeltele-
nment.
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Af figur 86 ses, at alle rande pa dobbeltelementet
indgdr i en rand-rand samling, og at alle indre 1li-
nier skal parres med linier uden for dobbeltelemen-
tet. Dobbeltelementet bestdar af en sekskant og et
ottekant, og dets bidrag til totalkrumningen er der-

for det samme som for en ottekant alene. Bidraget
bliver

_r - - _2m
ARy = 3 (6 - 8)

Da hvert hul i en flerhuls torus bidrager med -4w
til totalkrumningen, giver en opbygning med n dob-
beltelementer i gennemsnit
2
i3
Y g

huller.

S o3

Pa figur 87 er vist en rumlig opbygning med dobbelt-
elementet.

Figur 87. Rumlig opbygning med dobbeltelement be-
stdende af en sekskant og en ottekant.
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Opbygningen kan topologisk karakteriseres som et
sekskantnet, hvor en knude i dette net bestar af en
terning med 3 ben. Da hver terning er opbygget af 3
dobbeltelementer, og da hver terning stegder op til
3-huller, fas, at

3 dobbeltelementer ~ 3/6 huller >
1 dobbeltelement ~ l/6 hul

hvilket krumningsbetragtningen ogsa giver.

Ogsa mere komplicerede netvark kan skivefacetteres
med ens elementer. P4 figur 86 er vist et element,
som er fremkommet af en anden snitproces, i det pa

figur 86 vistemﬁéthivne kvadratnet.

31 ag as 84 as as ai

ai bi e5 dB C3 f5 ai bi
bi bg b3 b bs bG bi
a® b® 1e® |d® ic* |f* [|8® |b°
Cy Ca} C Ca; Cs| Cg} Ca
a® b® Je* d* |c® if® [ Ib°
d1 da ds d4 d5 dG di
a* p* e® |d® c® |{f® [&* |p*
€4 =R Es €4 Es s e,
a> p® 1e® |d® c* |f* |&° |p°®
fa fo fs fa fs fe f,
S be 4 d4 C2 fe 8 bE
as| 8-, as| a as!| as| a4

a b* e |d® |® [f° ia* |p*
b,} bai bs| b.l bs| be| b,

Figur 88. 12-kantet element fremkommet ved snitpro-
ces.

Hvert elements bidrag til totalkrumningen er:

AK = = 27

_m o
12-kant ~ 3 (6 = 12)

Pa figur 89 er vist en rumlig opbygning med dette
element.
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T

Figur 89. Rumlig opbygning med 12.kant-element.

P4 figuren er kun vist et lag af opbygningen. Topo-
logisk kan opbygningen karakteriseres som trekant-
net, hvor knuderne i nettet er terninger med 8 ben.
6 af benene indgdr i et trekantnet, mens de 2 reste-
rende forbinder dette net med et overliggende og et
underliggende net.
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Facettering af vilkarlig flade.

Som afslutning pa dette afsnit skal der opstilles en
metode til, hvordan man kan skivefacettere en vil-
kdrlig flade, saledes at skivefacetterne 1ligger i
plan med udvalgte tangentplader til fladen.

Denne problemstilling kan formuleres pa folgende ma-
de:

Givet den geometriske del af en skivereprasentation.
(Ligningerne til tangentplanerne i udvalgte punk-
ter).

Find den topologiske del, sdledes at basisudfoldnin-
gen giver enkeltsammenhzngende elementer uden indre
linier.

Som omtalt i indledningen til dette kapitel, medfe-
rer kravet om, at alle elementer skal vare enkelt-
sammenhzngende uden indre linier, at det duale git-
ter md have den egenskab, at forbindelseslinierne
mellem naboknuderne til en vilkarlig knude danner én

og kun én gitterkreds, hvori alle naboknuderne ind-
gar.

I det folgende forudsazttes det, at den flade, son
skal facetteres, er enkeltsammenhzngende, hvilket
medfeorer, at en flerhulstorus kun kan behandles,

hvis den opdeles i enkeltsammenhzngende sektioner.
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3.3.4.1 Det duale gitters topologi.

Hvis den flade, som skal skivefacetteres, er enkelt-
sammenhzngende og lukket, kan den duale gitterkon-
struktions topologi tegnes i en plan, sdledes at
gitterstengerne kun skzrer hinanden i knuderne. P&
figur 90 er vist det principielle udseende af et sid-
dant gitter, tegnet i et plan.

Figur 90. Dualt gitter til en skivefacetteret en-
keltsammenhazngende lukket flade.

Gitteret pa figur 90 kan karakteriseres som en tri-
angulering af det indre af en trekant. Det ses, at
trianguleringen af trekanten pad figur 90 har egen-
skaben, at forbindelseslinierne mellem naboknuderne
til en vilkarlig knude danner en gitterkreds, hvori
alle naboknuderne indgdr. Betingelsen for, at en
vilkarlig triangulering af det indre af en trekant
har den omtalte egenskab, er, at ingen knude md lig-
ge inden i en trekant bortset fra inden i den ydre
trekant. Pa figur 91 er vist en triangulering af en
trekant, som ikke opfylder denne betingelse.
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Figur 91. Triangulering af en trekant, som ikke er
dual til en skivefacetteret flade.

Gitteret pd figur 91 er i rumlig udgave et oktaeder
og et tetraeder med en falles trekant, som vist pa
figur 92, og fremkommer af dette, nar det betragtes
gennem den pa figuren med bolle markerede trekant.

- Figur 92. Et oktaeder og et tetraeder med en fzlles
: flade.

Et gitter, som indeholder knuder, som er indre knu-
der i andre end den ydre trekant, er derfor dualt
til en flercellet konstruktion.
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Trianguleringen af det indre af en trekant, hvor in-
gen knuder er indre knuder i andre trekanter end den

ydre, har nogle egenskaber, som her skal beskrives.

Det er klart, at man hverken kan tilfgje en stang
eller fjerne en stang. Derimod kan man flytte en
stang. Alle st®nger indgar i 2 trekanter, og den
firkant, sadanne 2 trekanter danner, kan derfor tri-
anguleres pa 2 forskellige mader, og det betyder, at
trianguleringen bevares, hvis man flytter en stang
fra den ene diagonal til den anden i en vilkéarlig
firkant. Bevarelsen af egenskaben, at alle knuder
kun er indre knuder i den omsluttende trekant, kan
man sikre ved kun at flytte stznger, der steder op
til knuder, hvis valens er storre end eller lig med
5, hvor valensen af en knude defineres som antallet
af stenger, som steder op til den.

For at eftervise rigtigheden af dette udsagn, be-
tragtes forst selve flytningen af en stang fra en
diagonal i en firkant til en anden uafhzngigt af
knudernes valenser. Umiddelbart kunne man tro, at
der var to tilfzlde afhzngigt af, om den betragtede
firkant er konveks eller ikke konveks, som vist pa
figur 93.
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<>

N
> A

Figur 93. Ombytning af diagonalerne i konveks og
ikke konveks firkant.

Ved flytning af diagonalen i den ikke-konvekse fir-
kant er der tilsyneladende blevet dannet en knude,
som ligger inden i en trekant. I topologisk forstand
er denne knude ikke en indre knude, idet den trian-
gulerede trekant kan tegnes, sdledes at en vilkarlig
firkant bliver konveks uden at den topologi, som den
reprzsenterer, ndres. Man kan ogsa sige, at stan-
gerne ikke behever at vare rette, som vist med stip-
let linie pd figuren. Det er klart, at man ikke kan
flytte en stang, som steder op til en knude med va-
lensen 3, idet valensen 2 ikke kan forekomme 1i en
triangulering. Flytter man en stang fra en knude,
som har valensen 4, far man en knude med valensen 3,
og en sadan vil altid vare en indre knude i en tre-
kant, som vist pa figur 94.
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Figur 94. En knude, men valensen 3 er altid en in-
dre knude i en triangulering.

Flytter man en stang fra en knude med valensen 5,
fds en knude med valensen 4. Af figur 95 ses, at
denne flytning aldrig kan fere til, at knuden bliver
en indre knude.

Figur 95. Flytning af en stang fra en knude med va-
lensen 5.

Lignende gzlder ved flytning fra knuder med valenser
steorre end 5.
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3.3.4.2 Bestemmlse af facetteringen v.h.a. stangflytninger i
det duale gitter.

Nar man skal skivefacettere en enkeltsammenhazngende
lukket flade efter udvalgte eller givne tangentpla-
ner til fladen, kan problemstillingen beskrives ved
en skivereprasentation, hvor den geometriske del er
ligningerne til tangentplanerne, og den topologiske
del er topologien af en trianguleret trekant, hvor
antallet af knuder er det samme som antallet af tan-
gentplaner til fladen.

Lesningen pd problemet vil vare at finde det szt af
lovlige stangflytninger i den triangulerede trekant,
som bevirker, at alle facetter bliver enkeltsammen-
hengende.

Det viser sig nu, at denne lgsning kan findes rent
geometrisk af en basisudfoldning af skivereprzsenta-
tionen uden andre krav til topologien af den trian-
gulerede trekant, end at forbindelseslinierne mellem
naboknuderne til en vilkarlig knude skal danne en
gitterkreds, omfattende alle naboknuderne.

Der betragtes en vilkarlig firkant i den triangule-
rede trekant, som vist pa figur 96.

Figur 96. Firkant, som indgdr i en trianguleret
trekant.
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Det, som skal findes, er den virkning, en udskift-
ning af stang IK med stang JL har pd basisudfoldnin-
gen.

Det er klart, at denne udskiftning kun bevirker n-
dringer i basisudfoldningen for skiverne I, J, K og
L, mens alle andre skivers basisudfoldning vil vare
uforandret.

Basisudfoldningen for skiverne I, J, K og L er vist
pa figur 97.

IJK 1JK

ILK

TJK

ILK

Figur 97. Basisudfoldning af 4 skiver.
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Tripletterne IJK og IKL, som er vist pd udfoldnin-
gerne, svarer til de 2 trekanter IJK og IKL pa figur
96. Af topologien i figur 96 felger, at felgende li-
niestykke i basisudfoldningen skal vzre lige store.

L i skive I =1I i skive L (IL = LI)
Jn " I=1I" " J (IJ = JI)
K" " I=1I" " K (IK = KI)
Jw w EgK=Kw v g (KT = JK)
L" " K=K™" " L (KL = LK)

Ved flytningen af stangen forsvinder tripletterne
IJK og ILK, og erstattes med tripletterne IJL og
KJL. Basisudfoldningen for skive I zndres, som vist
pa figur 98.

13K

IJL

Figur 98. Zndringen af basisudfoldningen for
skive I.

Basisudfoldningen for skive K a&ndres tilsvarende,
som vist pa figur 99.
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TJK
I
ILK KIL
L L
K K |
3 ' 5 |
| |
/ /
/ /
// d
4
-~ ~
// //
- L~

Figur 99. Zndringen af basisudfoldningen for
skive K.

Andringerne af basisudfoldningerne for skiverne J og
L kan nu findes ud fra, at ®ndringerne af skiverne I
og K har medfert, at liniestykkerne L og J i skive I
og J og L i skive K har faet nye langder.

P4 figur 100 er vist hvorledes.
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KL]

ILK

Figur 100. Zndringerne af basisudfoldningerne for
skiverne L og J.

Pa figur 101 er skematisk vist, hvad flytningen af
stangen betyder afhengig af basisudfoldningens udse-
ende.
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Figur 101l. Virkningen af en stangflytning.
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Ved hjzlp af det tidligere omtalte edb-program, som
kan finde basisudfoldningen, svarende til en vilkar-
lig skivereprasentation, kan man nu finde en skive-
facettering til en vilkdrlig flade, idet man til et
givent szt af tangentplaner valger en topologi, sva-
rende til en triangulering af de til tangentplanerne
svarende duale knuder, og derefter far programmet
til at lave basisudfoldningen.

Hvis trianguleringen er valgt ud fra et vist kend-
skab til, hvor pa den flade, som skal facetteres,
tangentplanerne er beliggende, kan man direkte
v.h.a. figur 101 aflase hvilke stangflytninger, man
skal foretage for at fa enkeltsammenhzngende elemen-
ter. Hvis den triangulering, man har valgt, ligger
langt fra le¢sningen, dvs. der skal foretages mange
stangflytninger, kan det vare meget vanskeligt at
overskue hvilke stangflytninger, der forer til en
enkeltsammenh&ngende elementer, og det kan derfor
vere negdvendigt at forsege med flere forskellige
trianguleringer.
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3.3.4.3 Facettering af et skibsskrog.

Som et eksempel pa en anvendelse af de her beskrevne
metoder, skal det vises, hvordan man kan modellere
den dobbeltkrumme overflade af et skib.

Et skibs form er normalt givet ved en linietegning,
som bestdar af et antal lodrette snit vinkelret pa

skibets lzngdeakse og et antal vandrette snit. Se
figur 102.

C)Zs ,21 . 18 A1 12 ,.\9 e
\ le2 126 les T 48 /
\‘{ 420 &L ) &7 N2 N3 y
\* 4 'QJ ¥ Y
&4
\ 4\49 y 4@ 7 13 JP\40 Vs '?' /
\ g -y -7 ~ /

Figur 102. Linietegning af jolle.

@verst i figuren er vist de vandrette snit og i mid-
ten de lodrette. Pa disse snitkurver er der valgt et
antal sammenhgrende punkter (1-26).
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Til hvert par af sammenhgrende punkter kan man gra-
fisk bestemme en tangent i en lodret og i en vandret
plan, og ud fra disse tangenter kan man bestemme
ligningen for tangentplanen, svarende til hvert
punktpar.

Skibets begransning opad (lenningen) er bestemt af
nederste tegning, som viser skibet set fra siden. P&
denne er valgt 5 punkter (27-31), hvor man grafisk
kan bestemme en tangent, beliggende i en lodret
plan. Tangentplanerne gennem disse punkter forudsat-
tes at ligge pad en cylinderflade med vandret akse
vinkelret pa skibets midterplan.

Da skibet er symmetrisk om dets midterplan, behand-
les kun den ene halvdel. Midterplanen har nummer 24.

Disse 31 punkter, hver svarende til en tangentplan,
placeres nu som knuder i en trianguleret trekant.

P4 figur 103 er vist hvilke punkter, punkt 8 er for-
bundet med.

: CER i ——
21 Sl 1 4 12
20 4;’ 44 .'\-‘n s "
23 — P “\ B
] P ) 4 &E-!E-n.::::>\~“
49 4 (1

Figur 103. Nabopunkter til punkt 8.

P4 figur 104 er vist resultatet af en behandling af
disse data med det for omtalte edb-program. Figuren
viser det facetterede skrog, set fra samme vinkler,
som pa figur 102.
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Figur 104. Facetteret skibsskrog.

Ved bestemelsen af facetteringen blev der foretaget
4 stangombytninger i den fgrst skennede triangule-
ring, for at nd frem til den triangulering, som sva-

rer til, at alle facetter er enkeltsammenhangende.
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3.3.4.4 Fordele oq ulemper ved skivefacettering af dobbeltkrumme
flader.

Idet der is®r refereres til skibseksemplet, skal der
kort redegeres for fordele og ulemper ved skivefa-
cettering af dobbeltkrumme flader.

For at starte med ulemperne, er den mest igjnefal-
dende den, at en flade med fordelte krumninger ap-
proximeres af en flade med krumningerne koncentreret
i punkter og linier.

Derudover ma den manuelle bestemmelse, ved visuel
inspektion af en udfoldning af den triangulering,
som feorer til enkeltsammenhzngende facetter, ogsa
betegnes som en ulempe.

Fordelene ved skivereprazsentation er felgende:

1. Nemt at finde fladens udfoldning og dermed frem-
stille materielle modeller af fladen.

2. Skivereprazsentationen er let at handtere matema-
tisk, hvilket medferer, at man kan opstille
simple algoritmer for f.eks. en flades sk&ring
med en plan, som vist pa figur 104, hvor den op-
rindelige linietegnings vandrette og lodrette
snit er indlagt pa det facetterede skrog.
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e

‘\\\\j"_;-;ii§
R

Figur 105. Lodrette og vandrette snit i facetteret

skrog (fed streq).

En flades krumningsforhold kan umiddelbart aflee-
ses af facetteringen.
(3 konvekse hjerner = positiv krumning,
2 konvekse og et konkavt hjorne = negativ
krumning).

Der kan opstilles simple algoritmer for areal og
volumenberegninger.
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Analyse af skivekonstruktioner.

Som omtalt i indledningen til denne rapport, er sam-
menhzngen mellem en skivekonstruktion og dens duale
gitterkonstruktion sa fuldstandig, at man kan bereg-
ne en skivekonstruktion statisk v.h.a. et generelt
gitterberegningsprogram, hvori der er indbygget nog-
le simple transformationsformler. I det felgende vil
det blive vist, hvordan man kan udlede nogle af dis-
se formler. En mere fuldstzndig udledning er givet i
[21.
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Stabilitetsforhold.

Nar man anvender et gitterprogram med tilherende
transformationsformler pd en skivekonstruktion, kan
man af resultaterne bl.a. se, om den beregnede kon-
struktion er stabil eller ustabil, idet de fleste
programmer stopper og giver en mere eller mindre
forstdelig udskrift, hvis de sazttes til at beregne
en ustabil konstruktion.

Dette er en ret besverlig made at undersege en kon-

struktions stabilitet pa, og iszr hvis man stdr i en
situation, hvor man skal valge mellem alternative
udformninger, er der behov for simplere metoder.

Inden transformationsformlerne udledes, skal selve
stabilitetsproblemet derfor ferst behandles. Sammen-
hzngen mellem en skivekonstruktion og den duale
gitterkonstruktion bevirker, at de har samme stabi-
litetsforhold. I det fglgende betragtes derfor kun
stabiliteten af gitterkonstruktioner.

En negdvendig betingelse for at en gitterkonstruktion
er indvendig rumlig stabil, er at

s >3k - 6 (26)

hvor s er antallet af stenger, og k er antallet af
knuder. Dette resultat fas simpelthen ved at sammen-
holde antallet af ubekendte stangkrazfter med det an-
tal ligevagtsligninger, som kan opstilles.’

I det folgende forudsazttes det, at (26) er opfyldt,
og det skal undersgges, hvilke supplerende betingel-
ser man Kkan opstille, sdledes at disse sammen med

(26) udger en ngdvendig og tilstrzkkelig betingelse
for stabilitet.
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Konstruktioner, der opfylder (26), men alligevel ik-
ke er stabile, kan vare ustabile af 2 &arsager, som
illustreret pa figur 106.

7

'S ed7d

Figur 106. Topologisk og geometrisk ustabilitet.

Konstruktionerne er plane gitterkonstruktioner, som
begge opfylder den til (26) analoge betingelse for
plane gitre. I konstruktion I er arsagen til ustabi-
liteten, at den ene firkant har 2 diagonalstaznger,
mens den anden ingen har. Ustabiliteten kan elimine-
res ved flytning af en stang og den benzvnes derfor
som topologisk. I konstruktion II er A&rsagen til
ustabiliteten, at stzngerne, som steder op til knude
A, ligger i forlzngelse af hinanden. Ustabiliteten
kan elimineres ved, at knude A flyttes sdledes, at
stzngerne ikke lazngere ligger pa linie, og denne ty-
pe ustabilitet kaldes derfor geometrisk ustabilitet.

I komplicerede rumlige gitterkonstruktioner kan det
vare vanskeligt direkte at afgere, om konstruktionen
indeholder nogle af disse typer pa ustabilitet, og
der skal derfor opstilles en metode, som succecivt
kan forenkle en konstruktion, uden at dens stabili-
tetsforhold forandres.

Den fg¢rste forenkling man kan foretage er at fjerne
knuder med valensen 3. (Valensen 2 hvis det er et
plant gitter). At dette ikke #&ndrer konstruktionens
stabilitetsforhold, felger direkte af, at de ydre
krefter, som virker pa en knude med valensen 3, kan
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oplegses efter de 3 staznger, som steder op til knu-
den, og overferes til naboknuderne. Oplgsningen ef-
ter de 3 stangretninger er ikke mulig, hvis de 3
steznger ligger i samme plan (2 stznger pa linie i
det plane tilfzlde), og man har derfor, hvis dette
er tilfzldet, fundet, at konstruktionen er geome-
trisk ustabil.

Det er langt fra altid, at denne forenkling er til-
strekkelig til, at man kan overskue konstruktionen.

Flytter man en stang i konstruktionen, #ndres nogle

af knudernes valenser, og man kan derfor opna, at
flere knuder far valensen 3 og kan fjernes. De
stangflytninger, som @#ndrer konstruktionens stabili-
tetsforhold, kan ikke benyttes, men i nogle tilfazlde
kan man, ved at betragte en statisk bestemt delmzng-
de af knuder og steznger, identificere nogle stabili-
tetsbevarende stangflytninger.

Har man i konstruktionen f.eks. 4 knuder, som ligger
pa en ret linie og forbundet med 3 stznger, er dette
en statisk bestemt en-dimensional gitterkonstrukti-
on, og de 3 stzngers eneste funktion er at oprethol-
de den indbyrdes afstand mellem knuderne. I praksis
vil 4 knuder, liggende pa en ret linie, forbundet af
3 steznger, altid se ud som tilfzlde A pa figur 107,
men rent stabilitetsm®ssigt kunne knuderne 1ligesa
godt vare forbundet, som i tilfazldene B, C og D.
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.- e——»9 e O

Figur 107. Stabilitetsmassigt &kvivalente mader at
forbinde 4 knuder med 3 stanger.

Kaldes tilfzlde A en gittervej, har man helt gene-
relt, at en gittervej, som forbinder n knuder, som
ligger pa en ret linie, kan stabilitetsmassigt er-
stattes af et vilkarligt gittertrz, som forbinder de
samme n knuder. Et eksempel pa en anvendelse af det-
te, er vist pa figur 108.

L 2
(4 /. Vi ’
4744 /4440 I4 ’

Figur 108. Bestemmelse af stabilitet for plant git-
ter ved stangombytning og fjernelse af
knuder med valensen 2.

Det ses, at det forenklede gitter er geometrisk
ustabilt.

Hvis den delmengde af stznger og knuder, som man be-
tragter, udger en statisk bestemt plan gitterkon-
struktion, er flytningen af en stang fra en diagonal
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til en anden i en firkant ogsa stabilitetsbevarende,
ligesom man kan bytte om pa en side og en diagonal.
Se figur 109.

Figur 109. Stabilitetsmzssigt ®kvivalente mader at
forbinde 4 knuder, som ligger i samme
plan, med 5 stanger.

Betingelsen for, at disse flytninger er stabilitets-

bevarende, er, at 3 af knuderne ikke ligger pa ret
linie.

Som eksempel pa anvendelse af dette, betragtes det
pa figur 110 viste rumgitter.
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Figur 110. Reduktion af rumgitter ved ombytning af
diagonaler i plane firkanter, og fjernel-
se af knuder med valensen 3.
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Rumgitteret i figur 110 bestdr af regulare tetraedre
og halve regulzre oktaedre. Det har 12 knuder og 30
stenger og opfylder derfor netop (26). Det er geome-
trisk ustabilt, da det reducerede gitter indeholder

en knude med valensen 3, hvor de 3 stznger ligger i
samme plan.

Ustabiliteten giver sig konstruktionsmassigt til
kende, ved at gitteret ikke kan optage de pa figuren

viste 4 krazfter, som svarer til en vridningspévirk-
ning.

Man kan ogsd have en delmzngde af staznger og knuder,
som udger en statisk bestemt rumlig gitterkonstruk-
tion. P4 figur 111 er vist et dobbelttetraeder.

Figur 111. Stangflytning i dobbelttetraeder.

Betingelsen for, at stangflytningen er stabilitets-
bevarende, er, at ingen af de 2 nydannede tetraedre
har alle knuderne til at ligge i samme plan.

Med de her opstillede regler for stangflytning og
fjernelse af knuder med valensen 3 (2), vil man kun-
ne bestemme stabilitetsforholdene for en lang razkke
almideligt forekommende gitterkonstruktioner, men
man kan meget let konstruere et eksempel, hvor disse
regler ikke er tilstrazkkeligt, og meget tyder pa, at
dette vil vare tilfzldet lige meget, hvor mange reg-
ler man finder.
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Et eksempel pa en konstruktion, hvor de opstillede
regler ikke er tilstrzkkelige, er vist pa figur 112.

/\

VARV

Figur 112. Plant gitter, hvor stabilitetsforholdene
ikke kan bestemmes, ud fra de opstillede
regler.

Gitteret pd figur 112 bestar af siderne i en regular
sekskant og 3 diagonaler. Ingen af de opstillede
regler tillader en &ndring af dette gitter. En ana-
lyse af gitteret viser, at det er geometrisk usta-
bilt. Hvis en af knuderne flyttes indad i sekskan-
ten, sdledes at 3 af knuderne ligger pa linie, bli~-
ver den derimod stabil, som vist pa figur 113.

Figur 113. Reduktion af modificeret sekskantgitter.
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Som omtalt, er det ikke sikkert, at de her beskrevne
regler for stabilitetsbevarende stangflytninger al-
tid forer til et positivt resultat, og i en edb-al-
der er det nazppe umagen verd at opstille yderligere
regler for stangombytning, som kan hdndteres manu-
elt, da det kan forudses, at disse for det forste
sandsynligvis aldrig vil kunne dazkke alle t@nkelige
tilfelde, og for det andet vil blive ret komplicere-
de og vanskelige at handtere.
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4.2 Dualtransformationer.

Der skal herefter udledes nogle af de transformatio-
ner, som gor det muligt at foretage en statisk ana-
lyse af en skivekonstruktion v.h.a. et generelt git-
terberegningsprogram. Som tidligere omtalt, er disse
transformationer udferligt beskrevet i [2].

Der betragtes en terning, opfattet som en skivekon-
struktion, og et regqulart oktaeder, opfattet som en
gitterkonstruktion. Fladerne i terningen og knuderne

i oktaederet nummeres, som vist pd figur 114.

Figur 114. Nummereret terning og oktaeder.

Sidelangden i terningen er C og den halve hgjde af
oktaederet er D. En samling i terningen karakterise-
res ved numrene pa de 2 flader, som steder op til
samlingen, mens en stang i oktaederet karakteriseres
ved numrene pa de 2 knuder, som stangen forbinder.
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Det viser sig nu, at ligevagtsligningerne for ter-
ningen og ligevegtsligningerne for oktaederet ligner
hinanden sa meget, at de kan bringes til at veare
identiske, hvis C = D, og hvis man valger en passen-
de sammenhzng mellem belastningen pa terningen og
belastningen pa oktaederet.

Forst betragtes ligevagtsligningerne for terningen.
Hver flade i terningen gives en positiv omlgbsret-

ning, svarende til en udadrettet drejningsvektor
midt i hver flade. Der tznkes lagt snit i hver sam-

ling, og ligevegtsligningerne for hver flade opstil-
les. Som ligevagtsligninger viser det sig mest hen-
sigtsmessigt at benytte momentligevagt om samlinger.

For flade 1 haves:
Moment om samling 23

23 _
t1y G+t CH M =0

hvor t’erne er forskydningskrzfterne i samlingerne,
som vist pd figur 115.

Figur 115. Krazfter pa skive 1.

Q, er den ydre kraft pa skive 1 og er beliggende i

skive 1’s plan, og M23 er denne krafts moment om
1

samling 23.
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Tilsvarende fas ved moment om samling 35 og 45

35
t14 C + tl2 C + MQ1

t._c+ t.. c+ M

12 13 0, - ©

For de ¢vrige flader fas analoge ligninger.

Herefter betragtes oktaederet. Stangkrzfterne regnes
positive som trzk. Moment om stang 23

S D+ S

23 _
12 D+ My" =0

15

hvor S’erne er stangkrzfterne, som vist pa figur
11s6.

Figur 116. Krazfter pa knude 1.

23

er denne
P,

Pl er den ydre kraft pa knude 1 og M

krafts moment om stang 23.

Tilsvarende fas ved moment om stang 35 og 45

35 _
Sj4 D+ Sy, D+ M =0

a5 _
12 13 P,
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For de gvrige flader fas analoge ligninger.
Det ses, at de 2 ligningssystemer er identiske, hvis

D=C og
MgJ - MI;J (27)
i i

hvor i gennemlgber tallene 1-6, og dubletten KJ an-
giver samlinger henholdsvis stanger.

Nar (27) er opfyldt, er forskydningskrafterne mellem
terningernes flader lig stangkrazfterne i oktaederet,

og (27) kan derfor benyttes til at transformere
krefter, som virker pa terningen til krafter, som
virker pa oktaederet.

I det felgende skal det vises, hvordan (27) fungerer
for givne krafter pa terningen.
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4.2.1 En kraft langs en terningkant.

@ o

Figur 117. Transformation af skivepavirkning til
gitterpavirkning.

Det ses,,at kraften Q langs samlingen 14, virkende
pa skive 1 i den positive omlgbsretning, transforme-
res til kraften P, virkende i stangretningen 14, og
at |Q| = |P|, idet disse to krafter vil opfylde
samtlige ligninger
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4.2.2. En kraft parallel med en terningkant.

Den simpleste made at anvende ligningerne (27) pa3a,
er at oplese kraften Q efter terningens kanter.

X2

Figur 118. Kraft parallel med samlingerne 12, 15, 62
og 65.

Q oplgses efter kanterne, horende til skiverne 1 og
2, som vist pa figur 118.

<,

/

Figur 119. Kraften Q oplest efter kanterne 14, 15,
13, 24 og 23.

Moment om samling 45 giver

= - 1
Q3 =72 (x5 +3)
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idet der er indlagt et koordinatsystem midt i ter-
ningen, og terningen forudszttes at have sidelangden
CcC = 1.

Moment om samling 14 giver
= - 1

Projektion pa 15 giver
Q5 = @

Projektion pd 24 giver

Qg = Q3 = -9 (%, +3)

Projektion pa 14 giver
— - _ 1
Q4 = Q3 =72 (%3 +3)
Krzfterne Q14, Q15, Q13, Q24 og Q23 kan nu direkte

transformeres til oktaederet, som vist pa figur 120.

23

Figur 120. Krazfterne overfort til oktaederet.

Resultanten af disse 5 krazfter kan herefter findes,
og komposanterne efter de tre akser bliver
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pz1 = (x, + %) Q V2/2 - (%, + %) Q0 V2/2 = 0

P, = -(x, + 2) Q V2/2 + Q V2/2 = -x, V2
2

7, - (x, + %) Q V2 - @ V2/2 =x, V2 Q

Resultantens sterrelse bliver

=1 _ 2 2
|P| = @ V2 sz + x5

Resultantens skering med z_,-aksen fas ved at tage

3

P. 7, =-QV2/2 = > -, v2 9 z, = -Q v2/2

1
3 2 X

3

Resultantens skzring med z.,-aksen fas analogt ved at

2
tage moment om linien 34

Figur 121. Resultantens retning.



152

4.2.3 En vilkarlig kraft.

I figur 122 er kraftens placering vist.

Figur 122. En vilkarlig kraft.

Ol

(xl,x

=i

51%3)

Oplgses Q efter akseretningerne, kan kraften umid-
delbart overfegres, som vist pa figur 123.

®

Figur 123. En vilkarlig kraft overfert til oktaede-
ret.
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_ 2 2
|P1| =Q V2 sz + x5
_ 2 2
Ip,| =0, v2 vx] + x5
_ 2 2
|P3| =Q,; V2 Vxl + %

Resultanten af §1' §2 og P

af akseretningerne.

3 findes ved projektering

Projektionen giver

P, =V2 (%30, - x, Q)

)
|

= V2 (x; Q3 - X3 Q)
Pz3 =V2 (, 9 - % Q)

kaldes resultanten P, kan disse ligninger udtrykkes
pa vektorform

P=+v2 (Q x X) (28)

Formel (28) er udledt under forudsztning af, at ku-
bens sidelangde C = 1. Hvis der var valgt andre var-
dier for C, ville konstanten foran vektorproduktet
vaere blevet en anden.
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4.2.4 En vilkarlig plan.

Det skal herefter vises, hvorledes en vilkarlig plan
med relation til terningen overfgres til et punkt
med relation til oktaederet.

Der betragtes en enhedsterning og en vilkarlig plan.
som ikke gar gennem (0,0,0), givet ved en ligning af
formen

a1x1+a2x2+a3x3=1

®

Figur 124. En enhedskube og en vilkarlig plan 7.

Sporgsmalet er, hvilket punkt plan 7 transformeres
til.

For at kunne besvare dette sporgsmal, betragtes
krafter (vektorer) i skeringslinierne mellem plan 7
og terningens flader, f.eks. fladerne 2 og 5.
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Flade 2’s ligning er

=1
X3 532
og indsazttes den i plan 7 fas
1 _
a; X3 ta, x, +3;,5=1

som er skeringslinien mellem plan 7 og 2. Se figur
125.

N
o @ 23\\
2-a3

224

Y
>
LY

27

Figur 125. Skzringslinien mellem plan 7 og 2.

Der vazlges nu en vilkarlig vektor (kraft) pa& denne
linie, og denne vektor oplgses efter terningkanterne
f.eks. 24, 21 og 23. Disse kan nu overfgres til ok-
taederet, og resultantens retning kan findes.

Tilsvarende valges en vektor pad skzringslinien mel-
lem plan 7 og 3, og den til denne vektor svarende
resultant i oktaederet findes. Beregnes koordinater-
ne til skeringspunktet for disse resultanter fas

2, = a1/2
z, = a2/2
z2, = a3/2

Planen givet ved ligningen

a1 x1 + a2 x2 + a3 x3 = 1

overfores derfor punktet

i
X
2

(20,25,24) = 5 (2;,3,5,2,) (29)
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(29) angiver, hvorledes en vilkarlig plan overfores
til et punkt, og man kan derfor benytte (29) til at
finde den duale gitterkonstruktion til en vilkarlig
skivekonstruktion.

Ved at betragte forskydninger af terningens flader
og undersege de krazfter, sadanne forskydninger giver
anledning til, kan man, som vist i [2], ogsa bestem-
me, hvorledes deformationer og stivheder transforme-
res, og ud fra dette kan der opstilles et komplet
set af transformationsformler, som angivet i figur

126. Ved hjzlp af disse formler, kan man beregne en

vilkarlig skivekonstruktion med et generelt gitter-
beregningsprogram.




157

SKIVE GITTER

a; X; + a» X + azg x3 = 1 —> Z =3 (a;,az,a3)

Samling mellem skive n; og no —+$ Stang mellem knude n; og np

Stivhed af samling n; ,np Stivhed af stang mellem n; ,no
—_
N (E F) = *) g2  **)
n; no n; Ny an no Fnl ny ny o

Q
e T2 /
! =
! - @ PGitter - PSkive Fs¢
4
Ydre kraft / Ydre kraft pa knude
\ virkende. i skive . 7 med retning mod
7 i linien 78 ' knude 8.

o

7/
s ®
Understetning af / Understotning af
skive 9 i ret- knude 9 i retningen
ningen 9 10 @ 9 10
Forskydningskraft i samling 11 12 stangkraft i stang 11 12
‘_—.
ti1,12 = S11,12 / Fi14512 S11 412
Rotationsvektor gennem (0,0,0) Flytning af knude med stedvek-
pa: tor Z:
T2 -
aiE Elar - T
og translationsvektor pa:
- 2 - -
5—%; (T x 2)
*)g =40z | P2 ™ *)lon T F lAnl Angl
ny nNg = ‘X Z
m ng

Figur 126. Transformationsformler, som skal anvendes
til beregning af en skivekonstruktion

v.h.a. et generelt gitterberegningspro-
gram.
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SUMMARY in English

This thesis describes methods for generating a num-
ber of different spatial plate structures, composed

of identical plate elements or few different types
of plate elements.

Through the methods given, a wide spectrum of dif-
ferent plate structures, is obtained with respect to
their statical properties (from statically determi-
nant structures to structures of a high degree of
statical indeterminant) as well as to the shape of

the individual elements (from quite simple ones to
very complicated ones).

In this thesis the practical applications of these
structures are not directly pointed out, but most of
the examples given are chosen with a view to possi-
ble practical applications.

Some of these structures thus form continuous planes
with both bending and torsional stiffness and could
be used as an alternative to a space truss.

The first section of the thesis deals with the gen-

eral geometrical representation of a plate struc-
ture.

It is shown, that in case the geometry of the indi-
vidual plate element is defined by its lines of in-
tersection with those of the adjoining elements, a
very suitable representation is obtained with re-
spect to a mathematical manipulation of the geometry
and with respect to a statical calculation. This
suitability is partly due to the fact, that it is
possible by this representing to set up the equa-
tions of equilibrium for each individual plate and
partly, that alterations and corrections of the ge-
ometry can be made in a simple and clear manner.



159

This way of representing the geometry of a plate
structure is dual to the way, the geometry of lat-
tice structures is normally represented. The dualism
consist of the transformation of plate elements, and
joints in the plate structure into nodes and rods in
the lattice structures. The dualism between plate
structures and lattice structures is utillized in
the last section of the thesis.

The second section of the thesis describes methods
for generating spatial plate structures, consisting
of identical plate elements or few different types

of plate elements.

It is demonstrated, how these structures can be
classified according to their topological proper-
ties, and how their over-all statical behaviour can
be predicted. Further, a method is given for bevel-
ling an arbitrary surface, so that the statical
properties of this bevelling are optimal.

In the last section, methods are given for determin-
ing the over-all stability of latice and plate
structures as well as a description of the connec-
tion between the statics of plate structures, and
those of 1lattice structures leading to a set of
transformation formulas to be used in the calcula-
tion of an arbitrary plate structure be means of a

general computer program for lattice structures.
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Eksempler pd navngivne periodiske kvadratnet.

Ved hje®lp af den metode, der er angivet i
afhandlingens afsnit 3.2.1 Bestemmelse af navngivne
kvadratnet, kan man finde mange forskellige
navngivne kvadratnet. De, der er angivet i dette
appendix, har perioder fra 2 - 8. I hvert net er
medtaget én rzkke og én se¢jle kvadrater mere end
svarende til perioden.

Kvadratnet med perioden 2.

Kvadratnet med perioden 3.

dqg dg ds dq d, do ds dg dg dp a3 dq

as ba aS ba ai b3 CE a:l b3 aE bi CS aE bﬂ.
bi bE b3 bi b1 bg ba b:l. bi bg bs b1

aa bi aE bi aa b2 Ci aS ba ai b3 Ca ai b3
Cq Ca Cs Ci Cq Ca Cs Cq Cq Ca Cs Cs

ai ba ai b3 aE bi CS aa bi as b2 Ci 83 ba
dq do ds d4 d4 da ds da ds| dp dsz dy

aS ba aS bE a:I. ba CE ai ba aa bi CS aZ bi
b.| ba

bs| by bys| ba| bs| by bst ba| Dbs| by
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Kvadratnet med perioden 4.

a, @m as a4 ai a, as @s a4 as
at |b* |¢® d® la* |p* |a* |pb® |d* a® |p®
bg_ bg ba b4 bg_ b1 ba ba bA bi
at b® ¢® |d* la* b [a® |b* |d* a® |p*
Cs| Cal| Ca| C4l| Cu C,| Cal| Cs| Ca| Cq4
a® |b® |c* |d* |a® [b® [a® |pb* |d® a® |p*
d, ds ds dg d, d, do ds da d,
a® |p* Ilc* |d® (& ' |a* [p® |d® at [p°®
dq da ds =P dq dq dp ds a4 a4
a* |p* 1c® |a® |a* (p* |a* |b® |d* a® |p®
byl bel bol bl B, byl bl bl b, b,
a, @z @as a, a,
a® |d* |e* |b® |a® |d*
b1 bg bs b4 b1
a® d® |c* |b* & |d®
Cs|! Cal Cs| Cul C4
a* dz c® b at d®
di dg da d4 d1
aﬂ. di Ca b3 ai dl
a,| @s| as| as| a,
a® |d* |c* |b® |a® |d*
b, bo bs b4 b,
Kvadratnet med perioden 5.
ai ag 83 84 as a:l.
a® |b® [c® |d* [e® |a* |b®
b1 bg bS b4' bS bi
a® |b® |c* |d® le* 1a° |b®
Ci Ca Cs Cq CE Cq
aa bi C5 d4 e3 aa b1
di da da d4 dS di
ai b5 C4 d3 82 ai b5
e Ea €3 €4 Es €4
a> |b* | |d® |e* |a°® |p*
84 as dz| d4| as ds
a® |b® |c® |d* |e® [&* |b®
b1 ba bs b4 bs bgL
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Kvadratnet med perioden 6.

84 @2 a8s a4 as a8s a, 81 8 a8 84 a8s ads ay

a® |b® jc* |d® (e |f* |a® b2 [a® |p* |c® d® |e* [f® |a° |p4
b, bo b3 b4 Ds De D, b, bo bs| by, bs| bg b,

aa bi CS d5 84 fa aa bi aA ba CE di es f5 aA DE
Cs| Co| Ca| C4| Cs| Cs| C4 Ci| Co| Ca} C4| Cs| Cs| C,4

a® |b® |c® la* |e® £ |a* |b® |a® |b® et |g® o 4 1a® |p®
d, do ds du ds de d, d, ds ds d,4 ds de d,

a® b% jc* |d® le® f* 1&® b® |a® bt |c® |g®  |e* 2 1a® |p?
Es] €| €3] E4| e5| eg| ey | €1] €| €3 e4| Bs| eg| e,

b et e> - |a* |pb°
fi : f2 fs f4 fE‘; fs f:l. fg, fe fs f4 fs fs fi

84 b3 CE di eB f5 84 bS aB b5 C4 dS ee fi aB b’S
ai ag 83 84 85 83 81 L 61 5 ag 83 ! 84 85 85 81

aS bE Cfl dB 85 f4 83 bE 85 b4 CS d2 e:l. fS 85 b4
b, Do D3 D4 Ds be b, b, bo bs b4 Ds De D,
ai daz ds a4 ds ds d4 dy da ds dg ds dg dq

a® [b® [c® jd* e [f2 |a* [p® la* |p* |[e® d®> |c® [f® |a* |p®
Os| Dba| bs| ba| bs| be| b, Da| Dol bs| bs| bs| be| by

a® |b° [c* |d® [e® |f* |a® |b° |a® |p® |e® d® c* [f* |a® |p®
Ci] Ca| Cs| C4| Cs| Cg| C, Ci| Ca| Ca| C4l Cs| Cg| Cy4

a® |b* 1c® |d® le* |f® [a® |b* [a® b le* gt c® |f° |8 |[p®
d, ds ds da ds ds d, d, do ds dg4 ds de dy

a4 bS CE d:]. eS f5 a4 b3 a4 b4 82 dS CG fE a4 b4
1| €2| B3| B4| E5| es| ey Bs| €2| €3] B4| Bs| Es| e,

a® |b% c* |d® [e® |f* 1a® b2 |a® |p°® e® d° |c* |f* |§° |p°®
fi fg fs f4 f5 fs fi f1 fa fs f.4 fs fs fi

a® |b* |¢® |d® |e* @ |5 b* 1a® |p® |e* |d* |c2 £ 1a® |p®
84| 8s| 83| 84| 8s| 8| ag 84| 82| 8s| 84| 85| as| a,

a:l bS C5 d4 83 fe ai bB aﬂ. b:l eS dS CS f5 a:i b:l
bi bg bs b4 bs bs bg_ bg_ bg bs b4 b5 ba bg,
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Kvadratnet med perioden 7.




le64

Litteraturliste.

Ture Wester og Klaus Feilberg Hansen:
Skive- og gittervirkning i rumlige netvark. (Rapport).

Skivelaboratoriet, Kunstakademiets

Kgbenhavn. 1985.

Klaus Feilberg Hansen:

Rumlige periodiske strukturer

elementer. (Rapport).

Skivelaboratoriet, Kunstakademiets

Keobenhavn 1985.

Ture Wester:
Structural order in space.
Kgbenhavn 1984. Eget forlag.

Arkitektskole,

opbygget af plane

Arkitektskole,

10.

11.

12.

13.

Fabricius=Bjerre:
Geometri I og II.

Jul. Gjellerups Forlag. Kgbenhavn 1960.

E.A. Lord and C.B. Wilsom:

The mathematical description of shape and form.

Ellis Horwood Limited. 1984.

P.A. Firby and C.F. Gardiner:
Surface Topology.
Ellis Horwood Limited. 1982.

Frank Nielsen:
Grafer og netvark.
Matematisk Institut. Danmarks

Flemming Damhus Pedersen:
Grupper.
Matematisk Institut. Danmarks

Tekniske Hpjskole 1981.

Tekniske Hpjskole 1985.

Mogens Buhelt, Jg¢rgen Nielsen, Jens E. Staalby:
Skivebygningers stabilitet 1 - Konstruktionsprincipper.

SBI-Anvisning 82. 1976.

M.J. Buerger:
Elementary Crystallography.
Wiley. New York. 1956.

K. Critchlow:
Order in space.
Thames and Hudson. 1969.

L. Fejes Téth:
Regular figures.
Pergamon. 1964.

P.S. Stevens:
Patterns in nature.
Penguin. 1976.



14.

15.

le6.

165

M. Wenninger:
Polyhedron models.
Cambridge University Press. 1971.

M.C. Escher:
The graphic work of M.C. Escher.
4’printing Pan/Ballantine. 1973.

M.A. Jaswon and M.A. Rose:
Crystal Symmetri. Theory of colour crystallography




