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SUR LES FEUILLETAGES HOLOMORPHES
SINGULIERS DE CODIMENSION 1

BOUCHRA GMIRA

Abstract

Let F be a codimension one heolomorphic foliation which singular
set L is contained in a compact leal 5 of F.

When F is of dimension one, ¥ is a set of isolated points
{1....,9-}, C. Camacho and P. Sad define the index of F at
each point gx and prove that the sum of these indices equals the
Euler class e (£) of the fibre bundle [ normal to 5.

Generally when ever ¥ is of any dimension m, we can define
a such index i, along the maximal dimension strates {E,} of 2
suitable stratification of the complex variety £. Let oo be the
fondamental cycle of Ea, ¢ the 2mcycle of 8§ defined by ¢ =

E tn Oa and o* the 2-cocycle dual te & by Poincaré isomorphism

[+
H2(8) — Hz.,(S), we prove that the cohomology class {¢*] equals
the Euler class 1 (E).

1. Introduction.

Soit & une variété analytique complexe compacte de dimension (com-
plexe) m + 1, plongée dans une variété analytique complexe M de di-
mension m + 2.

Notons F un feuilletage holomorphe de codimension 1 de M admettant
un ensemble singulier £ C § tel que :

(i) Z est un ensemble analytique complexe de codimension 1 dans S,
(ii} § — ¥ est une feuille de F.

Dans le cas m = 0, £ est un ensemble de points isolés {q1,... ..}
C. Camacho ct P. Sad définissent I'indice de F en chagque point de ¥ et
montrent que la somme de ces indices est égale &4 la classe d’Euler du
fibré normal & S {ou plutét & son évaluation sur le cycle fondamental
(S]) {4].

Dans le cas général, nous montrons que 'on peut définir un tel indice
i, le long des strates {£.} de dimension maximale m d’une stratification
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convenable de T en variéiés analytiques complexes. Dans une carte locale
de M, au voisinage d’un point g d'une strate L,, il est possible de se
représenter cet indice comme 'indice de C. Camacho et P. Sad sur la trace
de la configuration (S, 4, F) par un 2-plan complexe transverse & cette
configuration. Notons o, le cycle fondamental de la variété {singuliére)
T et considérons le 2m-cycle de §: ¢ =}, ta0s. Nous montrons le
résultat suivant ;

Théoréme. Soit E le fitré normal 4 S dans M, ¢i(E) € H*(S) s
classe d'Buler, alors
ci{E) = (o)
ot {o*] est la classe du 2-cocycle dual de o par isomorphisme de Poincaré
H2(S) =5 Haml(S) .

Ce résultat figurait déja dans [5], avec des hypothtses restrictives por-
tant sur la variété S. Puis J.P. Brasselet en a donné une démonstration
levant ces hypothéses dans [3] et A.L. Néto en a donné une autre démons-
tration comme cas particulier d'un résulat plus général ([, Théoréme 1]).
La présente démonstration est plus géométrique et plus proche des idées
de Bott sur les feuilletages singuliers. Je remercie vivement J.P. Brasse-
let pour les remarques et suggestions qu'il m'a faites tout au long de ce
travail.

2. Définition de l'indice i,.

Considérons une stratification de ¥ en varictés analytiques complexes,
et notons ., une strate de dimension maximale m. Soit .U — C™ x
C x C une carte locale de M au voisinage d'un point de X, telle que
SIUNS)C {z=0}et DUNZ,} C {y =z =0}. Soit 5 une 1-forme
intégrable qui définit F dans U, alors 7 s’écrit, dans la carte (U, ®}, sous
la forme : '

()  n=2zAlz,y,2)de + 2B(z,y,2) dy + (2C(z,y,2) + D{z,y)) dz

ol {g,y,2) €C™ xCx G, Diz,y) =alz)y™+ -, n>1et a{0) #0.

Soit P un 2-plan complexe d’équation z == constante, iransverse & §
et A T, dans 4, la trace de F sur P est déhnie, dans la carte (U, ), par
la forme différentielle ;

(2) 1. = 2Bz, y, z}dy + (zC(z,y, 2) + D{x,y}) dz

)

On pose :

oy , {0 zB{z,y,2)
@) = —Rés (5 [zccz,y, I+ D(z,w]

y=0
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Il est facile de voir que

B(z,y,0)

i(z) = —Rés D)

‘yzo
et que () dépend analytiquement de z € C, lorsque a{z) # G.
Lemme 1. Lg dérivée ¢'{z) de la fonction i{z) est nulle.

La condition d'intégrabilité de 5 donne, pour z = 0,

a A d (B
B(4)205)-

En se plagant sur unc courbe convenable v, de fagon 4 pouvoir calculer
les résidus, on obtient :

1 d A 1 d (B
Tir @(‘5)“’!’*5&?[@(5)@—0

a A - B
fra—y(—ﬁ) dy+a/;(5) dy =0

vy = L [ O (AN L
etz(r)—ziﬂfray( D dy =0,

Lemme 2. L'indice i(x) est indépendant du choir de la forme
différentielle 7.

En effet, si 4 = z2Adz 4+ 2Bdy + (2C + D)dz est une autre forme qui
définit le feuilletage F dans U, alors % = gn, oll ¢ ne s'annule pas, et

done ;
B{x,y,0) _ B{z,y,0)

ﬁ(z,y) D(z,y)

d'olt le lemme.

Remarque. On vérifie facilemment aussi qu’un changement de
coordonnées dans {1} par un difféomorphismne local © = flu,v,w),y =
vglu, v, w), z = whiu, v, w) covoyant {w = 0} sur {z =0} et {v =0} sur
{y = 0}, ne change pas le résidu.
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Corollaire. Soit z un peint de £, NU, {'indice i(z) ne dépend gue
du feuilletage F au voisinage de L.

Notations. Nous avons vu plus haut que l'indice i(z) est localement
constant sur %, il est donc constant sur chaque strate connexe, en dehors
d’un sous-ensemble analytique de mesure nulle @, (non nécessairement
connexe). On sous-stratifie alors 2 de fagon & ce que les strates de dimen-
sion maximum m soient maintenant les L, — 4, que 'on se permettra
encore d’appeler I, dans la suite. La valeur de lindice i(x) le long
de ¥, scra notée i,. Si o, désigne le cycle fondamental de la variété
(singuliére) ¥, alors ¢ = ¥ 1,0, définit un 2m-cycle de S.

3. Résidus des connexions i singularités.

Seit ¢ un groupe de Lie, § son algébre de Lie ¢t mE — 5§ un G-
fibré principal différentiable. Pour & fixé, on note I*{G) lespace vec-
toriel des polynbmes homogenes de degr¢ k& swr G invariants par la
représentation adjointe de G sur G et A% ,(S) Pespace vectoriel des k-
formes différenticlles sur S & valeurs complexes [Dans la suite, on prendra
G = GL{1,C) et on se permettra de noter aussi m: E — § le GL(1,C)-
fibré principal associé au fibré normal de § dans M.

Définition ({6, Vol 11, Chap. XII pp. 243-294]). Soit V une connexion
sur £, w sa forme de connexion et £ sa forme de courbure. Si P € [HG),
on définit une 2-forme A valeurs complexes sur E, en posant :

PR)(X1, Xz) = 3 [PX1, Xa)) — PXz, X0))

Soit P(£2) Punique 2-forme fermée sur S telle que :
™ (P(2)) = P(%),
en posant A, {P) = P({1), on définit une application :
Au' II(G) - A%;;(S).
L’application induite en cohomologic par A, ost indépendante de la
connexion choisie. C'est 'homomorphisme caractéristione de Chern-
Weil, on le note A: JH{G) — Hp(5).

Définition (|1, Paragraphe 5]). Solent wg et wy deux formes de conne-
xion sur £, on définit une application :

Bogun: T{(G) — Apa(S)
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de la maniére suivante : notons I = [0, 1], on définit, sur le fibré £ x T,
de base S x I, une 1-forme & & valeurs dans G, en posant :

Olpxpy =two+{1—thor pourte/

W|(zixr =0 pour z € E

Pour tout polyndme P € I'(G), on pose alors :
Bunr(P) = f2(P)
i

ou lintégrale ](:A%JR(S x I) — App(8) désigne Vintégration le long de
!

la fibre I

Considérons maintcnant une triangulation différentiable (K) de S dont
le 1-squelette ne rencontre pas un ensemble fini de points &, et no-
tons ¢ un 2-simplexe de cette triangulation. Soit 5 V. — E une scction
différentiable de E définie au-dessus d'un voisinage ¥, de ¢ dans S. On
désigne par w, la connexion plate sur E|y, associée a la trivialisation
définie par s (i.e. s"{w,) = 0). Soi w unc connexion définie sur Elz_g
{connexion & singularités).

Définition {[7]}. A tout simplexc ¢ de (K, et 4 tout polynbme P €
I'Y(G) on associc lo nombre

Rés.(w, P) = Dy, w(P)
3¢

appelé résidu sur ¢ de w, relativement & P. On définit ainsi unc applica-
tion linéaire

Rés(w): IY(G) — C*(K,C)
en posant < Rés(w)P, ¢ >= Rés.(w, P) (ici, C2(K, C) désigne Nenscmnble
des 2-cochaines simpliciales sur (), a cocfficients complexes).

Si Pon note maintenant J: AL R{5) — C"(K,C) l'intégration des

formes différenticlles, on a :

< J{a),¢c>= /co:

Rappelons que J induit, en cohomologie, un isomorphisme d'algébres
graduées
[J]: Hpp(S) — HT(K,C)
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Théoréme des résidus. {[7]}

(i) L'applicetion Rés(w) prend ses valeurs dans ['espace Z°(K, C) des
cocycles de C2(K, C),

(i) Notant [Rés(w)): IN(G) — H*(K,C) Uapplication induite en co-
homologie, la composée [J) ™! o [Rés(w)] coincide avec Phomomar-
phisme ceractéristique de Chern- Weil

XTIV (G)Y — HER(S).

4. Indice et résidu de connexions a singularités.

On sailt que tout 2-cycle de & est réalisable par une sous-variété
différentiable W de § ([10, Théoréme 11.27]), que I'on peut supposer
transverse 3 ¥ {Théortme de transversalité de Thom [8]). La variété W
ne rencontre donc gue les strates de dimension maximale de ¥, et ceci
en des points isolés Q@ = {¢1,... ,¢,} = ENW.

Au voisinage de chague point ¢ de TN, on peut modifier la variété
W de fagon 3 obtenir unc variété différentiable W’ représentant un cy-
cle homologue & W et telle que chaque point gy admette, dans W', un
voisinage Uy, disque analytique. Pour cela, on considére, pour tout point
ge, un tel disque Uy, déformation d'un voisinage Vi, de ¢r dans W. La
déformation (supposée différentiable) fournit 'homoelogie cherchée. De
plus, on peut supposer que les disques Ug sont disjoints et que chacun
d’eux est contenu dans un ouvert trivialisant du fibré normal 4 S dans
M.

Par abus de notation, la variété W' scra encore notée W par la suite.
T

Soit 7 un voisinage tubulaire de S dans M, identifié 4 un voisinage
de la section nulle du fibré normal de S dans M. Le feuilletage F induit
un feuilletage de 7, encore noté F. En restriction 8 L = § - £, le
fibré normal & F, appelé v, s’identifie au fibré normal de 8§ dans M; soit
piv|r — L sa projection. Enfin, on notera 7: & — & la projection du
GL(1, C)-fibré principal associé a fibré normal de § dans M.

Dans un systeéme de coordonnées locales appropriées, p~ (U}
s'identifie & un 2-plan complexe de M. La trace de F sur p~(Ux)
est alors définie par une 1-forme holomorphe 7 telle que (2), nous la
noterons @

(Y, 2) = Bily, 2)dy + Ci(y, 2)dz
avec (1,2) € Up x C*, Bi{0,0) = C{0,0) = 0 et Be{y,0) =0.
Soit, 8k la 1-forme définie sur Ug — {g} par

28x(y,0)

B (y) = dy

Ck(y! 0)
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alors i{qr) = —Rés b = —# B
2im jaTr,

Lemme 3. Il existe une connexion V sur E|s_gp telle que sa restric-
tion ¢ Ur — {gi} soit définie par lo I-forme 8. C’est la restriction d
S —  de la connezrion de Bott (gqui est parfaitement définie sur M — &
en tant gque connexion partielle).

Démonstration: Soit comme ci-dessus, 7 un voisinage tubulaire de S
dans M. Notons encore F le feuilletage de M restreint & 7, TT le fibré
tangent 4 7, 7 le fibré tangent au feuilletage F et v le fibré normal & F.
Nous avons une suite exacte de fibrés au dessus de 7 — £ ¢

A
0—r7ir—g — TT|r-zg — v|lr-5 — 0
qui induit, au dessus de L = 5 — X, la suite exacte de fibrés :
0 s 7|y — TT]L 25 v, — 0
Le fbré 7|p n'est autre que le fibré tangent & la feuille L, on le note TL,
v|p est le fibré normal & L et associé au GL{1, C)-fibr¢ principal £|p. Si
O{S)} désigne 'algébre des fonctions holomorphes sur $, T{T'L} et T{v[y)
désignant respectivement les O(8)-modules des sections de TL et vy,
nous définissons une connexion V sur E|g en posant :
Vx(2)=h|X,Z) ¥YX € P{TL) et ¥Z € T'{v|.)
{{1, Paragraphe §]).
Regardons comment se spécialise cette connexion V lorsqu'on se re-
streint & I'un des disques épointés Uy — {ge}. Notons T la restriction de
T a U, — {q}, F la trace du feuvilletage F sur T, TT; le fibré tangent

& Ti, 7 lo fibré tangent & Fi et vy le fibré v restreint & . Nous avons
une suite exacte de fibrés restreints & Uy — {gx} :

0—-*1';;—“—»}'—'7}—&»!1;;-——-—'0
Une base de I'(7) est donnde par

8
Xk = —Ck(y$0)8_y3

et le champ de vecteurs % constitue une base de I'(v|y, (4.3}
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L¢ champ
Y = —Cr(y z)i—kB( z)2 (y,2) € (U — {ge}) x C
E = K\ 62} kLY, 83 i, k Tk

est défini dans un voisinage de Ug — {qe} dans 7 et sa restriction & L
est Xp.

Soit. w la 1-forme de connexion qui définit V, elle vérifie la relation

® Vx () —et .

N
v (5) = #{[-Gtworg, + Butvrigt 57 )

ac; 3B a JB a
-1 (S ag - g ) - -,
Z
et
ay _ 9Dk a
() v (3) -~ w02

En comparant {3} et (4), il vient, par abus de notation

88 (y,0)

= md’y & sur Ug — {gi}

d’oll le lemimnc. W

Nous pouvons supposer que W est un sous-complexe de la triangula-
tion (K) de 5. On note (Kw) la triangulation induite sur la variété W,
Son L-squelctte ne rencontre pas Pensemble EN W = {q1,... ,¢-}. On
peut aussi supposer que chaque point g est situé dans un 2-simplexe ¢
de (Kw), lni-méme situé dans le disque Ug.

Lemme 4. On a
E(‘}k) = Résck (w: Pl.)

ou Py ¢ FY{GL{1,C)) est le polyndme caractéristigue associé a la classe
d'Euler ¢ (E}.

En fait, Py(u) = gku, ({6, Chap. XII section 3]).
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Démonstration: Soit g un point de 2N W et ¢; le 2-simplexe de la
triangulation (Kw) contenant ce point {¢x C Ur). On note s ¥, — E
une section différentiable de E définie au dessus d'un voisinage V., du
simplexe ¢x dans Up. Désignons par wi la conncxion plate sur Eivqt
définie par s {elle est caractérisée par sp{we) = 0, de plus dwg = 0
puisque la connexion est plate}. Notons w la I-forme de connexion de la
connexion définie au lemme 3. Soit @ la i-forme associée aux 1-formes
de connexion wy ct w comme ci-dessus (§3) et § ta 2-forme de courbure
défnie par & (noter que & est définic sur (£ X T}|¢y,, —(q,}))x7). Nous
avoIns

Q=dd=dltwe+ (1 — ) = (1 — idw+ w A dt —wi A dt.

Sip Ex I — §x17 désigne la projection du fibré E x T sur sa basc,
alors ry = Sk, W} Ve, xI — E'x I est unc scetion du fibré {E x INVC,C xf
ot

A (Pr) =rp Py(Q),

d’ol

Auk,w(Pl) = T}: Pl(ﬁ)

i
1 =

= o IT;;(Q)

= —i (1 —#)spldw) + splw) Adt — spwe) A dt
2em J;

Or sp{we) =0, ][(1 — t)sp{dw) = 0 {par définition de Uintégration le

1
long de la fibre) ot s3{w) = & {d'aprés le lemme 3), on a donc

1 ! I
Awk,w(Pl}= —z;/n Gk Adt = —%Qk

ef
] 1 .
Rés,, (w, B} = ~ 3 O =i(ge). W
T JBe,

5. Démonstration du théoréme.
On se propose de montrer que les cocycles (£} ot [o*] prennent la
méme valeur sur tout 2-cycle py de S, ce qui démontrera le théoréme.

Comme nous l'avons vu plus haut nous pouvons représenter tout 2-
cycle de S par une sous-variété différentiable W de 8, transverse A
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T et admettant, en tout point g de & N W, un voisinage analytique
Uy. Comme précédemment (lemme 4), on considére une triangulation
différentiablc Kw de W, que 'on peut supposer finie, W étant compacte.
Notons c1,... ,Cn les 2-simplexes de Kw, convenablement orientés, les
r-premiers ¢i,...¢,, étant ceux qui contiennent les points {g1,... ,¢r}
de ZNW dans leur intérieur. La classe fondamentale (W] de W cst celle

du cycle p = Zc:; dans H(S). D’apres le lemme 4, on a
=1

-

Silgr) = Y Résa, (w, P) = ) Rése,(w, P1),
k=1 j=1

k=1

puisque, si ¢; ne contient pas de point g, alors Rés,, (w, Py) = 0. Mais

3" Rése, {w, Pr) =< Rés(w}{(P1), »_¢; >
i=1

i=1
=< [Rés{w))( ), [W] >
=< [J]7! o [Rés(w)](Pr), (W] >
=< ’\(Pl)v[W] >

on a done, par le lemme 4,

g

> igey =< MPy), W] >=< c1(E) > .
k=1

Caleulons maintenant I'évaluation, sur x, du 2-cocycle ¢*, dual par
isomorphisime de Poincaré du 2m-cycle & = Z tala .
o
Pour cela, considérons une triangulation {finie} {T) de S, compatible
avee la stratification de T {i.e. tout simplexe cuvert de {T') est situé dans
une seule strate). On sc donne une décomposition barycentrique (77} de
{T) telle que :

{i)} les points qi, ... gk sont barycentres de 2m-simplexes de {T7),

(i} la subdivision barycentrique {T”) triangule W {(ce qui est possible

car W est transversc & ),

On notera t; les 2m-simplexes de (7). Soit (D} la décomposition
cellulaire de S duale de (T}, comstruite a l'aide de la décomposition
barycentrique (7). La 2-cellule duale du simplexe ¢; scra notée d; et d;
désignera la (D)-cochaine duale de la {D)-chaine élémemaire dy, c'est-a-
dire telle que

< d;, d,; = 53'“?'
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{symbole de Kronecker). D'aprés les hypotheses, (D) définit une
décomposition cellulaire sur W,

Remarquons que lorsque #; contient un point ge, alors £; est situé
dans Z, son intérieur est entitrement contenu dans une strate réguliere
Yo, et dans ce cas la cellule duale d; est située dans W, par raison de
transversalité. D’autre part, notant ¢;_ les 2re-simplexes de (T7) contenus
dans la strate I, et munis de leur orientation canonique (celle de £,,),
le cycle fondamental de la variété singulitre compacte &, s'éerit g, =
tho- Nous obtenons done, puisque ¢ = Z Tolars

jD o
ot = E la E d;.
o Ja

oll la somme Zd;a porte sur les indices j, tels gue la 2-cellule d;,, est

Fo -
duale d'un 2m-simplexe ¢, dont le support ¢;_ est contenu dans 2, {(voir
{2]). De plus, comme

L si d}' W
< d;, [W] >=
0 sid;g W

seules les cellules d;, contenant un point g, (comme centre) interviennent
dans évaluation < [o*|, x> et il vient

™

<[o%), e >= i(gw)

k=1

puisque i{qx) = i chaque lois que le point g ost dans £,. On cn dédnit
le théoréme. B
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