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SUR LES FEUILLETAGES HOLOMORPHES
SINGULIERS DE CODIMENSION 1

Abstract

1. Introduction .

BOUCHRA GMIRA

Let F be a codimension one holomorphic foliation which singular
set E is contained in a compact leaf S of F .
When Y is of dimension one, E is a set of isolated points

{ql, . . .,q,}, C . Camacho and P . Sad define the índex of F at
each point qk and prove that the sum of these indices equals the
Euler class cl (E) of the libre bundle E norrnal to S .

Generally when ever E is of any dimension m, we can define
a such index i. along the maximal dimension strates {E~} of a
suitable stratification _of the complex variety E . Let a, be the
fondamental cycle .of Ea , o the 2m-cycle of S defined by a =

i ce, .aa and a* the 2-cocycle dual toa by Poincaré isomorphism

H2 (S) -. H2�, (S), we prove that the cohomology class [v*] equals
the Euler class cl (E) .

Soit S une variété analytique complexe compacte de dimension (com-
plexe) m + 1, plongée dans une variété analytique complexe M de di-
mension m + 2 .
Notons .F un feuilletage holomorphe de codimension 1 de M admettant

un ensemble singulier E C S tel que
(i) E est un ensemble analytique complexe de codimension 1 dans S,
(ü) S - E est une feuille de F.
Dans le cas m = 0, E est un ensemble de points isolés {ql, . . . , q,.} .

C . Camacho et P. Sad définissent 1'indice de F en chaque point de E et
montrent que la somme de ces indices est égale á la classe d'Euler du
fibré normal á S (ou plutót á son évaluation sur le cycle fondamental
[S]) [4] .
Dans le cas général, nous montrons que Pon peut définir un tel indice

i, le long des strates {Ea } de dimension maximale m d'une stratification
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convenable de E en variétés analytiques complexes . Dans une carte locale
de M, au voisinage d'un point q d'une strate Ea , il est possible de se
représenter cet índice comme 1'indice de C. Camacho et P. Sad sur la trace
de la configuration (S, Ea , ,P) par un 2-plan complexe transverse á cette
configuration . Notons Qa le cycle fondamental de la variété (singuliére)
Ea et considérons le 2m-cycle de S : a = L+a iaQa . Nous montrons le
résultat suivant

Théoréme. Soit E le fbré normal á, S dans M, cl(E) E H2 (S) sa
classe d'Euler, alors

ci(E) = [Q*]

oú [o,*] est la classe du 2-cocycle dual de u par isomorphisme de Poincaré
H2 (S)

	

H2m(S) .

Ce résultat figurait déjá dans [5], avec des hypothéses restrictives por-
tant sur la variété S . Puis J.P . Brasselet en a donné une démonstration
levant ces hypothéses dans [3] et A.L . Néto en a donné une autre démons-
tration comme cas particulier d'un résulat plus général ([9, Théoréme 1]) .
La présente démonstration est plus géométrique et plus proche des idées
de Bott sur les feuilletages singuliers . Je remercie vivement J.P . Brasse-
let pour les remarques et suggestions qu'il m'a faites tout au long de ce
travail .

2 . Définition de Pindice ia .
Considérons une stratification de E en variétés analytiques complexes,

et notons Ea une strate de dimension maximale m. Soit <P : U - C' x
C x C une carte locale de M au voisinage d'un point de Ea , telle que
(D(U n S) C {z = 0} et -P(U n Ea ) C {y = z = 0} . Soit 77 une 1-forme
intégrable qui définit .P dans U, alors y s'écrit, dans la carte (U, (D), sous
la forme

(1)

	

y = zA(x, y, z) dx + zB(x, y, z) dy + (zC(x, y, z) + D(x, y)) dz

oú (x, y, z) E Cm x C x C, D(x, y) = a(x)yn + - - - , n > 1 et a(0) ~ 0 .
Soit P un 2-plan complexe d'équation x = constante, transverse á S

et á Ea dans U, la trace de P sur P est définit>, dans la carte (U, ~P), par
la forme différentielle

(2)

	

yx -- zB(x, y, z) dy + (zC(x, y, z) + D(x, y)) dz

On pose

_8

	

zB(x, y, z)
i(x) - -Récs

	

Ca
11

	

.
z [ zC(x, y, z) + D(x, y) J

	

z_o/
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Il est facile de voir que

i (x) _ -Rés
B (x, y, 0)

y=0

	

D(x, y)

et que i(x) dépend analytiquement de x E C, lorsque a(x) :,,= 0 .

Lemme 1 . La dérivée i'(x) de la fonction i(x) est nulle .

La condition d'intégrabilité de 77 donne, pour z = 0,

~y

	

-D) + 8 (D)
=0.

En se plagant sur une courbe convenable y, de fagon á pouvoir calculer
les résidus, on obtient

d'oú

2i7r f a (_
D ) dy + 2i7r f áx ( D ) dy - 0

áy

	

D) d,+ áx

	

(D)

2i7r ,Y ay

	

-D~
dy = 0 .

Lemme 2. L'indice i(x) est indépendant du choix de la forme
différentielle y .

B(x, y, 0) _ B(x, y, 0)

D(x, y)

	

D(x, y)

dy=0

En effet, si r'l = zAdx + zBdy + (zC + D)dz est une autre forme qui
définit le feuilletage r' dans U, alors r"l = grt, oú g ne s'annule pas, et
done

d'oú le lemme .
Remarque. On vérifie facilement aussi qu'un changement de

coordonnées dans (1) par un difféomorphisme local x = f(u, v, w), y =
vg(u, v, w), z = wh(u, v, w) envoyant {w = 0} sur {z = 0} et {v = 0} sur
{y = 0}, ne change pas le résidu .
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Corollaire . Soitt x un point de Ea n U, l'indice á(x) ne dépend que
du feuilletage P au voisinage de E,, .

Notations . Nous avons vu plus haut que 1'indice i(x) est localement
constant sur Ea , il est donc constant sur chaqué strate connexe, en dehors
d'un sous-ensemble analytique de mesure nulle Qa (non nécessairement
connexe) . On sous-stratifie alors E de fagon á ce que les strates de dimen-
sion maximum m soient maintenant les Ea - Qa , que 1'on se permettra
encoré d'appeler Ea dans la suite . La valeur de 1'indice i(x) le long
de Ea sera notée i,, . Si Q,, désigne le cycle fondamental de la variété
(singuliére) Ea , alors a = j:,, i,,a,, définit un 2m-cycle de S .

3 . Résidus des connexions á singularités .
Soit G un groupe de Lie, 9 son algébre de Lie et ir : E -> S un G-

fibré principal différentiable . Pour k fixé, ore note Ik(G) 1'espace vec-
toriel des polynómes honrogénes (le degré k sur G invariants par la
représentation adjointe de G sur 9 et A D' ?. (S) 1'espace vectoriel des k-
formes différentielles sur S á valeurs complexes [Darrs la suite, ore prendra
G = GL(1, C) et ore se permettra de noter aussi 7r : E -> S le GL(1, C)-
fibré principal associé au fibré normal de S dares M] .

Définition ([6, Vol II, Chap . XII pp . 293-294]) . Soit V une connexion
sur E, w sa forme de connexion et 52 sa forme de courbure . Si P E P(G),
ore définit une 2-forme á valeurs complexes sur E, en posant

PA (Xl,X2) = 2 [P(Q(Xl,X2)) - P(Q(X2,Xr))]

Soit P(S2) 1'unique 2-forme fermée sur S telle que

7r* (P(Q)) = PA,

en posant A,(P) = P(Q), ore définit une application

A, :Il (G) -> Ai)r?(S)

Owo,wi I1(G) , ADR(S)

L'application induite en cohomologie par A � , est indépendante de la
connexion choisie . C'est 1'homomorphisme caractéristique de Chern-
Weil, ore le note A : 1 1 (G) - HDR(S) .

Définition ([1, Paragraphe 5]) . Soient wo et wl deux formes de conne-
xion sur E, ore définit une application
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de la maniére suivante : notons I = [0, 1], on définit, sur le fibré E x I,
de base S x I, une 1-forme cD á valeurs dans G, en posant

W1Ex {t} = two + (1 - t)w1

	

pon- t E I

w1 { .}x i = 0

	

pour x E E

Pour tout polynóme P E Il (G), on pose alors

(P) = f
r

\c,(P)

oú 1'intégrale ~. : A2l_)

	

x I) - AD' ?(S) désignc; 1'intégration le lorrg (le

la fibre 1 .
Considérons maintenarrt une triarrgulation différentiable (K) (le S dont

le 1-squelette ne rencontre pas un ensemble fin¡ de poirrts Q, et no~
tons c un 2-simplexe de cette triangulat¡on . Soit s : V, -> E une section
différentiable de E définie au-dessus d'un voisinage Vc de c dans S . On
désigne par ws la connexion plate sur Eiv, associée a la trivialisation
définie par s (¡ .e. s*(w s ) = 0) . So¡ w une connexion définic sur Els_t~
(connexion á singularités) .

Définition ([7]) . A tout simplexe c de (K), et á tout polynórnc P E
Ir (G) on associe le nombre

Rés,(w, P) = f D,9 ', (P)
a~

appelé résidu sur c de w, relativement á P . Orr définit ainsi une applica-
tion linéaire

Rés(w) :I I (G) _ C2 (K, C)

en posant < Rés(w)P, c >= Rés,(w, P) (i( :i, C2 (K, C) désignc ; 1'criserrrble
des 2-cochaines simpliciales sur (K), á coeff¡cients corriplexes) .

Si Pon note maintenant J : AbR(S)

	

, C* (K, C) 1'intégration (les
formes différentielles, on a

< J(ca), c >= ~ ca .

Rappelons que J induit, en cohomologie, un isomorphisrne d'algébres
graduées

[J] : H¡~it(S)

	

H*(K, C)
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Théoréme des résidus . ([7])
(i) L'application Rés(w) prend ses valeurs dans l'espace Z2 (K, C) des

cocycles de C2 (K, C),
(ii) Notant [Rés(w)] :Il(G) -, H2 (K, C) l'application induite en co-

homologie, la composée [J] -r o [Rés(w)] coincide avec d'homomor-
phisme caractéristique de Chern-Weil

A:Il (G) ~HDR(S)

4. Indice et résidu de connexions á singularités .
On sait que tout 2-cycle de S est réalisable par une sous-variété

différentiable W de S ([10, Théoréme; II.27]), que 1'on peut supposer
transverse á E (Théoréme de transversalité de Thom [S]) . La variété W
ne rencontre done que les strates de dirnension maximale de E, et ceci
en des points isolés Q = {q,, . . . , qr} = E f1 W.
Au voisinage de chaque point qk de E fl W, on peut modifier la variété

W de fagon á obtenir une variété différentiable W' représentant un cy-
cle homologue á W et telle que chaque point qk admette, dans W', un
voisinage Uk, disque analytique . Pour cela, en considére, pour tout point
qk, un tel disque Uk, déformation d'un voisinage Uk de qk dans W. La
déformation (supposée différentiable) fournit 1'homologie - cherchée . De
plus, en peut supposer que les disques Uk sont disjoints et que chacun
d'eux est contenu dans un ouvert trivialisant du fibré normal á S dans
M.

Par abus de notation, la variété W' sera encore notée W par la suite .
Soit T un voisinage tubulaire de S dans M, identifié á un voisinage

de la section nulle du fibré normal de S dans M. Le feuilletage .F induit
un feuilletage de T, encore noté .F . En restriction á L = S - E, le
fibré normal la, .F, appelé v, s'identifie au fibré normal de S dans M; soit
p : VIL -> L sa projection .

	

Enfin, on notera ir : E - S la projection du
GL(1, C)-fibré principal associé a fibré normal (le S dans M.
Dans un systéme de coordonnées locales appropriées, p-r (Uk)

s'identifie á un 2-plan complexe de M. La trace de Y sur p-r (Uk)
est alors définie par une 1-forme holomorphe 77k telle que (2), nous la
noterons

?7k (Y, z) = Bk(y, z)dy + Ck(Y, z)dz
avec (y, z) E Uk x C*, Bk(0, 0) = Ck(0, 0) = 0 et Bk(y, 0) = 0 .

Soit 8k la 1-forme définie sur Uk - {qk} par

ek(y) = ak (Y, )
Ck(y,0)

dy
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alors i(qk) = -Rés Bk = -
1
- j'

	

Bk .
2i7r aú k

Lemme 3. Il existe une connexion 7 sur EI S_r telle que sa restric-
tion á Uk - {qk} soit définie par la 1-forme Bk . C'est la restriction á
S - E de la connexion de Bott (qui est parfaitement définie sur M - E
en tant que connexion partielle) .

Démonstration : Soit comme ci-dessus, T un voisinage tubulaire de S
dans M. Notons encore F le feuilletage de M restreint á T, TT le fibré
tangent á T, T le fibré tangent au feuilletage F et v le fibré normal á F.
Nous avons une suite exacte de fibrés au dessus de T - E

h0 -i TIT_E -TT1T_ E

	

v1T_E --~ 0

qui induit, au dessus de L = S - E, la suite exacte de fibrés

h0-+TIL---,TTIL---4 VIL - 0

Le fibré TIL n'est autre que le fibré tangent á la f'euille L, on le note TL,
VIL est le fibré normal á L et associé au GL(1, C)-fibré principal EIL. Si
O(S) désigne 1'algébre des fonctions holomorphes sur S, r(TL) et F(VIL)
désignant respectivement les O(S)-modules des sections de TL et VIL,
nous définissons une connexion 0 sur EIL en posant

Vx (z) = h[x, z]

	

vx E r(TL) et dz E F(VIL)

([1, Paragraphe 6]) .
Regardons comment se spécialise cette connexion 7 lorsqu'on se re-

streint á 1'un des disques épointés Uk - {qk} . Notons Tk la restriction de
T á Uk - {qk}, -Fk la trace du feuilletage F sur Tk, TTk le fibré tangent
á Tk, Tk le fibré tangent á fk et vk le fibré v restreint á Tk . Nous avons
une suite exacte de fibrés restreints á Uk - {qk}

0~ Tk

Une base de r(Tk) est donnée par

T7k~vk -0

a
Xk = -Gk(Y, 0)e ,

J

et le champ de vecteurs - constitue une base de r(vIUk_{qkl) .
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or

et

Le champ

Yk = -Gk(Y, z)a + Bk(Y, z)

	

z

	

(y,z) E (Uk - {qk}) X C
J

est défini dans un voisinage de Uk - {qk} darrs T et sa restriction á L
est Xk.

Soit w la 1-forme de connexion qui définit 0, elle vérifie la relation

a

	

a _a
h ( [-Gk(t/, z)a7 + Bk(tl, z) áz

	

az ]J

h
(ack

	

z)
á - aBk

(J, z)
a

) _ - aBk

	

z)
a

az aY az az az az

(4)

	

Oxk
( 0 )
áz

	

_ _aá
kk (?l, 0)Fz

En comparant (3) et (4), il vient, par abus (le notation

d'oú le; lernrne .

a r~
w =

	

flz (J,

	

dy=Bk
Gk (?l, 0)

sur Uk - {qk}

Nous pouvons supposer que W est un sous-complexe (le la triangula-
tion (K) de S . On note (Kw) la triangulation induite sur la variété W.
Son 1-squelette ne rencontre pas 1'ensemble E nW = {qr, . . . , qT} . On
peut aussi supposer que chaque point qk est situé dans un 2-simplexe ck
de (Kw), lui-méme situé dans le disque Uk .

Lemme 4. On a
i(qk) = Résl:k (w, Pl )

ov, Pr E I r (GL(1,C)) cst le polynóme caractéristique associé á la classe
d'Eulc-r cl (E) .

En fait, Pi(U) = 2i~u , ([6, Chal) . XII sc-xtio.n 3]) .



Démonstration : Soit qk un point de E n W et ck le 2-simplexe de la
triangulation (KW) contenant ce point (ck C Uk) . On note Sk : Vck - E
une section différentiable de E définie au dessus d'un voisinage V,k du
simplexe ck dans Uk . Désignons par Wk la connexion plate sur Eivk
définie par Sk (elle est caractérisée par Sk(Wk) = 0, de plus dWk = 0
puisque la connexion est plato) . Notons W la 1-forme de connexion de la
connexion définie au lemme 3 . Soit w la 1-forme associée aux 1-formes
de connexion Wk et W Comme ci-dessus (§3) et 9 la 2-forme de courbure
définie par w (noter que cw est définie sur (E x I)'Iv_ k _{gk ll x l) . Nous
avons

Si p: E x I -> S x I désigne la, projection du fibré E x I sur sa base,
alors rk = (Sk, idj) : VIk x I - E x I est une section du fibré (E x I) 'V k x,
et

d'oú

et
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ñ=dw=d(tWk+(1-t)W)=(1-t)dw+WAdt-WkAdt .

k, (P1) = rk Pi (9),

Owk,W(PI) = frk Pi(~)

2irr frk(~)

_ -

	

1

	

-/- (1 - t)sk(dw) + s* (W) ^ dt - Ss(Wk) n dt
2air ¡

Or Sk(Wk) = 0, ~- (1 - t)sk(dW) = 0 (par définition de 1'intégration le
Jr

long de la fibré) et sk(W) = ek (d'aprés le lemme 3), on a done;

I

AWk,~(PI) _ - 2irr ,~ 0, n dt = -2irrOk0

Rés, (w, Pi) _ -1f

	

Bk = i (qk )2irr aCk

5. Démonstration du théoréme.
On se propose de montrer que les cocycles cl (E) et [u*] prennent la

méme valeur sur tout 2-cycle ¡u de S, ce qui dérriontrera le théoréme .
Comme nous 1'avons vu plus haut nous pouvons représenter tout 2-

cycle de S par une sous-variété différentiable W ele S, transversa á
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E et adrnettant, en tout point qk de E n W, un voisinage analytique
Uk . Comme précédemment (lemme 4), on considére une triangulation
différentiable K1,y de W, que Pon peut supposer finie, W étant compacte .
Notons cl, . . . , c�, les 2-simplexes de Kw, convenablement orientés, les
r-premiers cl, . . . c, ., étant ceux qui contiennent les points {q,, . . . , qr}
de E n W dans leur intérieur . La classe fondamentale [W] de W est calle

du cycle h = dans H2 (S). D'aprés le lernme 4, on a

i(qk) _

	

Rés,,,(w, Pl) _

	

Rés~j (w, P1),
k=1 k=1

	

j=1

puisque, si cj ne contient pas de point qk, alors Rés,,, (w, P1) = 0 . Mais

Rés,, (w, P1 ) =< Rés(w) (P1 ),E cj >
j=1

	

j=l

on a done, par le lenlme 4,

=< [Rés(w)](Pi), [W] >
=< [J1-1 o [Rés(w)](P1), [W] >
=< A(P1), [W] >

i(qk) =< 1\(P1), [W] >=< e1(E), h > .

Calculons maintenant 1'évaluation, sur ti, du 2-cocycle v*, dual par
isomorphisme de Poincaré du 2m-cycle Q =

< dj*, di >= bit

a

Pour cela, considérons une triangulation (finie) (T) (le S, compatible
avec la stratification de E (i .e . tout simplexe ouvert de (T) est situé dans
une seule strate) . On se donne une décomposition barycentrique (T') de
(T) telle que

(i) les points q1,.. . qk sont barycentres de 2m-simplexes de (T),
(ii) la subdivision barycentrique (T') triangule W (ce qui est possible

car W est transversa á E).
On notara tj les 2m-simplexes de (T) . Soit (D) la décomposition

cellulaire de S duale de (T), construite á 1'aidc de la décomposition
barycentrique (T') . La 2-cellule dualé du simplexe tj sera notée. dj et dj*
désignera la (D)-cochaine duale de la (D)-chaina élérnentairedj, c'est-á-
dire talle que
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(symbole de Kronecker) . D'aprés les hypothéses, (D) définit une
décomposition cellulaire sur W .
Remarquons que lorsque tj contient un point qk, alors tj est situé

dans E, son intérieur est entiérement contenu dans une strate réguliére
Ea , et dans ce cas la cellule duale dj est situéc dans W, par raison de
transversalité . D'autre part, notant tj a les 2m-simplexes de (T) contenus
dans la strate E,,, et munis de leur orientation canonique (selle (le E,,),
le cyc1e fondamental de la variété singuliére compacte ~a s'écrit cr, _

y~, tja . Nous obtenons donc, puisque o, _

	

iaaa,
j.

	

a

oir la somme
7a

	

.
duale d'un 2m-simplexe tja dont le support tja est contenu dans En (voir
[2]) . De plus, comme

a porte sur les indices ja tels que la 2-cellule djn est

1

	

si dj C W

< dj*, [W] >=
1

{
0

	

si dj~W

seules les cellules dj. contenant un point qk (corrime centre) irltervicnnent
dans 1'évaluation < [Q*], h > et il vient

r

< [u* ], M >= ~?(qk)
k=1

puisque i(qk) = i,, chaque fois que le point qk est dans E, On en déduit
le théoréme .
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