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CAPITULO I : INTRODUCCION

Un repaso breve de la literatura tradicional.

- E1 concepto de nﬁéleo, origiﬁalmente formulado con
este nombre en el drea de matemiticas conocida como Teoria de
Juegos, ha jugado un bapel crucial en el estudio de los fun-
damentos cooperativos de la Teoria del Equilibrio General.
Fue sin embargo Edgeworth [1881) el primer economista que
definidé y utilizd el concepto tajo el nombre de '"curva de

contrato". La importanciz de su contribucidén no fue plena-
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preciada hasta la d da que empezd en 1950 cuande
especialistas en Teoria de Juegos como Gillies [1953] ¥y
Shapley [1953] reintrodujeron independiéntemente la nocidn

de curva de contrato bajo el epigrafe de nicleo de un Jjuego.
Shubik [1959] aprecid la relacidn existente entre la curva

de contrato de una economia y el micleo de un juego. Su
observacidn catalizd el desarrollo de lo que hoy en dia cono~
cemos comc Teoria del Nicleo de una econcmia.

Un juego es una representacidn abstracta de una
situacidén de conflicto entre varios agentes. Cada uno de
ellos toma decisionés, individualmente o en cooperacidén ccn
otros agentes, con el objetivo de maximizar su utilidad o

ganancia. El1 resultado final del Jjuego es determinado, conjun-

tamente, por el conjunto de decisiones efectuadas. F£n genersl,
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cada posible combinacidn de decisiones da lugar a una asig-
nacién de utilidades o ganancias distinta. Una solucidédn de

un juego es una regla que, satisfaciendo ciertos criterios

de razonabilidad y aceptabilidad, selecciona un subconjunto

dentro del conjunto de todas las asignaciones posibles.

Se dice que una asignacidn de utilidaces es vetada si existe

un subconjuntc de participantes en el jusgo que, por si mismo,

puede ofrecer a cada uno de sus miembros integrantes un nivel
de utilidad superior al que obtendrian en la asignacién pro-
puesta. El nicleo deun juego es el subconjunto de asignacio-
nes de utilidad que son posibles y que no puaden ser vetadas
por ningln subconjunto de pariicipantes.

La curva de contrato de una econcomia de intercambio.

puro consiste, por su parte, de todas aquellas asignaciones de

bienes que no son mejorables por ningin individuo o grupo de
individuos.: Una asignacidn para la economia es mejorable per
un subconjunto de agentes si éstos pueden redistribuir sus
dotaciones iniciales de blenes y cofrecer a cada componente
un nivel de satisfaccidn superior al que obtendrian con la
asignacidén originel.

Las des definiciones gque acabames de introducir
ponen de manifiesto la intima relacidn entre la curva de
contrato y el nlcleo de un juego. El ntGcleo, conceptuali--

zacidn abstracta diseflada como solucidén de un juego, aparece’
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en la teoria econdmica como un mecanismo de asignacidn de re-

cursos. El lector interesado en una discusidn de la’razona~
bilidad y aceptabilidad del nlGcleo como solucidn de un juego
puede consultar la cbra clésica de Luce y Raiffa (1957] o

bien la sucinta y métédica'exposicién de Maschler [1975]) donde,
ademds, se presentan y diécuten otras soluciones propuestas

en la literatura.

Lg'linea de investigacidn que se origind a partir de
las contribuciones mencicnadas fuse doble. En primer lugar,
el problema del intercambio de mercancias fue transformado
eniun Jjuego y se demqstré que toda economia convexa da lugar

a un Jjuego con un nicleo no vacio. Este resultado fue demes-

G
tradc por Scarf [1967]. En segundo lugar, la denominada con-

Jetura de Edgeworth, a saber, que la curva de contrato se
"econtrae' hacia el conjunto de las asignaciones competitivas
cuando el nﬁmero de agentes presentes en la economia crece
indefinidamente, fue satisfactoriamente probada por Debreu y
Scarf [1963], para el caso de una secuencia de economias de
réplica, y por Aumann [1964] para el caso ideal de una-economia
con un centinuo de agentes. ‘En,ei trabajo de Debreu y Scarf
la idea de contraccidn fue rigurcsamente formuladé: as
asignaciones competitivas son aguellas que no son mejoraﬁles
por ningin grupo de agentes independientemente del grado de

réplicacidn de la economia. Aumann probd, por su parte, que
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las asignaciones en el nicleo o cﬁrva de contrato de una
economia con un continuo de agentes coincidian, precisamente,
con el conjunto de asignaciones competitivas.

El vacio existente entre los casos extremos repre-
sentadds por las aportacioneé de Debreu y Scarf y Aumann fue
satisfactoriamente cubierto con las contribuciones, entre
otros, de Hildenbrand [1974], Bewley [1974], Andersén [1978]
y Cheng [1980]. Estos autores formularon la conjetura de
Edgeworth en economias con un gran nﬁmero de agentes, pero
finitas, que no se obtenian necesariamente a través de un
procesc de replicacidn. Un pancrama excelente de la lite-

¢l realizado por

w

ratura sobre el nidcleo de una economia e

Hildenbrand [1982].

El nlcleo como mecanismo de asignacidn de recursos.

1l concepto de nﬁcléo tiene indudables atractivoes
como mecanismo de asignacién de recursos. En primer lugar,
toda asignacidn en el nicleo es eficiente en el sentido de
Pareto puesto que sino existiria una coalicidén -la de todos
‘los agentes- que vetaria la mencionada asignacidn.  En segundo
lugar, ningin agente recibe un nivel de utilidad inferior al
de su dotacidén inicial de bienes. En tercer lugar, ei meca-

nismo es claramente democrdtico en tanto gue la facultad de



veto de cualquier coalicidn es respetada, en particular la de
las coaliciones minoritarias. Observamos, en cuarto lﬁgar,
que el mecanismo no es discriminatorio puesto que no se im-
ponen restricciones a priori en la formacién y la composicidn
de las coaliciones. Finalmente, las asignaciones en el

" nicleo son equitativas en el sentido que los individuos que
poseen caracteristicas similares reciben niveles de utilidad
similares.

La posibilidad de implementar una asignacidn en el
pﬁcleo depende claramente de la ausencia de costes de comuni-
cacién y de adquisicidén de informacidén. Estos coétes sdn
prchablemente sustanciales en econcmias con un gran nlmero de

™
i
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agentes, de ahi que la implementabilidad S£a una cuest”
delicada. Esto, sin embargo, no limita la relevancia de la
teoria del nﬁcleo puesto que su interés principal radica no
tanto en la cperatividad del mecanismo como en los funda-
mentos cooperativos gue ofrece al mecanismo tradicional de
asignacidn de bienes a través de precios. En efecto, el
aspecto crucial de la conjétura de Edgeworth, o lo gue en
terminologia moderna denominamos teorema de equivalencia,
€s ‘que las asignaciones competitivas y las asignaciones en
el nicleo no son muy distintas si la economia posee un gran
numeroc de ageﬁtes. No es dificil el demostrar que, para

cualquier economia, una asignacidn competitiva pertenece al

;)
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ntcleo y por tanto diéfruta de las propiedades que hemos men-
cionado anteriormente. Por otra parte, una asignaeiéh en el
nicleo de una economia con mucho azentes es "casi"»competiﬁiva
y el grado de aproximacidén mejora a medida que el nimero de

individuos aumenta. Asi pues, vemos como dos mecanismos de

"asignacién de recursos con caracteristicas tan dispares dan

lugar a resultados préicticamente indistinguibles, con lo que

la utilizacidn de un mecanismo operativo como los mercados

competitivos queda justificada en un sistema cooperativo como

el representado por el nucleo.

Unza interesante propledad de las asignaéiones en
el nicleo es la de equidad. No es intuitivamente clarc, a
vartir de la definicidn, que los agentes que poseen carac-
teristicas similares sean tratados equitativamente en términos
de utilidad, Esta propiedad es, de heého, poco trivial y
requiere una prueba matemdtica bastante compleja. Una pro-
posicidén previa a la demostracidn del teorema de Debreu y

. 2

Scarf trata precisamente esta cuestidén. Si las caracteris-

icas de los agenteg, ésto es, sus funciones de utilidad y

ct

sus dotaciones iniciales de bienes; satisfacen ciertas
propiedades, es posible demostrar que idénticos agentes
reciben en el nucleo de cualquier eccnomia de réplica dada
idénticos niveles de utilidad. Esta periedad es clertamente:

satisfactoria pero depende crucialmente del supuesto de



repliczcidn. Green [1972] demostré gque si la economia no
posee un idénticc nimero de réplicas de cada tipo de agente,
la propiedad de tratamiento igualitario que hemos expuesto
desaparece. En un articulo publicado en 1973, Hildenbrand
y Kirman demostraron que, en economias con un numero sufi-
cienteﬁente grande de individuos, todos los agentes per-

en el niécleo: 1os niveles de utilidad de cornisumidores
~idénticos no son necesariamente iguales pero puede hacerse
que estén arbitrariamente préximos. Esta aportaciédn con-
cluyd la polémica acerca de las propiedades equitativeas

del nlcleo en economias sin incertidumbre,.

El papel de la incertidumbre en 1la teoria del nicleo.

A la vista de la creciente iﬁportancia que ha ido
adquiriendo la introduccidn de incertidumbre o riesgo! en los
modelos econdmicos, resulta sorprendente la escasa atencidn
que este factor hé recibido en el estudio de las caracteris-
ticas y propiedades del nicleo. Ello puede deberse, quizéds,

a la indoctrinacidn de los economistas tedricos con el modelo

de mercancias contingentes de Arrow-Debreu. En efecto, supon-

L Como es sabido, la distincidn entre incertidumbre y riesgo
es irrelevante.



gamos la existencia de un conjunto de estados de la naturaleza
cuya ocurrencia estd regida por una determinada distriﬁucién
de probabilidad de maners que la dotacidén inicial de bienes

de cada agente depende del estado particular que acaece. Dos
ggentes son del mismo tipo si comparten la misma funcidn de
.utilidad ¥ sus dotaciones aleatorias son descritas por la mis-
ma variable aleatoria. La incertidumbre Arrow-Debreu implica
que dos agentés del mismo tipo reciben en cada estado social
posible la misma dotacidn de bienes. Por consiguiente, una
redefinicidn del espacio de bienes gue incluya mercancias con-
tingentes permite aplicar los resultados obtenidos en el marco
tradicional cdn certidﬁmbre al ceso de incertidumbre del tipo
Arrow-Debreu o colectiva. La técnice de generalizacidn es,
pues, idéntica a la utilizada en la extensidén de los teore-
mas de existencia y optimalidad; véase Debreu [1659].

Una economia se define normalmente como una funcidn
cuyo dominio es unbespacio de_agentes Yy cuyc recorrido es un
espacio de caracteristicas (preferencias o funciones de utili-
dad y dotacioﬁes iniciales). Un método alternativo de intro-
ducir incertidumbre en el andlisis puede basarse no tanto en
considerar aieatoriedad en el espacio de caracteristicas como
en hacerlo en el espacio de agentes. Asi, se puede construir

una secuencia de economias en la que el numero de agentes de

cada tipo en cada término de la secuencia se construye a partir

&
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de una cierta distribucién de probabiliﬁad. En cada economia
de la mencionada secuencia se puede obtener la proporcidn de
individuos que comparten una determinada caracteristica. La
secuencia de proporciones asi construida es aleatoria, pero
en la medida que dicha secuencia converge hacia una distri-
buciénvlimite, los resultados tradicionales de la teoria del -
nicleo pueden también extenderse al marco de "economias
muestraleé"vque hemos descrito; véase,.al respecto, Hilden-

brand [1974].
La hipdtesis de incertidumbre colectiva que hemos

discuﬁido previamsnté puede interpretarse'probabilisticamente
‘como una situacién donde las variables aleatorias gue descri--
ben las dotaciones iniciales de bienes de los agentes del
mismo tipo son dependientes. Supcngamos, por contra, gue
definimos como individuos del mismo tipo a aquellos que com-—
parten la misma funcidn de utilidad y la ﬁisma dotacidén aleato-
ria de bienes pero'con la particularidad que éstas son inde-
. pendientes. Asi, dos agentes idénticos pueden estar afectados
por estados distintos. Por ejemplo, la capacidad de trabajo
de un individud depende de su estado de salud. Haciendo abs-
traccidén de plagas o enfermedades colectivas, el hecho que
un individuo de un tipo dado esté szno o enfermo no implica
a priori nada respecto al estado de salud del resto de agentes

del mismec tipo ni, en consecuencia, en su capacidad de trabajo.
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En este contexto eé evidente que los agentes ven determinados
su dotacidén de bienes no por la ocurrencia de diverscs eétados
de la naturaleza sino por la ocurrencia de sus estados per-
sonales, de ahf que este tipo de incertidumbre se denomine

personal o individual. Por otra parte, es claro que los

estados personales.determinan un conjunto de estados sociales
o colectivos a partir de los que podemos definir un espacio
de mercancias éontingentes. La dimensidén del espacio de
bienes contingentes depende, para un conjunto dado de estadcs
personales, del nimero de agentes presentes en la economia.
Ademéds, agentes idénticos no dispondrdn en general &e las
vmismas dotaciones contingentes. No es inmediato, por consi-
guiente, que los teoremas del ntcleo sean adaptables al marco
de incertidumbre personal.
EL objetivc del presente trabajo es, precisamente,
el estudio de lés condiciones que garantizan que ‘en economias
con incertidumbre individual se satisface una versidén (rede-
finida) del teorema de equivalencia. Asimismo; deseamos ané-
lizaf la validez de las propiedades de tratamientc igualitario.
Esta 4rea de investigacién fue abierta por Caspi.[1978j
y céntinuada por Weller [1981]. Caspi presentd un modelo de
una economia con riesgos individuales y probd que las asigna-
ciones en el nucleo satisfacen, asintdéticamente, propiedades.

de tratamiento igualitario en términos de utilidad esperada.



Su modelo se basa, sin embargo, en hipdtesis excesivamente
fuertes: un solc tipo de consumidor y de bien materialj; aumen—
to del tamafio de la ecconomia por réplicacidn; funciones de
utilidad diferenciables y estrictamente céncavas; dotaciocnes
iniclales de bienes representadas por variables aleatorias |
independientes y con idéntica distribucidén. E1 trabazjo de
Weller amplia los resultados de Caspi al caso de més de un
bien material<mant¢niendo, bésicamente, el resto de hipétesis.
El considerar un solo tipo de agentes es tan particularmente
conveniente y simplificador como restrictivo.  Permite, en
concreto, obtener un teorema de convergencia con un coste

muy reducido. En>efecto, la contribucidén principal de estos
trabajos puede resumirse diciendc que las asignaciones en el
nicleo de unaveconomia con incertidumbre personal ofrecen
niveles de utilidad esperada arbitrariamente préximos a la
utilidad de la esperanza matemdtica de la dotacidn inicial de
bienes. Bajo las hipdtesis menciocnadas es trivial el compro-
bar que dicha ésperanza matemdtica es el Unico equilibrio
competitivo de la economia sin incertidumbre que se deriva
tomando como dotacién inicial de bienes el Valér esperado

de las variables aleatorias que definén las dotaciones inicia-
les en la economia con incertidumbre y un solo tipo de agente.
La simple introduccién de dos tipos de agentes destruye este

resultado.

11.



El modelo que presentamos en esta tesis incluye un

nuamero arbitrario, pero finito, de distintos tipos de agentes.

l2.

Prescindimos completamente de la hipdtesis de diferenciabilidad,

mientras que la conceavidad estricta es relajada a concavidad
excepto en un caso particular donde probamos que, de hecho,
no podemos prescindir de ella. Ampliamos, también, el tipo
de incertidumbre personal; tanto Caspi como Weller utilizan
casos particulares de variableé aleatorias que satisfacen la
ley fuerte de los grandes nﬁmeros. Veremos que el unico re-
querimiento que debémoé imponer a la aleatoriedad de las
dotacliones inicialés es que ésta sea lo "suficientemente
individual" para que una versidn de la ley de 1los grandes
nimeros sea éplicable; en concreto, utilizaremos axiomdtica~
mente la ley débil de los grandes numeros. Finalmente, demos-
traremos que la condicidn de replicacién de los agentes no

es crucial pafa_obtener los teoremas de convergencia del
nicleo, Estas hipdtesis estdn, a nuestro entender, méds en
consonancia con las hipdtesis tradicionalmente realizadass en
la teoria del nicleo de una economia en condiciones de certi-

dumbre.

Crganizacidn del trabdajo.

En el capitulo Il introducimos y discutimos las
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hipétesis que conforman la naturaleza del modelo. Asimismo,

enunciamos las principales definiciones y presentamos.algunos
ejemplos. En el capitulo III analizamos algunos criterios de
equidad y demostramos que en el marco de secuencias de econo-
mias de réplica las asignaciones pertenecientes al nuclec
satisfacen los criterios propuestos. En el sigulente ca-
pitulo extendemos los resultados elaboiados para secuencias

de eccnomias de réplica a economias mds generales, en partin
cular prestaremos singular atencidén a las denominadas secuen-—
cias competitivas. El capitulo V trata la cuestidn de lea
relacidn entre las asignaciones eh el micleo y 1las ésignacio»
nes competitivas o walrasianas. Esta relacidn se sumariza en
dos teoremas de convergencia pars, Tespecti?amenﬁe, secuencias
de economias de réplica y secuencias competitivas. Varios
apéndices recogen conceptos y resultados (matemdticos y escond-
micos) gque, por su caridcter mis técnico o bien para no interrum~
pir el flujo de la discusidn, parecia més adecuado.no intercalar
en el texto principal. Finalizamos el trabajo con una breve

recapitulacidén de su contenido.
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CAPITULO II : DESCRIPCION DEL MODELO

Una economia & estd compuesta de una coleccidn finita
J de individuos caracterizados por una funcidén de utilidad u
y una dotacidén inicial de bienes e . Cada agente JedJ viene

descrito por un par (uj, ej) . Para precisar el conjunto de

“economias que vamos a considerar en este trabajo, efectuamos

las siguientes hipdtesis,

H.l.a. Para todo Jjed , la funcidn uj: R > R

es continua, acotada, cdédncava y creciente.

H.l1.b. Propiedad dé la utilidad esperada: sean
(£1P) y (glQ) loterias con éspectro finito. Lé
loteria (f}P) es preferida a la loteria (g|Q)
por el'agente J si y solo si la utilidad esperada
de (f|P) no es menor que la utilidad esperada de
(glq) , i.e., (f]|P) zj {glQ) si y solo si
Euj(flP},z Euj(ng) .

Una funcidn de utilidad que satisface H.l1. se deno-
mina funcidén de utilidad de Bernoulli. La hipdtesis de conti-
nuidad es tipica en teoria econdmica y su caracter es puramente

técnico. La condicidén de concavidad refleja que los agentes

V.
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o :
no son amantes del riesgo. La hipdtesis de acotacidn es natural

dentro del contexto de la teoria de la utilidad esperada para
obviar la conocida paradoja de San Petersburgo. Puesto que en
este trabajo utilizaremos espacios de probabilidad finitos y no
denumerables, la propiledad de acotacidn no puede derivarse del
resto de hipdtesis, de ahi que sea preciso asumirla. Una dis-
cusidén completa sobre esta propiedad puede verse en el articulo -
de Fishburn [1970]. Lla condicidén de monotonia de las funcicnes
de utilidad es étandard y no merece mayor comentario. La hipdte-
sis H.l.b. tiene en cuenta el contenido provabilistico del
modelo y recoge 1a’hipétesis de racionalidad de los consumidore,
a saber, que todos ellos tienen como objetivo la maximizacidn

de su utilidad esperada. Denotaremog vor WU el conjunto cde

las funciones que satisfacen H.i..

¥1N

Cada agente J estd afectado por un conjunto de estados

cuya ocurrencia determinz la dotacidn inicial en su posesidn.
Si @ 3 “es tal conjunto, denotaremos por & QJ) el conjunto

de todos los sucesos generables a partir de Qj y por 1.
J

unz medida de probabilidad definida en &( Q j)' Asumimos,

t

L, ®(g9.), I.) —s R
J Cajy)s Ty — R,

es wna funcidn medible que satisface ej(wj) > 0 para

todo w.e Q. . EL conjunt Q. finite oI.(w.)>0C
5 i onjunto 3 es finito y J(WJ)

L%y

H.2. La dotacidn inicial . ej:(Q

ara todo w., € . .
P 353

El simbolo & representard todas aquellds funciones
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que satisfacen H.2.. Podemos, ahora, definir de manera precisa
el concepto de economia. Una economia estocastica & es
una funcidén del espacio de agentes J en el espacio de carac-

teristicas M x& , i.e.,
& +J UxE

de manera que - & (j) = (uj, eJ)e ‘W x&  para todo jeJ .
La hipéteéis de incertidumbre individusl implica, éomo hemos
mencionado en la introduccidn, que cada individuo es afectado
Gnicamente por su propio conjunto de estados Q - E1l conjunto
de estados sociales Q se obtiene como el producto cartesiéno

de los conjuntos de estados personales, i.e.,
=TT ¢,
J

Un vector we § especifica los estados que afectan
a cada consumidor. Sea proyij(w) la proyeccibn del vector w
en su j-ésima coordenada; entonces, la hipdtesis de incerticumbre

bersonal puede expresarse formalmente cono

H.3. Para todo wef , ej(w) = ei(proylj(w))

A%

Dada una economia & : J - W x £ , podemos consS-

: 3 : ' s T. ; "
truir una secuencia de economias { &'} , r=1, 2, ... , tomando




RN

como base el subconjunto de caracteristicas g (J) ¢ UxE .

r > - 4 r
Denotaremos por A el conjunto de agentes en la economia @&

r

1" B . - - '3
el subconjunto de agentes de tipo J en & , ae

’ r A,
Y DO J

r r . ..
manera que . A~ = U Aj . Puesto que deseamos analizar propiedades

de economias con un gran numero de agentes, debemos asumir

H.4. Para todo jedJ , 1lim #AL = @
r+a 9

donde #A ‘denota la cardinalidad del conjunto A . Para faci-
1itar 1a interpretacién, se puede asumir que todas las coﬁias
del tipo J coﬁparten ia misma dotacidén aleatoria de bienes. Sin
embargo, €sto no es necesario. Los unicos requerimientos gue
necésitamos en la definicidén de "copia" son los de indépendencia
estocdstica e idéntica esperanza matemdtica en las dotaciones
iniciales. Esto es suficiente para postular una condicidn de
estabilidad estocéstica que refleje la nocidn de independencia

implicita en el conceptc de incertidumbre personal. Asi pues,

H.5. Para todo JjeJ , la secuencia {ej(a)}ae<A? ,
r=1, 2, ... , satisface la ley débil de los grandes

nimeros, i.e., para todo & > O

r

lim Prob {](#9A?)“1 > e.(a) - Be.|>6 } =0
r- ® J aeAj J J

donde e.(a) es la dotacidn de bienes gue corresponde a la

17.
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copia a del tipo j ¥y Eej es la esperanza matemitica

comin de todas las variables sleatorias ej(a) -

Ejemple 1. Sea {ej(a)}aeAr una secuencia de dotaciones
aleatorias mutuamente independiente y ccn idéntica distribucién.

Dadas nuestras hipdtesis,.la varianza de e~ =1 (# a0yt E: e.la)
' J . J aeht ¢

o, X

existe siempre y es igual a

r var(ej(a))

) =

var{e

[

¢ AL
# J

Como lim 5¥A§ =® , se sigue que lim var(ég) = 0 . De la

desigualdad de Tchebyschev

-
se deriva de manera inmediata que 1lim Probdb {163 - Eeji>5 }= 0
para todo &> O , con lo que la secuencia de dotaciones verifica

H.5.

Ejemplo 2. Sea {ej(a)}ECAr una secuencia de dotaciones
e ——— < o .

aleatorias mutuvamente independientes que cumple

i) Eej(a) = Eei , para todo a.eAf , para todo 1r=1,2,...

3 . o

ii) var(ej(a)) < + @
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143) lim (#AT)"? Zr var(e.(a)) = O
r-< IO a€Ah J

%

. ) K3 - g - u‘
La secuencia {ej(a)}aeA{ satisface H.5.. En efecto,

puesto que

E(el

2. =T .
- Ee.) = (e, - Ee,) = (#A
3 eJ) vax(PJ eJ)_ (#

)7e 2:'var(ej(a))

C HY

: . .z c s R : —1
la condicidén iii) implica que la secuencia {ej} converge

. . ' c -
en la media de orden 2 hacia Eej. Por consiguiente, eJ}

ccnverge asimismo en probabilidad hacia Eej.

La descripcidn de una secuencia de eccnomias depende,
obviamente, del método que utilicemos para incrementar-el ni-
merc de agentes. Las hipétesis realizadas hasta el momento son
en este sentido bastante débiles. Si & : J - W x &
es una economia que‘satisface H.1-H.3 ¥ {81@ s una secuencié

basada en & que satisface H.4-H.5, tenemcs

e . , . e ' .
Definicidn 1. La secuencia de economias {&° } se denomina

»

. . r -
de réplica si A" = J x {1, 2y eee r} de manera que

&'r(j,'a) = (uj, ej(é)), a=1, 2, «c. , T .

En una economia de réplica de orden 1r existen, por tanto,
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e

5

r copias de cada tipo de agente. Un procedimiento mds general
de asumentar el tamano de la economia viene recogido en la si-

guiente definicidn.

. . .« 2 . . - r .
Definicién 2. La secuencia de econcmias {&  } se denomina

competitiva si para todo jed existe un .nj e o, 1[ tal

que

# A"
1im — = ¢
r<+ @® #AI‘

Cu.

. La interpretaéién es inmediata. La fraccidn
v#!%;/ # AT indica la proporcidn de individuos de tipo J
presentes en la economia &Y .  Este nimero flucide de
economia a economia, pero cuazndo el indice r es lo suficien-
temente grande dicha proporcidén se estabiliza en un entorno
arbitrariamente pequeﬁo de r‘j . Claramente, Z:r]j =1 .
La secuencia de proporciones #Ai/ﬁ#Ar ~ reccge toda la

, J

informacidn sobre la distribucidn de las caracteristicas de
los agentes. La convergencla de la mencicnada secuencia refle-
ja la ideé intuitiva de que al aumentar el tamano de la economia,
y por tanto su grado de competitividad, no estd variando sus- .
tancialmente el cardcter de la economia, ésto es, su distribu-

cidén de caracteristicas. Se observarsd que una secuencia de

economias de réplica es un caso particular de economias compe-



titivas. FEn efecto, para una secuencia de réplicas tenemos que

#A

-

o N

(#J)“1 para todo r=1, 2, ....
# AT |

Si @ (3, a) representa el conjunto de los estadcs
) : :

(O]

personales que afectan a la copia & del tipo J el con-
junto .de todos los estados sociales para la economia & °

viene definido por el productc cartesiano

r .
Y ""ATT Q (j a)
jed » e
T
a€h’,
; e . . . , ' . r
Definicidn 3. Unza asignacidn factilble para la economia &
. . T T r .
es una funcidn medible f": A" x @ +~ R que satisface

+

Z: 2:' fr(a, w) < E: Z: r,e.(a, w)
[4 €

. r . J
J acgA’ J aeh’
J J J J
para todo w € ro.

Por conveniencia de notacidn, omitiremos el argumentc w sin

que ello cause confusidn. Usaremos, pues



LoD, e s L Y e

jed ach jed aeAj

teniendo en cuenta que esta relacidn implicitamente recoge
que la igualdad entre ofertas y demandas tiene lugar en todos
los estados sociales. Se observard gue el numero de mercan-
cias contingentes depende de 1.
Las preferencias de los consumidores sobre vectores
s . . - . r
de bienes contingentes respetan H.1l.b.. Asi, si a.eAj y
T r o 1 P r A
T y g son asignaciones para la economia & s tenemos
ATy U o . )
que fi\a) es preferido a gj(a) por a si y solo si

(%

Eujfg(a) > Eujgg(a)

. a . T . )
Por otra parte, la variable aleztoria fj(a) es estrictamente

preferida a g?(a) por a si y sclo si

r
{a)

.
Fu.f.(a Fu.g
jlel > 3%

J

Una coalicidn de agentes en la economia &7 es cual-

EYS

guier subccnjunto T de A" . Una coalicién T # @ puede

€.

P ol .
escribirse como T = UJJA donde Tg representa el conjun-

to de las copias de tipo j perteneciente a la coalicién T.

e2.
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(e

2

. .. . r
Puesto que es posible que para elgun J tengamoes Tj = @,
denotaremos por JT al conjunto dée todos los Jje d para los

que Tg £ g .

- 0] + . : r I
Definicidén 4. Una asignacién f para la economia &7 es

mejorable, bloqueada o vetada si existen una ccalicién T y

i . . r
una asignacidén g tales que

K _ o or 3 - ' }
2. - AC 2; e (a)

1) "
; ~ o Ay 3
JeJT ae L J€dan Tj
2) Eujgi(a) > Euif§(a) para todo ace T§, para
v o
todc JeJT .

Obsérvese gue no es restrictivo el suponer gue todos

: . , . e oo . .. r
los miembros de la coalicidn T reciben en la asignacidn g

niveles de utilidad esperada estrictamente superiores a los
. ’ r : . s . :
que obtienen con ¢ En efecto, la condicidn 2) es equivalente

a

. T T Y
2! Fu.g.{a z Eu.f.(a) rara todo ae€ 77, ara
.) Jg,J( ) i J( ) I @1y, p

}K todo JE:JT, con algin agente a* satisfaciendo
'»\ i ro x T
y bu.g{a > Eu.f’ (ax) .

¥
*
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.-

gracias a las hipdtesis de continuidad y monotonia de la funcidn
de utilidad uj.

Definicidén 5. El nicleo de una economia e ¥ -, denotado ceg ) ,

. s . . ‘ r
es el conjunto de asignaciones reallzableswpara & que no

. C s r
pueden ser bloqueadas por ninguna coalicidén T g A .

El siguiente ejemplo demuestra que individuos idénticos no son
tratados idénticamente en el nﬁcled.de una economia estocastica.
Ejggglg_i; Considérese una economia con dos agentes descritcs
por la mismé-funcién de utilidad u{x) = Vx y‘cuyas dotaciones
iniciales son variables éleatorias independientes y con idéntica
distribucién definidas sobre un conjunto @ = {wl, wg} de

estados personales tales que

e(wl) = l con probabilidad H(wl) = 1/2
e(wg) = 4 con probabilidad II(wz) = 1/2
El conjunto de estados soqiales eé, por tanto,
Q2 - {(wl, wl)? (wl, w2), (w , wl), (wg, we)} |
con Prob (wi, wj) = H(wi) H(wj) = 1/4 .. La‘do§acién contin-



gente del primer individuo viene definida por

[
=

el(wl, wl) = el(wl)
el(wl, wg) = el(wl) = 1

e (w,, wW,) = e (w )y = 4
1'7°2 1 12

!
I~

el(wg, w2) = el(wz)
vmientras que para el segundo agente tenemos

e2(wl, wl) = 82(w1) =1

= =) =3 ).

ez(wl, w2) LQ(WQ) }
eg(wz, wl) = eg(wl) =1
= 4

82(W2, wg) = ez(wg)

Puesto que las ‘dotaciones iniciales de mercancias contingentes
son distintas, es intuitivamente claro gque pueden existir
posibilidades para que ambos agentes mejoren su bienestar a
través de una distribucién de sus bienes. En efecto, la solu-

cidén del programa

Max 2~; Prbb (w.,, w,) ul{f (w,, w.))
i3 i J 1'7i J

msujeto a

25.
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Ej £ o(w., w.) = XZ e (w., w.) vara i, j= 1, 2
L et ) - Do, wp pare s, g1,

. £ {: T > v{
EE% Prob (wi, wj) u(¢2‘ﬂi, mj) 2 Eule,)

fa(wi’ wj) > 0 para a= 1, 2; i, j=1, 2

describe las asignaciones en el nuicleo. Tediosa computacidn

permite ver que la asignaciédn

fl(w 0.98

1’
fl(wl,‘wg) = 2f45

fo{w y = 2.45

2,

fl(wg’ w2) = 3.92

]

—
(@]
n

f2(w1’ wl)'
fz(wi, w2) = 2.55
fg(wg, W, ) = 2.55
folwy,, w,) =-4.08

»

pertenece al nlcleo de la economia. Sin embargo, ambos agentes
reciben vectores de bienes distintos y sus niveles de utilidad

esperada son, como es facilmente comprobable, también distintos.



El intercambio de bienes llevado a2 término puede interpretarse

como un intercambio de riesgos. En determinados estados, algu-

'nos consumidores reciben dotaciones que les resultan especial-
mente favorables mientras que en otros estados pueden resultar
perjudicados con la cesta dé bienes qué les corresponde. Esta
situacidn puede invertirse para otro grupo de agentes. Los
estédos” (wl, w2} y (w2, wl) de nuestro ejemplo ilustran

esta observacidén. Una asignacidén en el nlcleo permite, pues,

que los consumidores intercambien riesgos y aumenten su utilidad

esperada. S8i la economia comprendiera un mayor nimero de
lindividuos, las posibilidades de intercambiar riesgds aumenta-~
rian corfespondientemente con la presencia de un mayor numero
de estados. En lenguaje comin, existiria una mayor variedad
de pdélizas de‘seguro sobre la que negociar. Esta es, precisa-
mente, la razgﬁ por la que intultivamente esperamos que en
economias con una gran cantidad de individuos las‘utilidades
esperadas no sean sustantivamente diferentes. E1 objetivo

del préximo capitulo consiste en precisar y en dar contenidc

formal a esta intuicidn econdmica.

T T e T 2 T M o T o S

L »

T s



CAPITULO TIT : ECONOMIAS DE REPLICA : PROPIEDADES EQUITATIVAS

En este capitulo presentaremos y discutiremcs criterios
de equidad y demostraremos que las asignaciones pertenecientes
al nicleo satisfacen asintéticamente los criterios introducidos.
Antes de proceder en esta linea de andlisis necesitamos estable-
cer algunos resultados de tipo técnico.

Sea {X_,} una secuencia de variables aleatorias
definidas en espacios abstractos de probatilidad (g n’t}ﬁ’ Pn)
con dominio en k. dotado de la o¢-algebra CB(R+) de todos

los subconjuntos de Borel y sea X un escalar. Tenemos,
Lema 1. Si la secuencia {Xn} satisface para todo &> O
lim P R/ 1X (W) - X|>8 }= 0
WeE W) - X|>8 =
lm.n{tsn‘ a .({oj
n-> @ :

entonces, para toda funcidén h: R+ * R continua y acotada

se tiene que

lim Eh(Xn) = h(x)
na+ @

Demostracidn: Véase el apéndice.

Una aplicacidn trivial del lema 1 muestra gue para cuvalquier

28.



funcién de utilidad de Bernoulli se

lim Eu(Xr)': ul{x)

n-»> o

Sea {xn} una secuencia de

sigue

la misma conclusidn,

nUimeros reales y szea

Lema 2. X
un escalar. Si
i) Existen €> 0 y o€ ]O, 1{ tal que para
todo n =1, 2, ...
# {arl, 2yeee, n / }xa - x| >e },
: > a
n
ii) Existe ¢ > 0 tal que para todo a=1, 2,...,N0
y para todo n=l, 2,... se sumple x_ 2 X - C .
1 & -
iii) lim sup (n) X £ X
a
: a=1
Entonces, existen €> 0 y &€ 10, if ue satisfacen
) ? g .
#{:azl, 2,00.,0/ X, < X - € }
lim > o
n+ n

Demostracidn: Véase el apéndice.

29.
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Sea. {&"} una secuencia de economias de réplica y
PN S o “ ‘ ) L .
sea f e€C(&") , para r=1, 2,..., una asignacién en el nuicleo
r 3 . . , I d .
de & . Toda asignacidn en el nidcleo de una economia es reali-

zable y, por tantc, tomando valores esperados en la condicidn

de factibilidad

1A

W (2) = 2. (#AT) Ee,

jed -cx.€AJ jed e

y si para cada Jjed definimos

It

Y -1 r
! (#AJ) a%;\ Bel(a)
J

se obtiene

Zj Fr ZZ Ee

jed 2 jed

A

1o que implica que 1la asignacidén f es factible para 1la
econocmia cuyo conjunto de agentes es J y donde cada indivi-
duo recibe como dotacidn inicial la esperanza matemdtica Eej

de su dotacidn aleatoria en & . Dicha economia, que denctamos

& g » €S una economia standard sin incertidumbre; . se deriva



'de & a través de la aplicacidn (uj,
ara la economia & E

e.) > v,, ke. .
i’ (v, Bey)

s » . =Y
La .secuencia de asignaciones T

o)

estd claramente acotada. Sin pérdida de generalidad podemos,

por tanto, suponer que para todo Jed existé un TJ - tal que

n
+4!

4t
[
C

lim
-

Consecuentemente, la asignacidén T también es realizable para

re)
A I

T . '
), F. = ) Ee.
jed 9 j g

lLa asignacidén T jugard un papel cruciai_en el anélisis pues
servira como punto de referencia sobre el el que se centrara
el estudio de las propiedades de tratamiénto igualitafio.

Dado unvnﬁmero real e > 0O podemos construlr pars
cada Jjed ¥y para todd r=1, 2, ... el subcoﬁjﬁnto de copias
del tipo J cuya»utilidad.esperada”en unaﬂégignaéién prertene-
ciente al nﬁc}eo se desvia mds de e con respecto a la utilidad

) . Cis e . . . . r -
que cada JjedJ recibiria con la asignacidn cierta £ . Formal-

mente,

31.
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Lautilidad uj(fg) puede interpretarse como la utilidad que
cada individuo de tipo j recibiria si la esperanza matemé-
tica de su vector agreéado de bienes fuera repartida equitati--
vamente. La expresidn Ag - Dg(fr,e ) representa el conjunto
complementaric de D§(fr,e ) en Ag , €5 decir, el subconjunto
de .copias del tipo J que obtienen tratamiento e-igualitaric
en la asignacién f¥. Si #I@(fr,e ) = 0, todos los indivi-
duos del tipo Jj son tratados e-igualitariamente. En caso
contrario, la fraccidn ‘#Dg(fr,e )/.#Ag nos indica la propor-

cidén de individuos que, bien por defecto o bien por exceso, son

"injustamente" tratados. Si dicha proporcidn fuera reduciéndose -

a medida que el tamano de la economia aumenta, podriamos concluir
que "la desigualdad desaparece con log grandes numeros". Esta
idea puede expresarse, matemidticamente, de la siguiente manera:

para todo € >0

lim #Dﬁ(fr,g)/#A? = 0
r+ i J

La funcién de utilidad uj es continua y por consiguiente

(f.). De ahi que si definimos

1im u.(f%) = u.
4 J Jd J

L . F
/ lEuj;j(a) uj(fj)l> e }

sea facilmente comprobable que
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#05(fT, &) C#D.fT, ey
lim —9 . = 0 DS 1im J . = 0
rs ® #Aj r> #Aj

Nuestro primer resultado prueba que las asignaciones en el
nicleo de economias con un gran numero de agentes sirven,
efectivamente, para eliminar las desigualdades en términcs de

utilidad esperada.

r . L . rd .
Teorema 1. Sea {& } una secuencia de economias’ de réplica

T

tal que para todo r=1, 2, ..., f € ce ™)

. Sea > 0

un numero real arbitraric. Entonces, para todo jeJ ,

1im #D.(fF,e )/ #AY =0
r+ o J - d

Demostracidén: B8i la conclusidn no fuera cierta, existirian un

tipo de consumidor -que sin pérdida de generalidad puéde
asumirse que es el tipo 1-, numeros e > 0, ae€]o, 1]

¥y una subsecuencia ce indices -gue por simplicidad denota-
mos de nuevo {R} - tales que para todo re{R} se

cumpliria

#D(£7,E)

(3.1) —
#Al




DT e

Es facil de ver que para-todo Jj ¥y todo ¢> O se cumple

Ag - Dj(fr,e) < {aeAg/ Eujfg(a) < uj(-fj)_J’ e:}

Por lo tanto, si Jj# 1 se tiene

r r brad
aeA./ Eu.f(a) < u.(f.
i #{ i jTia) < u(F) + e

: =1
T+ @ ' #AIJ.

.
En consecuencia, para Jj# 1, para cualguier ¢> 0 Yy
para cualquier « ¢]0, 1[ , existe un nlmero entero J(g, o )

tal que si r > R{eg,a ) =: max'Rj(g,a) y J#1 se tiene

#*’aeA / Eu.f \a)<u(i +€}

~T
3 ig’ 5
# A

J

Para los individuos pertenecientes al tipo 1 es positle
demostrar que existen €>0 , §e |0, 1 ¥ Ry tal que

si r > Rl entonces

el \ N = ~ -~
#{aeAl/ Eulfl(a) < ul(ll) - e'}

;
#A 1




En efecto, (3.1) implica que la condicién i) del
lema 2 se satisface. Demostramcs, & continuacidn, gque

ii) y 1ii) en el mencionado lema también se satisfacen.

35.

Puesto que fecieD Y, por la hipdtesis H.2., el(é)> 0,

se sigue que Eu]fi(a) > Eulel(aj >0 , con lo que siempre
es posible encontrar c¢> O tal que Eulfi(a) > ul(?l) - c

ii) se satisface. Por otra parte, la definicidn de

<

=T . . .
fj y la concavidad de ul‘ implican

=Ty, r -1 Y7
u (B0 5 (a7t 20

u, (Ef7(2)) >
a €A, - '

I

z(¥fA§)‘* X Eulfi(a)

asny

m

La hipdtesis H.1. garantiza gque la funcidn u, esta
acotada supericrmente. Esto implica gque la funcidn de
utilidad esperadza Eul también tiene una cota superior

¥y, per tanto, haciendo que 1r tienda a infinito obtenemos

- ) L, T -1
ul(fl) > 1lim sup (ﬁfAl) Z: -

ST
Fu,.T5(a)
aeA; 171

con lo que la condicién iii) del lema 2 se satisface y

(3.2) queda probado.



A continuacidén, definimos para todo r > max (Rl, R{e , 8 ))

m’ = int[<#A§) &1+ 1

r T r = .
de forma que m < #{ae€A./ Eu.f.(a) < u,(F, , JE 1,
g #LC‘- J/ j J( ) J( J) + € } J 7 _

r T r : N .
y m < #{ﬁlGAl/ Eu fy(a)<u (F)) ~ ¢ } ¥, en consecuencia,
es posible construir conjuntos Bg(s) , J£ 1, ¥ B{(é)

tales que

r r r = '
B (e) cfaeh’ / Eu .l < u (F,
5(€) ¢ lae 5/ Busfila) <uy(Ty) + e }

B‘{(?:) él_[aeﬁ{ / Eulfi(a) < ul(f‘l) - & }
y cuya cardinalidad es precisaménte m’ . El resto de la
prueba consiste en demostrar quevpafa un nuimero ¢ ade—
cuadamente escogido, la coalicidén BT (e) =: (L&bﬂ B?(e))kJBi(€)

. - d

blogqueard la asignacidén en el nicleo ¥ siempre que
el indice r sea lo suficientemente grande. Se observaré.
gque los agentes en B{(é) reciben niveles de utilidad
esperada particularmente desfavorables. Para poder formar
una coalicidn con Uj#iBg(E) veremos que cada agente en
Bi(é) puede ofrecer un pago /\ a los agentes de tipo J#1

,

de manera que éstos veran aumentado su nivel de utilidad
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esperada y no podrdn objecidén a formar una coalicidén con
T, . ' - . e
Bl(e) . El aspecto crucial es gue una vez. la coalicidn se
ha constituido, existe una redigtribucidn de sus recursos
que también incrementa el nivel de utilidad esperada de los
agentes del tipo 1, Si Alj es el pago que cada agente
)r . . - . " Z A
en Lj(e) y J#1, recibe, de manera que A = i#1 By o
y definimos una nueva asignacidn estocédstica

%§(a) =T, + AJ + (mr)"l Xj e, (a) - Ee, r V51€B§(€)

r
~ - m

r = ry~1 =7 (oY Toa
fl(_a) = fl - 0N+ (m) 2":‘1 el\d) Eel , VaeBl( )

~

es posible demostrar que T es factible para la coalicidn

B'(e). En efecto, es fécil de ver que para J#1

r ] r

m . m
YUY ey = m" )L (F, + A, - Ee.)+ y Y e (a)
jF1 a=1 Y SN BT R S S

mientras que para j= 1



T r
m . m
7 A . -
ff(a) = mr(fl - A - Eel) +~§ I el(a)
=1 + ’ —
a=1 a=1

y por consiguiente

r
m :
E: E:: f5(a) = m' ( Zz (T,

jed a=l1 J JeJ J J#1

" Claramente, el primer sumando del iado derecho es menor o

igual gue cero por definicidén de A& i y el hecho que

>~
=

f es reaiizable‘para & E Se sigue. por tanto que T
es realizable para la coalicidén B (e). Se observari,
por otra barte, que para todo aEB?(e) , J#41, vy para
todo aéB{(g)  se tiene

r

m
!'fmr)"lz

1

i

AI‘ s — o
Ifj(a) - (fj +£xj>l ej(a) Evil

A%

r

m .
fnTy™ Y] e,(a) - Ee |
a=1

I

~ r ’ -
lfl(a) - (fl'—lk )

La ley débil de los grandes numeros -~hipdtesis H.5. -

-Eej) N AJ. ~-0D)) +
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implica que para todo § > O se cumple

r-> ®

lim Prob [%I.‘(a) - (f,. + A)]I>8Y=0 J#1
T @® { J J» J } ’

. or = _

lim Prob{lfl(a) -—(fl—/_\)l>6}—0

Podemos, por lo tanto, aplicar el lema 1 a las secuencias

~de variables aleatorias {fg} , J#L, ¥ {f{} y obtener

. ar - 3 : K
iimmEuj(fj(a)) = uJ-(fJ. + .A;j) , J#L

(3.3)

lim Eu (£7(2)) = u(F, - &)
r- @

El siguiente paso consiste en especificar los pagos de
forma que sea posible encontrar un valor de € para

el gue se cumpla que uJ.('fJ. + AJ.) > uj(f‘j) +¢e , si

J#1, ¥y ul(f1 -N) > ul(fl) - £ . Observamos, en primer

- lugar, que ul(fl) > ul('f‘l) - & por lo que la continuidad
de y implica que existe un  /\ >0 pequefio tal que

(_f- '_ f - A . i . = -— v
u, (T N) > ul( l) € Definamos AJ (#J 1 A

39.
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La monotonia de U garantiza que uj(fj’+zg_
<
Si definimos '

=¥ = 3 nin (u.(T. )~ u.(F.
€ 2.1_3171/1 (JJ( F +A\J) uJ( J))

podemos asegurar que para Jj#1l

Haciends & = €* obienemos R(e¥*,a ) vy pocdemos construir

. . . T, » :
los subconjuntes de agentes BL(e®} para r > max (R

17 R{e=*,

v todes las propiedades demostradas para € arbitrario se
siguen cumpliendo para €¥* ., Firalmsnts, sl hacemos

~
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" Eu,fi(a) > u

1Ty (f

1

para todo aeBg(s*) , J#1, y para todo aeBi(é) siempre
que el indice r sea lo suficientemente.grande. La defi-
nicidén de Bg(c*), J#Al1, vy B{(€) implica, por su

parte,

- , r - v |
uj(fj) + g* > Eujf‘j’(‘a) , ¥ aEBg(e*) , J#AL

5oy . r A
ul(fl) - & > Eulfl(a) s ¥_aeB§(g)

. £ . 7 I‘ ) > .
En consecuencia, la coalicién B (e*) bloguea la asigna-

) S .
cidn f para r grande, con lo que alcanzamos una con-

tradiccién a la hipdtesis de partida fle C(&T), para todo

I'=l, 2, e e . " QED-

El teorema 1 prueba que las asignaciones en el nucleo
constituyen un mecanismo que elimina las desigualdades generadas
en un contexto de incertidumbre. Todos los individuos que com-.

parten las mismas caracteristicas, excepto quizds una fraccidn

41,

que deviene arbitrariamente pequefia, reciben niveles de utili- '

dad esperada arbitrariamente préximos. Este resuvltado puede
también interpretarse diciendo que el nucleo de una economia

con 1ncertidumbre personal funciona como un mecanismo ex-ante



b2,

para asegurar riesgos. El teorema 1 es, desde un punto de vista
matemdtico, un teorema de convergencia en medida. Este modo de
convergencia es, en general, el mds débil. Las hipdtesis for-

muladas permiten, ademds, prcbar convergencia en la media.

r o - : ’ y s +
Teorema 2. Sea {& } una secuencia de economias de réplica
. T T - e
tal que para tcdo r=1, 2, ..., f «€C(& ). Entonces, para

todo je€dJ se cumple

lim (#A§>‘1 o lEujfg(a) - ug(F )l =0

" aeh’,
T ® b
Demostracién: Definamos qu(fr,s )= Ag Dj(fr.e ) para todo
e > 0 dado. Entonces; si hacemos .ﬁj =3 uj(fj) tenemos
7 T - u . .r -
E:, [Eu.f.(a) - u.| = Y X [Eu.f.(a) - u,] +
aept J I aeDS%(s¥, ey 9 I
J J
sl |Eu f%(a) - G
aeD (£, g ) dd J

La funcién de utilidad esperada Eu, estd acotada y por

~tanto Eujfg(a) £ K para algian K . Por otro lado,

si Agerﬁo(fr, €), se tiene que |Eu:f§(a)-*uj(fj)l< €

Jd. | J
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De aqui se deriva

):Ar (Euj-g(a) - 6l < #DJ(fr, € )(2K) + #D?O(fr,e) e
aEA, : . v
J

-

¥y consecuentemente

(2K) +

' | #D.(£7, €)
@ADL L IEueta) - G« —d
J aéAJ. J J | d #AJ

El teorema 1 implica 1lim h#Ag)'l #le“, €e) =0, para

todo £ >0 . Asi pues,

R -1 r -
lim (#A%) Y |Eu.ff(a) - U.| £ €
r-> @ J aeAg J J J

Como ¢ es arbitrario, la conclusidn se sigue inmediata-

mente. . , QED.

La utilidad esperada de un agente de tipo J en una asignacidn

L%
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Q-
r ’ . [P .
f° en el nucleo puede ser mayor -0 menor que la utilidad que

dicho agente recibiria con la asignacidén cierta T .. El teo-
rema 2 nos asegura, sin embargo, que la desviacidn media con

~respecto a la asignacidn de utilidades (Gj) converge
3

Jjed
hacia cero. Un corolario inmediato a los teoremas 1 y 2
establece que todos los agentes de tipo J , excepto una
fraccidén artitrariamente pequefia, reciben en el nicleo niveles

de utilidad esperada arbitrariamente prdéximos a la media de

las utilidades esperadas de los agentes de tipo Jj . Si hacemos

Gl =: (#8571 11 mu.rT(a)
J aeh’, J J
dJ

tenemos formalmente

T

' s r ) ' .
Corvlario 1. Sea f e C( & r), donde {& "} es una secuencia de ecc-

nomias de réplica. Sea ¢ >0 arbitrario. Entonces, para todo jed

r r ~r
€A Fu.f’ - Ful|>
#1{a 3 / [muJ J(aJ uJI e § o

lim =
TS ® : #AJ.

Demostracidn: Es fdcil de ver que la desigualdad triangular

v

v el teorema 2 implican que lim !Eﬁg - ﬁj! = 0. Sabemos,



5

ademds, que lim luj(f§)4~ ﬁji = 0 y por tanto uj(fg) N

Eu? son mutuamente sustituibles en Dg(fr, € ) cuando

X

el indice r es lo suficientemente grande. QED.

Un segundo procedimiento para analizar la cuestidn
de equidad en el nucleo consiste en obtener una medida de de-
sigualdad en el espacio de bienes, en lugar de en el espacio

de utilidades. .81 para cada jedJ y cada € >0 definimos

- r T r =
D, e) = -{aeAJ./ |Efl(e) -~ T41> e }

entbnces,_ la fraccién #ﬁj(fr, € )/#Ag es una medida del

conjunto de agentes de tipo J que no obtienen tratamiento
€ —igualitario, en términos de la esperanza matemédtica de su
asignacidn, en ff, Bl siguiente teorema establece que las

asignaciones en el nucleo sirven también pvara eliminar este

tipo de desigualdad.

Teorema 3. Sea {&If una secuencia de economias de réplica
tal gue . para todo r=1,2, ..., rfec(e’) . Sea e >0

un nlmero real arbitrario. Entonces, para todo je J ,

lim #D.(f%, e)/ #AL = 0
Y@ J J



Demostracidén: Si la conclusidén fuere falsa, existirian nimeros

€>0, 6elo, 1[ , subsecuencia {R} y un tipo de agente,

per ejemplo el tipe 1, tal que para todc re{R}

#D,(£7, ©)

AT
# A]

Una aplicacidn del lema 2 permite deducir de la 'relacidn

que acabamos de obtener que existen € > O, o €]0, 1f

y Rl, tal que si r > Rli

#{eenl/ EF] < T, - ]

.
# Al

En efecto, ffec( &’ implica cue Ef§(a)> 0 para todo

jed , para todo r ¥y para todo ae:Ag. -En caso contrario

. . ] ' .
existirian Jj'ed, r' y a'é:A?, tal que Efg, = 0.

Puesto que asumimos que todos los estados tienen probabili-

: 1
dad positiva se sigue gue en cualquier estado fg,(a') = 0.

o § .
De aqui se deduce que Euj,f1 (a') = 0 1lo que contradice

. - r' . .
el hecho que f° rertenece al nucleo pues sabemos que

‘ r! - . L
Euj,f (a') 2 Lui,ej,\a‘) > 0 . Esto prueba gue 1ii)

¥



"del lema 2 se satisface puesto gue si Efg(a)> 0 para
todo” je J, para todo r , para todo a Ag , Siempre es

posible encontrar c¢>0 tal que _Ef?-(a) 2 fj - ¢ . Por .
otra parte iii) se satisface trivialmente a partir de
las definiciones de 'f‘S: y I—TJ. .

Para j#1 y € arbitrario tenemos la inclusidn

4

{aevAg'/ !Efg(a) -"fJ.|< €} s {aeAg/ Efg(a) < f"J. +€}

y como para J£1 y = arbitrario se cumple

 #{aenl /1ET(a) - Foi< £}
lim . J J J
. I+ @®

=1

r
A,
45

se comprueba facilmente que para todo €>0 Yy pafa el

~

» . ‘. » . . o
nimero @ obtenido, existe un ntmero entero R(e,o ) tal

~que si r>R(£,a) ¥y J#1

#{aecal/ Bfi(a)< Fo+ e}
; LY ¥ > o

# A .

Si Efg(a) < TJ + € , existe un 61(6) tal que

47,



w.dF, +€) =u,(F,) + 6.(¢) . Por continuidad de uj,
lim ¢ .(e) = O . La concavidad de uJ. y la construccién

de ‘8.(e) implican

T, el 5 f, ol r A '
{aeny/ Bri(a) < T5 ve ) {aehl/ uy(Bri(a))<u (F,) +5.(e)}

¢ {aeal/ Busfi(a) cug(T)) + 6 ()}

Asi pues, si r> R{(e, a) ¥y §(e) =: max §8.(e) se
1
obtiene .

#{achy/ Busria) <u(F) + sle) ]

# AL
"

para todo j#1. Para j=1, se deriva de la continui-
dad de u, la existencia de ¢' >0 tal que ul('fl -g)=
ul(?]) - €' , mientras que por concavidad de u, obser-

vamos que si ‘r> Rl'

r r ) ,
#{aEAl/ Eulf’l(a)\ ul(f‘l) - € }




A partir de aqgui, el mismo procedimiénto utilizado en 1la
prueba del teorema 1 puede utilizarse verbatim para obtener
una coalicidn que bloquearid para r grande la asignacidén
en el ndcleo fF siempre que & {e) pueda escogerse lo
suficientemente pequeﬁo.v Esto es claramente posible si

seleccionamos un numero € adecuado. QED.

Hasta el mcmento presente, hemos analizado el pro-

blema de la equidad en el nicleo utilizando criterios ex-ante.

Toda asignacidn de bienes y su correspondiente asignacidn de
utilidades son variables aleatorias. Hemos visto como las
asignaciones en el nicleo satisfacen asintdéticamente propile-
dades de tratamiento e-igualitaric en términos de esperanzas
matemdticas. Sin émbérgo, la convergencia de una secuencia de
valores esperadcs no implica que la secuencia original de varia-
bles aleatorias se aproxime, para todos los estados posibles,

al limite de la secuencia de valores esperados.
Ejemplo 4, Definamos la variable aleatoria- Xn , n=1,2, «..

' Xn = —-(K =+ 1/n) con probabilidad

e

Hi
1=

(K + 3/n) con provabilidad 3

4o,



donde K> O . Se comprueba fidcilmente que lim EXh= O¢ [~-K, K]

y, sin embargo, para todo n tenemos gque 'Xf ¢ [-K, K]..

El ejemplo presentado.pone de manifiesto la neéesidad
de estudiar la convergencia en probabilidad de una secuencia de
asignaciones en el nicleo. En particular, queremos ver si la
" ocurrencia de estados en los que la asignacién'realizada_gi:39§£.
en el nﬁcleovnoresté arbitrariamente préxima a la asignacidn
cierta tiene probabilidad despreciable. Una réspueéta afirma~-
tivaé.estagpregunta indicaria que las asignaciones en el nicleo
de economias con un gran nimero de agentes son variables alea-
torias cuya masa de'probabilidad'se concentré en entornos de
radio tan pequefio como se desee. En otras pélabras, el nicleo
da lugar a asignaciones "casi" ciertas.

La novedad del enfoque de Weller [1981] consiste
precisamente en.abordér este probiema. Sultrabéjo se sitda
en el marco de una secuencia de economias de réplica con un
solo tipo de agente con funcidén de utilidad diferenciable y

strictamente céncava y con dotacidn inicial que satisface la
ley fuerte de los grandes ntmeros. El1 teorema que formularemi
mos en hreve generaliza el resultado énterior-al-marco de
nuestro modelo.

En el mencionado trabajo se demuestra que si {Xn}

es una secuencia de variables aleatorias, u es una funcidn



diferenciable y estrictamente cdncava y X es un ndmero real

tal que lim EX“==-E y lim Eu(XD) = u{xX) , entonces para

todo,e > 0

1im Prob {Ixn - X|>e }: 0
n=> @

Probamos, a continuacidn, que no se puede prescindir de la

" hipétesis de concavidad estricta.

Ejemplo 5. Considérese la funcidn

Esta funcidn satisface H.1l. eXxcepto en el segmento (2, +oof
donde no esg creciente. Esto, sin embargo, es irrelevante para
la validez del ejemple. La funcidn es difergnciable en todos
Tos puntos excepto en x= 0, 1, 2 . Pcdemos transformar la
funcidén dada en una funcidn diferenéiablgﬁen x=1, 2 sustitu-
yendo los dngulos por tramos curvilineﬂévpéqueﬁos tal come se

. F

indica en la figura T[.
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28

u(_x)

Figura I.



Definimos, a continuacidn, la secuencia de variables aleatorias

Xll’ n=].'"2’ e o @

=

X = 5/4 - 1/4n con probabilidad

N

7/4 + 1/4n con probabilidad

N

Asi pues, lim EXn:vS/Z y u{lim EXn) = 5/2 . Por otra parte,
es facil de ver que existe un Yy >0 tal que u[5/4-v , 7/4+Y
es un segmento lineal y para un cierto entero n , si n>n
‘tenemos u(Xn)ezu[S/U— Y , 7/h 4y ] . En eéte caso es claro
que u(Xn) =X +1 yde aqui se sigue que Eu(Xn) = 5/2

péra n>n, por lo que 1lim Eu(Xn) = u(lim EX ) = 5/2 . 8in
embargo, éara todo n=1,2, ..., X & [5/4, 7/4] y la secuen-

cia { Xn } no converge en probabilidad hacia lim EXn

La conclusidén que se deriva dél ejemplo es que no
se puede prescindir'de la hipdtesis de concavidad estricta,
mientras que la hipdtesis de diferenciabilidad.es simplemen-
te conveniente para obtener una prueba mas sencilla. Debe
seflalarse, no obstante, que toda funcidén cdéncava y propia es
diferenciable en un subconjunto denso del interior de su domi-
nio cuyo complemento tiene medida de Lebesgue igual a cero.

(Rockafellar [1970], teorema 25.5) . Sea D tal conjunto

et R g s s e
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o

para uns. funcidn de utilidad'estrictamenté cébnecava. Si para
{Xn} se satisface que 1lim Eu(Xn) = u{lim EXn) Y, ademés,
1im EXné:D , la observacidn realizada permite concluir que
{Xn} converge en probabilidad hacia 1im EXn . PFelizmente,
veremos gue este resultado puede extenderse a todos los puhtos
enAel interior del dominio de u .

‘Sea g una funcidn real de variable real cualguiera.

El epigrafo de g, denotado epi(g), se define como
epﬂg)=<ﬂx;y)eRxR/ y?fgx)}

Una funcidén g es convexa si el conjunto epi(g) es convexo;
g es estrictamente convexa si epi(g) es estrictamente convexo.
Si la funcién de utilidad u es estrictamente cdncava, el

conjunto epi(-u) es estrictamente convexo. Sea

depi{-u) = {(x, y)eepi(-n)/ y = u(x) }

y sea (X, y)e 9epi(-u) . La convexidad estricta de epi(-u)
garantiza la existencia de un hiperplano soporte al conjunto
epi{-u) en el punto (X, y). Dicho hiperplano se denota y

define

H-(a, b) = {(x, Y)ER xR/ ¥y = ax + b }
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Si Hi(a, b) denota el semiespacio inferior derivado de 'Hi(a, b),

se tienen las procpiedades

i1) Hz{a, b) n epi(-u) = {(X, ¥)}

Vedse la figura II. El hiperplano ‘Hi(a, b) puede describirse
alternativamente como la coleccidn de puntos (X, hi(X))’ donde
'hi(x) = ax+b . Para ie;int(dom(u)) fijo, una medida de 1la
distancia vertical entre Hi(a; b) y epi(-u) para x en

int(dom(u)) viene dada por
Vi{x) = hp{x) - ulx)
Con estos preliminares podemos formular;

Lema 3. La funcidn V satisface

1) V(x) = alx - %) + u(}X) - v(x)

2) V(x) =0
3) V(x) > 0 para x # x

4y ¥ es una funcidn estrictamente cdncava.
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w: Puesté que h-(x) = u(x) se tiene que
V(x) = hz(x) - u(x) = ho(x) - u(x) - h}—((i) + u(x) =
ax + b —aX - b + u(X) - ulx) = a{x - X) + W) - ulx)
Es.to prueba 1) . la propiedad 2) es trivial. E1l
resultado 3) se sigue de la convexidad estricta dbel
conjunto epi(-u) . Para demostrar #4) necesitamos ver
gue si ’<l" ,(2 €]0, 1[ vy ,(1 + ,{2 = 1 , entonces
V(,{lxl + ,<2x2) < ’<1V(X1.) + ,(Q'V(X.Z) . En efecto, la
vcliefinicién de V Aimplica _ V(,(lxl + ’<’2x2) =
a(,{lx:L + K2x2) + b - u( ,(1x1 + £ ,2x2) . La concavidad

estricta de. u  garantiza '<1U(xl) + ,(zu(xz) <
u( L 1%+ A éxz) ¥, por tanto obtenemos a{ £ 1% + L 2x2) +
- { - wulx. ) - - <
b - ul L% + Ao%,) < Ly ({ax; =b) ~ulxy)) +K, ((ax, - b) -ulx,))

QED.

Dados x eint{(dom{u)) y e >0 arbitrario, definimos

la esfera S{x,e) ={x/ |x - X| =€} y la funcidn
- M(x, €) =: min {V{x)/ x €8x, )}

- Obtenemos los siguientes resultados,



_ _ |
Lema 4. 1) M{x,e) > 0 ; 2) si |x - x|>e 1, entonces
Yix)> M(x, ) .
!
. o
Demostracidén: E1 conjunto S(x, €) es compacto;y la funcidn

V es continua; existe, por tanto, xminesﬁ(i, ) tal

que Vix ) = M(X, e) . Como X # x . el resultado

min
. : '
se sigue. Esto demuestra .1) . La propiedad 2) se

min
~deriva, por contradiccidn, a partir ‘de la ¢onvexidad

estricta de V. _ ! QED.

Lema 5. Sea u una funcidén estrictamente céncova; sea {Xn}

una secuencia de variables aleatorias que satisf%ce las
propiedades 1) lim EX_ = X , 2) lim Eu(XP) = u(x), XxeR .

Entonces, para todo € > 0

——t
il
(@]

lim Prcb {1Xh - Xx|>¢
n+ @ :

Demostracidén: Si la conclusidn fuera falsa, existirian e> 0,

. ' .
a > 0 ¥y subsecuencia, gque denotamos nuevamente {N§, tal

. que para todo nec{N} se tendria

Prob {w/ |X (w) - X >el>a

- . |
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si |Xn(w) - x| > € , la propiedad 2) del lema 4 permite

concluir V(Xn(W)) > M(x, €) . Si hacemos
T,o=t {w/ IX (w) - X| > ¢}

la no-negatividad de V implica

EV(Xn) z EV(Xn)ITn

mientras que de la definicidén de T_ 'y V(Xn(w))

se deduce

=
5
o
et
Y
H
O
ry
P
3
Asmpe?
v
=
»
Y

EV(X

Por otra parte, tenemos

VX, (W) = alX (w) = X) + u(X) - u(X_(w))

4

- Tomando valores esperados en la expresidn anterior

EV(Xn) = a(EXn - X) + u(x) - Eu(Xn)

123
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- M(x, €)
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Haciendo que ne{N} tienda a infinito, observamos que

1im'EV(Xn) = 0 . Pero ésto contradice 21 hecho que para

todo ne{N}
EV(Xn) > M(x, €) a>0
QED.
El resultado que acabamos de establecer permite

demostrar la convergencia en probabilidad de una secuencia

de asignaciones en el nicleo si uj es estrictamente cdncava.

T r r .
Teorema 4. Sea f € C{(& ), donde & €s una sgecuencia

de economias de réplica. Sean € >0 y a¢€ ]0, 1{ nlmeros

arbitrarios. Entonces, para todo Jed

#{a:eAg/ Frob { |f§(a) - fJ! >sel<a }

Demostracién: Si ae Dco(fr,fi)ﬂ Dco(fr’ £) ¥ el indice r

es lo suficientemente grande, el lema anterior implica
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pI°(f", €)N Dgo(fr, e) o {a.eArj/ Prob {|f"(a) ~F51>¢) <o}

Por otro lado, no es dificil comprobar que

#D5°(e5, € #D5°(r7, &) #D5%(eT, )N DO, )

AL AT
# A v # Ay

L
# A

[N ]

Una aplicacidén de los teoremas 1 y 3 al lado izquierdo de
esta desigualdad permite'ver que éste converge hacia 1.
Pdr consiguiente, el lado derecho también converge hacia
1 y la ccnclusidn del teorema se sigue de manera inmediata

de le inclusidn anterior. : QED.

Todos los agentes, exce

3

pto guizds una fraccidn que
deviene arbitrariamente irrelevante, reciben en el nlcleo
asignaciones QUe son "casi" clertas. Los estados sociales
en los que las asignaciones fr, en el nﬁéleb‘de economias
&’ con un gran numero de agentes no pertenecen a un entor-
no de radio arbitrario centrado en la asignécién cierta T
tienen ogurrencié con probabilidad1xu1cercana a cero como se

desee. Los grandes numeros, operando a través de las asigna-

clones en el nicleo, hacen desaparecer paulatinamente la
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incertidumbre presente en la economia.
El siguiente corolario al teorema U4 prueba la conver-
gencia en probabilidad de los niveles de utilidad que se deri-

van de una asignacidén en el nucleo y sirve para complementar

la propiedad de tratamiento €-iguslitario en términos de utili-

62.

dad esperada. La demostracidén del corolario es trivial a partir

de la continuidad de las funciones uj.

) r_ . g ' Cge Y
Corolario 2. Sea freC(&Y), r=1,2, ..., y sea {&€7} una

secuencia de réplicas. Para.todo e >C , ac]0, 1[ y Jjed

se cumple

# {a Ar/'Prob {lu.(fr(a) - u.l> e} <a}
lim J J -1
T+ ® ‘ T :
: # A,
# J

Finalizamos este capitulo introduciendo la nocidn

de equilibrio walrasiano para una economis estocdstica. Un
~T =T . . . . . o ’

par (P, ') es un equilibrio walrasiano para la economia

e’ AT 4o e(J) si

-
o
=
4
.
m
o
U
o
m
S
0
[

. f?(a) satisface

J J _

I: -3 a) - " ar ~ > T

3 < P ej( ) , entonces Eujfj(dj > Eujfj(a)

-t
o
=h
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ii) E_; >mx ~r(a) < Z: EZ ej(a)

Jjed aéAJ Jed a€eA;

La primera condicién indica que cada agente maximiza
su utilidad esperada en su cohjunto presupuestario, mientras
la seguhda restriccidén es la tipica igualdad entre ofertas y
demandas. Se dice que una asignacidn ¥ es walrasiana si-

- I =T
)

. ~T .
existe un vector de= precios tal que ( b es un
X 9

~equilibrio walrasiano. El simbolo w(&T) denota el conjun—
to de las asignaciones walrasianas para la economia &’ . un
argumento standard demuestira que W( efy ccca’) , es decir,
toda asignacidn walrasiana pertenece también al nicleo. Esta
relacién permite concluir que cualquier secuencia dé asignacio-
nes walrasianas extraida de una secuencia de economias de ré-
plica satisface todas las propiedadss de tratamiento igualita-
rio y reduccidn de riesgos enunciadas eﬁ este capitulo. Pecr
otra parte, no es dificil el verificar que liac hipdtesis
realizadas sobre las funciones de utilidsé y las dotaciones
iniciales perhiten édaptara‘nuestronmrco la prueba tradicional
de existencia de equilibribs walrasiancs; véase Debreu [1959,
19787 . Esta observacién es impbrtante pues pone de manifiesto
que los resultados obtenidos no tienen un contenido vacio, va.

que ¢ # W( &) cc( &) . Un método alternativo para compro-

bar que ol &?ﬂ # @ consiste en utilizar el teorema de
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Scarf [1967] . En breve, la’ecohomia, &t se transforma en
un juego ccoperativo para el que se demuestra que su nﬁcieo
es no vacio. Una traslacidén del espacio de utilidades al

espacio de bienes permite ver que el nicleo del juego. deri-
vado de & es no vacic si y solo si el nicleo de la éco—

nomia es no vacio.

64.



APENDICE AL CAPITULO III.

pemostracidén del lema 1 : Para cada término X  en la secuen-

cla de variables aleatorias denotamos por Mo la medida de
probabilidad inducida por Xn en la o-4lgebra de los subcon-

juntos de Borel, i.e.

. _l . '
up(B) = P OCH(B)) ¥ B ¢ &(R,)

Sea U 1la medida de probabilidad con masa igual a la unidad
en X. El teorema del cambio de variazble (Billingsley [1968])

permite escribir

donde h es una fTuncidn continua y acotada. La definicidn de

la medids. y implicsa

n(x) = nai

R
+

Ui



o e

por lo tanto, es suficiente el demostrar que la secuencia
de medidas dé probabilidad Mo ccnvérge débilmente hacia
ja medida ¥ .

| La funcidén de distribucidén de la constante X

considerada como una variable aleatoria viene dada por

>

Fi(X) {0, x] = 0 si =x«<

b

=u[0, x] =1 si x>

y claramente el dnico punto de discontinuidad de F- es Xx.

Si probamos gue para todo x # X se cumple

limlin[O, x] = w0, x]

n-+ @

habremcs demostrado que B, converge débilmente hacia U .

En primer lugar, tomemos x> X Yy hégamos § = |x - x|. Como

{mﬂn/lﬁﬁw ?iRs}gbmgn/XJw)SX}

obtenemos

66.
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.-

por hipdétesis, sabemos que para todo & >0

]
e

1im P wed _/ (X (w) - X|< 8
n-)co'n{ - n n v }

y de aqui deducimos que lim un[O, x] =1 . En segundo

¢ = Ix - x| _.se puede comprobar gque

lugar, si x<Xx ¥

‘{weﬂn/ Xn(w) < X SC_‘. iweszn/ [x - x|« IXn(w)-—)-cl }

de donde se sigue que

P { { — -
Pn{weﬁn/ Xn_(w)_:x} < Pntweﬂ_n/ IXn\w) x> & }

El lado izquierdo de esta desigualdad es precisamente “n[o’ x],
mientras que por hipdtesis el lado derechc converge hacia cero.

En consecuencia, 1lim ”n[o’ x] = C. : - Q
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pemostracién del lema 2 : Sin pérdida-de generalidad podemos

asumir que € , o Yy ¢C son racionales. Postulamos gque

min { e, ea /4(1~2%¢))

04
1

¢ = min ( a,éa /6c)

satisfacen la conclusién del lema. En caso contrario, existiria

una subsecuencia {N‘} tal que para todo n'e {N'} tendriamos

#{a=1,2, ..., n'/ x_ -~ X>-€}

n'

ol

Puesto que -€ <~-¢€ , tenemos para n'€ {N'] que

#{a=1,2,~ cee, '/ x - X% < -e}

A
1
In

e
183

y de aqui, junto con la condicidén i), se deduce que

#{a=1,2, ..., n"/ x, - x> e }

v
A=
Q

nl



Sea n*e{N'} un indice lo suficientemente grande y tal que
jan* y (1 ~a) n* son enteros. Tomamos fa n* elementos en
‘el conjunto {a=1, 2, ... , n* / X, - X>e ], (1 - o - %z ) en
el conjunto {a=1,2,...,n%*/ € > X, =X »-¢ ) mientras

que los restantes an¥* elementos satisfacen Xy - X> —-c

por la condicién 1ii) . Obtenemos

n¥

rL—_’y(x

a=1

0 X)> (3ea In*+(1-0a -3a)(-¢g)n*+q4{~c)n¥

o equivalentemente,

n*

- 7 - - - -
(0)71 )0 (x, - ®) > (hea )4 (1-G-2a)(-8)+a(-c)>
a=1 '

(3ec)+ (1- 2a)(-€)+(ea /6c)(-c)2

(3¢ a)+ (1~ 30 J(ea /U1 -20))~-€a /6 = go/12> 0

Tomando 'r=1,2, .... observamos que también se cumple

-
(rn9)F Y (x. -F)2> €a/12 > 0
‘ a=1 a
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yaciendo que r tienda a infinito tenemos

rn*

o x )
lim sup (r n*) z___\ (Xa - X)>ea/12> 0
a=] :

con lo que obtenemos una contradiccidén a la hipbtesis 1iii).

QED.
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- CAPITULO IV : EXTENSION A ECONOMIAS COMPETITIVAS

"El lector puede preguﬁtarse si lOS'fesultados obteni-
dos en él capitulo precedente dependen del mecanismo particular
que hemos utilizado para incrementar el tamafio de la economia;
a saber, replicacién de agentes. La respuesta es afortunada-
mente negativa. Todas las propiedades de equidad del nicleo
se generalizan al marco de economias competitivas.

Dada una economia inicial &+ J » WUxg podemnos
construir una secuencia competitiva &' basada en & de la
‘forma indicada en el capitulo II. A partir de la eqonomia &
podemos, asimismo, derivar una economia infinita con un conjun-
to de agentes representados por el intervaloc unitario [0, 11},
con caracteristicas (uj, Eej) , J&€J , ¥y donde las copias de
tipo j .estédn representadas por un intervalo Ij [0, 11 con
medida nj> 0. Esta economia seri denotada por el simbclo
o @

& E .
Sea f' un asignacidén realizable para g’ ; entonces,

puede comprobarse que

A

<7 el Q
2. (#AJ.) EVJ.

ooy . Efi(a)
jed ach] J Jed

J

de donde se sigue que

I T s T

G - oo




~ ] o v -] 7 )
#a)™ Y (#AT F < #aTyY )1 (#AT) Ee.

y tomando r1§ =3 U#A?),((#A;) se deduce finalmente

et
-
A

o
[}

. . ) —__,7
onT < ). nT Ee.
jed J jeg 9

nj , por la definicidn de secuencia
competitiva, y por lo tanto podemcs asumir sin pérdida de

il

Sabemos que 1lim n?
N L ¥

3 e I‘ 3 'd 3 o .
generalidad que fj converge hacia un limite fi , para todc

L %

- jed . Esto implica que la aéignacién f es factible para

L ’ m :
la economia &E y L.€.,

o
A{f. - Ee. 0
Sy nylfy - Bey) <

Formulamos,

, r . s .
Teorema 5. Sea & una secuencia competitiva de economias y

sea flec(&ly. Entences, para todo € >0 y para todo jed,

r
#{achy/ IBusti(a) - w (T )|>e }

lim J T = 0
r+ ® r .
' # A
J
L Jadetiaiiio T N T T g ey e B T T G RS RS YT e S SMET Te Y T TR G P PR IT TR PEIT M RLyen faet
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Demostracidén: Por contradiccién. Existirian, en caso contra-

rio,, €> 0, acl]O, 1[ , subsecuencia {R} y un tipo de
agente, por ejemplo-el tipo 1, tales que si re {Rr},

entonces

#{acA]/ |Bu £7(a) - u (T )| > €} _
, .3

r
#A)

Un argumento idéntico al empleado en la demostraciOn del
teorema 1 muestra que existen € >0, @ €]0, 1[ ¥y

entero Rl tales que si 1r> Rl

Cw(moaT o T = a
#lach] / Eu fi(a) < u(F) - & ] .
a

y a L
# Al

) . . N A
Para j#1 y € arbitrario sabemos que existe R{e,a)

tal tal que si r > R{g, Q)

J
# A%

Eq

J

#{aeh’ / Bu.ri(a) < u.(¥F.) +e‘}




Si r» max(Rl, Rle,a)) y n =: min nj definimos

m’ =: min ( int{(#AT) n ], min( int[<#A§) & 1+1))

J

de manera que podemos construir conjuntos

Bg(e).g {aeAg/ Eujfg(a) < ug(F) o« e} . 541

Yo AT : r b= 27
B)(e) < {aeA] / Buyfi(a) < w () - &j

cuya cardinalidad es m’ y, ademéas, con la propiedad

vmr(#Ar)-l é nj para todo jéﬁ.

La asignacidén definida por

T
. m . _
ff(a) = F. + A, - Ee, + (mr)_l EZ e.la) , VaeBi(e)
J J J J = =5
r
m
f{(a) =T, - A - Ee + (mT)~1 L e, (a) , VaeB{(E)
- a=1l

'es ‘realizable para la coalicidn (L)BF(E))L)Bi(E) si r
J#1
es grande. En efecto,

e 2T e i B e e e B e i Tih A i L L e AP g, I AR T ) o Y R ok L Rktod v b & g™ W R P Bl AT S Y T e - "y " -ty P AR W R § RIS, gt}
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m

Z 2 (a)~mr}:(—Ee)+m(}_,A -N\) o+

jed a=l jed J#l
mT ' r
= ' ‘ - 7
+ . eia) = }:} m (F, - Ee.) + o e.(a)
Cjed a=1 J jed J jed a=1 Jo

Yy para r lo suficientemente grande observamos que

r ° .
m .
T ~ T _
! Z:: rfla) = me - -Ee.) +
T jed a=1 9 3 J
#A° Y ~ # AT
T | _
; zj Ej, e.(a) < E: n.(f,-Ee,)
4ar J€J a1 Y jed 9 J
ol
= 2: e(a) = —1_ Z: 21 € (a)
#pT jed a=1 J #Ar jed a=1

Esto demuestra que f es realizeble para nuestra coali-
cién si 'r es lo suficientemente grande. El resto del
. argumento es esencialmente idéntico al utilizado en la

demostracidn del teorema 1. ‘ QED.
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.y

Los restantes teoremas enunciados y demostrados para
secuencias de economias de réplica se generalizan asimismo al
marco de secuencias competitivas utilizando argumentos simila-
res a los empleados en el capitulo anterior.

Lasvpropiedades de tratamiento e-igualitario se
centran en la'asignacién limite f. Hasta el momento, sin
embargo, no hemos ido mds alld de esta observacién. E1l pro-
pbsito del siguiente capitulQ es profundizar en el estudio de

las caracteristicas de la asignacién T .

R T e o T L Rkddcs
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CAPITULO V : TEOREMAS DE CONVERGENCIA .

Deseamcs, en este capitulc, explorar la relacidn’
existente entre el nucleo y las asignaciones walrasianas o
de equilibrio enveconomias con incertidumbre personal. En
economias sin incertidumbre ¥y con un gran numero de indivi-
duos sabemos que toda asignacidén en el nucleo puede consti-
tuirse como un'eQuilibrio walrasiano aproximado (una formu-
iacién precisa de este enunciado puede verse en el apéndice
a este capituld). La presencia de incertidumbre individual
modifica el contenido'usual de los teorémas de convergencia
’o'ééuivalencia. En efecto, hemos Visto ccmo las asignacio-
nes en el nucleo de una secuencia de sconomias estocééticas
constituyen un mecanismo efectivo para eliminar desigualdades
y reducir riesgos. Los resultados formzales obtenideos singula-
rizan el papel de una asignacidén limite, derivada de la secuen-
éia de asignaciones en el nucleo, perteneciente a una economia
en la que todos los riesgos'han sido perfectamente cubiertcs,
en el sentidc que cada individuo recibe como dotacidn inicial
la esperanza matemdtica de su dotacidn aleatoria. Situémonos,
por el momento, en el marco simple de una secuencia &’ de
.economias de réplica con un solo tipo de agénte. En este
caso, si ffe C( 8r), es féacil de comprobar que la asignacidn

=T - .
f se reduce, para todo 1r , al valor esperado de la dotacidn

7.



. 4 N - . . ’ =T
aleatoria comun a todas las copias, ésto es, 1 = Ee .
T ' . ) .
Denotemos- por .8E a la economia sin incertidumbre compuesta
por . r individuos idénticos, cada uno de ellos con caracte-

risticas (u, Ee) . Si la funcidén de utilidad es estrictamente

céncava, un argumento familiar permite demostrar que la asig-

r

a-1 ©S un equilibrio walrasiano (de

nacidén de bienes (Ee)
hecho, el idnico equilibrio walrasiano) para la economia 82 .
Podemos, por tanto, concretar los resultados del capitulo
anterior subrayando que todos los agentes, excepto una miho~_
ria sin importancia,‘recibeh en el nicleo de economias de ré-
plica con un solo tipc de agente, pero con un nimero elevado

de copias, uné cesta aleatoria de bienes cuya esperanza matemd-
tica esté contenida en un entorno de Ee tan pequeilo como se
desee; la probabilidad que tal cesta aleatoria no pertenezca

al mencionado entorno es arbitrariamente pequefia; finalmente,
los niveles de>utilidad esperada en el nuclec se pueden hacer

tan cercanos como queramos a la utilidad que se derivaria de

r

la asignacidén de equilibrio (Ee),

.La obser&acién que acabamos de realizar especifica
el contenido econdémico de la asignacién il y; por consiguiente,
de. T en economias de. réplica simples como las descritas en
el parrafo anterior. Da pie, ademds, a conjeturar que un
resﬁltado similar deberia ser vélido para secuencias de econo-

mias més -complejas como las estudiadas en el capitulo prece-

78.



dente. Nuéstro interéds en este capitulo se centra especifica-
mente en explorar y analizar esta cuestidn.

Consideramos, en primer lugar, el caso generai de
economias -‘de réplica para proceder, a continuacidén, a estudiar
su generalizacidén a secuencias competitivas.

Dada una economia & : - .M,xé que satisface las
hipdétesis del modelo, derivamos de la manera usual la secuen-

r

cia & de economias de réplica y la correspondiente econo-

mia sin incertidumbre '8E .

. Ty . p P
Teorema 6. Sea {& } una secuencia de economias de .réplica
, . T T
tal que para tcdo r=1,2,..., f €C(&") . Entonces, la

asignacion T definida por

r
. = lim (r)"l E: Eff(a)
J r- @ a=1 J

para tcdo jed es una asignacidén walrasiana para la economia

sin incertidumbre &E .

Demostracidn: Denotemos por w(éiE) al conjunto‘de todas

las asignaciones walrasianas o de equilibrio correspon-

dientes a laz economia &E . Si la conclusidén del teo-

s e et ed Dectiel 4 SUR R A i
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rema novfuera cierta, podriamos concluir, gracias al
teérema de Debreu y Scarf [1963] (véase el apéndice)
para economias de réplica sin incertidumbre, que la
réplica de orden r de la asignacién T seria

vetada en la economia & ; para todo r mayor que

cierto r. Esto quiere decir que f(r) ¢ C(& g)

para r > r . Podemos, entonces, encontrar una coali-

BY ¢ af

cién - y una asignacidén g tales que

1y ). Yo oea) = ) Y Ee.(a)
jed J J

T

pf 2B, e J.F acBL
ii)  u.(g.(a) u (T, VaeB:Y , ¥jcJ T
) J(gj ) > J( J) a 3 J B

donde Bg = {a,éBr;’ a es del tipo j:} y Jgr es el

. . o r
subconjunto de J para el que se verifica gue Bj = @

si jeJﬁr . La interpretacidn es inmediata. Lz condi-

cién 1) refleja que la asignacién g es realizable

- or . . s
para B mientras que 1ii) ©pone de manifiesto gue

r . ‘ .
todos los agentes en B prefieren la cesta de bienes

que reciben en g a la que reciben en f. 1La coalicion

' r . . .
de agentes B es la base sobre la gque sera posible

construir una coalicidn con capacidad de veto para la



economia estocéastica.
. Para cada je:JBF y para n=1,2, ... definamos

‘ . . < oa r
la copia de orden n de la coalicidén B como el sub-

. . nr :
conjunto de agentes en la economia & donde cada

individuo de tipo J en ,BT aparece replicado n

s nr . . . :
veces, Si B es dicho conjunto, es evidente que

jng
donde B?r tiene un significado obvio ¥y #B7 = n #B§
Para simplificar la notacién hacemocs n #E%'zz b? .
T gde 1a

Definimos, a continuacidn, la asignacidén h

siguiente manera

' N ' . nc

D.

J
nr a _ n,-1 _
ni¥(a) = g (a) - Bej + (b]) a};l e (a)

rara todo a.éB?r, para todo js:JB? . Esta asigna-
. . nr v .z nr
cidén h es realizable para la coalicién B ; en.

efecto,
b b p"
i J J
L hiT(a) = ) (g.(a) - Ee.) + ). e.la) =
a=1 ¢ a=1 Y ‘ a=1 9

81.
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n
b
' J
-5
=Y. _ (ggla) - Eey) + ML eyla) =
aeBlT a=1
J

n

b

‘ J

= n ij_ (gj(a) - Ee.) + z: e.{a)
acB. © ! a=l 9
y por consiguiente tenemos
| b?
' T :
Lo L @ o=n 2, X (gga) - Bey) s

.JEJBT a=1 J€JBT aeBJ
b,
J
&

+ o ' ej(a)

JeJBr _a:l

La condicidén 1)  obtenida al principio demuestra que
el primer sumandc del lado derecho de la relacidn que

acabamos de derivar es idénticamente cero. Asi pues,

-~

bn

J -

Y. (ni(a) - e(a)) = 0
a=1 J

R + o — i Qe
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. . 2 nr s 2
¥y la asignacién h es realizable para BT para

—

todo n=1,2, ... . La definicién de h"F implica

b

- J :
nr ’ _ ny-1 7 1) -
lhj (a) - gj(a)l = I(bj) g;i(ej(g) Eejﬂ

¥, en consecuencia, la ley débil de los grandes nuUmeros

garantiza, para todo § >0 ,

lim Prob {|n07(a) - g.(a)}>8} = 0

El lema 1 del capitulo III permite deducir

.. nr
lim Eu.h. (a) = u.(g.(a))
BRI R SRR

para todo Je JB? . Si hacemos

Qj(a) = uj(gj(a)) - uj(fj)

y definimos

83.



- T
{ BT » aéBJ.}

6 = % min Sej(a)/ jed

podemos comprobar que

o, Ry

uj(gj(.a))* e > uj(f“j) + 0 ¥jedgt , ¥aeB

Dado © , existe un indice n' srande tal que para

n>mn', jedgr vy ae:B?r se tiene

nr, ., -
Eu.h". . . -
uJ 3 (a) > uJ(gJ(a)) 8

Por otro lado, el teorema 1 del capitulo III implica

nr nr = ,
< A, Bu.f, " (a) - u, {f. <€
L Pleehy /ABufy (@) - uElce b

> @ =
nr

para todo € O . En particular, obtenemos

4 ae:Ag; Eu.fq?(a) < u.{(f.) + 0
1im # J/ J~J JJ) }21

N -
n-> nr

S TV TP 4T, 74 T T A g PP

ol,
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C s ) nr
y por consiguiente podemos seleccionar en &"T  tantos

agentes del tipo j'eJBF , satisfaciendo

como se deseen, siempre que el indice n sea lo

suficientemente grande.  Estcs agentes asi seleccionados

' s . nr
prasan a constituir los conjuntos Bj cuyos componen-—

tes habian sido, hasta el momentc, andnimos. Finalmente,

si n es lo suficientemente grande, Jje€ JB; y aezB?r

vemos que

- nr
Bu_.f,

nr
j (a)

(a) < uJ.(fJ.) +0¢< uj(gj(a)) -0 < Eu hl

. . s nr . ) .
¥y la coalicidn B bloquea la asignacidn en el nucleo

nr ’ " . . ’ . .
T , con lo que contradecimos la hipdtesis de partida.

QED.

El teorema gque acabamos de enunciar y demostrar
formaliza la idea de convergencia de las asignaciones en el
nicleo de economias con incertidumbre personal hacia un

equilibrio walrasiano de la economia asociada sin incerti-

EaRe i et
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dumbre. EIl teorema es védlido para secuencias de economias
de réplica. Nuestro siguiente paso consiste en analizar si
y come el resultado puede extenderse a secuencias de econo-
mias que no son necesariamente de réplica, en particulér a
secuencias competitivas;

Dada una secuencia {fr} de asignaciones factibles
para {&r};derivamos la asignacidén realizable T para la

“A

® s sz - P .
& tal como se indicd en el capitulo anterior.

economia B

' : r . . . ' ‘
Teorema 7. Sea {f } una secuencia de asignacicnes ftal que

I" r It r . . . s
ffe C(&") y {8"} es competitiva. Entonces, la asignacidn

)

' ‘q s . . P (6]
es un equilibrio walrasiano para la economia 8E1‘

Demostracidn: 81 la conclusidn del teorema no fuera cierta,
el teorema de equivalencia de Aumann [1964] (véase el
apéndice) nos asegura que T ¢ C( 8’§3) . Existe, por

tanto, una coalicién B S_[Q, 1] que bloqueard .
Podemos escribir B:JJ{BJ‘/ je Jg} donde Bj es el

conjunto de agentes de tipo J que integran la coa-
1liqién blogueadora y JB es el conjunto de tipos que -
conctituyén la coalicidn cuya presencia no es "negli-
gible", es decir, si jé:JB , entonces la medida del

conjunto Bj es positiva. En economias sin Atomos,

y en particular en economias con un continuo de agentes

St e E T
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como la que estamos utilizando, los ccnjuntos de agentes
cuya cardinalidad es finita o denumerable son irrelevan-
tes.

La medida del conjunto Bj s je.JB, serd represen-
tadg por Bj . Un resultado obtenido por Schmeidler [1972]
prﬁeba que el niicleo de una economia sin dtomos no depende
del "tamafio" o medida de las coaliciones que son efecti-
vaménte construibles. Més precisamente, subongamos que
las Unicas coéliciones admisibles son aquellas cuya medida
es positiva pero menor 5 igual que uﬁ nimero y > O arbi-
trario ménof o igual que la medida del»conjunto de todos
los agentes. Si CY({SgU denota las asignaciones que

no son bloqueadas por ninguna coalicidén y-admisible ,

w
E

resultado permite demostrar que la cocalicién B puede

entonces CY( 8;?),: c(& L) . Una aplicacidén de este
escogerse con medida tan pequefia como deseemos. En
particular, escogeremos B tal que su medida sea mernor
que min{nj/ jedp }

La coalicidén B vetard la asignacidén f a través

de un asignacidén g tal que

i) 2 g.lg;, - Ee.) = 0
‘jéJB J Jd Jd

i3 g, (F.) ., ¥jed
11) ua(ga) >uJ( J) ; Jedg



Obsérvese que g1 puede escogerse de manera que todos
los agentés en Bj’ Je JB , reciben la misma asigna-
cién. En caso contrario, cada copia de tipo j podria
recibir la media de la asigﬁacién agregada correspondiente
a Bj' Esta redistribucién es claramente factible para
Bj ¥, por convexidad de,las'preferencias, es- también
estrictamente preferida a la cesta de bienes que lés
agentes de tipo J obtienen en la asignacidn vetada.
Para cada j eJB existe un entero rj tal que

para r> rj podemos construir un conjunto 9 # Bg c Al

J
con la propiedad

#BY
f_._._';)._ < 8

J
T

A,
# J

Definamos para todo aéiBg s J EJB y T > max {rj,/ jéJB }

la asignacidn

" s o ro -1 T
5 =g, -~ Ee., + B e.(a)
hJ(a) g e (# 5 EiJ

: J
aeB€
J

Esta asignacidén es.realizable para la coalicidn definida

por Br=:L’{B§/ jedg} . En efecto, tomando sumatorios
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I W nita) = 1. (#B)(g-—Ee)+
JeJB aEBJ JEJ

de donde por construccidn de Bg obtenemos para. r

grande

Y’ (nf(a) - e 2)) =
JeJB afBJ

0

# B -
Lo (——d(g,~Ee) < L g, (g~ Ee))

y la factibilidad de ht para B - queda probada. Asimis~

; ‘s r
- mo, un argumento familiar prueba que hj converge en

probabilidad hacia gjv y 1lim Eu]kJ(a) =~uj(g3) . Por

otro lado, para JjeJp tenemos que BJ < mininjl/je:JB}

¥ una aplicacidén del teorema 5 en el capitulo IV nos.

permite deducir que para € >0 arbitrario existe un

un indice 1r grande tal que se verifica

TG
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1R = . r
#{aeAj/ uujfj(a)< uj(fj) +e} # B

# A"

Esta relacidn demuestrs que podemos seleccionar los
r . .
componentes de B, entre los miembros del conjunto
. d
r .r = .
{zxéA. / Eu.f (a) < u,{f.) + e} siempre y cuando
J Jd J J J
r sea lo suficientemente grande. Finalmente, si

definimos

= L Y b .
.Q =2 % m}n.{ uj(gj) ui(lj) / je€ JB}

<

r

podemos comprobar para aéEBJ s

jé.JB y r gfande gue

tenemos

. r - r
Eu.n¥(z (g.)-0> u.(F.)+0 > Eu.fi(=
‘JlJ(_a)? ua(ga) > uglfs)+ uifyle)

(R

La primera desigualdgd se sigue de 1iim Eujhg(a)==uj(gj),
la segunda se deriva de la construccién de @ mientras
que la tercera es una implicacidn de la propiedad de
tratamiento igualitario para e = & . Por lo tanto, 1la

3 . r r » -
coalicién B bloquea f para r grande a través de

la asignacidn h . QED.
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APENDICE AL CAPITULO V

El propdsito de este apéndice es ofrecer, de manera
sucinta y a titulo de referencia, una versién de los teoremas
‘de equivalencia de Debreu y Scarf [1963] y Aumann [1964].
Sea d& .el conjunto de las funciones de utilidad
gue satisfacen las propiedadeé de continuidad, monotonia y

cuasiconcavidad y sea Q el conjunto de consumo represen-—

tado por el ortante positivo. Los agentes presentes en la

economia son representados por un conjunto J dotado de dna
o-dlgebra 3 de subconjuntos sobre los gue tenemos definida
uﬁa medida A . Una economia sin incertidumbre 8£: es

una funcién que asigna a cada agente una funcidén de utilidad

¥y una dotacidén inicial; formalmente,

& B (J,3,2) > uxQ
Una economia se denomina simple éi #I<+ , F-= 2J y A es
una medida de proporciones. Si el espacio de medida (J, F,A )
no contiene ningin &tcomo se dice due’ &ZE es una economia sin
dtomos. Un caso particular de uﬁa economia sin Adtomos corres-
ponde al espacio ([0, 1]}, ® ({0, 1]), A ) donde &([{0, 1]) -
es la familia de subconjuntos de Borel en [0, 1] ¥y A es la

medida de Lebesgue.

P
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Toda economia simple &E permite definir una

E3 r L rd - .
secuencia {&}E} de economias de réplica tomando como con-

el conjunto

r P . T
unto de agentes A en la economia & E
T

J
A" =: JIx {1,2,... ,r} . Asi pues,

r

& g

1 Jx {1,2,..., r} > &E(J)

y todas las copias del tipo j disfrutan de las mismas carac-
teristicas.

Los conceptos de asignacidn realizable, coalicidn
con capacidad.de veto, nicleo y equilibrio walrasianc son
standard y no serdn reproducidos. aqui. Véase Hildenbrand y
Kirman [1976]. A efectos de notacidn, W(éiE) denotaria el
conjunto de las asignaciones walrasianas o de equilibrio en la

economia &, . Si f es una asignacidn realizable para &

&4 E
(r) . 4 . . 2 & T - - -
f representara la asignacidn para r Que ofrece a cada

una de las r copias de tipo jJ 1la cesta de bienes fj .

Teorema, de equivalencia de Debreu y Scarf. Sea & g una

L d 3 r . ”~
economia simple y sea 8E una secuencia de economias de

réplica basada en &, . Entonces, f<;W(8,E) si y-solo si

f(r)€ C(éig) para todo r=1,2, «...

Demostracidén : Véase Debreu vy Scarf [1963}, Hildenbrand y




Kirman [1976] o Hildenbrand [1978].

Teorema de equivalencia de Aumann.

sin 4tomos. Entonces, W(éiE) = C(

Demostracidn : Véase Aumann [1964]

Sea & E una economia

&p)

o Hildenbvrand [1974].
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Vi, CONCLUSIONES

El trabajo presentado ha explorado la teoria del
nicleo en economiasbcon incertidumbre personal.

El primer bloque de resultados trata la cuestiéh
de la eguidad en el nicleo. Los resultados obtenidos for-
malizan la intuicidén que un intercambio ex-ante de bienes
entre agentes con aversién al riesgo permite reducir el
grado de incertidumbre presente en la economia y las desigual-
dades generadas por una distribucidén asimétrica de las dota-
ciones contingentes. Asi, la formacidn de coaliciones de
agentes puede interpretarse como un mecahismo cooperativo
para asegurar riesgos. En esta luz, el nicleo de una ecoc-
nomia consiste de aquellos contratcs de redistribucidn de
riesgos que no son mejorables a trayés de la cooperacidn de
individuos. Hemos visto, por otra parte,vque la cobertura
de riesgbs mejora a medida que aumenta el numero de agentes
en la'economia. "En efecto, un mayor ndmerc de agentes Yy,
por tanto, de estados colectivos proporcionan més posibilida-
des de recontratacidén y, en ausencia de costes de comunicacidn
y de fecoleccién de informacidn, permiten homogeneizar el
nivél de blenestar de los agentes.

| Una vez establecidas las propiedades del nicleo

en economias estccédsticas, pasamos a estudiar la relacidn

ok,
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éxistente entre las asignaciones éompetitivas O walrasianas
¥y las asignaciones en el nicleo. Supongamos un mundo donde
la incertidumbre que afecta a cada individuo es perfectamente
cubierta en el sentido que cada agente recibe como dotacidn
iniciél la esperanza matemidtica de su dotacidn aleatoria de
bienes. Los teoremas de convergéncia que hemos enunciado y
probado ponen de manifiesto que en economias estocdsticas
con un gran numero de agentes, el nicleo da lugar a asigna-
ciones (de bienes y de utilidades) arbitrariamente préximas
(en el espacio de bienes, de utilidades y en probabilidad) -
a una asignacidn walfasiana-de la economia sin incertidum-
bre descrita con antericridad.

Los résultados de este trabajo se extienden
fécilmente al marco de economias muestrales (donde el nimero
de agentes se construye aleatoriamente) gracias al teorema
de Glivenko-Cantelli (véase Hildenbrand [1974], (43)).. En
este contexto, todos los teoremas gque hemos presentado son
asimismo vAlidos con probabilidad igual a uno.

Otras generalizaciones que posiblemente merecén
ser estudiadas en aras a la completitud del trabajo compren-
derian la introducidn de produccidn en un contexto de econo-

mias con coaliciones de productores (coalition. production

economies) donde cada posible coalicidén dispondria de un

conjunto factible de produccidén contingente en los estados

Ay
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sociales generados. Por otra parte; ser@a también interesante
el indagar la validez de nuestros resultados cuando, ademds de
las dotaciones iniciales, las preferencias de los consumidcres
son, asimismo, aleatorias. Esto requeriria uha definicién
muy precisa de como aleatoriezar las preferencias. Quizas

el trabajo de Hildenbrand [1971] seria un buen punto de par-
tida.

Finalmente, queremos seflalar que a pesar que las
funciones de utilidad han sido definidas en R+ , la extensidn
al ortante no-rniegativo de R+ es inmediata en todos los casos
excepto en el teorema 3vdonde la prueba presentada es aplicable
Unicamente al caso unidimensional.  El cdste mateméﬁico de la

extensidén parece bastante elevado pero no irrealizable.
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