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SUR L’INTEGRATION SYMPLECTIQUE
DE LA STRUCTURE DE POISSON SINGULIERE
A=(z"+y" )& AL DER?

FERNANDC ALCALDE CUESTA, PIERRE DAZCRD ET GILBERT HECTOR

Abstract

The purpese of this note is to give an example of a singular Poisson
structure on R? which admits a symplectic realization by a Lie groupoid.

0. Introduction

Une structure de Poisson sur C = R? est la donnée d’un champ différentiable
de tenseurs antisymétrique deux fois contravariant

8
A= h(xy) 6’

ol % est une fonction différentiable réelle sur C, {L]. Le feuilletage ca-
ractéristigue F de A est le feulﬂetage singulier engendre par les champs ha-
miltoniens X, = h— et Xy = —h—: Les zéros de A sont done les feuilles de
dimension O de F et. les composantes connexes de € — A~¥(0) sont celles de
dimension 2.

On va s’intéresser au cas ol A~1{0} = {0} et donc le feuilletage F n'a que
deux feuilles {0} et C*. Le tenseur A définit une forme symplectique o sur la
fewille €* donnée par

é
= N = —j2 _— =
Mdz, dy) = o(X,, X,) = ~h0 (ay’ Bz)

et donc ¢ = %d:r A dy sur C*. Pour simplifier les calculs on utilisera ’écriture
complexe A = h(z)Z A a% qui est identique 2 celle de dépa.rt a un facteur -2i
prés. D'ailleurs la forme symplectique ¢ sur C* s'écrit o = o )dz AdzZ,

Dans le paragraphe 1 on vérifiera que F = {{0},C*} est réalisé par un

groupoide de Lie [ = € x C % C séparé & fibres simplement connexes (i.e.
8
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les orbites a{#1(z)) = fla~!(2)), de II sur C sont les feuilles {0} et C* de
F, [P]). Ce groupoide jouera le méme rdle que le groupoide d’homotopie du
feuilletage caractéristique dans le cas régulier.

Le probleme que nous nous posons au paragraphe 2 est celui de i mtegmtwn
symplectique de A dans le cas particulier h(z) = 27 et donc A = 223, az A £ a

De fagon précise on cherche & construire un groupoide symplectigue (I, 7} :’; C
8

([CDW]) dont L'espace des unités muni de la structure de Poisson canonique
est isomorphe & (€, A). En fait on le construira & fibres simplement connexes.

1. Réalisation de F par un groupoide de Lie

Soit F le feuilletage singulier de C & deux feuilles {0} et C*. On considere
Paction de groupe
p:CxC—C

définie par:
w(Z,2) = €%z,

dont les orbites sont les feuilles de F.

1.1. Le groupoide défini par "action ¢.

La donnée de P’action ¢ est équivalente a la donnée d’une structure de grou-
poide de Lie

D=CxC3C
5

définie par:

1} les submersions o et § données par:

alZ,z) =z
B(Z,2) = p(Z,2) = €2,
pour tout couple (Z,2) € T x C,
ii) la sous—variété II + II = {({Zg,z'z) {Zy,21}) € H x I/2p = e%iz;} de
{1 x II formée des couples composables et la multiplication partielle
gl — 10
donnée par:

(22, 22),(21,21)) = (Za + Zy, 21},

iii) Pinversion ¢ : Il — II définie par «(Z,2) = (-Z,e%2}.
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Cette structure de groupoide sera dite définie par 'action . On remarque
o

que le sous—groupoide II* = € x C* =3 C* de II est 1somorphe au groupoide
I

d’homotopie I1; (€%} du cylindre C*, car [1* est a fibres simplement connexes
et (8,a):II" =€ x €C* — C* x C* est un revétement.

Maintenant pour des raisons qui apparaitront au paragraphe 2, on va modifier
la structure de groupoide sur € x € en une structure de groupoide sur la
méme variété C x C réalisant le méme feuilletage sur € mais probablement non
isomorphe & celle de départ.

1.2. Le groupoide meodifié.
Soit ¥ - C x C* — € x C” le difféomorphisme défini par
¥(Z,2) = (2/%,2),
pour tout couple (Z,2) € € x €*. On transporte la structure de groupoide

o
restreint [I* = € x C* =3 €* en une structure iscmorphe sur € x €*
8

M*=C x C* Y I* =C xC*

a N\ & 8/«
Ct

qui sera définie par les données suivantes;

i) les applications &, 3 : I'" = € x €* — C* qui soni les submersions
définies par:

alZ,zy=1z
)B(Za Z) - 8232»

pour tout couple (Z,z} e ™ =C x €™,
1) la sous-variété des couples composables

T* a1 = {((Z2,22),{Z1,21)) € T* x [ fzy = 517123}
et la multiplication g : I'* « ' — I'™ qui est définie par:
H(Zr,22) (21, 21)) = (ZaeD ™ 4 21, m),
i} U'inversion ¢ : I'™ — T* qui est donnée par:
HZ,z)= {—Ze_Z’,eZEz}.

Le difféomorphisme ¥ ne s'étend évidemment pas & € x €, mais par contre
les données ci—dessus sont définies sur € x € et définissent donc une structure

de groupoide de Lie ' = C x C gt C telle que:
8

1} T réalise le feuilletage singulier F,

1) le sous-groupoide I'* = C x C* 5 C* est isomorphe & II;{C*}.
A

On dira que T est le groupeide modifié.
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2. Intégration symplectique de la structure de Poisson
A= 22% A ;96—2 sur C

Considérons maintenant le cas particulier

3}

La feuille C* est munie de la forme symplectique ¢ = édz A dZ. Le groupoide
grossier {C*, ~¢) x (€*, &) est naturellement un groupoide symplectique. Puis-
que le morphisme de groupoides (8,a) : II* = Cx C* - (C*, —o) x{C*,0} est
un revétement, il s’ensuit que {II*,a"s — §*¢) est un groupoide symplectique.
On vérifie aisément que la forme a*c — #*o ne s'étend pas & € x C; c’est pour
cela qu'on remplace II par le groupoide modifié I'.

Pour le groupoide restreint I™* = € x C* ;t C*, la forme ¢ = a*e — f*o
. B
s'éerit
~{23dZ AdZ + 2ZdZ Adz + Z2dZ ANdZ + ZZdz Adz + dZ AdZ+dZ Adz)

ef
gAe =2d2 AdZ Adz Adz.

Ces deux formes sont en fait définies sur tout I'. La forme ¢ est fermée car
- . . .. N ~ ~

il en est ainsi pour sa restriction & l'ouvert partout dense I'™ et o A ¢ est une
forme volume sur I'. Bref, o est une forme symplectique sur T

P o . . B .
Théoréme. Le groupoide de Lie {T',0) =3 (€, A) réalise 'mntégration sym-
a
plectique de la siructure de Poisson A = zé% A % sur C.

Démonstration: 1l reste a vérifier que les deux structures symplectique et de
groupoide sont compatibles, c’est—a—dire, le graphe de la multiplication dans
T est une sous—variété lagrangienne de (I', —5) x ([, &) x ([, &), f. [CDW].
Or le graphe de la multiplication dans I'* est une sous—variété lagrangienne de
(T*, =) x (=, 8) % (T, E}, car (I, E;) est un groupoide symplectique. Puisque
I'™* est un cuvert partout dense de I', par continuité il en est de méme pour le
graphe de la multiplication dans ['. D'oli le théoréme. A

On peut montrer que le théoréme reste vrai pour les structures de Poisson

A= h(z}% A % ol h est une fonction de Morse pour la quelle U est Y'unique

peint critique et que c’est un extremum.
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