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SOBRE LA EXISTENCIA DEL PRODUCTO DE
MEDIDAS VALORADAS EN ESPACIOS
LOCALMENTE CONVEXOS:

UNA CONDICION NECESARIA

FIDEL JOSE FERNANDEZ Y FERNANDEZ~ARROYO

Abstract

A necessary condition is given for the existence of the tensor product of
certain measures valued in locally convex spaces.

1. Introduccién y Preliminares. En un reciente trabajo ([7], [8]} ob-
tuvimos condiciones suficientes para garantizar, en el contexto de los espacios
localmente convexos, la existencia y la representacién integral del producto de
dos medidas e y # con valores en un espacio de operadores. El objetivo del
presente articulo es probar que, al menos en determinadas sitvaciones, alguna
de estas condiciones es también necesaria, a semejanza de lo que ocurria en el
caso bilineal considerado por S.A. Sivasankara [14] y R. Chivukula y Sastry
(x1].

En lo sucesivo, X, ¥ y § serdn e.l.c. separados, siendo ¥ y § completos;
denotaremos por P, @ ¥ § sendas familias generantes y dirigidas de seminprmas
continuas de estos espacios. Consideraremos, en el espacio vectorial L{X,Y)
{resp.L{Y, 8}, L(X, §}} de las aplicaciones lineales y continuas de X en ¥ {resp.
de Y en S, de X en S}, la topologia localmente convexa de la convergencia
puntual. (€, £) y {E, £} serdn espacios medibles; a: 4 — L(X, Y}y 8: ¢ —
L{Y, S8}, medidas contablemente aditivas.

Para cada par de seminormas ¢ € @ y p € P, llamaremos semivariacién de
« asociada a ¢ y p a la aplicacién

lellg - £ — RY L {400}
definida por

ledly p (A) = sup{g(Z alCi){z))} {Acd)
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donde el supremo se toma sobre todas las particiones medibles finitas
{C1,...,C,} de A y todas las colecciones finitas {zy,...,z,} de elementos de
X tales que p{z;}) < 1,parai=1,...,n. _

Andlogamente se define la semivariacién de 8 asociada a cada par de semi-
normas s € Sy ¢ € 4.

Decimos que la medida a {resp.3) es de semivariacidn acotada si, para cada
semninorma ¢ € Q (resp.s € §}, existe una seminorma p € P {resp. ¢ € Q) tal
que |allg,, (1) < +00 (resp.||Bls.q (B} < +o0}.

En adelante supondremos que o y # son de semivariacién acotada.

Diremos que la medida a es continua si, para cada seminorma g € @, existe
una seminorma p € P tal que la semivariacién ||e|l, , es continua; es decir,
se verifica que, si (A, }neny C A es una sucesién disjunta, entonces la sucesién
(lellg.p (Vip n Ai})nen converge a cero. {Nétese que, por ser « de semivariacién
acotada, podemos suponer gque |la,,, {1} < +o0).

Decimos que « verifica la *' -condieidn si, para cada ¢ € @, existen una
seminorma p € P, y una medida positiva finita y contablemente aditiva vy , :
A — R*, tales que {lafl;, < v, {[lell;, es absolutamente continua con
respecto a g 5 €.d., dado € > 0, existe § > O tal que,si A € A y v, ,{A} < §,
entonces ||a|l,,»{A} < €}; puede demostrarse que, en este caso, ||o||; , {1} < +oo
{ver [2], [15]}.

Diremos que la medida & : £ — L{X,Y) estd acotada en el sentido de
Mackey (o0 es Mackey-acotada) si existe una aplicacién A : £ — R™ verifi-
cando:

1} A estd acotada.

2} 81 (An)nen C 4 es una sucesién disjunta, entonces la sucesién
{AMUi» 0 Ai))nen converge a cero.

3} Para cada seminorma ¢ € @, existen p € P y M, > 0 tales que
g, {a(A)) € M,p{z)A{A), cualesquiera que sean zp € X y A€ 4.

Si se verifica ademds la condicién:

3") Para cada seminorma ¢ € Q, existen p € P y M, > 0 tales que
llalle, (A) € M;A(A), paratodo A € A, entonces a se llama Mackey* -acotada.

Nétese que de 3°) se deduce 3) {ver [T]). Ademds, se comprueba ficilmente
que, si o es Mackey* —acotada, entonces o ha de ser continua. Por otra parte,
se prueba en [7] que, si ¥ es metrizable y & es continua, entonces o es Mackey*
-acotada (y, por tanto, Mackey—acotada). (En [7] se pone un ejemplo de una
medida que es Mackey*— acotada sin que Y sea metrizable.)

De manera andloga se definen las correspondientes condiciones relativas a la
medida 5.

Observacién. Sila medida 3: & — L(Y,S) es continua y Mackey-acotada
{en particular, si es Mackey* -acotada}, entonces verifica la *' -condicién.

En efecto, ya que f# es Mackey-acotada, existe un conjunto acotado y ab-
solutamente convexo B € L{Y,S) tal que () C Lp y B : £ —+ Lp es una
medida contablemente aditiva (y, por tanto, acotada} {ver|{7, Teorema IL.3]}.
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{Siguiendo la notacién de Grothendieck, Ly denota el subespacio vectorial gen-
erado por B, en el que consideraremos la topologia definida por el funcional de
Minkowski, pg.)

Por consiguiente, existe una medida positiva finita contablemente aditiva
b€ — R* tal que pg o 8 < p {ver (5]).

Se sigue que, si 4{G) = 0(G € £}, entonces B{B) = 0, para todo subconjunto
medible B de G; y, por tanto, [|§|s,¢(G) = 0, para cada par de seminormas
s€Syqeq@.

Se deduce de lo anterior que, si la semivariacién ||8), , es continua, entonces
18lls.s < .

2. Resultados. Supongamos zhora que Y es normado, con norma g¢; las
medidas o y # son Mackey-acotadas, y § verifica la *’ - condicién.

Segin probamos en (7], (8], en estas condiciones la medida producto a ® 8
existe y estd dada por

(a® B8)(G) =fEa(G-)dﬁ (GeAwy),

donde la integral se toma en el sentido de [7] {ver también [9]). {Para cada
8 € F, denotamos por G, al conjunto {t € (1/{t, s} € G}, que como sabemos es
medible}.

Por otra parte, sabemos (ver [5]) que para cada z € X existe una medida
positiva finita contablemente aditiva u, : 4 — R* tal que ¢, 0 a < u,.

Ademds, por ser § Mackey—acotada, existen un conjunto acotado y absoluta-
mente convexo B C L{Y, S} y una medida positiva finita contablemente aditiva
vi§— RY talesque B{§) C Lp ypr - B < v.

Proposicién. Pere cada s€ S y2€ X, s,{a® 8} <« u, @ v es decir,

i Sz ® BHG)) = 0.
oy o ((e® B)(G))
{GedmL)

Demostracién: 8t 0 = {u, @ v){G) = [, p.(G)dv (G € A ® &), entonces
existe B € £ tal que ¥{B) = 0y u,(G,) = 0, para todo s € E — B; y,
por tanto, |8, (B} = 0, y g.{a{G,)) = 0, si s € E — B. Se sigue que
s:((a ® B)(G)) = s(f;_ 5 oG )(z)dp) = 0.

Y ya que la medida producto o ® § es contablemente aditiva, resulta de lo
anterior que s, {a® f} < u, @v. B

Definicién. Supongamos que Y es normado {con norma g}, la medida
B : €& -— L{Y,S) es Mackey-acotada, y @ : £ — L{X,Y) es una medida
contablemente aditiva tal que }a medida producto a ® # existe.

Segfin hemos visto, existen un conjunto acotado ¥ absolutamente convexo
B ¢ L(Y, S); y medidas positivas finitas contablemente aditivas v : £ —R?Y



132 F.J. FERNANDEZ

¥ pp 1 & — R? {para cada z € X), tales que #(§) C La, pp -8 < v, ¥
g0 €L p{z€ X

Decimos que la medida producto ¢ ® 8 hereda la propiedad de dominacion
st s;(0®P) € u, ®v paracada s € Syz € X {y para cada 4., By v
verificando las condiciones anteriores). Segin hemos visto en la Proposicién,
a ® B hereda la propiedad de dominacién si las medidas o y 8 verifican las
hipétesis del Teorema IL.3 de [7].

Definicién. Supongamos que ¥ es normado. Siguiendo a Rac Chivukula y
Sastry [11]y S.A. Sivasankara [14], diremos que el espacio ¥ tiene la propiedad
P st el conjunto B = {y € Y/g{y) < 1} estd contenido en la imagen de una
medida vectorial {es decir, existen un espacio medible {0}, 4] y una medida
contablemente aditiva e : & — L{R,Y) = Y tales que B < {a(A4){1)/4A €
A} =~ a{A)). {Bn [11] y [14] se dan ejemplos de espacios normados que tieren
la propiedad P.}

Teorema. Supongamos que: la medida B es Mackey—acotada; el espacio ¥
es normado con norma g (por ser Y normado, § verifica la u-condicidn, ver
f1] ), y tiene la propiedad P; y, para todo espacio medible (Q, 4} y tode medida
contablemente aditiva a: A — L(R,Y} = Y, la medida producto o ® B existe
y ademds hereda la propiedad de dominacién.

Entonces, la medida B verifica la ¥’ -condicion.

Demostracién: Ya que Y tiene la propiedad P, existen un espacio medible
(£, 4) y una medida contablemente aditiva o : A — L(R,Y} tales que B =
{yé Y/qly) < 1} C a(A)({1}) = {=(4) (1)/A€ A}.

Por ser 8§ Mackey—acotada, existen un conjunto B C L{Y, 8}, acotado,
convexo y equilibrado; y una medida positiva finita contablemente aditiva
vi€—R* talesque B} C Lpypa-B K.

Por otra parte, puesto que a es contablemente aditiva, existe una medidea
positiva finita contablemente aditiva p: £ — R™ tal que
g u

Pongamos K = p{Q1) + 1.

Sea s € §. Veamos que [|B]ls,q4 < v.

Por hipétesis, la medida producto o ® 8 existe y hereda la propiedad de
dominacién. Por tanto, dado € > 0 existe § > 0 tal que, si (p@v}{G) < §(G €
£ ® &), entonces 51 {{a @ B}(G}) < &.

Se tiene que, si B € £ verifica que v{B} < %, entonces, para cada particién
medible y finita {Bi,..., Bn} de B,y para cada coleccién {4;,...,4n} C 4,

i

(#® VUL 4 x Bi) = ) (1 ®v)(4i ® B)) Z,u } <

i=1

SK‘[iv(B.-)) =K-v(By<é ;
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y por consiguiente,

n

s1((a ® B)(Uly A x B) = s(D (B(B:) - o4 (1)) <&

i=1

Ahora bien, puesto que B = {y € Y/qly) < 1} C o(A}{{1}}, para cada
coleccisn finita {y1,...,un } C B existen A;,...,An € A tales quey; = a{A4;}(1)
(t=1,...,n).

Se sigue de lo anterior que, si ¥(B) < 2{B € ¢), entonces, para cada par-
ticién medible ¥ finita {By,...,B.} de B y cada coleccidn {y1,...,¥%} C
B,s{3_7., B(B:) (i) < & v, por tanto, ||, . (B) <&

Ast pues, ||B|ls., < v, como querfamos demostrar. M
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