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SUMMARY

An interesting study on an approach to Physics teaching of an introduction to non-linear dynamics, at a basic level,
is presented here. This study, framed on the constructivist theory of learning has led to the actual possibility of
explaining in secondary clasroomsthe elementary foundations of this outstanding areain modern physics. Aninitial
exploration of the prior beliefs of pupils about mechanics and predictibility constituted the base of this attempt

INTRODUCCION

Enestearticulo seexpondrauntrabajorelativoal intento
de presentar a un grupo de alumnos de secundaria los
principios basicos de la dinamica de sistemas no linea-
les, teoriaen laque sefundael moderno estudio del caos
y otros comportamientos complejos de los fenémenos
fisicos. El estudio se Ileva a cabo dentro del marco de
la teoria constructivista de aprendizaje (Osborne,
Freiberg, 1985; Driver, Oldham, 1986; Novak, 1988) y
se desarroll 6 en varias fases consistentes en:

—la exploracién de las ideas previas de |os estudiantes
referentesalaspropiedadesy caracteristicasdelamecé-
nicacomoteoriafisica, especialmenteenloconcernien-
tealaposibilidad de predecir el comportamiento futuro
apartir del conocimiento delascondicionespresentesen
un sistema dado;

— el disefio de ejemplos y cuestiones que tomen como
base los esquemas conceptuales identificados en los
alumnos de este nivel durante la primerafase, de modo
que resulten relevantes para ellos y les permitan lograr
un aprendizaje significativo de las nuevas ideas.
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—lapuestaen practicaen el aulade estos materialescon
una muestra total de 23 alumnos pertenecientes al 2°
curso de bachillerato LOGSE (1997-98), durante tres
sesionesde clase ubicadasal final delapartedel progra-
madelaasignaturadefisicadedicadaalamecanica. Los
miembrosdel grupo en cuestion eran estudiantesnorma-
les, no conflictivosy sin necesidad de ayudasintel ectua-
les especiales.

LINEALIDAD Y NO LINEALIDAD

L as sesiones de trabajo comienzan con un recordatorio
de los conceptos matematico y fisico de linealidad y
no linealidad. En el nivel educativo en el que estamos
trabajando, los alumnos ya poseen una base matemética
previasuficiente paraadentrarse en estas cuestionescon
cierta seguridad. Del mismo modo, sus conocimientos
de mecanicaenparticular y fisicaen general, adquiridos
alo largo de cursos anteriores, posibilitan el proceso de
aprendizaje que a continuacién se abordara.
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Exploracion de las ideas previas

Iniciamos el ensayo pasando alos alumnos un breve
cuestionario en el que figuran dos preguntas: 1) «¢Qué
consideras necesario para garantizar la resolucion de un
problemafisico, en este caso mecanico? 2) «¢Piensas
gue, dadas esas condiciones, es siempre posible predecir
el comportamiento futuro de un sistema?, ¢por qué?»
Naturalmente, el sentido y laintencionalidad de estas
preguntas es ampliamente comentada en clase antes de
proceder a cumplimentar libre e individualmente €l
cuestionario. Finalmente, se recoge la encuestay se pasa
a debatir las contestaciones ofrecidas.

De ladiscusion y del resultado de los cuestionarios se
concluye que aproximadamente un 80% de la clase
considera necesario, de acuerdo con la primera pregun-
ta, disponer de unaley fisica bien definida—expresada
como una férmula matemética— y unos datos iniciales
gue insertar en ella Un 10% creia bastarse con las
ecuaciones del movimiento, aunque esta fraccion de
opiniones se reconvierte con rapidez hacia el primer
grupo una vez destacada la importancia de | os datos de
partida. Por Ultimo, e 10% restante no sabe 0 no contesta
(respuesta en blanco). Finalmente, y asistidos por el
profesor, el consenso se alcanza en torno ala posicion
defendida por el 80% ya comentado.

L as contestaciones a la segunda pregunta, salvo en ese
10% que no responde, llaman la atencién por su unani-
midad en el tono afirmativo y sin género de dudas al
respecto. Nadie vacila, ni siquiera minimamente, en
sostener que, dadas las condiciones expuestas en la
primera pregunta, la exactitud de una prediccién tedrica
y €l periodo de tiempo de su validez resultan arbitrarios.
Como méximo, se acepta sin problemas que dicha exac-
titud dependera de la finura de los instrumentos de
medida, pero nadie duda de que es meramente un proble-
ma técnico que no evidencia limite tedrico alguno. En
ningun caso se plantea lainfluencia de los errores en los
datos iniciales, mas que como pequefias inconveniencias
gue se pueden reducir a voluntad.

La conclusion de esta primera fase de la experiencia es
gue los alumnos de este grupo han asumido explicita-
mente el marco conceptua que considera las férmulas de
lafisica como «cajas negras» o artilugios en los que se
introducen unos datos de entrada (semejantes a los
inputs de un ordenador) y se obtienen otros datos, las
predicciones, como resultado (outputs). Es interesante
constatar que todos los alumnos se encuentran familia-
rizados de un modo u otro (ya sea por haber cursado la
asignatura optativa de informética o por €l uso domeésti-
co de un ordenador personal) con este tipo de visién de
las cosas lo que sin duda debe haber contribuido a
modelar su pensamiento.

Por otro lado, también queda patente la asuncion del
paradigma clésico de la predictibilidad absoluta, parti-
cularmente en aquéllos que han cursado la asignatura
optativa de astronomia, verdadero epitome de esta linea
de pensamiento. Lainfluencia de los errores se juzga
despreciable, simplemente no se toma en cuenta en
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modo alguno. En este momento no se continuda profun-
dizando en tales cuestiones, sino que se pasaatratar las
ideas de linealidad y no linealidad como primer paso en
el proceso de cambio conceptual asistido por el docente.

Concepto matematico

Laidea mésintuitiva de linealidad que casi todos los
alumnos poseen de manera més o0 menos difusa es la que
se expresa por comparacion con lafigura de unarecta en
un sistema de coordenadas cartesiano. Asi, un proceso
«eslineal —se dice-si la ecuacion que rige su comporta-
miento es de la misma forma que la que describe la
recta». Como uno de los modos de escribir la ecuacion de
una recta en geometria analitica (con mlapendientey b
un término independiente) esy = mx + b, los alumnos
identifican enseguida linealidad con una especie de
proporcionalidad corregida con el término b. En el caso
mas simple, en el que b = 0, quedaria sencillamente
y = mX.

Generalizando algo mas, ahora podemos dar un paso
adelante y afirmar que f(x) es unafuncion lineal si, al
multiplicar la variable x por un coeficiente a resulta
f(ax) = af(x). Mas ampliamente, para dos variables x, y,
dos coeficientes a, b, ademas de la funcién f, linealidad
en ambas variables significard que f(ax + by) = af(x) +
bf(y). Este razonamiento conduce a una conclusion que
alos alumnos les es particularmente facil de captar. Tras
un animado debate en el aula se llega a la conclusion
siguiente: «Si un sistemaeslineal, puede descomponer-
se en partes de maneraque el comportamiento global del
sistema como un todo es el mismo que e obtenido
combinando los comportamientos de cada una de sus
partes tomadas aisladamente.» En otras palabras, y di-
cho mas brevemente, «el todo esigual alasuma de sus
partes». Este lema (Russell, 1986) parece poseer un
fuerte impacto informativo y es facilmente recordado
por los alumnos en relacion con el tema en estudio.

Un apunte geométrico ayuda alos alumnos aidentificar
ciertas propiedades de la linealidad y la no linealidad
desde un puntodevistaméasgréfico. Dibujando unarecta
y unacurvaen sendosdiagramas cartesianos (Fig. 1), los
estudiantes —ya adiestrados en matematicas sobre el
andlisis de funciones— advierten la diferencia entre am-
bas en cuanto a la cantidad de magnitudes necesarias
para caracterizar cada una de ellas. Una recta queda
determinada mediante dos parametros: un punto y su
pendiente (es decir, su primera derivada), la cual nos
indicapor susignosi larectacreceo decrece. En cambio,
una curva precisa ser caracterizada con un parametro
mas, su segunda derivada, necesaria para identificar su
tipo de curvatura (céncava o convexa), magnitud esta
carente de sentido para la recta (su segunda derivada es
nula, ya que su curvatura es también cero).

Un alumnorealizaen este momento unamuy interesante
observacion: tomando tramos cortos de la curva, su
formapuede aproximarse por ladeunarecta, cosaqueno
sucede a la inversa. Tras la correspondiente puesta en
comun en el aula, la clase decide que, en efecto, para
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Figural

curvaturas pequefias o fragmentos mindsculos, las cur-
vas pueden aproximarse de modo razonablemente bueno
a secciones de rectas. Esta puntualizacion reviste suma
importancia, pues nos conduce aunaprimeraideaclave
gue nos sera de gran utilidad més adel ante:

En condiciones restringidas, los procesos no lineales
pueden considerarse como si fuesen aproximadamente
lineales.

Concepto fisico

La linealidad o no linealidad en los sistemas fisicos
reales dependera de que |os modelos que los describen
adecuadamente se ajusten a uno de estos dos comporta-
mientos mateméticos, lo queasu vezreflgjaraunacierta
conducta fisica bien caracteristica. El lema «el todo es
igual a la suma de sus partes» se plasma aqui en la
posibilidad de descomponer una fuerza (representada
€cOomo un vector) en una serie de fuerzas menores cuya
suma vectorial conduce a lafuerzainicial. Es decir, €l
conocido como principio de superposicion de esfuerzos
-y en general todos|os principiosde superposiciondela
fisica elemental— es resultado de la linealidad de la
operaciéon que llamamos suma de vectores (Arnold,
1983). Si c=a+ b, entoncesac = aa + ab, paracualquier
namero a.

Un gemplo fisico extremadamente simple de imaginar
referente a la suma vectoria es el de los martillazos
propinados aun clavo: lasucesion de tres golpesde 1/3
Newton cada uno es equivalente a un solo golpe de
1 Newton. Sinembargo, no siempre esasi; diez personas
empujando alavez un automovil no producen el mismo
efecto si |0 empujan unatras otra, aun cuando realicen
aisladamente la misma fuerza en ambos casos. Los
conmutadores usados en electrénica del tipo «todo o
nada» constituyen otro ejemplo en el que un efecto
global no puede descomponerse en unacombinacion de
efectosparciales(Minorsky, 1962). Esosdispositivosse
activan a partir de unaintensidad minima de la sefial de
entrada («intensidad umbral»); superadalacual, lasefial
de salida es siempre la misma. Por eso un ascensor ho
acude mas deprisa por mucho que pulsemos €l inte-
rruptor de llamada tras haber sido pulsado por primera
vez.
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Los alumnos, pese a su arraigada costumbre de trabajar
con sistema lineales idealizados —muy particularmente
los ejemplificados por la suma de vectores—, no mues-
tran gran resistencia a reconocer la existencia y los
rasgosdiferenciadores de lossistemasno lineales. Tam-
poco encuentran dificultad en asumir que algunos siste-
mas que se comportan linealmente pueden dejar de
hacerlo bajo ciertas condiciones. Tomemos el ejemplo
de los pesos medidos por un dinamémetro. Colgando
300 gramos, el alargamiento del dinamémetroy el valor
de lamedida es €l triple que si colgamos 100 gramos.
Ahora bien, cuando el peso supera un limite, cede la
resistenciadel material queformael muelledel dinamé-
metroy el aparatodejadefuncionar. Lo quesucede, y los
alumnosno tardan en advertirlo, esque el muelle obede-
ce inicialmente la ley de Hooke, F = -kx, pero esta
ecuacion deja de regir cuando el citado peso limite se
sobrepasa.

Visual mente, estasituacion puedeilustrarse (Fig. 2) con
un grafico formado por una regién lineal —larecta cre-
ciente— y otra no lineal —la linea paralela al eje de
abcisas.

Figura 2

—

Region no lined

\—— Region lined

Una segunda idea basica deducida de |o anteriores es:

Traspasando un cierto umbral de las magnitudesimpli-
cadas, | os procesos lineal es pueden desembocar en una
conducta no lineal

Existen, no obstante, situaciones en las que el compor-
tamiento del sistema estudiado es tanto menos lineal
cuanto menor es el valor delavariable en juego. Ese es
el caso, por e emplo, delasfuerzasinversamente propor-
cionalesal cuadrado deladistancia (F [] 1/r2), como la
gravedad. Para pequefios valores der, ligeras variacio-
nes de la distancia producen alteraciones muy acusadas
de la fuerza gravitacional. La causa de este comporta-
miento es, una vez mas, el caracter no lineal de la
dependencia entre la fuerza y la distancia. LIegamos
ahora a una tercera idea clave que los alumnos distin-
guen sin gran dificultad:

Enlossistemasno lineal es, pequefias (0 grandes) varia-

ciones de una variable pueden provocar grandes (o
pequefias) alteraciones de las demas
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Esta falta de proporcionalidad entre los cambios de las
variablesen un sistemaesunadelasnotasdistintivasde
la no linealidad (Briggs-Peat, 1994), cuya importancia
podremos comprobar a continuacién.

NO LINEALIDAD Y CAQOS

Equipadosyacon lasideasdiscutidas anteriormente nos
disponemos a plantear los problemas que la no lineali-
dad creaen relacién con nuestra capacidad de predecir el
comportamiento de los sistemas mecénicos. El primer
paso consiste en recordar a los alumnos que nuestro
conocimiento delanaturalezajamas estotal, puessiem-
pre se halla sujeto aimprecisiones (Meirovitch, 1970).
Unadeellas, queexistiriaaun cuando las ecuacionesdel
movimiento que manejamos fuesen perfectas, es la de
los errores en los datos iniciales. Estos errores en la
determinacion de los datos de partida, se deben a las
imperfecciones inevitables en las mediciones de los
mMismos.

En este nivel de bachillerato, los alumnos estan acos-
tumbrados alaimportanciadel calculo de erroresen las
practicas de laboratorio, por 1o que no se sorprenden al
serlesrecordado quetal esdatosinicial es se presentan en
laformax(t,) = X, + AX,. Lamejorade los procedimien-
tos de medida ayudara a reducir el valor de dichos
errores, pero nuncallegard a anularlos. Esto, en si mis-
mo, no es malo siempre que podamos controlar tales
imprecisiones. Por desgracia, la dindmica no lineal nos
ha mostrado que son muchos lo casos en que ello no es
asi, ya que resulta imposible impedir que los errores
crezcan desaforadamente a lo largo del tiempo y las
soluciones de los problemas se vuelvan inmanejables
parat — [J (Helleman, 1980). Acto seguido se propo-
nen a la clase tres ejemplos para su comentario y
discusioén.

M ovimiento arménico simple

L os estudiantes se hallan familiarizados con este tipo de
movimiento cuya ecuacion mas simple puede ser x(t) =
A coswt. Como A =x(0), si conocemos este dato con un
error adeformaqueA =X, a, setendrax(t) = x, coswt
+ (a coswt). Como lafuncidn coseno esta acotada entre
+1, el valor del paréntesis estara también acotado por el
valor a. Si € error inicial era pequefio, se mantendra asi
en cualquier instante.

M ovimiento uniformemente acelerado

Supongamosque un cuerpo se mueve acel eradamente de
acuerdo con la tipicaley x(t) = X, + Vo t + /2 gt2. Si
conocemoslosdatosinicialescon erroresay b, x(0) =X,
*a, v(0) =v, = b(conay b mayor que cero, naturalmen-
te), lomasque podemosasegurar parauntiempot esque
X(t) =X, + Vot + /2 gt2 £ (a + bt). Esdecir, €l error crece
linealmente con el tiempo y, aunque sea pequefio para
producir grandes dificultades, es necesario tenerlo en
cuenta.
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M ovimiento repulsivo acelerado

Supongamos un movimiento (Rafada, 1988) cuyaecua-
cionesdelaformax(t) = x, exp (kt), con k unaconstante
conunidades de [tiempo]-1(ciertos movimientos someti-
dos a una fuerza repulsiva f = cx generan ecuaciones
semejantesaésta). Con el margen deerror establecidoen
los ejemplos anteriores, x(0) = x, + a, tendremos la
posicion del movil que vendradada por x(t) = x, exp (kt)
+ [a exp(kt)]. Ahorael error, dado por el término entre
corchetes, tiende exponencialmenteainfinito paratiem-
posmuy largos. Esto significa, no sblo que carecemosde
la posibilidad de predecir su posicion con precision
arbitraria, sino que el margen de error crece tan rapido
que hablar de unasolucién efectiva pierde todo sentido.

Los tres ejemplos anteriores muestran que la respuesta
de los sistemas mecénicos ante el error en los datos
iniciales, puede resultar de decisivaimportancia. Aqué-
Ilos en los que un pequerio error en los datos de partida
crece violentamente borrando toda esperanza préctica
de realizar predicciones, se dice que presentan sensibi-
lidad infinitaalas condicionesiniciales. Asi se expresa
el hecho de que, para evitar esta conducta intratable,
seria menester que se especificasen las condiciones
iniciales con una precision infinita. Como semejante
alternativa es impensable, |os sistemas no lineales con
esta clase de sensibilidad dejan de ser predeciblesy su
comportamiento setornacadtico (Schuster, 1984). Con-
cluimos, pues, que ése es el significado cientifico del
término caos, tan de modaen nuestrosdiasatravésdela
literaturay el cine de ciencia-ficcion.

EVALUACION DE RESULTADOS

Pese al nivel meramente cualitativo de esta introduc-
cion, se propone alos alumnos responder por escrito a
dos cuestiones finales. Una de ellas | es pide que expli-
quen las principales diferencias entre procesos lineales
y no lineales y, en la otra, se les invita a explicar el
significado de la sensibilidad infinita alas condiciones
iniciales. Todos ellos —con |os matices comprensibles—
responden satisfactoriamente, habida cuenta de lo re-
ciente del aprendizaje, y en especial porque resaltan en
sus explicaciones las tres ideas claves que han sido
destacadas a o largo de este articulo.

Antesdeterminar con el temasurge entrelosalumnosla
cuestion de hasta qué punto se hallan presentes los
sistemas no lineales en la naturaleza o, dicho de otro
modo, en qué grado el mundo rea es impredecible y
caftico. La contestacion del profesor segin la cual
sucede que, en realidad, los sistema no linealesy cadti-
cos (fluidos, laseres, planetas, plasmas, acelerados de
particulas, reacciones quimicas, ecologia de poblacio-
nes, sistemas celulares, etc.) son muchisimo méas nume-
rosos que los lineales despierta la curiosidad general
sobre las razones que han impedido descubrir antes esta
caracteristicadelanaturaleza. El motivolo ofrece nues-
traidea clave nimero 1, pues de ella se deducia que los
sistemas no lineales pueden aproximarse para tiempos
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cortos a comportamientos lineales. El desarrollo de la
dinamica clé&sica se sustent6 durante muy largo tiempo
en sus aplicaciones astronémicas al sistemasolar donde
los efectos caéticos son reducidos y su escala temporal
es muy amplia. Solo el uso generalizado de | os ordena-
dores permiti6 conocer el comportamiento de las solu-
ciones dinamicas para tiempos largos en esta y otras
areas, y tomar conciencia del problema

Las sesiones terminan con un pequefio debate sobre la
diferenciaentre laidea de determinismoy lade predic-
tibilidad (Alemafi, 1998). Un sistema es determinista
siempre que se encuentre gobernado por una ley bien
definida, expresada matemati camente por una ecuacion
diferencial, por ejemplo. Pero sblo serapredecible si no
padecelasensibilidad infinitaalascondicionesiniciales
mencionada antes. La confusion entre ambos términos,
muy frecuente, abocaanumerososmalentendidosquela
puesta en comun final contribuye a disipar.
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