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1 Johdanto

Téssé tyossa tarkastellaan erdsté epélineaaristen parabolisten osittaisdifferentiaaliyh-
taloiden prototyyppié, parabolista p-Laplacen yhtaloa

g:: — div(|Dul|P"*Du) = 0,

jossa yleisesti 1 < p < oo, mutta keskitymme kéasittelemaén tapausta p > 2. Ky-
seinen yhtalo on tyypillinen epélineaarinen yleistys perinteiselle lampoyhtalolle, ja
palautuu lampoyhtaloksi, kun p = 2. Tyon paamaédrané on todistaa ratkaisun ole-
massaolo yhtélolle luonnollisessa funktioavaruudessa tietyntyyppisin reunaehdoin
variaatiolaskennan menetelmié kayttden. Luonnollinen funktioavaruus on téassé ta-
pauksessa parabolinen Sobolevin avaruus, minké vuoksi alussa kiaydéaén 1api esitietoja
ja perustuloksia vektoriarvoisten funktioiden integraalille ja Lebesguen avaruuksil-
le. Tallaisissa funktioavaruuksissa kuvaukset on méaritelty hieman eri tavalla kuin
funktiot, joita halutaan tarkastella. Talloin toivotut mitallisuusehdot eivat ole lahto-
kohtaisesti taysin selvia, minké vuoksi naiden tulkintojen valista yhteytta kaydaan
lépi toisessa kappaleessa.

Osittaisdifferentiaaliyhtaloita voi esittda monessa eri muodossa ja niiden ratkaisu-
ja voi madritelld eri tavoin. Klassinen ratkaisu toteuttaa yhtalon pisteittain, ja silté
vaaditaan verrattain paljon sileyttd. Namé vaatimukset ovat monessa tilanteessa
liian vahvoja ylipdataan ratkaisun olemassaolon kannalta, ja siten tyypillinen tapa
on tulkita yhtalo heikommassa muodossa. Téallaiselle tulkinnalle on olemassa erilai-
sia méaritelmia, joista tassa tyossa esitetdan kolme; heikon ratkaisun, parabolisen
minimoijan ja variaatioratkaisun maaritelmat. Oleellisesti namé maéaritelmat ovat
yhtéapitavid tarkastelemamme yhtélon tapauksessa, mika osoitetaan kolmannessa
kappaleessa. Lahtokohtaisesti osittaisdifferentiaaliyhtalon ratkaisun tulkitaan to-
teuttavan yhtalo lokaalisti maarittelyjoukossaan, mutta ongelmaan liitetdan usein
my0s reunachtoja. Olemassaolo todistetaan téssé tyossa tilanteessa, jossa ratkai-
sulta vaaditaan niin sanotut Cauchy-Dirichlet’n reunaehdot, miké tarkoittaa, etta
ratkaisu saa tietyt arvot ongelman alkuhetkelld ja pystyreunalla. Pystyreunalla tarkoi-
tetaan alueen spatiaalista reunaa kaikilla tarkasteltavilla ajanhetkilla. Reuna-arvot
oletetaan ajasta riippumattomiksi, ja tarkastellaan aika-avaruussylinterié, jossa aika-
véli on puoliddreton. Siten kyseistd ongelmaa voi tarkastella ajassa mielivaltaisen
pitkélle. Ratkaisulta pyritdan maaritelmissé olettamaan ajan suhteen vain vahan
sdaannollisyytta, vihemmaén kuin méaaritelmien testifunktioilta. Télloin ratkaisua ei
voida suoraan kéyttad testifunktiona, minka vuoksi tyossé esitelldéan todistuksissa
tarvittava tietyntyyppinen aikasilotus.

Tyon paatuloksena esitetaédn variaatiolaskentaan perustuva todistus yhtalon
variaatioratkaisun olemassaololle ja yksikasitteisyydelle. Vaikka tarkastelemamme
yhtélon kaltaisille yhtélotyypeille edella mainitut ratkaisujen maéritelmat ovat yh-
tapitavid, variaatioratkaisu voidaan maéaritellda huomattavasti yleisemmillekin para-
bolisille systeemeille. Kyseisen todistustekniikan etuna onkin, ettei se aseta suuria
rajoitteita ongelman rakenteelle. Todistuksen ideana on maéritelld positiivisesta
parametrista riippuva joukko konvekseja variaatiofunktionaaleja, joille voidaan osoit-
taa yksikésitteisen minimoijan olemassaolo variaatiolaskennan suoria menetelmia



kayttaen kaikilla tarkasteltavilla parametrin arvoilla. Variaatiofunktionaalien joukko
madritelldan siten, ettd vietdessa parametrin arvo tiettyéd jonoa pitkin rajalle nollaan
vastaavien funktionaalien minimoijat suppenevat sopivassa mielessi tarkasteltavaan,
variaatioméaritelméan mukaiseen ratkaisuun. Téalloin rajafunktio perii minimointiomi-
naisuuden toivotussa mielessd. Viimeisessa kappaleessa osoitetaan konveksisuuden
olevan valttdmaton ehto ratkaisun olemassaololle.

Olemassaolotodistuksen runko pohjautuu Bogeleinin, Duzaarin ja Marcellinin
artikkeliin [3]. Parabolisen minimoijan méaritelméan esitteli Wieser artikkelissaan [12],
ja variaatioratkaisun tyyppinen maaritelmé esiteltiin ensimmaisen kerran tiettavas-
ti ldhteessé [8]. Variaatiolaskennan menetelmien kdytto aikariippuvien ongelmien
ratkaisemiseksi pohjautuu vuonna 1996 julkaistun De Giorgin artikkelin [5] kon-
jektuuriin, jossa ongelmana tarkasteltiin epéalineaarisia hyperbolisia aaltoyhtaloita.
Kyseisessa konjektuurissa ongelma maariteltiin alueessa R"™ x [0, 00), jossa alueella
ei ole pystyreunaa. Oleellisesti télle konjektuurille todistuksen esittivit Serra ja Tilli
artikkelissaan [10] vuonna 2012. Témén tyon padasiallisen lahteen [3] todistus no-
jaa vahvasti kyseiseen lahestymistapaan. Hieman samantyyppisté aikadiskretointia
hyodyntavaé tekniikkaa on kaytetty lahteissa [1] ja [2].

Kappaleessa 2 ldpikayty Bochner-integrointiteoria pohjautuu ldhinné teoksiin [7]
ja [11]. Jalkimmaistd kaytetadan lahteend myos seuraavassa kappaleessa 3. Téssa tyOs-
sé kaytetyn aikasilotuksen esitteli Naumann lahteessa [9], ja tahén liittyvia tuloksia
16ytyy esimerkiksi ldhteesta [4]. Reuna-arvojen huomiointi ratkaisujen maaritelmissa
pohjautuu teoksen [13] ldhestymistapaan. Variaatiolaskennan suoriin menetelmiin
kéytetdadn viitetta [6]. Konveksisuuden valttaméttomyysehto on osoitettu alun pe-
rin artikkelissa [12], mutta tdmén tyon todistus pohjautuu Christoph Schevenin
julkaisemattomaan kasikirjoitukseen.



2 Esitietoja
Tassa tyossa tarkastellaan parabolista p-Laplacen yhtaloa

21; — div(|DuP~?Du) = 0, 2<p<oo, (2.1)

maééarittelyjoukossa Q2 x (0, 00). Joukon © C R" oletetaan olevan avoin ja rajoitettu.
Jatkossa kaytetdan merkintédd Q. := Q2 x (0,00). Kun 0 < T < o0, joukolle © x
(0,T) kédytetadn vastaavasti merkintdéd (2. Olemme padosin kiinnostuneita yhtélon
globaalista versiosta, jossa ratkaisulta vaaditaan Cauchy-Dirichlet’n reuna-arvot
alueen parabolisella reunalla. Talloin maéaritellaan

u =u, reunalla Op$Qy

sopivassa mielessi, jossa parabolinen reuna mééritelliin 0pQ., = (2 x {0}) U
(092 x (0,00)). Unionissa ensimmaéinen joukko viittaa ongelman alkuhetkeen ja toinen
pystyreunaan. Tarkastelemme tilannetta, jossa u, on ajasta riippumaton, jolloin
ratkaisu u saa pystyreunalla samat reuna-arvot kuin alkuhetkelld koko aikavélilla.

Maééritelldén seuraavaksi niin sanottu parabolinen Sobolevin avaruus, josta ratkai-
sua yhtalon (2.1) tyyppiseen ongelmaan ldhtokohtaisesti etsitdan. Kyseinen avaruus
liittyy ldheisesti Bochner-integrointiteoriaan, jossa tarkastellaan kuvauksia tyyppia
u: S — X, jossa S on jokin g-darellinen mitta-avaruus, ja X on Banach-avaruus.
Tapauksessamme oletetaan, etta etsimamme ratkaisu v on melkein jokaisella ajan-
hetkelld ¢ € (0,T) Sobolev-funktio, eli joukko S = (0,7 varustetaan Lebesguen
mitalla ja X = W'P(Q) tavanomaisella Sobolevin normilla. Kéydéén seuraavaksi
lapi lyhyesti Bochner-integraalin maarittely.

Vahvasti mitallinen funktio f :.S — X maéaritelladn siten, ettéd kyseistd funktiota
f voidaan approksimoida pisteittdin melkein kaikkialla yksinkertaisilla funktioilla.
Yksinkertainen funktio maéritelladn téassd tapauksessa funktioksi s : S — X, joka
voidaan kirjoittaa muodossa

s(t) = zx 0)

jossan € N, a; € X ja By, € M ovat erillisia joukkoja, joille u(By) < oo, kaikilla k.
Funktio x g, on joukon Bj, karakteristinen funktio. Nain maaritellyille yksinkertaisille
funktioille integraali voidaan méaritella luonnolliseen tapaan

/Sdu = i ax p(By.).

% k=1
Yksinkertaisille funktioille patee selvésti integraalin lineaarisuus ja kolmioepayhtalon

nojalla myos
/sdu S/HSHCM
S

S




Funktiota f : S — X kutsutaan Bochner-integroituvaksi, mikali on olemassa jono
(sn) yksinkertaisia funktioita, jotka suppenevat funktioon f melkein kaikkialla (f
vahvasti mitallinen) ja lisdksi

n—o0

/fduzggg/gnmu
S S

silld jono integraaleja ( f ¢ Sndp) on Cauchy, ja raja-arvo on riippumaton approksi-
moivasta yksinkertaisten funktioiden jonosta (s,). Jono ([ s, du) on Cauchy, sillé

/sndu—/smd,u S/Hsn—sm”d,u

S S S
§/||sn—f||du+/|lsm—f||du
S S
— 0

lim /||f—sn||du:0.
S

Talloin voidaan maaritella

kun n,m — oo. Olkoon liséksi (¢,) toinen yksinkertaisten funktioiden jono, joka
suppenee jonon (s,) tavoin melkein kaikkialla funktioon f ja [q||t, — f|l du — 0,
kun n — oo. Tarkastellaan jonoa (z,) méériteltyna siten, etté

Zpn =

Sn, jos n on parillinen,
t,, ]Os m on pariton.

T&ll6in jono ([, ¢ #n dpt) on Cauchy vastaavalla argumentilla kuin ylla. Koska jonot
([ sndp) ja ( [gtn dp) ovat jonon ([ 2z, dju) osajonoja, ja osajonot suppenevat samaan

raja-arvoon, patee
gg/%w=/ﬁm
5 5

ja vastaavasti integraalien [ ¢ tn dp raja-arvolle, jolloin kyseinen raja-arvo on approk-
simoivasta yksinkertaisten funktioiden jonosta riippumaton.

Bochnerin lauseen perusteella vahvasti mitallinen funktio f :.S — X on Bochner-
integroituva, jos ja vain jos | f|| on Lebesgue-integroituva. Lisdksi talléin péatee

tavanomainen epayhtalo
[ raul < [Uslan
S S

Taten LP-avaruus Bochner-integraalin mielessa voidaan maéaaritelld seuraavasti

LP(S, X)) =< f: 5= X ‘ f vahvasti mitallinen &/ | fIIP dp < oo
S



Kyseiselle LP-avaruudelle méaaritellaén luonnollinen normi

1
1 fllzees,x) :== /||f||pdu .
5

Nyt (tarkastelemalla funktioiden, jotka saavat samat arvot melkein kaikkialla, ekvi-
valenssiluokkia) kyseinen LP(S, X')-avaruus varustettuna edella méaaritellylla normilla
on Banach-avaruus skalaarisen LP-avaruuden tapaan.

Bochner-integraalille ja vektoriarvoisten funktioiden LP-avaruuksille patevat useat
samantyyppiset tulokset kuin Lebesgue-integraalille ja tavanomasille LP-avaruuksille,
kuten dominoidun konvergenssin lause ja Fatoun lemman vastine.

Lemma 2.1. Yksinkertaisten funktioiden joukko on tihed avaruudessa LP(S,X).
Lisdksi, jos f € LP(S, X), niin on olemassa yksinkertaisten funktioiden jono (t,),
jolle pitee t,, — [ sekd melkein kaikkialla ettd LP(S, X)-mielessd, kun n — 0o.

Todistus. Olkoon f € LP(S, X). Talléin funktion f vahvasta mitallisuudesta johtuen
on olemassa jono (s,) yksinkertaisia funktioita, jotka suppenevat melkein kaikkialla
funktioon f. Maaritelladn jono (t,) siten, etta

ta(2) = {S"(x)’ jos lsu (@)l < 2|1 @)

0, muulloin.

Talloin my6s ¢, — f melkein kaikkialla, silld t,(x) = 0 kaikilla n, jos f(z) = 0.
Toisaalta, mikéli || f(z)|| > 0, saadaan [|s, ()| — |[f(2)[| < [|sn(z) = f(2)]| < [[f(@)]],
missa jalkimmainen epayhtalo pétee tarpeeksi isoilla indeksin n arvoilla. Talloin siis
tn(z) = sp(z), kun n on tarpeeksi suuri. Liséksi ||t,(z) — f(z)||? < 4P| f(x)||” melkein
kaikkialla. Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseen perusteella

[t = $17ds — 0.
S

kun n — oo, jolloin siis maaritelmén mukaan ¢, — f, LP(S, X )-mielessé.
O

Kuten aiemmin mainittiin, parabolinen Sobolevin avaruus maéritellaan siis ku-
vauksina joukolta (0,7") Lebesguen mitalla ja Borel sigma-algebralla varustettuna
Sobolev-funktioavaruudelle W'?(Q), jossa Sobolev-funktioiden reuna-arvot voidaan
lisdksi spesifioida. Kyseiselle paraboliselle Sobolevin avaruudelle kiytetdan merkintaé
LP(0,T; WP(Q)). On kuitenkin huomionarvoista, ettd usein halutaan tarkastella tar-
kalleen ottaen funktiota (x,t) — u(t) (z) funktion u sijaan. Kuitenkaan yleisesti jél-
kimméinen funktio ei ole mitallinen mille tahansa kuvaukselle v € LP(0,T; W1?(Q))
tulomitan suhteen, jolloin esimerkiksi Fubinin lauseen oletukset eivét pade. Kuitenkin
integroinnin jarjestysta ajan ja paikan suhteen halutaan usein vaihtaa, jota varten
todistetaan seuraava tulos. Sen nojalla toivottu tulomitallinen edustaja on olemassa
mille tahansa parabolisen Sobolevin avaruuden kuvaukselle.



Lemma 2.2. Kuvauksella uw € LP(0,T; WYP(Q)) on olemassa tulomitallinen edustaja
u:Qx(0,T) = R, jolle pdtee, etta melkein kaikilla t € (0,T),
u(t) = a(-,t) LP(Q)-mielessd, ja
Du(t) = Da(-,t) [LP(Q)]"-mielessd.
Todistus. Olkoon u € LP(0,T; W1?(Q)). Nyt on olemassa Lemman 2.1 perusteel-
la jono (u,) yksinkertaisia funktioita, joille patee u,, — u melkein kaikkialla, ja

LP(0,T; WiP(Q))-mielessi. Koska funktiot u, ovat yksinkertaisia, ne ovat myds tulo-
mitallisia. Kirjoitetaan selkeyden vuoksi w,(z,t) := u,(t) (z). Nyt saadaan

T T

//|un—um|pda:dt+//|Dun—Dum|pd:vdt
0 O 0 Q
T T
§2p1(//]un—u\pda:dt+//|um—u|pdxdt
0

0 0 Q
T T
—I—//|Dun—Du|pdxdt+//|Dum—Du|pdxdt>
0 Q 0 Q
=2 (Hun - UHIEp(o,T;Wl,p(Q)) + lJum — u”??(&T;WLp(Q)))

— 0,

kun n,m — oo ylld olevan perusteella. Taten siis (u,) ja (Du,) ovat Cauchy-jonoja
my0s avaruuksissa LP(Qr) ja [LP(Q7)]". Talloin on olemassa edelleen osajonot (u,)
ja (Du,,) ja alkiot @ ja up vastaavissa avaruuksissa siten, ettd kun n — oo,

u, —u  mk. (z,t) € Qp ja LP(Qp)-mielessi, ja
Du,, —ap mk. (z,t) € Qp ja [LP(Qr)]"-mielessa.
Kyseisten osajonojen voidaan olettaa sisdltdvan keskenddn samat alkiot w,, silla

jonot voidaan valita iteratiivisesti kayttamalld hyvéksi tietoa, ettd suppenevan jonon
osajono suppenee samaan raja-arvoon. Nyt saadaan

T T T
//|ﬂ—u|pdxdt§2p_1 //|ﬂ—un|pdxdt+//|u—un|pdxdt
0 Q 0 Q 0 Q

— 0,

kun n — oo tarkastelemalla edelld poimittua osajonoa. Téten siis u = @, LP(0,T; LP(Q))-
mielessd, eli u(t) = (-, t) melkein kaikilla ¢ € (0,7), LP(Q)-mielessd. Téysin
vastaavalla argumentilla saadaan, ettd myods Du(t) = up(-,t) melkein kaikilla

t € (0,7) [LP(Q2)]™-mielessé. Todistuksen loppuunsaattamiseksi osoitetaan vield,
ettd up(-,t) = Du(-,t) [LP(2)]"-mielessé melkein kaikille ¢ € (0,T"). Heikon derivaa-
tan médritelméan perusteella kaikilla ¢ € C§°(€2r) pétee

T T
//E?iumgodxdt: —//umaigpda:dt
0 Q 0 Q



kaikillam € Njai € {1,...,n}. Ylla olevien suppenemisten perusteella tissé voidaan
ottaa raja-arvo m — oo, jolloin

T T
//&»umgod:pdtﬁ//ﬂ[)’i(pdxdt, ja
0 O 0 Q

T T

—//um&-cpdxdt%—//ﬁ@igodacdt.

0 O 0 Q

Talloin heikot derivaatat 0;t ovat olemassa, ja lisdksi pétee

T
// (0;u — Up,)pdrdt =0,
0

kaikilla ¢ € C§°(€2r), milld tahansa i € {1,...,n}. Tasta seuraa, ettd 0,0 = Up,
melkein kaikilla (z,t) € Qr variaatiolaskennan peruslauseen nojalla. Télloin kyseiset
funktiot voidaan samastaa L”(€)7)-mielessé, jolloin milld tahansa i,

T

// |ip.i(x,t) — Oju(z,t)|P de dt = 0.

0 Q

Kayttamalla Fubinin lausetta, saadaan

/ lips (2, 1) — dhii(z, )P da = 0

melkein kaikilla ¢t € (0,7"). Taten saadaan ylla olevan tuloksen perusteella Du(t) =
Di(-,t) melkein kaikilla ¢ € (0,7") [LP(£2)]"-mielessa. Siispa viite pétee. O

Edellisen lemman perusteella voidaan siis tarkastella kuvauksia u € LP(0, T; WP(Q))
oleellisesti tulomitallisina funktiona tulkinnalla u(z,t) := u(t) (), jolloin mm. Fu-

binin lauseen kayttd on perusteltua. Jatkossa kaytetddn yleensd tata tulkintaa
funktioille joukossa LP(0,T; WP(Q)).



3 Ratkaisujen maaritelmat ja yhtapitavyys

Tassa tyossa todistetaan ratkaisun olemassaolo joukossa
{ue LP(0,T; W, P(Q2)) N C°([0,T]; L*(Q)) VT > 0 | u(-,0) = u,}. (3.1)
Alkuhetken ja pystyreunan reuna-arvoilta vaaditaan
u, € WH(Q).

Koska oletetaan, ettd p > 2, Jensenin epayhtalon nojalla patee suoraan, etta u, €
L?(£2), jolloin tétd ehtoa ei tarvitse erikseen vaatia. Funktio u € LP(0,T; WP(Q))
saa kyseiset reuna-arvot parabolisella reunalla 0p$)y, mikali

u—1i, € LP(0, T; Wy "(Q)),  ja 3.
”U(,t) _UOHLQ(Q) — O, kuntiO '
Téassa funktion w, aikariippumaton ekstensio madritellddn u,(-,t) = u, kaikilla

t € [0, T]. Jalkimmaéinen ehto seuraa myos suoraan vaatimalla ratkaisulta u (-, 0) = wu,,
mikili u € C°([0, T); L*(2)).

Seuraavaksi esitetaan kolme erilaista madritelméé yhtélon (2.1) ratkaisulle.
Maaritelméa 3.1 (Heikko ratkaisu). Mitallista funktiota u : o — [—00, 00], jolle

patee myos u € LP(0, T; WHP(Q)) kaikilla T' > 0, kutsutaan yhtilon (2.1) heikoksi
ratkaisuksi, jos

T

//(—u3t90+|Du\p_2Du~D<p> dedt =0
0

0
milld tahansa T > 0, kaikilla testifunktioilla ¢ € C§°(Qr).

Maaritelma 3.2 (Parabolinen minimoija). Mitallista funktiota u : Qs — [—00, 0]
kutsutaan paraboliseksi minimoijaksi, mikali u € LP(0,T; W'?(Q)) kaikilla T > 0,
ja ehto

T T
1 1

//(uatgod:cdt+|Du\p) dxdtg//|Du+Dg0|pdxdt
p p

0 O 0 0

pétee milld tahansa T > 0, kaikilla testifunktioilla ¢ € C§°(§2r).

Masritelma 3.3 (Variaatioratkaisu). Mitallista funktiota u : Q. — [—00, 00], jolle
lisiksi patee u € LP(0,T; W, 2())NC°([0, T7; L*(2)) milld tahansa T' > 0, kutsutaan
variaatioratkaisuksi yhtéloa (2.1) vastaavalle Cauchy-Dirichlet-ongelmalle alku- ja
reuna-arvoilla u, € WHP(Q), jos

T

T
1 1
//]Du|pdxdt§//<8tv(v—u)—|—\Dv\p) dx dt
p p
0 0 0 9
1

1
+§||U('a 0) — to||72(q) — 5”(” —u)(-, )12y



milléd tahansa T' > 0, kaikilla v € LP(0,T; W *(Q)) N C°([0, TT; L*(R2)), joille dyv €
L*(Q7).

Huomautus 3.4. Heikon ratkaisun ja parabolisen minimoijan maaritelmat ovat
lokaaleja, kun taas variaatioratkaisun maaritelmaan on otettu reuna-arvot suoraan
mukaan. Mikéli halutaan tarkastella heikkoa ratkaisua ja parabolista minimoijaa
reuna-arvoilla, tulee talloin méaritella missa mielessé ratkaisulta vaaditaan halutut
reuna-arvot.

Huomautus 3.5. Variaatioméaritelméssé ratkaisulta (ja testifunktioilta) oletetaan
reuna-arvot u, pystyreunalla funktioavaruuden LP(0,T; W,*(€2)) maéritelmén perus-
teella, mutta alkuarvoiksi funktiota u, ei suoraan vaadita. Kyseisesté variaatioepayh-
télosta kuitenkin seuraa, ettd variaatioratkaisu u(-, t) saa alkuarvot u, L?(£2)-mielessi.
Taméa ndhdaan kayttamaélla funktiota u, testifunktiona, jolloin epdyhtélosta saadaan

T
1 1 1
0< //|Du|p drdt < T/ —|Du,|P dx — §||u0 —u(-, 1) 72102
0 Q P Q b
silla u, ei riipu ajasta. Talloin

2T
o — (-, T) 2oy < / Du,|? de
p
Q
— 0,

kun 7" | 0. Siten reunaehtojen (3.2) toista kohtaa ei tarvitse variaatioratkaisun
méaritelméssé erikseen vaatia.

Seuraavaksi naytetdan edelld mainittujen ratkaisujen yhtapitavyys olettaen, etta
ratkaisujen funktioavaruudet on valittu sopivalla tavalla. Notaation helpottamiseksi
merkitaan jatkossa tulomittaa dx dt =: dv integroitaessa seka spatiaalisten etta
aikamuuttujan yli.

Lemma 3.6. Funktio u on Mddritelmdan 3.1 mukainen heikko ratkaisu jos ja vain
jos se on Mdaritelman 3.2 mukainen parabolinen minimoija.

Todistus. ” = 7. Olkoon T' > 0, u parabolisen p-Laplacen yhtalon heikko ratkaisu ja
v € C§°(Qr). Talloin

/ |Du|P dv = / | DulP~2Du - Du dv

/\Du]p *Du - (Du—l—Dgp)dy—/u@tgodV

Qp

joista jalkimmaéisessa yhtéalossé on kéaytetty heikon ratkaisun maéritelmad. Tasta
saadaan edelleen
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/u@tgody+/|Du|pdV§/|Du|p_2|Du-(Du+Dg0)|dl/
Qr Qp Qp

§/|Du|p‘1|Du+D<p|dV
Qr
p—1 1
< /|Du|pdu+/\Du+Dg0|pdu,
p e pQT

jossa toisella rivilla on kiytetty Cauchy-Schwarzin ja kolmannella Youngin epéyhtaloé.
Néin saadusta epdyhtalosté seuraa suoraan, etta v on parabolinen minimoija.

7 < 7: Oletetaan nyt ettd u on parabolinen minimoija ja ¢ € C§°(2r). Talloin
myo6s ep € C3°(Qr) ja supp ep = supp ¢ kaikilla € € (0,1). Kayttamalla funktiota
ey testifunktiona parabolisen minimoijan maéaritelméssa, saadaan

sp/ué?tgodu—i—/\Du]pdl/g/]Du+5D<p|pd1/
O Or O

Tasta termejé jarjestelemalld seuraa edelleen

1 /1
/—u@twdu—i— p / g(|Du—|—5Dg0]p — |Dul?)dv > 0. (3.3)

Qr Qr

Kun ¢ | 0, Gateaux derivaatan maéritelmén ja ketjusdannéon mukaan

i(!Du +eDglP — |Dul?) — p|DulP"2Du - Dy
pisteittain, silla L?(0,T; W?(€Q)) on Banachin avaruutena lokaalisti konveksi. Ot-
tamalla raja-arvo ¢ | 0 epayhtalossa (3.3), saadaan Lebesguen dominoidun konver-
genssin nojalla 7 > 7 heikon ratkaisun maéritelméassd. Suunta ” < 7 seuraa samaan
tapaan testaamalla funktiolla —eyp ja ottamalla raja-arvo € | 0. Talléin yhtédsuuruus
patee ja u on heikko ratkaisu.

Lebesguen dominoidun konvergenssin argumenttiin vaadittava integroituva majo-
rantti saadaan esimerkiksi seuraavasti:
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| @

1
~(|Du+eDe|” —[Dul”)
£

(|Du+tDepl|?) dt

5

t

€
_1‘/
_5

0

= g /|Du +tD[P~*(Du + tDyp) - D dt
0

< p/]Du—i—tho]p_l\DMdt
£
0

< p(|Dul| + [Dg|)" "Dyl
< (p = D(|Dul + | D))" + [Dep]?
<277 (p— 1)(|Dul” + | D) + |Del” € L(Qx),

missa 3. rivilla on kaytetty Cauchy-Schwartzin epayhtaloa ja 4. rivilla tietoa, etté
0 <t < e < 1. Lopulta 5. rivilla on kiytetty Youngin epayhtiloa. Testattaessa funk-
tiolla —ey integroituvaksi majorantiksi saadaan sama funktio samoja argumentteja
kayttaen.

O

Lemma 3.7. Jos funktio v on Mdadritelmdn 3.1 mukainen heikko ratkaisu tai Mdad-
ritelman 3.2 mukainen parabolinen minimoija, niin u:n heikko aikaderivaatta kuuluu
parabolisen Sobolevin avaruuden duaaliin, eli dyu € (LP(0,T; WHP(Q)))"

Todistus. 1) Olkoon T" > 0, u heikko ratkaisu ja ¢ € C§°(€Qr). Méadritelldén lineaari-
nen funktionaali L, : C§°(2r) — R siten, ettéi

L, (p)= /ué’tap dv.
Qr
Heikon derivaatan maéritelman perusteella funktionaalilla L,, ja heikolla aikaderi-
vaatalla J;u on yksikésitteinen vastaavuus. Liséksi kaikille ¢ € C§°(€2r) pétee

| L, (0)| = /u@tgody = /|DU\p2Du-D<pdy
Qr

Qp
< [ 1Dup- Dy dv

1

pl

hSA

INA
—
o
£
=
Q
T

/ [ Dep|” dv
Qp

~|

||<PHLP(0,T;WLP(Q))7

IA
—
o
£
=
QL
-
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jossa toiseksi viimeisella rivilld on kaytetty Holderin epéyhtaloa. Télléin L, €
(Cs°(Qr))". Koska C5°(Qr) on tihed joukossa LP(0,T; W1P()), on funktionaalilla
L,, olemassa yksikasitteinen jatkuva ekstensio siten, etté ekstension normi on sama.
Taten voidaan paatelld, ettd ndin maaritellylle heikolle aikaderivaatalle patee d,u €
(L2(0,T; WH(2))".

2) Olkoon u parabolinen minimoija, ¢ € C§°(Qr) ja L,, maaritelty kuten edellé.
Kéytetadn parabolisen minimoijan madritelméssa funktiota e testifunktiona, kun e €
(0,1) kuten Lemman 3.6 todistuksessa. Nyt mikali L,,(p) > 0, saadaan parabolisen
minimoijan maaritelmasta

|L., ()| = 5/u8tcpd1/

Qr
1
< /(|Du+ eDp|P — |Dul?) dv,
Or b
ja tasta edelleen
1 1
0< Lu(e) < [ Z(Du+ Dol ~ [Dup) dv
b

Qr

milld tahansa ¢ € (0,1). Ottamalla raja-arvo ¢ | 0 saadaan kuten Lemman 3.6
todistuksessa Lebesguen dominoidun konvergenssin avulla

0< Lu() < [ IDuP2Du- Dy v
Qr

Taté voidaan arvioida edelleen kuten kohdassa 1) jolloin saadaan sama haluttu tulos,
kun L,,(¢) > 0.
Mikali L, (@) < 0, pétee

Luy(9)] = —/uatsodu

Qr

1 /1
<- / —(|Du — eDy|P — |Dul?) dv,
pJ €

Qr

josta saadaan samaan tapaan kuten edella

0< —Ly(p) < —/|Du|p_2Du - Dy dv,
Qp

kun annetaan € | 0. Taten
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pl

Luy(9)] < /ﬁwmw EP—
Qr

kaikilla C§°(£2r), jolloin viite pétee samoin argumentein kuin kohdassa 1).
[l

Seuraavaksi osoitetaan, etté variaatioratkaisu on aina myos parabolinen mini-
moija. Variaatioratkaisun maaritelméassé haluttaisiin talloin kayttaa testifunktiota
v = u + sp jollakin s > 0 ja ottaa lopulta raja-arvo s | 0. Kyseinen funktio ei ole
kuitenkaan erityisesti yleisempien ongelmien tapauksissa sallittu testifunktio. Vari-
aatioratkaisulle ei nimittdin vilttamaittd pade vaadittu dyu € L*(27). Ratkaisuna
ongelmaan testattavaa funktiota usein silotetaan ajan suhteen siten, etté silotettu
funktio kay testifunktioksi ja lisdksi silld on sopivia suppenemisominaisuuksia. Tassa
tyossa kaytetaan seuraavanlaista aikasilotusta.

Maéritelmé 3.8 (Aikasilotus). Olkoon T' > 0, v € L'(Q7), v, € L'(Q) ja h € (0,T).
Maaritelladn aikasilotus

kun ¢ € [0, 7.

Seuraavaksi esitetdan kyseisen aikasilotuksen ominaisuuksiin liittyvd lemma,
jota tarvitaan jatkossa. Jotta kyseisen lemman todistus pysyy jarkevin mittaisena,
esitetdan aluksi tulos, jota lemman todistuksessa kédytetaan.

Lemma 3.9. Olkoon X Banach-avaruus, v, € X ja v € LP(0,T; X) jollakin 1 <
p < oco. Mddritelladn aikasilotus samalla tavoin kwin ylld,
t

_t 1
Maw:eh%+h/é

0

no(s)ds,

kun h € (0,T] ja t € [0,T]. Talloin [v], € LP(0,T; X) ja mikdli p < oo,

h top ;
—(L=e )1 [lvollx
p

1[0]allr0,t:x) < [Vl Zr(0t0:x) +

milld tahansa t, € (0,T]. Jos p = 00, saadaan
Iolnll oo 0,toix) < M0l Loeqo o) + llvollx

milld tahansa t, € (0,T]. Lisiksi O,[v], € LP(0,T; X) ja

Oleln =~ (1l — v).
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Todistus. Olkoon t € (0,7). Talloin saadaan
1 t
Il @®llx < e Hlogflx + 5 /esh_tHv(S)Hx ds =: Ii(t) + I (1), (34)
0

kayttamalla kolmioepayhtaloa ja perusepayhtalod Bochner-integraalille. Olkoon ¢, €
(0,7] ja p < co. Talloin kdyttdmalld integroimalla ylld olevaa yhtaloa puolittain yli
valin (0,1,) ja kidyttdmalla Minkowskin epayhtélod, saadaan

(/H % dt) < (711(15)%); + (75@)%);.

0 0
Olkoon p/ = ﬁ Holder-konjugaatti p:lle, kun p > 1. Talloin saadaan

t

zxwzif(;éﬁ);(;éﬁ)ﬂw@nuds

0
t L t 1
< /1€T ds ' /165? ()|I% ds '
- h h X
0 0
t 1
_t 1 1 s—t P
= (1) (/h ||v<s>||§<ds)
0
t 1
1 s—t P
< ( 57 |rv<s>||§(ds) ,
0

jossa on toisella rivilla kaytetty Holderin epayhtaloa, kolmannella evaluoitu ensim-
mainen integraaleista ja viimeisessé kéytetty tietoa 0 < e”#» < 1. Kyseinen estimaatti
pétee triviaalisti, kun p = 1 (talloin kyseistéd laskua ei tarvita). Taten saadaan

to to t 1
/Ig(t)pdt://hes
0 0 0

wo(s)|| ds dt

to to
— [ [ R atfo(s) 5 ds
0 s
to to
:/(1_;;0)”7}(8),|§(d3g/Hv(s)u%; ds,
0 0

jossa on kéytetty Fubinin lausetta, ja tietoa ettd s < t < t,. Vastaavasti ensimmaiselle

termille saadaan
to to

tp h top
[ nrde= i e ¥ a= 20— ) ul
p

0 0
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Yhdistamaélla saadut tulokset, lemman ensimmaéinen epéayhtélo pétee.
Olkoon p = co. Nyt t
I(t) = e [loo]l x < [[vollx

ja lisaksi
t

/ T [[o(s)]1x ds

0

> =

I(t) =

t

1 s—
< esssup ||v(s)]|x h/e mds

0<s<t
0

= (1 - e’%) esssup ||v(s)||x
0<s<t

< esssup Ju(s) | x
0<s<t

milld tahansa ¢t > 0. Kayttdmalla naitd epayhtdlossa (3.4), véitteen toinen epayhtilo
patee.
Aikaderivaatalle saadaan suoralla laskulla

Oletuksen mukaan v € LP(0,T; X), ja liséksi ylla osoitettiin etta [v], € LP(0,T; X),
jolloin saadun yhtalon perusteella myos 0;[v], € LP(0,T; X). O

Todistetaan seuraavaksi jatkossa tarvittava aikasilotukseen liittyvéa aputulos.

Lemma 3.10. Olkoon v ja [v], kuten Madritelmdssa 3.8. Tdlldin seuraavat ominai-
suudet pdatevdt:
(i) Jos v € LP(Qr) ja v, € LP(Qr) jollakin p > 1, niin tdlloin

1
I[olkllzr@ry < Nolleo@r) + ho Vol Lo)-
Lisdksi [v], — v LP(Qp)-mielessd, kun h | 0.
(ii) Olkoon v € LP(0,T; W'P(Q)) ja v, € W'P(Q) jollakin p > 1. Tdlldin

Ilall oo ravrr@) < I0llvrmrs@) + B2 oo lwis)-
Lisdiksi [v], — v LP(0,T; W'P(Q))-mielessd, kun h | 0.
(iii) Jos v € LP(0,T; Wy () ja v, € Wy P(Q), niin tillgin myés
[Vl € LP(0, T; W *(92)).
(iv) Josv € L=([0,T]; L*(Q)) ja v, € L*(Q7), niin [v], € C°([0,T]; L*(Q)), [v]n(-,0) =
v, ja ] — v L*(Qr)-mielessd, kun h | 0.
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(v) Olkoon v € L>(0,T; L*(Q)) ja v, € L*(Q). Tdlloin myds Ov], € L>=(0,T; L*(2))
ja lisdaksi .
Olvln = = ([v]n = v).

Todistus. (i): Epéayhtdlo saadaan suoraan Lemmasta 3.9 asettamalla X = LP(Q),
ja siitd, ettd Lemmasta 2.2 seuraa suoraan tulomitallisen edustajan olemassaolo
kyseisessé LP(0,T; LP(€2)) avaruudessa. Osoitetaan seuraavaksi suppeneminen [v], —
v, LP(Qr)-mielessé, kun A | 0.

LP-avaruuksien ominaisuuksien perusteella tiedetaéan, ettd funktiota v € LP(Qr)
voidaan approksimoida LP-normin suhteen kompaktikantajaisilla, jatkuvilla funk-
tioilla joukossa Q2r. Kiinnitetdan € > 0. Talloin on olemassa © € Cy(Q27) siten, etta
|v = 9|1y < €. Médritelladn [0], kuten Maaritelmassé 3.8 alkuarvolla v,. Talloin

t

o= = [ (05 = 5(,9) ds.

0

eli [v]n, — [0]n = [v — ©], alkuarvolla v, = 0. Téten ylld todistetusta epayhtalosta
saadaan

[v]n = [O]llzer) = l[v = Dlnllzrr)
<|lv =0l rar) <é,

jolloin

If]n = vllzrry < l[v]n = [Oallr@r) +[[0]n = Olloar) + 1[0 = vllzoor)

< o]n = 2llzrir) + 2.

Kohdan (i) todistuksen loppuunsaattamiseksi tulee viela nayttaé, ettd ||[0], —
|| zr(oy) — 0, kun A | 0. Kéyttamalla tietoa

t

/esf_zt ds = h(1 — e_%),

voidaan kirjoittaa
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Tarkastellaan aluksi ensimmaista termid. Koska funktion ¢ kantaja on kompakti
valilla (0,7"), on olemassa d, € (0,T) siten, ettd 0(-,t) = 0, kun 0 < ¢t < §,. Télloin
saadaan

T

//|e—i<vo—@(-,t))\pdxdt
0 Q
do T

=}
2

— [ [1ebupasaes [ / e (v — 0,0)) [ da e
do

h opP
_p<1—e—‘5h>uvou //\vo—'u D da dt

V4
< hl|volegqy + € (TPHvoHLP(m + 18]l zocn) )

Tarkastellaan seuraavaksi toista termia yhtalossa (3.5). Koska 0 € Cy(§2r), tiedetdan
ettd 0 on valilla (0,7") tasaisesti jatkuva. T&lloin annetulle € > 0 on olemassa
d(e) € (0,0,] siten, ettéd |0(x,t) — 0(x,s)| < e, kun z € Q ja |t — s| < §. Kéyttamalla
hyvaksi tatéa tietoa, saadaan

[t
i)

A

dx dt

e (17(~,s)—v( )) ds dxdt

Il
H°\'ﬂ

_l’_
>

o,\w O—

eT<6(-,s)—v( ))ds dx dt

//‘QHUHLoo ) e ds 4+ — / e dsp
h

S T|Q|(2€ h||U||Loo(QT) —|—€) .

Nyt yhdistamalla saadut tulokset ja sijoittamalla erotukseen (3.5), saadaan

t

LP(Q7) +Hh/€ ht(“(”s)—v( )) ds

< ho vll ooy + € (TPHUOHLP(Q) + (19l o)
1 1 5 p
+ T5 107 (2% (|5 pogrry + )"

dx dt

1[5]n = Ollzor) < |l (vo — (-,1))

LrP(Qr)
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Viemalla tassé aluksi € | 0 ja tdmén jélkeen h | 0 saadaan toivottu lopputulos ||[0], —
|| zr(y) = 0, kun 2 | 0. Témé saattaa loppuun suppenemisen ||[v], — v Lr,) — 0,
kun h | 0, todistuksen.

(ii): Olkoon v € LP(0,T; W'?(Q)) ja v, € W'P(Q). Tarkastellaan funktiota v

sen tulomitallisena edustajana. Suoralla laskulla saadaan

t
t 1 s—t
D[vla(+,t) = e7n Du(") + /ehDv(-,s) ds,
0

jolloin D[v], = [Dv],. Kayttaméalla kohtaa (i) saadaan estimaatti
[D[]nllze@r) < 1DVl Lear) + b || Doo| o),
ja D[v], — Dv, LP(Q7)-mielessé, kun h | 0. Téten saadaan siis [v], — v, LP(0, T; WhP(2))-

mielessa, kun h | 0. Kdyttamalld saatua estimaattia funktioille [v], ja D[v], voidaan
kirjoittaa

Il zmroay = (I elalling) + 1Dl

B =

IN

1. p
( > (HD%||LP(QT)+h”HD Uo||LP(Q>) )

jal<1

< ( Z ||Dav||1£p(QT)) +hp< Z IID“vollip(Q)>

jol<1 o<1
1
= llollze vy + M7 llvollwrre),

jossa on toisessa epayhtalossé kaytetty Minkowskin epayhtalod summalle (integraali
laskurimitan suhteen). Taméi todistaa kohdan (ii).

(iii): Olkoon v € LP(0,T; W, *(Q)) ja v, € Wy?(R). Kohdan (ii) perusteella pétee
suoraan, ettd [v], € LP(0,T; WHP(Q)). Jaa jaljelle siis osoittaa, ettd aikasilotuksen
reuna-arvot haviavat pystyreunalla. Nyt selvésti e"hv, € Wol () milld tahansa
t €[0,T) ja h € (0,T]. Tarkastellaan seuraavaksi termié

t

eh /e;v(s) ds.

0

e

Bochner-integrointiteorian nojalla on olemassa jono (z,) yksinkertaisia funktioita,
joille z, : (0,t) — WyP(Q) kaikilla n € N siten, ettd funktiota eiv(s) voidaan
approksimoida kyseisilld funktioilla melkein kaikkialla, ja lisdksi voidaan méaritell&

t t

/efw(s) ds = lim [ z,(s)ds,

n—00
0 0
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jossa raja-arvo otetaan luonnollisesti W1?(€))-mielessé. Koska fot Zp ds € Wol ()

darellisend summana Wy (Q)-funktioita kaikilla n € N, ja jonon ( f; 2, ds) ollessa
Cauchy kyseisessé avaruudessa tiedetddn, ettd myos rajafunktiolle pétee

t

/ eiu(s)ds € WP(Q)

0

milld tahansa ¢ € [0, 77, silld kyseinen avaruus on Banach normin || - [Jy1.0() suhteen.
Siten aikasilotuksen maéritelmén perusteella pétee [v], € LP(0,T; W, ?(Q)).

(iv): Olkoon v € L*>(0,T; L*(2)) jav, € L*(Q). Tiedetédn, ettd L>(0,T; L*(Q)) C
L*(Qr) (tarkastelemalla jélleen tulomitallisia edustajia), jolloin kohdan (i) perusteella
[v]n, — v, L?(Q7)-mielessd, kun i | 0. Osoitetaan ensiksi, ettd [v], € C°([0,T]; L*(Q2)).
Kiinnitetaan tq,ts € [0, T siten, ettd t; < ty. Kirjoitetaan

Kayttamalla Cauchy-Schwarzin epdyhtilod saadaan

()

T1 T1

= 2(62;2 — 62%> (/U(-,s)2 ds),

mille tahansa 0 < 7 < 1, < T'. Kaytetdan ylla olevaa Cauchy-Schwartzin epayhtaloa
valeilld (0,t1) ja (t1,t2), jolloin saadaan
L2(Q))
L2(Q)

t1
/ezv(‘,s) ds
0
1 _ta—ty _2t1\3
)HUOHLQ(Q)—FE(:[—G h )(1—6 h ) ||U||L2(QT)
_2

€

h _2(tg—t1)\ =
(1 — € 2h ! )2 “UHLQ(QT)

V2h

— 0,

T2

/ezv(~,3) ds

T1

[[V]n(-s t2) = [V]n (- t) || 2o

_tu _ty 1
< (6 %} —e ;?) (HUOHLQ(Q) —+ E

ta—ty
h

< 6_% (1 —e

+
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kun ¢, — t; — 0. Téten siis [v], € C°([0,T]; L*(Q2)). Samaan tapaan saadaan

[[V]a (1) = vollL2(0)

1

. 1 2t 2
< (1 —e h) |Uo||L2(Q) + E( h— 1) HU“LQ(QX(Oﬂf))

— 0,

kun ¢ | 0. Koska [v], € C°([0,T]; L*(2)), saadaan [v];(-,0) = v,. Siispa viite pétee.
(v): Viite seuraa suoraan asettamalla X = L*(Q) ja t, = T Lemmassa 3.9.
[l

Osoitetaan seuraavaksi, etta variaatioratkaisu on my6s parabolinen minimoija
kayttaen apuna Lemmaa 3.10.

Lemma 3.11. Jos u on Madritelmdn 3.3 mukainen variaatioratkaisu, niin silloin
se on Madritelman 3.2 mukainen parabolinen minimoija.

Todistus. Olkoon T' > 0, u variaatioratkaisu ja ¢ € C§°(Qr). Méadritellaan testi-
funktioksi v, = [u], + sp siten, etta u, on alkuarvo v, funktiolle [u], Maaritelmés-
sa 3.8 ja s € (0,1). Talloin Lemman 3.10 (iii), (iv) ja (v) kohdista seuraa, etté
v, € LP(0, T; WH2(Q)) N C°([0, T); L*(2)) ja dyvp, € L*(Q7). Oikeat reuna-arvot pys-
tyreunalla voidaan perustella kohdan (iii) perusteella seuraavasti. Olkoon u, funktion
u, aikariippumaton ekstensio. Selvisti [u,], = 4, ja aikasilotus operoi lineaarises-
ti. Téten saadaan [u], — @, = [u — G| € LP(0,T; W, ?(Q)) Lemman 3.10 kohdan
(iii) perusteella. Tama tarkoittaa tasméalleen sité, etté [u], € LP(0,T; W, P(Q)) (3.2)
perusteella. Nyt variaatioratkaisun maéritelmasta saadaan

1 1
/ L pupav < / [Oon(on — u) + <[ Dunp] dv, (3.6)

O b O b
silld vp (-, 0) = u, ja — 5 || (vh—1) (-, T)||72(qy < 0. Huomataan, ettd Dvy, = Dlul,+sDep,
Dlu]y, = [Dul, ja variaatioratkaisun maaritelmén perusteella Du € LP(Qr). Taten

Lemman 3.10 kohdasta (i) seuraa, ettd Dv, — Du + sDy LP(Qr) mielessa, kun
h | 0. Siten kolmioepayhtalosta seuraa suoraan, ettd myos

1 1
/|Dvh|pdy—>/|Du+ngp|”dv,
p p
QT QT

kun h | 0.

Tarkastellaan seuraavaksi epdyhtédlon (3.6) oikean puolen ensimmaéista termié.
Saadaan
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/@vh(vh —u)dv = / {at[u]h([u]h —u) + sOpp(vy, —u) + s@t[u]hcp} dv
Qr

Qr
1
= [ [ b = P+ 5ot — ) = sludug] do
Qr
< /53#,0(5@ —u)dv,
Qr

jossa toisella rivilla on osittaisintegroitu viimeista termia kayttaen hyvéksi tietoa
supp ¢ € Qr, jolloin reunatermit havidvit. Ratkaisun aikasilotuksen aikaderivaatan
evaluoimiseen on kaytetty puolestaan Lemman 3.10 kohtaa (v). Siten kdayttaméalla
edellisté arviota epéyhtalossa (3.6) ja ottamalla raja-arvo h | 0, saadaan

1 1
/p|Du|117 dv < / {s@tcp(sgo —u) + ];|Du + SDQOH dv

Qr Qr

< / {s@tcp(sgo —u) + L

Qr

— S|Du]p + f|Du + Dg0|p} dv,
p p

jossa kéytettiin tietoa Du + sDy = (1 — s)Du + s(Du + Dy) ja funktion | - |P
konveksisuutta joukossa R". Tasta saadaan edelleen

1 1
/[uatg0+p|Du|p] dv < s/gp@tcpdl/+/p|Du+Dg0|pdu.

QT QT QT
Lopulta viemélla s | 0 vaite toteutuu.
O

Osoitetaan vield, ettd parabolinen minimoija on myos variaatioratkaisu (ottamalla
reuna-arvot huomioon), jolloin saadaan osoitettua ratkaisujen yhtéapitavyys. Ennen
tata johdetaan kuitenkin heikon ratkaisun globaali versio kédyttden lahtokohtana
lokaalia maaritelmaé, ja ottamalla asetetut reuna-arvot mukaan.

Lemma 3.12. Mddritelmdn 3.1 mukaiselle heikolle ratkaisulle, jossa ratkaisua et-
sitaan joukosta (3.1), saadaan alku- ja loppuhetkien reuna-arvot huomioon ottava
muoto

t=T

T
//{—uatg0+|Du|p_2Du-Dgp} dz dt + /ucpdx =0,
0 Q

Q t=0

milli tahansa T > 0, kaikilla o € LP(0,T; Wy P(Q)) N C°([0,T]; L*(R)), joille Oy €
L*(Q7) kun vaaditaan, etti ratkaisu u saa (3.2) mukaisesti reuna-arvot u,.
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Todistus. Kiinnitetddn T° > 0. Olkoon t; ja to mielivaltaiset siten, ettd 0 < t; < ty <
T. Funktion ¢ funktioluokasta johtuen on olemassa jono (yy), joille ¢ € C*(Q x
(0,7)) siten, etta milld tahansa kiinnitetylla ¢t € (0,7), funktio ¢k (-, t) € C5°(£2)
kaikilla k, ja

ok — @llrorwir@) — 0, ja  [|Ower — Orpllz2(r) — 0, (3.7)

kun k& — oo. Maaritelladn seuraavaksi funktio j € C§°(R), jolle pétee ominaisuudet

Esimerkiksi standardisilottaja toteuttaa ndma ominaisuudet. Kun A > 0, maaritellaan
. o 1:/s .
gn(s) == E](E)a Ja

t—t1+2h
nu(t) == / Jn(s)ds.
¢

—to—2h

Talloin pétee n, € C§°(0,T), kun h on valittu tarpeeksi pieneksi. Lisaksi

limna(t) = 1, (3.8)

kun t € (t1,t2). Talloin selvasti i (z, t)np(t) € C§°(2r) milla tahansa k € N, seké
tarpeeksi pienelld h > 0, jolloin tdmé funktio kiy testifunktioksi heikon ratkaisun
madritelméassa. Tehdaan kyseinen sijoitus, jolloin saadaan Leibnizin sdantoéd kayttaen

to to
//USijh(t —ty — 2h) dz dt — //ugokjh(t — 11 + 2h) dx dt
t1 Q t1 Q
to to
— / / unp Oy, da dt + // | DulP~2Du - D(¢pmp) da dt = 0.
t1 Q t1 Q

Funktion 7, ominaisuudesta (3.8) saadaan, etté ylla olevan yhtalon kaksi viimeisté
termiad suppenevat vastaaviin termeihin ilman funktiota 7,, kun h | 0 esimerkiksi
Lebesguen dominoitua konvergenssia kayttaen. Liséksi osoitetaan, etta

to
//ugpkjh(t —ty — 2h) dedt — /u(x,tg)gok(x,tg) dr, ja
t1 Q Q

to
//ugpkjh(t —t1 + 2h) dz dt — /u(m,tl)gp(x,tl) dx,
t1 Q Q

kun A | 0. Ylempi suppeneminen patee, silla
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t2
//ugpkjh(t —ty —2h) dxdt — /u(x, to)or(x,ts) dz
1 Q

Q
to+3h
= / /U,(,ijh(t — t2 — 2h) dx dt
to+h
to+3h
- / /u(ac, to)r(x, ta)jn(t — to — 2h) dx dt
to+h

< s / (e, (2, 1) — (e, t2)ox (o, 1) da
te(ta+h,ta+3h) o

— 0,

kun h | 0. Viimeisen rivin suppeneminen voidaan perustella kayttamélla tietoa
u € C°[0,T); L*(Q)) ja esimerkiksi Holderin epéyhtiloa. Toisella rivilla on kiytetty
hyvéksi tietoa supp j, C [—h, h]. Epdyhtéloon on kiytetty Fubinin lausetta ja tietoa,
ettd funktion 7, integraali saa arvon yksi kyseiselld valilld. Vastaavasti saadaan

to

//ucpkjh(t —t1 + 2h) dz dt — /u(x,tl)gok(x,tl) dx
t1 Q Q

t1—h

t1—3h Q
ti—h

— / /U(I, t1)pr(x, t1)jn(t — t1 + 2h) dx di

t1—3h Q

< s / fu(z, (e, ) — ule, b, b)) de
Q

te(t1—3h,t1—

— 0,

samoilla argumenteilla kuin ylla. Taten, kun A | 0 saadaan

t=to

to
// [ — uOypy, + | DulP2Du - Dcpk} dz dt + /ugok dx =0. (3.9)
t1 Q

Q t=t1
Kayttamalla suppenemisia (3.7) tiedetdén, ettd ensimmaéinen integraali suppenee
vastaavaan termiin funktiolla ¢, kun k& — oo. Tarkastellaan seuraavaksi reunatermeja.
Suppenemisista (3.7) saadaan erityisesti, etté

T
[ o= el dt — 0,
0
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kun k& — oo. Tall6in on olemassa osajono (¢, ) siten, etté ylla olevan suppenemisen
lisaksi patee myos

0w (1) — ()|l r) = 0, mk.te (0,7T), (3.10)

kun k; — oo. Olkoon 7 € (0,7"). Tarkastelemalla kyseistd osajonoa saadaan

uuTwmmﬂdm—/uuﬂwmﬂdx

Q

S/Whﬂmmhﬂ—whﬂww

<l D)o @ looms (5 7) = (5 7) e

2_
< Qs Dl o llr () = o (D)o
— 0,

kun k; — oo, melkein kaikilla 7 € (0,7"). Téten siis viemélla k — oo yhtélossé (3.9)
edelld mainittua osajonoa pitkin, saadaan

t=to

to
//[—u8t<,0+|Du|p_2Du-Dgp] dz dt + /ugodas =0

Q t=t1

kaikille testifunktioille (o méaaritellyssa funktioluokassa, mikali pisteet ¢1 ja to kuuluvat
joukkoon, jossa suppeneminen (3.10) toteutuu. Koska kyseisen joukon komplementti
on nollamittainen, tiedetdén, ettd suppeneminen toteutuu véalin (0,7") tihedssa os-
ajoukossa. Siten voidaan tarkastella jonoja (¢}) ja (t3), joista kaikilla ylla oleva yht&lo
pitee, ja lisiksi t! | 0 ja th 1 T, kun i — oo. Kéayttamalld Lebesguen dominoitua
konvergenssia, saadaan ensimmaéisessi integraalissa vietyd t¢ | 0 ja ), 1 T suoraan.
Perustellaan viela reunatermin konvergenssi seuraavasti

u(:c,ti)go(:c,t"l)dx—/uo(x)w(:v,()) dx
< / [u(z, 1) ez, 1) — uo(2)p(x, 1) + to()p(, 1) — uo(z)p(x, 0)| dz

/Wwﬂ ﬂwwﬂ|M+/mo|wuﬂ> o(,0)| di

< ||U('7 1) - Uo||L2(Q)||90(">tﬁ)HL?(Q) + ||Uo||L2(Q)||90('> 1) - @(',O)HL?(Q)
— 0,

kun i — oo, silld u, € L*(Q), p,u € C°([0,T]; L*()) ja ominaisuuksista (3.2).
Téysin vastaavalla argumentilla saadaan myos suppeneminen ylirajalla, kun ¢ 1+ 7.

Téten vaite patee.
O]
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Korollaari 3.13. Paraboliselle minimoijalle joukossa (3.1) saadaan alku- ja loppu-
hetkien reuna-arvot huomioonottava muoto

T T t=T

1 1
//[uatgp+|Du]p} d:z:dtﬁ//]Du—i—ngpdxdt—l— /ugadx :
p p

0 Q 0 Q Q t=0

milld tahansa T > 0, kaikilla o € LP(0,T; WP(Q)) N C°([0, TT; L*(2)), joille Owp €
L3 (7).

Todistus. Etenee taysin samalla tavalla kuin Lemman 3.6 todistus, kun kaytetaan
Lemman 3.12 mukaista maaritelméd heikolle ratkaisulle. O

Jotta eri ratkaisujen yhtapitavyys saadaan osoitettua, todistetaan viela seuraava
tulos.

Lemma 3.14. Korollaarin 3.13 mdaritelmdan mukainen parabolinen minimoija an-
netuilla reuna-arvoilla u, € WHP(Q) (3.2)-mielessi on Mddritelmdn 3.3 mukainen
variaatioratkaisu, jos ratkaisulta u oletetaan lisiksi Oyu € L*(Qr) kaikilla T > 0.

Todistus. Kiinnitetdan 7" > (0. Parabolisen minimoijan méaritelméasta reuna-arvoilla
saadaan

T t=T

T
1 1

//{uatg0+|Du]p] dmdtS//|Du+Dg0|pdxdt+ /wpdm
p p

0 9

0 Q Q t=0

kaikilla ¢ € LP(0,T; Wy *(€)) N C°([0, T; L*(Q)), joille d,p € L*(Qr). Olkoon nyt v
variaatioratkaisun testifunktion ehdot tayttéava funktio. Télloin ¢ = v — u on sallittu
testifunktio ylla olevassa lausekkeessa. Tehdaan sijoitus ja jarjestelldan termejé,
jolloin saadaan

r 1
//|Du|pdxdt
D
00
T T t=T
1
g//uat(u—v)dxdt—l—//\Dv\pdxdt—i- /u(v—u)d:c
p
0

0 Q Q t=0

Oikean puolen ensimmaiselle termille saadaan

T T T
//uatu—v ) dz dt = //Gtvv—u dxdt+//u—v Oy(v — ) dzx dt
0 0 0 0

T

+ // [2u(9tu — udyv — v@tu} dx dt.
Q

o
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Toiselle termille tasséd saadaan

T T
//(u—v)@t(v—u)dsndt:—;//8t|v—u|2d$dt
0 Q 0 Q

kayttamaéalla Fubinin lausetta. Lisaksi

T T
// 2u8tu — udv — v@tu dr dt = //&t(uz — uv) dx dt
0 Q 0 Q

t=T

—//T@t(u(v—u))dtdx—— /u(v—u)dac ,

t=0

jossa kaytettiin jalleen Fubinin lausetta. Nyt yhdistamaélla edelliset tulokset saadaan

T T
1
//]Du\pdxd g// 8tv (v—wu)+ f\Dv\ }d:cdt
0 Q b 0
1 2 1 2
+§||U('a 0) — tol|72(q) — 5”(“ —u) (5 T)I720)
Koska v oli mielivaltainen maéritellysséd funktioluokassa, u on Méaritelmén 3.3

mukainen variaatioratkaisu.

]

Huomautus 3.15. Lemman 3.7 perusteella 0;u kuuluu parabolisen Sobolevin ava-
ruuden duaaliin tietylla tulkinnalla. Mikéli heikon ratkaisun ja parabolisen minimoi-
jan madritelmét yleistetdan vastaamaan téata tulkintaa, edellisen lemman tulos péatee
myos ilman lisdoletusta dyu € L?(Qr) kaikilla T > 0.
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4 Variaatioratkaisun olemassaolo ja yksikasittei-
Syys
Taméan kappaleen padmaéaardna on todistaa seuraava tulos.

Lause 4.1. Olkoon u, € W'P(Q). Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen Madritel-
man 3.3 mukainen variaatioratkaisu u, jolle pdtee

B € LX) ja we C%2()0,T): L*(Q)) VT > 0.
Lisaksi aikaderivaatalle saadaan
1
/ |Ou|? dv < /]Duo\p dx,
Qoo b Q
ja milld tahansa 0 <t < ty < 0o energiaestimaatts

1
/ |Du|P dv < 26/ | Du,|P dx
to — 11
0

Qx(t1,t2)

patee.

Ylla oleva lause todistetaan kayttden niin kutsuttuun painotettuun energia-
dissipaatiofunktionaaliin (engl. weighted energy dissipation, WED) pohjautuvaa
periaatetta.

Mééritelladn parametrista e € (0, 1] riippuva WED-funktionaali F : K. — [0, 0o]
siten, etta

¢ |1 1
]:g('U) e / e e [2|at1}’2 + 5|D'Ulp d]/7
Qoo

kun v € IC.. Tassa K. tulee olla jokin sopiva funktioavaruus, jossa funktionaali JF.
saavuttaa miniminsa.
Maaritelladn
K.:={veWh(Qp) VT > 0 | ||lv|[x. < oo},

missa

K. = /ez\ﬁtdeV + /eénvyuwmp]du

Qoo Qoo

1
=100l 2@ + (101500 iy + 1DV 20 )

Téasséd merkintd LP (., 1) tarkoittaa painotettua LP-avaruutta, jossa avaruus on
i
varustettu Lebesguen mitan sijaan mitalla du. := e™= dv. Normeille patee selvésti
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]| e (@ i) < V]| Lr (2o~ Funktionaali || - ||k, joukossa IC. toteuttaa selvisti normin
ehdot, ja lausekkeelle saadaan

||v||lcs S ||8tv||L2(Q()01IJ‘E) + ||U||LP(Q<>O,NE) + ||D,U||LP(Q<>07M5)
1-p
[ollc. = [0l 2@ i) + 277 (I0llzr@u e + 1DV (200 2))

kilyttamalld epayhtilsitd (a+b)» < ar +b, ja (a+b)P < 27~ (a? + ), kun a,b > 0
ja p > 1. Lisdksi avaruuden I, méaritelmésté seuraa suoraan, ettd jos v € K., niin
v ja Dv kuuluvat avaruuteen LP(27) ja 0w € L*(Qr), kaikilla T' > 0. Seuraavaksi
osoitetaan, ettd edelld maaritelty K. on normiavaruutena taydellinen.

Lemma 4.2. (K, || - ||x.) on Banach-avaruus.

Todistus. Olkoon (v;);eny Cauchy-jono avaruudessa K.. Lisdksi suoralla arvioinnilla
saadaan

lolle. > 25 (01l @ o) + 1DV (2 a0) + 10502200 0)) -
Téamén perusteella (v;); ja (Dv;); ovat Cauchy-jonoja avaruuksissa LP (., i) ja
[LP (oo, 112)]™, ja vastaavasti (Oyv;); on Cauchy avaruudessa L? (., p1. ). Téten Lebesgue-
avaruuksien taydellisyyden nojalla on olemassa alkiot 0 € LP(Qu, pte), Op € [LP(Qoo, fte)]”
ja 0" € L?(Qy, ) siten, etta
v; = 0 LP(Qoo, f1e)-mielessé,
Dv; = 0p  [LP(Qeo, 1 )]"-mielessa ja
Ou — @ L*(Qso, e )-mielessé,

kun 7 — oo. Huomataan, ettéi

_ta
0] Lr(@x (t1,t2) ) = € |V]| Lo (t1,2)) (4.1)

milla tahansa 0 < t; < ty; < co. Tésta erityisesti seuraa, etta adrellisen aikavéilin
tapauksessa suppenemisesta painotetun LP-normin suhteen seuraa suppeneminen
tavallisen LP-normin suhteen. Heikon derivaatan maaritelman nojalla jokaisella

jed{l,...,n}
/@cjviapduz—/vi@xjgodu ja
Qoo

Qoo

/@vi(pduz—/viat(pdl/
Qoo

Qoo

kaikilla ¢ € C§°(£2s). Koska funktioiden ¢ kantajat ovat kompakteja, voidaan naissé
yhtaloissa ottaa raja-arvot ¢ — o0, jolloin ylla olevien suppenemisten, epayhta-
166n (4.1) liittyvéan huomion ja esimerkiksi Holderin epéyhtalon perusteella patee

/(Zjvigodl/—) /ﬁDJgo dv ja
Qoo Qoo

/viawjapduﬁ /178xjgodl/,
Qoo

o]
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kun ¢ — oo kaikilla ¢ € C§°(Q,). Vastaavat raja-arvot saadaan myos aikaderivaatan
tapauksessa. Téalloin heikon derivaatan maéritelman nojalla voidaan asettaa Dv = vp
ja 0,0 = u'. Taten, koska selvésti

ol < olle@u o) + 1Dl Lo (@ o) + 1000 22(00 1)

seuraa, ettda v € K.. Siispa viite patee.

Maééritellddn edelleen normiavaruuden K, aliavaruus N, seuraavasti

N.:={veK. : v=0 reunalla 9pQ.},

missd reuna-arvot ajatellaan niin kutsutussa jilki-mielessd. Koska N on avaruuden
IC. suljettu aliavaruus, on myos (N, || - [|x.) Banach-avaruus. Merkitaan Cauchy-
Dirichlet’n datan wu, reuna-arvot joukossa K. saavia funktioita joukkona wu, + N-..
Téamé on avaruuden N tapaan edelleen Banach-avaruus.

Esitetdan seuraavaksi aputulos, jota tarvitaan jatkossa todistuksissa.

Lemma 4.3. Olkoon v € LP(0,T; W, ?(Q)) kaikilla T > 0, ja u, € WHP(Q). Tdlloin

patee

//|Dv|pdxdt > — // [v|P + |Dv|p) dz dt — clts — ta||vol [y, Ja
//e S| Dol dadt > = //e c |U|p+|Dv|p) dx dt — cee” ||uo||W1p

milld tahansa 0 < t1 <ty < oo, missi ¢ = c(p,diam(Q)) > 1 ja [[uop1pg) =
1ol Zo 0y + [1Dol|Zs

Todistus. Kiinnitetdaan 0 < ¢ <ty < oo. Koska v € LP(0,T; W, ?(Q)) kaikilla T > 0,
tiedetdadn etta v(-,t) € W,P(Q) melkein kaikilla ¢ € (0,00). Olkoon u,(-,t) = u,
kaikilla ¢ > 0. Téalloin Poincarén ja Minkowskin epéyhtaloistd seuraa
10 = ) @y < cllDV 1) — Dutll s
< c([1Dv(- B)llzo@) + [1Duoll ooy,
ja
(v = t0) (-, )l Lo (@) = [[o( D)l r() = lluollLr (@)

melkein kaikilla ¢ € (0,00), ja missd ¢ = ¢(p, diam(2)) on Poincarén epéyhtalossé
esiintyvé vakio. Naita epayhtaloita kiayttamalld saadaan

1
1DV Dl zney 2= _IIvC Dl zn) = clluolliia,

melkein kaikilla t € (0, 00), missé [|-||w 1) on madritelty kuten oletuksessa, ja valittu
¢ > 1. Vakio c ei ole enda sama vakio kuin edellisissa epayhtaloissa. Kirjoittamalla
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[ Dv( )l o) = (|| Dv(-, 2o + 11DV( D[]0 o)) ja kiyttdmélld toiseen termiin
ylla olevaa epéayhtaloé, saadaan

1

[1Dv (e Ol 7e ) = ;(Hv(-,t)H’ip(m +1Dv (- )l1E0a) = cllollfyrogy: (4.2)

melkein kaikilla ¢ € (0, 00). Nyt integroimalla viimeisintd epayhtalod ajan suhteen
valilld (¢1,t2) saadaan

to

to
1
//|Dv|pd:pdt2 C//(|v|p+|m|p) dz dt — clty — ty||tto][fy1. (-
Q t1 Q

t1

mistéd lemman ensimméinen véite seuraa. Vastaavasti kertomalla epayhtdloa (4.2)
t
funktiolla e~ = ja integroimalla yli vilin (1, ), saadaan

to to

_t 1 _t B
//6 [ DvlP dz dt > C//e E(|v|p+|Dv|p) dxdt—c(e = —e e>||uo||€vl,p(m.
t1 Q t1 Q

Viemalld ty T oo ja kdyttamalld esimerkiksi Lebesguen monotonista konvergenssia,
toinen vaite seuraa. O

Lemma 4.4. Kaikilla € € (0,1], variaatiofunktionaalilla F. on olemassa yksikdsit-
teinen minimoija u. € u, + N.

Todistus. Selvasti inf{F.(v) | v € u, + N:} > 0 > —oo. Lisdksi inf{F.(v) | v €

uo + N-} < 00, silld alkudatan aikariippumattomalle ekstensiolle patee u, € u, + N

ja Fe(u,) < oo. Olkoon (v,) joukossa u, + N minimoiva jono funktionaalille F..

Osoitetaan seuraavaksi, ettd minimoiva jono on rajoitettu normin || - ||, suhteen.
Kayttamalld Lemman 4.3 toista epayhtélod, kun ¢, = 0, saadaan

[r N 1
F.(v) = //e_s [2|8tv|2 + 5p|DU|p] dx dt
0 Q

1
= §HatUHQL2(Q

. (11
> min {2, 3 (100010 )+ [0y + 1Dy ) = ellollyrnay

oovpfﬁ)

00 Me

1
p
) T 1Pl

Tésta saadaan, ettd jono (9yv,) on rajoitettu avaruudessa L?(Qy, j1c), ja jonot (v,)
ja (Dv,) avaruudessa LP(Q, it). Kyseisten Lebesguen avaruuksien refleksiivisyy-
den nojalla tiedetdan, etta kaikilla edellisisté jonoista on olemassa osajonot, jotka
suppenevat heikosti kyseisissd avaruuksissa. Osajonot voidaan valita iteratiivises-
ti. Poimitaan esimerkiksi ensiksi osajono (v,), joka suppenee johonkin funktioon
0 € LP(Qoo, pte) heikon LP(Qy, 11e)-topologian suhteen. Edelleen jono (Dw,/) on rajoi-
tettu LP(Qs, te)-normin suhteen, joten voidaan poimia tésté osajono, joka suppenee
téssd avaruudessa. Edelleen voidaan poimia edellisesté jonosta osajono, jossa aikade-
rivaatat suppenevat. Viimeiselle jonolle kaikki konvergenssit patevat, ja merkitaén
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tatd vastaavaa indeksijonoa edelleen (n’). Samaan tapaan kuin Lemmassa 4.2 tie-
detéan, ettd aikaderivaatta ja gradientti suppenevat funktion ¢ aikaderivaattaan
ja gradienttiin. Taten suoraan normin || - |, méadritelmasta nahdaan, ettd v € IC..
Lisaksi, koska v, € u, + N kaikilla n € N, rajafunktio saa myos samat reuna-arvot
jolloin © € u, + M. Nyt saadaan

inf ~F.(v) = lim F(v,) = lim F.(vy) = liminf F. (vy)

vE€EUG+Ne n/—o00 n/—o0

. . ]- 2 ]‘ p
= 1}5@& (2||atvn'||L2(Qoo,us) + SPHDUTL'“LP(QOO,,LLE))

OO:,LLE)

1. . .. .
> gl 100|200 o+ Lt [ Do [0 g

Lo
> S 110:0l[7

oovﬂs)

L
Qooe) T g”DUHip(Q

- fs(f))a

missé on kédytetty lim inf-operaation ominaisuuksia ja normin alaspain puolijatku-
vuutta heikon topologian suhteen. Téaten siis minimoija funktionaalille . on olemassa
avaruudessa u, + N.. Minimoijan yksikésitteisyys seuraa funktionaalin F,. aidosta
konveksisuudesta. O

Téassa tyossa erityisen kiinnostuksen kohteena on avaruus V. = {v € u, + N- :
F-(v) < oco}. Tamaé johtuu siité, ettd variaatiofunktionaalin F. minimoija kuuluu
valttamétta kyseiseen avaruuteen. Tama on perusteltavissa esimerkiksi seuraavasti.
Maaritelldén alkudatan aikariippumaton ekstensio (-, t) := u, kaikilla ¢ € (0, c0).
Télle pétee |||, < oo, eli 4, € N, sillid u, € WHP(Q) méidritelmin mukaan. Nyt
koska u. on minimoija, saadaan

1 ¢ 1
Feo(ue) < Fe(u,) = — | e =|Duo|Pdv < = | |Du,|? dx < oc. (4.3)
ep p
o0 Q

Siten milla tahansa ¢ € (0,1] pétee u.,u, € V.. Lisiksi edellisestd epayhtalosta
saadaan variaatiofunktionaalin mééritelmén perusteella myos suoraan

_t
e €

Qoo

/6_2|Du5|p dv < 5/|Duo|pdx.
Q

Qoo

2
Oue)? dv < /|Duo|pdx ja
p
0

Ylla olevissa estimaateissa haluttaisiin paasta vaimenevasta painosta e~ % eroon.
Talloin ensimmaéisessé epayhtélossé saataisiin (parametrin e suhteen) tasainen raja
aikaderivaatan L2-normille, ja vastaavasti alemmassa gradientin, ja Poincarén epéyh-
talon avulla myos itse funktion u. LP-normille. Siten LP-avaruuksien refleksiivisyyden
nojalla parametrista e riippuville jonoille olisi olemassa heikosti suppenevat osajonot.
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Lopulta néiden jonojen (heikon) raja-arvon olemassaolon ja suppenemisen kautta
saadaan osoitettua, ettd kyseinen raja-arvo on itse asiassa Maaritelman 3.3 mukainen
variaatioratkaisu ja taten todistaa Lauseen 4.1.

Jotta paastaan painosta e ¢ eroon, tarkastellaan aluksi aikaderivaattaa koskevaa
termia. Maaritelldan aluksi seuraavat apufunktiot

1

|Oue (-, 1) da,

2
1

[ |Oyuc (-, )7 + —|Duc(-, t)|P| dz,
ep

J
o]

T.(t) == [ e =H(s)ds

t

kun t € (0,00). Selvasti kaikki edelld maaritellyt funktiot ovat ei-negatiivisia. Koska
us € Vo, L.(t) ja H.(t) ovat lokaalisti integroituvia valilla (0,00). Lisaksi Z. on
vaheneva ja Z.(0) = F-(u.). My6s Z.(t) — 0 kun ¢ 1 oo ja liséksi Z.(¢) on jatkuva
valilld [0, 00), joista molemmat voidaan perustella esimerkiksi Lebesguen dominoidun
konvergenssin avulla.

Todistetaan seuraavaksi aputulos, jonka avulla minimoijalle, sen gradientille ja
aikaderivaatalle saadaan halutut parametrista ¢ riippumattomat rajat.

Lemma 4.5. Olkoon u. € u, + N variaatiofunktionaalin F. minimoija. Talloin
melkein kaikilla t € (0,00) pdtee

jt(eel( t)) = —2L.(t).

Todistus. Selkeyden vuoksi merkitaén téssa variaatiofunktionaalin /. minimoijaa
pelkélla u. Olkoon ¢ € C§°((0,00)) ja 6 € R. Méaritelldén

ws(s) = s+ 6((s),

kun s € (0, 00). Selvésti g5 € C*°((0,00)). Nyt o5 on bijektio valilta (0, co) itselleen,
kun valitaan esimerkiksi || < ||¢’||2}. Jatkossa |§| oletetaan aina riittavin pieneksi,

jotta halutut ominaisuudet péatevit. Olkoon s funktion s kdanteisfunktio. Nyt
kaanteisfunktiolauseen nojalla erityisesti myos 15 on jatkuvasti derivoituva kyseisella
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valilla. Lasketaan

s |1 1
Fe(ug) = /e_s [2|85u(5|2 + 8p|Du(s|p] dx ds
Qoo

e

Qoo

= /6 “ [ [Opu(=, )] g5 (vs(t))* + ;IDU(M)V’] V5(t) d dt

Qoo

= [ gglont+ o | ava

Qoo

L}

Bratu@:, PP + S |Dut msmp] deds

Laskussa kolmannella rivilla on tehty sijoitus s = 15(t). Neljannelld rivilla on kaytetty
tietoa, etta

t = @s(¥s(t)) = ws(t) + 0 (¥5(1)), (4.4)

josta derivoimalla ajan suhteen saadaan f(1s(t))w5(t) = 1. Siten f5(1s(t))*W5(t) =
(¥5(t))~t. Edelleen valitsemalla |§| tarpeeksi pieneksi, saadaan o} ja 1} rajoitettua
nollan ylapuolella ylhaélta ja alhaalta, ja kayttamalla edellista yhtaloa lisaksi

efwéT(t) e f+5<€(¢’5(t)) < eé\lcelloo eié
Siten tiedetddn, etta F.(us) < oo, jolloin us € V.. Koska usls—g = u, funktiolla
0 +— F.(us) on minimi kohdassa § = 0. Kyseinen funktio on lisdksi derivoituva, jolloin
tiedetadn, etté sen derivaatan on havittéava nollassa. Tata varten tarvitaan funktion vy
ja sen eri derivaattojen lausekkeita kohdassa 6 = 0. Suoraan maéritelmésté saadaan
Ys(t)|s=0 = t. Kayttamalla tata ja yhtdlod (4.4), saadaan lisdksi ¢5(t)|s=0 = 1,
L5 (t)]s=0 = —C(t) ja £5(t)]s=0 = —¢'(t). Kéyttamalld niitd saadaan

_ / 675C<t) lllatu|2+1|Du|p] dy
€ 2 Ep

oo

[ [c()@ -, ‘p]

Qoo

d
0= %Fg(u(s)

6=0

o~

Nyt kiyttamalld tietoa Z.'(t) = —e~ < H.(t) melkein kaikilla ¢ € (0, 00), kirjoitetaan
ylla oleva lauseke funktioiden Z, ja Z.” avulla. Saadaan

o
I

[—CWZZ ) + T ) + 2600 de

¢'(t) EL(t) +I(t) + 26255@)] dt,
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jossa toisella rivilla on osittaisintegroitu ensimmaista termia, jolloin reunatermit
hévidvét, silla supp ¢ € (0, 00). Néin saatu yhtélo patee siis kaikille ¢ € C§°((0, 00)),
koska alussa kiinnitetty ¢ oli mielivaltainen. Nyt koska Z., Z." ja L. ovat integroituvia
kyseisella valilla, variaatiolaskennan peruslauseen seurauksena saadaan, etta jollakin
vakiolla C' € R

1 ¢

“T.(t)+Z.)(t) + 2e = L.(t) = C (4.5)

€
melkein kaikilla ¢ € (0,00). Tiedetddn, ettd Z.(t) — 0 kun t T oo, ja lisdksi
T.(t) + 2e7 = L(t) € L*((0,00)), silld Z.'(t) = —e = H.(t). Tésté seuraa, ettd C' = 0.
Perustellaan viite vastaoletuksella, jolloin oletetaan, etta C' # 0. Nyt termin Z.(t)
suppenemisesta seuraa, etté jollakin M > 0 péatee

Cl

1
OS*IE(IS><7, kunt>M.
9

Talloin kayttamalla yhtaloa (4.5) saadaan

C - ‘g’ <T(t) +2e L.t < C

melkein kaikilla ¢ € (M, 00). Mikdli C' > 0, saadaan

/|I€/(t) + Qe‘ﬁﬁg(m dt z/ |Z.'(t) + Qe—ﬁﬁg(m dt
M
0

C
> —|(M, o0)
:QO7

mika on ristiriidassa kyseisen termin integroituvuuden kanssa. Samaan tapaan vakion
C ollessa negatiivinen saadaan integrandia arvioitua alhaalta vakiolla —C', mika
johtaa samaan ristiriitaan. Téstd seuraa C' = 0. Nyt kun kerrotaan yhtéloa (4.5)
puolittain termill eﬁ, saadaan haluttu yhtalo

d .
%(eEIE(tD = —2£.(t) melkein kaikilla ¢ € (0, 00).

O

Lemmasta (4.5) saadaan erityisesti, ettd funktio ¢ — e<Z.(¢) on vihenevé. Kéyt-
téden tété tietoa ja estimaattia (4.3) saadaan

: = U 1 Uy |P dx
esT.(t) <Z.(0) = Fo(ue) < p/Q\D o|F dx. (4.6)

Nyt saadaan osoitettua haluttu L2-raja minimoijan aikaderivaatalle.

Lemma 4.6. Funktionaalin F, minimoijalle u. € u, + N pitee

1
/|6tu6|2dyg /|Du0|pdx.
Ooo Pa
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Todistus. Olkoon tq,ts € (0,00) siten, ettd t; < to. Nyt kiyttdmalld Lemmaa 4.5 ja
estimaattia (4.6) saadaan

to to
//@%ﬁhﬁ:i/;@L@Mt
t1 Q

= T (h) — e P T.(ts)
/ | Du,|P dx

huomioiden lisiksi, ettd e Z.(¢) > 0 kaikilla t € (0,00). Nyt voidaan viedi ¢, | 0 ja
to 1 00, jolloin véite patee.
[

Jotta vastaavasti minimoija u. ja sen gradientti Du. saadaan rajoitettua tasaisesti
LP-normissa, esitetdan seuraava aputulos.

Lemma 4.7. Olkoon u, € u, +N. funktionaalin F, minimoija. Talloin mille ta-
hansa 0 <ty < tg, joille ty —t; > €, saadaan

t2
1
//]Dug\pdacdtg 26/|Du0\pd9€.
ta — 1
t1 Q

Q

Todistus. Olkoon 0 <d<cejat e (0,00). Talloin mikdli t < s < t+0 < t+e,
saadaan 1 < ™ < e. Kayttamalla tata tietoa voidaan arvioida

t+4 t+0

//\Duﬁ’dmdsget?//6_:|Dus|pdxdt
t Q t 0
Seez//e_i\DUEV’dxdt
t Q

< cepe<I.(t)
< ee/ | Du,|P dx,
jossa on viimeisella rivilla kiytetty estimaattia (4.6). Valitaan seuraavaksi 0 < t; <ty

siten, ettd toy —t; > € kuten oletuksessa. Olkoon lisiksi K € N, jolle patee (K —1)e <
to — t; < Ke. Naistd epayhtaloista saadaan Ke <ty —t; + & < 2(ty — t1) Nyt ylla
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olevan estimaatin perusteella saadaan

to K2 t1+(i+1)e ta
//|Du5|pdxdt: > / /]Du5|pdxdt+ / /!Du€|pdajdt
th Q =te @ t+H(K—1)e Q

< K56/|Du0]pd:1:
Q
< 2(t2—t1)e/|Duo]pd:c,
Q

mista vaite seuraa.

[
Lemmasta 4.7 saadaan
T
// | Du.|P dx dt < 26T/ |Duo|P dz VT > 0. (4.7)
0 O Q
Lemmasta 4.3 ja yhtalosta (4.7) seuraa, etta
[l + 1Dy < Tl (43)

Qr

Siten myo0s kaikilla kiinnitetyilla 7" > 0, funktionaalin F, minimoijan ja sen gradientin
LP-normit ovat tasaisesti rajoitettuja riippumatta parametrista ¢ € (0, 1]. Olkoon
(£;); jokin jono, jolle pétee 0 < g; < 1 kaikilla i ja &; | 0, kun ¢ — oo. Tarkastellaan
talloin jonoja (ue, )i, (Due,); ja (Opue, );. Koska LP-avaruudet ovat refleksiivisid Banach-
avaruuksia tapauksessamme 1 < p < oo, saadaan Lemman 4.6, rajan (4.8) ja Banach-
Alaoglun lauseen perusteella, ettd on olemassa osajono €, ja ja alkiot u € LP(Qr),
up € [LP(Q7)]" ja uy € L*(Qyo) siten, etti

Ue,

)

Du., — up [LP(Q27)]"-mielessé

—u  LP(Qr)-mielessa

8tu€ij — ;. L*(Qso)-mielessi

heikosti, kun ¢; — oo. Heikon konvergenssin ja heikon derivaatan maaritelmistéa
seuraa suoraan, ettd voidaan asettaa Du = up ja d;u = u;. Kyseinen osajono (5ij),
jolle kaikki yll& olevat konvergenssit patevat, voidaan poimia esimerkiksi seuraavasti.
Annetun argumentin perusteella jonolla (g;) on olemassa osajono, jolle ensimméinen,
minimoijien heikko konvergenssi patee. Nyt kyseistd osajonoa vastaavat gradientit
ovat edelleen tasaisesti rajoitettuja LP-normin suhteen, joten talla osajonolla on edel-
leen olemassa osajono, jolle gradientit suppenevat heikosti. Vastaavalla argumentilla
tasta saadaan edelleen poimittua osajono, jossa heikot aikaderivaatat suppenevat.
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Viimeiselle osajonolle kaikki konvergenssit patevit, joten valitaan g;; téksi jonoksi.
Jatkossa alaindeksit jatetadn mukavuussyistd merkitsematta, joten aina kun kirjoi-
tetaan € | 0, tarkoitetaan nimenomaan raja-arvoa sellaista jonoa pitkin, jolle ylla
olevat konvergenssit patevét.

Koska normi on Banach-avaruudessa heikosti alaspain puolijatkuva, saadaan
Lemman 4.7 perusteella

1
to — 11

t2
/ | DulP dx dt <
tg — tl el
t1

t2
lim %nf/ | Du.|P dx dt < 26/ |Du,|P dzx,  (4.9)
t1 Q

kun t, > t; > 0, eli Lauseen 4.1 energiaestimaatti patee. Samalla argumentilla ja
Lemman 4.6 avulla saadaan myos aikaderivaatalle

1
/]&u!Qdyg /]Duo\pdx.
Ooo P2

Kéayttamalla tatd ja Jensenin epayhtalod saadaan lisédksi

2
dx

to
(e 2) — (s 12) 2o :/‘/&u(ag,t) dat
Q t1

to
< |t2—t1|//|8tu|2dxdt
t1 Q

to — 1
< |21|/|Du0|pdx, (4.10)
p
Q

melkein kaikilla ¢1,t; € (0,00). Siten joukko, jossa (4.10) patee, on tihed joukossa
(0,00). Olkoon t € (0,00) sellainen piste, jossa (4.10) ei pade ja (¢;) jono, jolle
t; — t, kun ¢+ — oo siten, ettd ylla oleva epayhtalo pétee pisteissa t; kaikilla .
Nyt kyseisen epéyhtélén perusteella jono (u(-,¢;)) on Cauchy avaruudessa L*((2), ja
néin saatu rajafunktio on riippumaton approksimoivasta jonosta (t;). Méaaritellaan
u(-,t) téllaisissa pisteissd kyseiseksi rajafunktioksi, jolloin Lauseen 4.1 véite u €
C%3([0,T]; L*(Q)) pétee. Vastaavat viitteet patevéit luonnollisesti myos kaikille
jonon termeille ..

Seuraavaksi tulisi osoittaa, ettd minimoijien heikko raja-arvo u on Maaritelméan 3.3
mukainen yksikésitteinen variaatioratkaisu. Méaritelladn parametreista €,d € (0,1)
riippuva vertailufunktio, jolla minimoijaa u. varioidaan funktionaalissa F.. Olkoon
0 € (0,%). Méaritellisn katkaisufunktio ajan suhteen

t jos t €0,6)
joste [0, T —0|
(I'—t) joste(I'—0,T).

Co(t) :=

S
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Olkoon ¢ € LP(0,T; W, ?(Q)) N C°([0, T]; L*(Q)) siten, etti dyp € L*(Qr). Maritel-
lddn ndiden avulla edelleen parametreista 0, ¢ ja 6 riippuva vertailufunktio

5 t

Pes(5t) 1= de=Co(t) (-, 1) X(0,m)(¢)-
Nyt selvésti u. + @e5 € u, + N, mikéli ¢ € L?(Qr). Tama pétee erityisesti, kun
p > 2. Nyt koska u, minimoi funktionaalin F. ja @, s kdy variaatioksi, saadaan

«’T_‘s(us) S fs(ue + 955,6)

Tastéd saadaan
T
o< [ [t 500 + 0ol - o)
0 Q

1 ¢
+—(|Du. + de=(yDyl? — |Du.|")| dz dt.
pe

Kirjoittamalla integrandin ensimméinen termi pistetulon mééritelmin avulla, |Opu.|?
termit kumoutuvat. Lisaksi, kun valitaan § < e’%, voidaan integrandin jalkimmaisia
termejé arvioida ylospéin funktion | - [P konveksisuuden nojalla. Télloin saadaan

T
t t 1 t
0< //e_s [5@%&5(65@@) + 552|8t((3€§9g0)|2
0

56 Ce

(|Due + Dp|P — | Duc|?) | dx dt.

Kerrotaan seuraavaksi epéiyhtaloa tekijalla £ ja annetaan ¢ | 0. Télloin ylla olevassa
lausekkeessa integrandin toiseen termiin liittyvé lauseke héaviaé, ja avaamalla termeja
saadaan

T

0< // {ngoatus + eCyp0iu. + £CpOrpdiu.

0 Q

+ (| Du, + Dol — |Du )] du dt.
b

Nyt oletusten perusteella voidaan valita ¢ = v — u. jollakin v € LP(0,7; W *(€2)) N
CY([0,T); L*(Q)), jolle lisiksi 9w € LP(Q7). Taten v kiy testifunktioksi variaatio-
ratkaisun maaritelmassa. Lisdamaélla edellisen epayhtalon molemmille puolille vari-
aatioratkaisun lausekkeessa oleva vasemmanpuolen termi ja jarjesteleméilla termejé
saadaan

T T T
1
//|Du5|pdxdt // 1 — () |Du6|pdxdt+//C9|Dv|pdmdt
0 b 0 Q 0
T T
—i—//ﬁ@tug v — U dmdt—i—s// CpOruc(v — ue) + (00 (v — u)) dx dt
0 Q 0 Q

= IT+ L+ I+ I.
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Seuraavaksi estimoidaan edellisen epayhtalon termeja ylospéin, minké jalkeen osoite-
taan, ettd kayttamalla lim inf -operaation ominaisuuksia ja viemélld € | 0 (luonnolli-
sesti alemmin mainittua, sopivaa jonoa pitkin), ja tdmén jalkeen 6 | 0, ylla oleva
lauseke johtaa variaatioratkaisun méaritelmaan aiemmin olemassa olevaksi todetulle
u. Erityisesti osoitetaan, etta

I{ — 0, kunelDO,
ja etta

T
- 1
II <L =0, ja IQ—>//|Dv|pdxdt, kun 6 | 0.
p
0 0

Lopulta jaljelle jaavét reunatermit saadaan integraalista I5.
Tarkastellaan aluksi termia 5. Saadaan

0 T
1 1
I; < //|Du€|pdxdt+ / /|Du€|pdxdt,
P22 Pl d

T—

5=

missd on kdytetty tietoa, etta (p = 1 valilla [0, T — 0] ja 0 < (, < 1 kaikkialla.
Molemmille néisté termeisté saadaan tdsmalleen samat ylarajat, joten tarkastellaan
esimerkiksi ensimmaista. Olkoon 6 > e. Talloin Lemman 4.7 perusteella saadaan

0

//|Du5|pdxdt < 260/|Duo|pd:t,
Q

0 Q
ja samoin saadaan toiselle termille. Saadaan siis ylaraja

ded
I < e/|Duo|pd:p— i,

kun 6 > e. Viimeinen ehto asettaa ldhinné vain rajoitteen raja-arvojen ottamisen
jarjestykselle.
Tarkastellaan seuraavaksi termia 5. Saadaan

://Cgatug — ue)dxdt
T
//Cg@tvv—ug dxdt+//(e v — ue)Op(ue — v) drdt
0 Q
T
//Cgatvv—% ) dx dt — 1//C98t|v—u€|2dxdt.
0
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Ensimmaiselle termille saadaan

T T
I3, = //Cgatv(v —u.)drdt — //Cg@tv(v —u)drdt =: I3y,
0 Q 0 Q

kun ¢ | 0 kdyttden u. heikkoa suppenemista LP(S2r)-mielessd, ja tietoa, ettd dv €
L*(Qr) € L¥ (Q) tapauksessamme p > 2 Jensenin epiyhtilén nojalla. Kayttamalla
tietoa, ettéd (y(0) = (p(T) = 0, voidaan toiseen termiin kéyttda Fubinin lausetta ja
osittaisintegroida ajan suhteen. Téll6in

T T
1 1
—2//C98t|v—u€|2dxdt:2//§é|v—u€|2dxdt
0 O 0 Q
0 T
[t ] furas
- 20 v Ue Xz 20 v Uge i
0 Q

T-6 Q

= I35+ I35
Vietdessa € | 0, jalkimmaéiselle termille saadaan suoraan normin alaspain puolijatku-
vuuden nojalla

T
1
lim sup I3 3 = lim sup — //|v—u5|2dxdt
£l0 10 20
-6
:—hmmf//|v—u5|2dxdt
-6
T
< L | 2 dx dt
<5 v —ul”dx
-6 O
= [3,37

silld nyt p > 2, jolloin Jensenin epiyhtilén perusteella L*(Qp) C LP (Qr). Ensimméi-
selle termille tata ei voida kayttaa suoraan, joten estimoidaan télle ylaraja seuraavasti.
Kayttamalla Minkowskin epéiyhtéilééi, seka epayhtilod (4.10), saadaan

0
1 1
%//\v—u5|2dxdt§20 //]U—u()] da:dt —|— //]uE uo|2dxdt)
0 Q
1

0
1 3 t 2
50 (//]v—u(,]dedt) +(//|Du0|pd:cdt>
L 0 @ 0 P4

2

2

A
|

1

0
1 ) s Vo1 >
— — — - D p
(29//|v Us| da:dt) + 5 <p/| Us| da:)
0 Q

Q

= 13’2.
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Viimeinen termi I — 0 kun ¢ | 0, silld Qyue, ue, Oyv ja v kuuluvat avaruuteen
L*(Qr), ja lisiksi kaksi ensimmaéistd suppenevat timén avaruuden heikon topologian

mielessd. Talloin siis kaikki I tekijan integraalitermit ovat rajoitettuja, jolloin
toivottu konvergenssi pétee.

On siis estimoitu
4L+ 5+ <h+L+1I5 + I+ I5,+ I,
jossa epéyhtalon oikealla puolella kolmessa termissa on e-riippuvuus. Tésta saadaan
1@Pqﬁ+h+@+ﬁ)
< lim sup (]1 VI IS+ Lo + I +F‘)

el0
§h+&+£ﬁﬁmwﬂ@rﬂ%+ﬁ)
<L+1IL+ [32 + limsup /3 ; + limsup I3 5
el0 el0
<hL+IL+ [3,1 + [3,2 + ]3,3-

Kéyttamalla normin alaspain puolijatkuvuutta heikossa topologiassa, gradienttien
Du. heikkoa konvergenssia ja ylld olevia tuloksia saadaan

T

1
//|Du|p dx dt
p

0

<hm1nf//|DuE|pd:cdt
T
269
|Du0|pdm—|— C97|Dv|pdmdt—|— C@tv (v—wu)dzdt

0

1
//|v—u|2dxdt+ 9//|v—uo|2d dt —I—— /|Duo|pdx :

joka oletusten mukaan pétee milld tahansa 6 € (0, %) Viimeisena otetaan raja-arvo
0 | 0 ja osoitetaan, etta ylla olevasta epayhtélosta saadaan talloin variaatioratkaisun
madritelmén mukainen epayhtélo.

Ensimméinen termi suppenee selvésti nollaan, silla oletuksen mukaan wu, €
WP(Q). Lisaksi funktion ¢, madritelmén perusteella ¢y T x (o) kaikilla ¢t € [0, T7,

kun 6 | 0, joten esimerkiksi Lebesguen dominoidun konvergenssin avulla kahdelle
seuraavalle termille péatee
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T T
1 1
//Cg]Dv]pdxdt%//\Dv\pda:dt, ja
p p
0 O 0 Q
T T
//Cg@tv(v—u) dxdt%//@tv(v—u) dx dt,
0 Q 0 0

kun 6 | 0. Seuraavat kaksi integraalia voidaan kirjoittaa muotoon

T T
1 1
a5 [ [ uPdrde= =5 £ 1@ =)0l
T—60 Q T—6

1
> =S =0T B,

kun 60 | 0 Lebesguen differentiointilauseen perusteella, silla u,v € C°([0, T|; L*(2)).
Vastaavasti

0
1 1
3 | 1= wldede = S0~ ol
0 Q

kun 6 | 0. Epayhtédlon viimeinen termi suppenee nollaan samalla perusteella kuin
ensimmainenkin. Téten siis saadaan lopulta

T

// |Du|pdxdt<//3tv v —u) 7|Dv|]dmdt

H’U( 0) — o720 *H(v—u)( DIz

missi funktio v € LP(O,T; WiP(Q)) N CO([0, T); L*(2)) siten, ettd dv € L*(Qr), on
mielivaltainen. Koska 7" > 0 oli my6s mielivaltainen, u toteuttaa variaatioratkaisun
maéaaritelmén, mika todistaa olemassaolon Lauseessa 4.1. Todistuksen loppuunsaatta-
miseksi osoitetaan vield ratkaisun yksikésitteisyys.

Olkoon uy,us € LP(0,T; W, P(2)) N C°([0, T]; L*(2)) Maéritelmén 3.3 mukaiset
erilliset variaatioratkaisut, eli u; # wus. Talloin, laskemalla yhteen molempia ratkaisuja
vastaavat variaatioepayhtalot saadaan erityisesti

// | Duy |P + ]Duglp} dx dt
0

T

2
</ / 0w (20 — i — ) + Z1D0p] ddt 4o, 0) o)) — 10 = w). T
0
T

1
2// [Otv(v —w) + §|Dv|p} dx dt + ||v(-,0) — UOH%Q(Q),
0

0

IN
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milld tahansa v € LP(0,T; W, ?(Q)), jolle d,v € L*(Qr). Liséksi viimeiselld rivilla on
merkitty 1342 =: w. Valitaan nyt testifunktioksi v = [w]y,, missé [w], on Maéritel-
man 3.8 mukainen aikasilotus funktiolle w alkuarvoksi valittuna wu,. Nyt Lemman 3.10
kohtien (iii), (iv) ja (v) perusteella pétee, etta [w];, on sallittu testifunktio. Lisaksi

O[w]n = =% ([w]p — w), jolloin sijoitettuna yllé olevaan epiyhtéldén saadaan
T T
1//ﬁummq|Dmﬂdmﬁ<2//T—1nwh—wP+ﬂDm%ﬂdmﬁ
p - h D
0 O 0 O
T
2
<= / / | D[w]|? dx dt.
Py

Edelleen Lemman 3.10 kohdan (ii) perusteella saadaan, etta

T T
//|D[w]h|pdxdt—>//|Dw|pdmdt, kun h | 0.
0 0 00

Siten tésté ja edellisesté epayhtalosté seuraa, etté

T
// | Duy |P + | Dus|P }dxdt<2//|Dw\pdxdt
0
1 P
:2//‘2 (Duy + Duy)
0 0

T

<//HMW+WWHMﬁ
Q

0

dx dt

joista viimeiselld rivilld on kéytetty funktion | - |P aitoa konveksisuutta. Saatiin siis,
ettd mikali ratkaisuille patee uy # uo, seuraa ristiriita. Taten ratkaisun on oltava

yksikésitteinen.
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5 Konveksisuuden valttamattomyys ratkaisun
olemassaololle

Edellisissa kappaleissa on tarkasteltu parabolista p-Laplacen yhtéloa ja siihen liit-
tyvien ratkaisujen olemassaoloa. Kyseinen todistus olemassaololle toimii kuitenkin
my6s isommalle luokalle parabolisia ongelmia, joissa yhtalon divergenssiosaa ka-
rakterisoi funktio f : Q@ x R x R" — R U {+o00}. Parabolisen p-Laplacen yhtélon
tapauksessa kyseinen funktio on muotoa f(x,u,§&) = f(&) = %|§ |P. Artikkelissa [3]
variaatioratkaisun olemassaolo on todistettu ongelmille, joissa f on Caratheodory
funktio (toteuttaa tietyt mitallisuus ja jatkuvuusehdot) ja toteuttaa lisiksi ehdot

(u,&) = f(x,u,&) on konveksi melkein kaikilla = € Q,
F,1,€) > cleP — () (1 + ul), (w16 €0 x R x R"

jollakin ¢ > 0,p > 1ja g € L (Q),jolle g > 0. Kyseisid ehtoja kutsutaan konveksisuus-
ja koersiivisuusehdoiksi. Merkitdan nyt funktionaalia F : WP(Q) N L?*(Q) — R, joka
voidaan madritelld funktion f avulla siten, etté

F):= [ f(xz,v,Dv)dx.
/

Seuraavaksi osoitetaan, ettd konveksisuus on valttdméaton ehto Méaritelméan 3.3
mukaisen variaatioratkaisun olemassaololle tietyin oletuksin koskien funktionaalia F.
Oletetaan taas jatkossa, ettd p > 2.

Lemma 5.1. Olkoon F : W'P(Q) — R alaspiin puolijatkuva funktionaali vahvan
L*(Q)-topologian suhteen, kun reuna-arvot u, € WHP(Q) on kiinnitetty. Oletetaan,
ettd kaikilla tallaisilla Cauchy-Dirichlet’n reuna-arvoilla u, on olemassa Madritel-
man 3.3 mukainen variatioratkaisu, jossa p-Laplacen divergenssiosaa karakterisoivat
termit on korvattu funktionaalilla F. Talloin funktionaali F rajoitettuna annettuihin
reuna-arvoihin liittyvidn funktioluokkaan WP(Q) on konveksi.

Todistus. Kiinnitetaan u, € W'(Q), ja olkoon vy,v, € W, P(Q). Maaritelldén
Cauchy-Dirichlet’'n reuna-arvoiksi vy = (1 — A)vy; + Avy jollakin A € [0, 1]. Nyt vy ja
v9 saavat pystyreunalla halutut reuna-arvot wu,, ja namé (tarkemmin nédiden aika-
riippumattomat ekstensiot) kdyvéat testifunktioksi variaatioratkaisun mééritelméssa.
Kun huomioidaan, ettd naiden aikaderivaatat havidvat, saadaan

T T
1 1
[ Fa@na < [ Fyd - Slo - uTie + 3o - ol
0 0

1 1
TF (1) + Glloallzae) = S l1Dza@) + (o1 alT) = i) 12,
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ja

T T

1
/.F dt /.F Ug dt - 7||f02 - u( )H%z(g) + 5“1}2 — U>\||%2(Q)
0 0

1 1
< TF(v2) + §||UA||L2(Q) - §||U(T)||%2(Q) + (v2, u(T) — vx) 12(0)-

1-X

Kertomalla ylempaa epédyhtéloa tekijalla =, alempaa tekijédla 2 ja laskemalla

yhteen saadaan

1
f Flult) dt <(1= NF(0r) + AF(2) + o= lloallEaqey

1 1
2THU( )H%%m + f@A,U(T) — V) L2(Q)

(1= NF() + AF () = o lfon — (D) oo
(1 — )\).F("Ul) + )\.F(UQ)

IN

Kaytetadn seuraavaksi funktiota vy testifunktiona variaatioratkaisun méaritelmassa.
Talloin saadaan

T
|va = w(T)|| 20 < 2T F(vy) — 2/]-“
0

— 0,

kun T 0, silld F(vy) < oo jau € C°([0,T]; L*(2)). Siten u(t) — vy, L?(2)-mielessé,
kun t | 0. Taten funktionaalin F alaspéain puolijatkuvuuden nojalla saadaan

F(uy) < lirg(i)nf F(u(t))

— Jim (mff(u(s)))

tl0 s<t

= lim inf <inf ]:(U(5>>>

t}0 s<t

< lin&(i)nf ][ F(u(s))ds
0

Kayttamalla tata ja aiempaa epdyhtaloa ylla saadaan
F(vy) < (1= XN)F(v1) + AF(vg).

Tamaé todistaa funktionaalin F olevan konveksi méarittelyjoukossaan.
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Edellisen lemman todistuksessa kaytettiin oletusta funktionaalin F alaspéin
puolijatkuvuudesta vahvan L?(Q)-topologian suhteen. Niytetdin seuraavaksi, etté
kyseinen oletus on jarkevé, mikali funktionaalilta F oletetaan p-kasvuehto ja koersii-
visuus WhHP(Q)-avaruudessa. Tama patee erityisesti p-Laplacen yhtdlon tapauksessa,
jolloin funktionaalille F voidaan kirjoittaa muodossa

F(v) = ;/]D’u]pdx.
0

Oletetaan, ettd v; — v L?(2)-mielessi, jossa reuna-arvot u, € W1P(Q) on kiinnitetty.
Mikali
lim inf F(v;) = oo > F(v),

1—>00

alaspéain puolijatkuvuus toteutuu selvasti. Siirrytadn tarkastelemaan tilannetta, kun
liminf F(v;) < oo. Oleellisesti Poincarén epayhtélostd saadaan epayhtélon (4.2)
mukaisesti

1
F(wi) 2 — (il + 1Dl ) = cllollinsey

milld tahansa ¢ € N. Tésta seuraa, ettd jono v; on rajoitettu avaruudessa W1?(Q). On
siis olemassa heikosti suppenevat osajonot (v;) ja (Dv;) avaruudessa LP(£2). Merkitaan
heikkoa rajaa funktioilla © ja Dv. Koska joukko {2 on oletettu rajoitetuksi ja p > 2,
tiedetddn, ettd L?(Q) C L (), jolloin heikosta LP(f2)-konvergenssista seuraa L?(Q)-
konvergenssi. Luonnollisesti vahvasta L?(£2)-konvergenssista seuraa vastaava heikko
konvergessi. Siten funktiot v ja ¥ voidaan samastaa. Taten tiedetaén, etta

v; — heikossa LP(Q))-mielessi, ja

Dv; — Dv heikossa LP(€2)-mielessa.

Nyt kdayttamalld alempaa ylla olevista suppenemisista ja normin heikkoa alaspéin
puolijatkuvuutta, saadaan

1
lim inf F(v;) = — lim inf/ | Dv; |P dx
1—00 p 1—r 00

Q

1
> /\Dv\pdx
p

Q

= F(v).

Téten siis tapauksessamme funktionaali F on alaspiin puolijatkuva heikon L*(£2)-
topologian suhteen.
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