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ABSTRACT.

Partial least Square (PLS) methods relate the information present in two data
tables that collect measurements on the same set of observations. PLS methods proceed
by deriving latent variables which are (optimal) linear combinations of the variables of a
data table. When the goal is to find the shared information between two tables, the
approach is equivalent to a correlation problem and the technique is then called Partial
Least Square correlation. In this case there are two sets of latent variables (one set per
table), and these latent variables are required to have maximal covariance. When the goal
is to predict one data table the other one, the technique is then called Partial Least Square
regression. In this case there is one set of latent variables (derived from the predictor
table) and these latent variables are required to give the best posible prediction.
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CAPITULO 1: BREVE CRONOLOGIA HISTORICA

Los procedimientos de minimos cuadrados parciales son desarrollados inicialmente por
el estadistico sueco Herman Wold. Nacié el 25 de diciembre de 1908 en la pequefia ciudad
de Skien al sur de Oslo. Alli paso6 sus primeros tres afios de vida hasta 1912 cuando sus
padres decidieron mudarse a Suecia. A temprana edad, Herman mostr6 un buen talento
para las matematicas, y después de la secundaria se matriculd en la Universidad de
Estocolmo en 1927, donde estudio Fisica, Matematicas y Economia. Alli se encontré con
Harald Cramér, profesor sueco de Matematicas y Estadistica. Wold estaba interesado solo
en la Estadistica y decidié permanecer baja la tutela de Cramér y aprender acerca de los
Elementos de Probabilidad, Estadistica y Teoria del Riesgo. En 1930 Herman se gradud
y encontrd su primer trabajo en el sector de los seguros donde comenz6 a hacer trabajo
actuarial.

El interés de Herman en la Estadistica fue mayor y mas profundo que su intencién de
permanecer en el campo actuarial, y decidio volver a la universidad y obtener un titulo de
doctorado. Nuevamente bajo la tutoria de Harald Cramér, realizé cursos sobre procesos
estocasticos y series temporales. Por otra parte, empez0 a interesarse por la Teoria de
Probabilidades introducida poco antes por el famoso matematico Andrei Kolmogorov.

En 1938 Wold se doctor6 con una tesis sobre el analisis de series temporales
estacionarias. Sus primeras aportaciones fueron el estudio de la prediccion en un solo
paso de una serie temporal, y el teorema de descomposicion, una de los mas famosos
resultados por Wold. Después de sus estudios de doctorado, Herman permanecié en la
Universidad de Estocolmo como profesor en matematicas actuariales y Estadistica
Matematica. En 1942 Wold obtuvo su Cétedra de Estadistica en la prestigiosa
Universidad de Uppsala, la universidad més antigua en Suecia.

En el afio 1966 aparecio el trabajo de Herman Wold en el que se presenta por primera vez
lo que se conoce actualmente como Partial Least Squares (PLS) o regresién de minimos
cuadrados parciales.

A los primeros articulos le seguirian otros donde se elaboré mas la técnica y, con
posterioridad los trabajos fueron continuados por su hijo Svante Wold acompariado por
un grupo de especialistas noruegos entre los que se pueden sefialar de manera especial a
H. Martens y T. Naes.

A partir de las propuestas de Herman Wold en la década de 1960, los métodos de
minimos cuadrados parciales han desarrollado un largo camino hasta llegar a la
actualidad.
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Histéricamente, el primer tipo de algoritmo PLS es un método alternativo para el calculo
de componentes principales. Este procedimiento se extendio casi inmediatamente a una
serie de procedimientos entre los que habia una version para el calculo de correlaciones
canonicas. Bajo el nombre de Niles, abreviatura de “no lineal por minimos cuadrados
iterativos” (Wold 1966) presenta un collage de ejemplos resueltos mediante
procedimientos iterativos basados en modelos de regresiones de minimos cuadrados

Curiosamente, estos trabajos iniciales contenian los elementos matematicos
fundamentales de todos los métodos PLS siguientes: célculo de las componentes de datos
como sumas ponderadas de variables, obtenidos operacionalmente a través de los pasos
de regresiones de minimos cuadrados. No mucho tiempo después de su presentacion, se
sustituyo el término “Niles” por “NIPALS” (no lineal Iterative Partial Least Squares), en
consecuencia, cambiara de procedimientos Niles por procedimientos NIPALS. Debido a
que estas primeras publicaciones fueron relacionadas con el célculo de Analisis de
Componentes Principales, hoy la mayoria de los autores se refieren a NIPALS como el
algoritmo PLS para la PCA. Para evitar confusiones su correcta homenclatura seria
NIPALS-PCA.

Hacia finales de la década de 1970, el acronimo “NIPALS” se acorta a “PLS” y se hizo
hincapié en los modelos con variables latentes observadas indirectamente. A finales de
esta década se presenta oficialmente el disefio basico para el modelado Path-PLS, lo que
puede ser considerado como la version estable. La primera publicacién con todos los
elementos del disefio basico es “Causal-Predictive Analysis of Problems with High
Complexity and Low Information: Recent Developments of Soft Modeling” (Wold, 1979).
Modelado suave es el nombre de la metodologia para la estimacion de modelos PLS con
variables latentes observadas indirectamente por maltiples indicadores.

En la ultima de sus obras “Theoretical Empiricism: A Rationale for Scientific Model-
Building“(Wold 1989) refleja y resume su punto de vista acerca de la construccion de
modelos y modelado suave a través de enfoque PLS.

Herman Wold llevd a su equipo, en constante estudio detallado de sus procedimientos
durante un largo periodo de tiempo; tomando forma y maduracién, hasta que llegd una
version denominada “disefio basico”, envuelto alrededor de la nocion de Path Modeling.
Wold da un enfoque de modelizacion para el analisis de sistemas de relaciones lineales
con variables observadas y no observadas.

En 1971, Svante Wold, como joven profesor de la Universidad de Umea, Suecia, inventd
la palabra quimiometria:” Quimiometria, el arte de extraer la informacion relevante

quimicamente a partir de datos producidos en los experimentos quimicos”.
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A finales de 1970, como el marco de PLS Herman se hizo mas maduro, Svante comenzo
a mostrar cierto interés en la idea de variables latentes, y las oportunidades que parecia
abrirse para el andlisis de datos quimicos de alta dimension. El concepto variable latente
era muy similar a los efectos que tenia en la quimica organica segn Svante. Al principio
no se tomé PLS muy en serio, pero gracias al entusiasmo que mostraba su padre se
convencid finalmente de que la metodologia PLS era un enfoque con gran potencial para
trabajar.

Una vez comprendidos los conceptos basicos del marco PLS de Herman, Svante comenzo
a trabajar con el modelo PLS més simple (dos bloques) en el comienzo de la década de
1980. Svante se reunio con el quimico noruego Harald Martens en Oslo, en ese momento
Harald estaba trabajando con modelos de prediccion, utilizando regresion de
Componentes Principales (PCR), lo cual no siempre proporcionaba buenos resultados.
Juntos empezaron a aplicar dos blogues a los estudios de PLS de Herman; los primeros
resultados no fueron lo que se esperaba, pero paso a paso descubrieron que tenian que
hacer un par de ajustes en el algoritmo de Herman para el método de trabajo que resulto
ser muy exitoso y prometedor.

Este es el comienzo del marco de la regresion PLS. El trabajo seminal “El método de
calibracién multivariante en quimica por el método PLS”, corresponde a Svante Wold,
Harald Martens y Herman Wold (Wold Martens Wold 1983).

En una industria en la que habia una necesidad de herramientas de andlisis capaces de
hacer frente a la multicolinealidad, valores perdidos, y grandes conjuntos de datos, la
regresion PLS cumple todas esas necesidades.

Al igual que Herman Wold en la econometria, su hijo Svante Wold se convirtié en una
figura pionera y lider en su campo de especializacion: quimiometria. A diferencia de su
padre, la trayectoria de Svante seria tomar un camino diferente. Svante Wold y sus
comparfieros adaptaron y reformaron las ideas de Herman. Quitando cuestiones méas
tedricas, se centraron mas en las cuestiones practicas y aspectos computacionales. Si bien
la evolucion de Herman Wold se enmarca mas dentro de una tradicion de creacion de
modelos econométricos, el comportamiento de Svante y sus colaboradores fue mas
influenciado por la industria.

Herman falleci6 el 16 de febrero de 1992 en Estocolmo a los 83 afios de edad. Habia
dejado un legado tremendo, y ya habia pasado la antorcha a varios alumnos y
colaboradores.

A comienzos de 1990, Svante Wold fue promotor de la regresion PLS dentro de las
industrias quimicas de todo el mundo.

CRISTINA MARQUEZ RUIZ



MODELO DE REGRESION PLS

Lo que hoy conocemos como minimos cuadrados parciales, es el resultado de un largo
periodo de evolucién, con una amplia gama de métodos y técnicas propuestas desde
finales de 1960. Vienen de diferentes disciplinas y campos de aplicacion, motivados para
resolver una serie de problemas relaciones multivariantes entre uno o mas bloques de
variables. Esto significa que los métodos PLS han crecido a lo largo de varias décadas,
mutando progresivamente tanto en forma y contenido como la migracién de un campo de
estudio a otro.

A pesar de que los métodos de PLS se han construido sobre los cimientos de calculo
NIPALS de mediados de la década de 1960, historicamente e ideolégicamente podemos
distinguir dos ramas principales de minimos cuadrados parciales: “la ruta de modelado”
y la “regresién” ambos basados en obras presentadas originalmente por Herman Wold.
El reconocimiento de estas dos grandes categorias tiene que ver con la forma en que se
han desarrollado posteriormente. Al tomar diferentes direcciones, se han producido dos
movimientos principales que, en su mayor parte, se han distanciado.

Aprovechando las ideas computacionales centrales de la metodologia de su padre, Svante
y sus colegas posteriormente pusieron en marcha una serie de algoritmos con énfasis en
los problemas de regresién multivariante.

Segun Gaston Sanchez (2015), los algoritmos de regresion PLS se desarrollaron a partir
de la adaptacion del algoritmo basico PLS Path Modeling (PLS-PM), la rama de regresion
PLS tiene algunas diferencias contrastantes e incluso extremas. La notacion cambid
radicalmente cuando se introdujo la regresion PLS. Svante y sus colegas tomaron una
decision consciente de emplear una notacion mas de vector y matriz que mejora en gran
medida la lectura de ecuaciones. Del mismo modo, la estructura general del algoritmo
PLS-PM desaparece bajo la adaptacion PLS regresion; simplifican en gran medida los
pasos algoritmicos. Estos son quizés los rasgos que se destacan mas e impide que el lector
vea la regresion PLS como una versién ligeramente modificada del algoritmo PLS Path
Modeling.

La forma y el estilo en el que H. Wold y S. Wold padre e hijo presentaron sus obran han
dejado una huella profunda en sus desarrollos posteriores. El marco de Herman, surgi6 a
partir de sistemas de ecuaciones economeétricas con variables latentes, parece tener
diferencias insalvables con los Modelos de Regresion de Svante surgido de la
quimiometria. Ambas ramas, con sus distintas subdivisiones, muestran diferencias no
solo en la zona de aplicacion sino en leguaje, técnica, difusion; aunque sus elementos
matematicos y operativas son comunes.
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Otra diferencia importante tiene que ver con las &reas de aplicacion. Herman Wold aplico
sus métodos principalmente para aplicaciones econémicas-sociolégico. Svante Wold y
sus colegas aplicaron sus métodos a los datos quimicos e industrias relacionadas, que se
ocupan de los problemas mas pragmaticos y practicos. Mientras que las aplicaciones
Herman Wold eran de caracter mas teorico, Svante era lo opuesto.

Si bien es cierto que tales diferencias no son despreciables, la mayoria de ellas estan en
el nivel de formato. A pesar de éstas, todavia hay fuertes lazos de similitudes. El
denominador comun mas importante son los principios matematicos y algoritmicos. Estos
rasgos comunes pueden ser explotados para vincularlos de nuevo juntos.
Afortunadamente, esta separacion se ha reducido considerablemente en los Gltimos afios,
gracias a la organizacion de simposios PLS, y el trabajo activo de los investigadores que
se han ocupado de llenar los vacios existentes.
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CAPITULO 2: INTRODUCCION

Partial Least Square (PLS) es un marco de modelado de datos multivariantes versatil para
el andlisis de multiples relaciones entre uno 0 méas conjuntos de variables medidas en
algunos objetos.

La idea basica del PLS es la de reduccion de la dimensién en regresion multiple, con la
garantia de que las primeras componentes ortogonales mejoran la prediccion.

PLS no es un método, sino un conjunto de métodos con sus algoritmos asociados. Por
mencionar algunos el algoritmo de modelado Path-PLS, el algoritmo PLS de Analisis de
Componentes Principales (también conocido como NIPALS-PCA) o el algoritmo PLS
para Analisis de correlacién candnica (también conocido como NIPALS-CCA).

Si hay algo en comun entre los métodos de minimos cuadrados parciales es que todos
ellos tienen un algoritmo asociado con un formato bastante uniforme. Lo métodos PLS
proceden de una manera menos intuitiva en comparacion con los procedimientos
estadisticos clasicos, no se formulan términos para ser optimizados algebraicamente. Es
decir, no se presenta ningun criterio de maximizaciéon o minimizacion. Por lo general
expresamos un modelo de tal manera que se identifican componentes y las ecuaciones
entre las componentes. En vez de obtener una solucién analitica, desarrollamos hasta
Ilegar a una solucion a través de una serie de pasos secuenciales repetitivos para obtener
una buena aproximacion estable. En muchos casos los algoritmos PLS coinciden con las
soluciones algebraicas.

El estudio de los métodos PLS tiene que ver con el hecho de que han evolucionado en la
parte superior de las técnicas existentes. En general, primero se aprende acerca del
problema y después en la Solucidn estandar, ya sea de regresion, la discriminacion, los
componentes principales, o correlaciones canonicas, solo por mencionar algunos de ellos.
Es decir, hay que estudiar una técnica dada desde el angulo PLS. En consecuencia, esto
afiade una capa adicional de conceptos, términos y jerga que hay que tratar bajo el enfoque
estandar, y bajo el enfoque PLS.
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Se ha demostrado que este método es una buena alternativa a los métodos mas antiguos
de regresion lineal porque es “robusto”, es decir, el modelo matematico no es muy
alterado cuando se toman en cuenta nuevas muestras. Entre sus ventajas se encuentra
resolver el problema de la multicolinealidad, esto es: alta correlaciones entre las variables
predictoras. A este problema se ha unido en tiempos recientes el aumento extraordinario
del nimero de variables con lo que es muy usual encontrarse con el requisito tradicional
de que haya mas individuos que variables no se cumple por lo tanto tampoco pueden
emplearse los métodos tradicionales y para ellos nuevamente es una buena alternativa. Y
por ultimo tampoco funcionan bien los métodos tradicionales en el caso de existencia de
datos ausentes y este algoritmo permite la realizacidn de un analisis de datos ausentes sin
necesidad de suprimirlos ni estimarlos.

Computacionalmente existe una gama amplia de programas de software que estan
disponibles comercialmente. EI mayor grupo de herramientas es la docena de paquetes de
R libremente disponibles en CRAN; también XLSTAT plug-ins (por Addinsoft) para MS
Excel; SmartPLS (Ringle et al,2005), ADANCO, SIMCA (por Umetrics), los
procedimientos de SAS y bibliotecas para MATLAB, y Python, entre otros.
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CAAPITULO 3: ANALISIS DE COMPONENTES
PRINCIPALES

Debido a que, las primeras publicaciones fueron relacionadas con el célculo de Andlisis
de Componentes Principales y teniendo en cuenta que el estudio de los métodos PLS tiene
que ver con las técnicas existentes de Analisis de Componentes Principales vamos hacer
una breve mencion a dicho modelo estadistico.

Esta técnica es debida a Hotelling (1933), aungue sus origenes se encuentran en los ajustes
ortogonales por minimos cuadrados introducidos por Karl Pearson (1901).

El anélisis de componentes principales tiene como objetivo describir con precision los
valores de p variables por un pequefio subconjunto m < p de ellas, se habra reducido la
dimensidn del problema a costa de una pequefa pérdida de informacién. Es decir, dadas
p variables correlacionadas (que miden informacion en comun), se analiza si es posible
representar adecuadamente esta informacién con un ndmero menor de variables
incorreladas entre si (que no tenga redundancia en la informacion) y construidas como
combinaciones lineales de las originales, denominando asi a este subconjunto como
componentes principales. Su utilidad es doble:

- Permite representar Optimamente en un espacio de dimensién pequefia
observaciones de un espacio general p-dimensional. En este sentido, componentes
principales es el primer paso para identificar las posibles variables latentes, o no
observadas que genera los datos.

- Permite transformar las variables originales, en general, correladas, en nuevas
variable incorreladas, facilitando la interpretacion de los datos.

1.-DEFINICION DE LAS COMPONENTES PRINCIPALES

Se considera una serie de variables (xy,x,..., x,) sobre un grupo de individuos y se
trata de calcular un nuevo conjunto de variables (yy,y,.,..., ) incorreladas entre si,
cuyas varianzas vayan decreciendo progresivamente.

Cada y; (donde j=1.,.....,p) es una combinacion lineal de las x4, x5,..., x,, originales, es
decir:

— — 1
yj— ajlxl + ajz Xy ++a]p xp = ajx
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x1
H I — j—
Siendo a;=(ayj,ayj,...ap; ) unvector de constantes, y x=
x2

Si lo que que se desea es maximizar la varianza, una forma simple podria ser aumentar
los coeficientes a;;. Por ello, para mantener la ortogonalidad de la transformacion se

: , L .
impone que el mddulo del vector a;=(ayj,a;j,...a,; ) seal. Es decir,

a’

— 2 —
j 4 =L=1 B~ 1

El primer componente se calcula eligiendo a; de modo que y; tenga mayor varianza
posible, sujeta a la restriccion aja, =1. El segundo componente se calcula obteniendo
a, de modo que la variable obtenida, y, este incorrelada con y;.

Del mismo modo se eligen y,,y,,..., J, , incorreladas entre si, de manera que las
variables aleatorias obtenidas vayan teniendo cada vez menor varianza.

2.-CALCULO DE LAS COMPONENTES

Se debe seleccionar a, que se maximice la varianza de y; sujeta a la condicion de que
aja, =1.
Var (y;) = Var (a1x) = a1 ay

El método habitual para maximizar una funcion de varias variables sujeta a restricciones
es el método de los multiplicadores de Lagrange.

El problema consiste en maximizar la funcion a3 a, sujeta a la restriccion aja; =1. Se
puede observar que la incognita es a; (el vector desconocido que nos da la combinacion
lineal 6ptima).

De esta forma se construye la funcion L:
L(a;) = ai) a; — A (ayaq —1)

Y se obtiene el maximo, derivando e igualando a 0:

QL
Qal

=22a1—2kla1:09(2—7\1)a1:0

Obteniendo en realidad un sistema lineal de ecuaciones que por el teorema de Roché-
Frobenius para que tenga una solucion distinta de 0 la matriz (3. — Al) tiene que ser
singular, por lo que el determinante debe ser cero | — AI)| =0; obteniendo de este modo
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que A es un autovalor de Y. La matriz de covarianzas ), es de orden p y si ademas es
definida positiva, tendra p autovalores distintos, A4, 4,..., A, talesque A; > A,>... >4,

Se tiene que, desarrollando la expresion anterior,

E—-A)a, =0

>a, —Ala; =0

Ya, =Ala;
Entonces,

Var (y;) =Var (a1x)=a; Y a;=ajAla;=Aaja;=r1=%r

Por lo tanto, para maximizar la varianza de y, se tiene que tomar el mayor autovalor,
tomamos A4, y el correspondiente autovector a; .

Realmente, a,. es un vector que nos da la combinacion de las variables originales que
tiene mayor varianza, es decir, si a;= (a1, a12,..., a1p ), €NtONCES

—_ ! —
V1= a1X = Aq1X1 + A3 Xp +...+ag, X

El segundo componente principal, se tiene que y, = ajx, obteniéndose de forma
analoga. Teniendo en cuenta ademas que de y, este incorrelada con de y; , es decir,

Cov(y,, y1) =0. Por lo tanto;
Cov(y, y1) = Cov(azx, a;x) =az E[(x —w(x — W)’ Ja; = a3y ay
Por lo tanto, se requiere que a3y a; = 0.
Anteriormente habia obtenido que >, a; = A a4, €s equivalente a decir,
a,> a;=a,Aa;=Aaja;, =0.
Esta expresion es equivalente a decir que a;, a; = 0, que los vectores sean ortogonales.

De esta forma, hay que maximizar la varianza de y, , es decir, a,Y a,, sujeta a las
restricciones:

a, a,=1
a, a;=0
De la misma forma que antes, se toma la funcién:
L(az) =az ¥ a, —A(az a; — 1)—8a; ay
Derivando con respecto ay,
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2L(az)

=22a2 _2)\a2_8a1 =0
Ra,

Si se multiplica por aj, se obtiene
2a1a,—6=0
Porque
aja, =a,a; =0
aja; =0
Por lo tanto,
§=2a1Ya,=2a,)a, =0
ya que la Cov(y,, y1) = 0.

De este modo,

2QL(az)
Qaz

=22a2_2}\a2_8a1=22a2_2Aa2=(Z_AI )a2=0

Teniendo en cuenta los mismos razonamientos, se toma A como el segundo mayor
autovalor de la matriz >, con su autovector asociado a,.

De igual forma, se puede extender estos razonamientos y de esta forma al j-ésimo
componente de corresponderia el j-ésimo autovalor.

Por lo que todos los componentes y (en total p ) se expresan como el producto de una
matriz formada por autovectores, multiplicada por el vector x que contiene las variables
originales xq, x,,..., X, .

Como
Var(y) =M

Var(yz) =4,

Var(y,) =X,
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Y la matriz de covarianzas de y sera

A 0O
A=1|0 .. 0
0 0 Ap

Como (y1,¥2,.-., ¥p) Son variables incorreladas, se tiene que,
A=Var(Y) =AVar (X)) A=A"Y A

O bien,
Y=AAA

Ya que A es una matriz ortogonal (porque a;a; = 1 para todas sus columnas) por lo que
AA =1

3.-PORCENTAJE DE VARIABILIDAD.

Se ha estudiado que cada autovalor correspondia a la varianza del componente y; que se
definia por medio del autovector a; ,esto es, Var(y;) = A;

La varianza total de los componentes se obtiene sumando todos los autovalores ya que la
matriz A es diagonal. Es decir:

P P
Z Var (y;) = z A =traza (A)
i=1 i=1

Por las propiedades del operador traza,

traza (A) = traza (A'YA) = traza (3A'A) = traza (3)
ya que A'A =1 por ser A ortogonal, por lo tanto,

traza (A) = traza (3) = XF_, Var (x;)

Se puede concluir indicando que la suma de las varianzas de las variables originales y la
suma de las varianzas de las componentes son iguales. Es decir, con ello podemos hablar
del porcentaje de la varianza total que recoge un componente principal

Ap Aq
Z?:l }‘i Zip=1 Var( xl’)
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Multiplicado por 100 obtendremos porcentajes.

De esta forma también se puede expresar el porcentaje de variabilidad recogido por los
primeros m componentes donde m<p

Z?:l A
Z?:l Var( xi)

En la practica, al tener p variables, nos quedaremos con un nidmero mucho menos de
componentes que recoja un porcentaje amplio de variabilidad total. En general, no se
suele coger mas de tres componentes principales, siempre que sea posible, para poder
representarlos graficamente.

4.-CALCULO DE LOS COMPONENTES PRINCIPALES A PARTIR DE LA
MATRIZ DE CORRELACIONES.

Normalmente, se obtienen los componentes principales sobre variables originales
estandarizadas, es decir, variables con media 0 y varianza 1. Esto equivales a tomar los
componentes principales, no de la matriz de covarianzas sino de la matriz de correlaciones
(en las variables estandarizadas coinciden las covarianzas y las correlaciones).

Los componentes son autovectores de la matriz de correlaciones y son distintos de los de
la matriz de covarianzas. De esta forma, se da igual importancia a todas las variables
originales.

En la matriz de correlaciones todos los elementos de la diagonal son iguales a 1. Si las
variables originales estan tipificadas, es decir que su matriz de covarianzas es igual a la
de correlaciones, por lo que la variabilidad total (la traza) es igual al nimero total de
variables que hay en la muestra. La suma total de todos los autovalores es p y la
proporcidn de varianza recogida por el v autovector j-ésimo (componente) es

A
p
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5.-CAMBIOS DE ESCALAS E IDENTIFICACION DE COMPONENTES.

Si las variables originales x4, x,,..., x,estan incorreladas, entonces carece de sentido
calcular unos componentes principales. Al calcularlos obtendriamos las mimas variables
pero ordenadas de mayor a menor varianza. Para saber si x;,x; ,..., X, estan
correlacionadas, se puede calcular la matriz de correlaciones aplicandose posteriormente
el test de esfericidad de Barlett.

El calculo de los componentes principales de una serie de variables x4, x,,..., x,depende

normalmente de las unidades de medida empleadas. Si transformamos las unidades de
medida, lo mas probable es que cambien a su vez los componentes obtenidos.

Una solucion frecuente es usar variables x;, x,,..., x,, tipificadas. Con ello, se eliminan

las diferentes unidades de medida y se consideran todas las variables implicitamente
equivalentes en cuanto a la informacién recogida.

Una de los objetivos del calculo de componentes principales es la identificacion de los
mismos, es decir, averiguar qué informacion de la muestra resumen. Sin embargo, este es
un problema dificil que a menudo resulta subjetivo. Habitualmente, se conservan so6lo
aquellos componentes que recogen la mayor parte de la variabilidad, hecho que permite
representar los datos segun dos o tres dimensiones si se conservan dos o tres ejes
factoriales, pudiéndose identificar entonces grupos naturales entre las observaciones.
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CAPITULO 4: ALGORITMO DE REGRESION PLS1

La idea general del PLS es intentar extraer estos factores latentes, recogiendo la mayor
parte de la variacion de los factores reales de forma que ademas sirvan para modelar las
variables respuesta de la mejor manera posible.

Se denomina regresion PLS1 cuando se estudia una sola variable a explicar con p
variables explicativas y regresion PLS2 cuando existen varias variables a explicar (q>1)
y p variables explicativas. A continuacion, se desarrolla el algoritmo.

1.-Normalizacién de los datos.

Existen dos tipos de normalizacion de datos que se encuentran con frecuencias en los
distintos textos. El primero consiste en restar para cada una de las variables su media y
dividir por la raiz cuadrada de la suma de cuadrados de las desviaciones de su media.

y; = ' (i=1,2...n)

(i=1,2...n; j=1,2...p)

El segundo, consiste en restar para cada una de las variables su media y dividir por la raiz
cuadrada de la suma de cuadrados de las desviaciones a su media dividido por (n-1), es
decir dividir por la raiz cuadrada de la cuasivarianza muestral.

Y=y

Yi= - >
Zizl(yi_y)
n—1

(1=1,2...n)
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(i=1,2...n;j=1,2...p)

Se puede demostrar que el tipo de normalizacion no influye en la ecuacion de prediccion
lineal, es decir, los coeficientes de regresién que se obtienen son iguales para los dos
métodos. En este caso vamos a usar el segundo método de normalizacion de datos por ser
el més frecuente entre los distintos autores.

El primer paso para el algoritmo seria la normalizacion de los datos que como se ha
especificado se realizaria con el segundo método.

2.-Construccion de la primera componente t1.

La primera componente t; se define como con la siguiente formula, teniendo en cuenta los
datos normalizados

ylz W11x1 + W12 xz +...+W1p xp
_ P
es decw:Z wy ;X; donde:
j=1

Cov (x;,y) <Xj,y>

Wy = = (G=12,..,p)

14 p
Z. Cov2(xj,y) Z,_ <Xxj,y>
j=1 Jj=1

denotando por < x;,y >= Cov (%;,)

2.1.-Deteccion de individuos atipicos.

Para mejorar la calidad se puede aplicar un procedimiento de deteccion de individuos
atipicos. La regla general de decision para dicha deteccion sobre un conjunto de A
componentes esta basada en la variable aleatoria:

tA — n(n—A) .2
LoAam?-1) b
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sigue una ley de Fisher-Snedecor con A grados de libertad para el numerador y n-A
grados de libertad para el denominador, donde T? es la T# de Hotelling de la observacion
I, calculada utilizando A componentes siendo igual a

tih
=—Zh 1- - (1 1, ,...,n)

Sh?

donde n es el nimero total de individuos, ||t,|* es la norma euclidea al cuadrado de la

o ltli2.
n—

componente h Sy%: es la cuasivarianza (Sp?= ) de la componente h y tines el valor

de la componente h para la observacion i.
En este caso pasamos a la deteccion de individuos atipicos para el modelo generado por

la primera componente. La regla general de decision para una sola componente, baja
nuestra nomenclatura, tiene la siguiente forma (se sustituye en la formula A=1)

A _ n(n—l)( nt;1? )= n? t;,1?
L1 1(m2-1) ‘n-1ty]127  n+1||ty]|?

Si t{fl > FF‘%l_l(l — a) se acepta la hipotesis que el individuo i es atipico.
Si tl 1 < F (1 — a) se rechaza la hip6tesis que el individuo i es atipico.

Esta regla de decision equivale a:

2
Sitf, = ( F1 1 — %)) se acepta la hipétesis que el individuo i es atipico.

2
Sitf, < ( FT‘nl_l(l - %)) se rechaza la hipoétesis que el individuo i es atipico.

Siendo Fgﬁl_l(l — a) lafuncidn inversa de la funcién de distribucion (funcidon cuantil) de

la variable aleatoria de Fisher-Snedecor con 1 grado de libertad para el numerados y n-1

grado de libertad para el denominador para un area de 1-a y FT‘1 (1- %) es la funcion
n-1

inversa de la funcion de distribucién de la variable aleatoria T de Student-Fisher con n-1
grado de libertad para un area de (1 — %).

||t1|I? es la norma euclidea al cuadrado de la componente t;.

Si como resultado obtenemos una muestra homogénea continuamos con el algoritmo, si
por el contrario resulta valor atipico, eliminaremos el individuo o individuos atipico y
comenzamos de nuevo.
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2.2.-Calculo de la regresion lineal simple de y sobre t1.y el test
de significacion de la regresion.

Primero se busca la ecuacion lineal de prediccion estimada de y, para posteriormente
comprobar si dicha regresion lineal es significativa.

e Laecuacion Lineal de Prediccion Estimada se desarrolla de la siguiente forma:
y =81ty
donde, la estimacion del coeficiente de regresion ha sido calculada a partir de:

= _<yt;>_ Yn-1

= = r
B ltall2 i)l Yt

denotando por < y,t; >= Cov (y,t;)

De esta formula se deduce que, el coeficiente de regresion es igual al coeficiente de

correlacion simple cuando se cumple |jti] = vVn —1 . Esta situacion se verifica
cuando las variables originales estan normalizadas por el método de la cuasivarianza
muestral. Ahora se pueden calcular los residuos asociado a la recta de regresion
mediante una simple resta:

ee=y—y
e Test de Significacion Global de la Regresion Lineal.

Usando el test de Fisher que permite determinar si la regresion lineal simple es
significativa. Teniendo en cuenta la regla general de decision del test de Fisher, para
una componente explicativa, bajo nuestra nomenclatura se tiene la siguiente forma:

tf = F;ﬁl_lu — )
Si Fpr, = FF‘ﬁl_z(l — a) la componente explicativa es significativa.

Si Fir, < FF‘ﬁl_z(l — a) la componente explicativa no es significativa.

[<y.t;>]?

Donde. F1 , = (n _ 2) Ty = (n — 2)
y Fo 2 (n=D)|[ty][2=|[t1]]?

1-r

Y Fp‘%l_l(l —a) es la funcién cuantil de la funcion de distribucion de la variable
aleatoria F de Fisher-Snedecor con 1 grado de libertar para el numerador y n-2 grados

de libertad para el denominar para un area de 1-a.
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< y,t; >:esel producto escalar clasico de y con t;.

||t,]|%: es la norma al cuadrado de la componente t;.

Suponiendo que la componente sea significativa procedemos a deshacer los cambios
efectuados.

- Deshacer el cambio de t; a xq, x5,..., x, siendo:
y=B1ts =B 1(Wi1x1 + wyp xp +... 4wy, Xp)

De esta forma se llega a la ecuacion de prediccion estimada en funcion de las
variables explicadas originales:

* 14 i
y = Zj=1 B; lexj

Los coeficientes de regresion de esta ecuacion de prediccion estimada, son mas
faciles para su interpretacion.

- Por tltimo, deshacer el cambio de la normalizacién de las variables:

X

~ —x Xp—X
y =Ba(was G + o wip (1))
p

1
2
le

3.-Construccion de la sequnda componente to.

Si el resultado obtenido en el test de significacion global de la regresion lineal realizado
anteriormente es demasiado débil, se busca construir una segunda componente t, ,
combinacion lineal de las x;, ademas no correlacionada con t;.y explicando bien el
residuo. Esta componente t,es combinacion lineal de los residuos e, ; de las regresiones
de las variables x;sobre la componente t, . Teniendo en cuenta todo ello se obtiene t, con
la férmula:

t2: Wr1€11 + Wyo €12 +...+W2p elp

donde:
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Cov (eyqj,e1) <eq.eq;>

W2j= = ; (]=1,2,,p)

P P 2
Z Cov? (eqj,e1) Z <(eyj.e1)>
j=1 j=1

Para el calculo de los residuos: e;; (j = 1,2,...,p) efectuamos las regresiones simples de
xjsobret; (j =1,2,...,p) Yy obtenemos las rectas de prediccion estimadas:

xi=@ajty =12,..,p)

donde las estimaciones de los coeficientes de regresion han sido calculadas de la siguiente
forma:

~ _ <x]',t1> _ Vn—1

oa; = =
J l1t1]1? 4]l

er,tl (] = 11 21 'p)
Ahora se puede calcular los residuos asociados a las rectas de regresion:
eij = Xj— xj‘ (] = 1,2, ,p)

Como ya se conocee; ye;; (j=1,2,..,p) solo se tiene que calcular los productos
escalares clasicos < e;,eq; > (j =1,2,...,p) para calcular la componente t,.

3.1.-Deteccion de individuos atipicos para la segunda
componente.

El procedimiento es similar que en el caso de la primera componente y de igual forma si
el resultado es una muestra con valores atipico se eliminan y recomenzar y si por el
contrario se obtiene una muestra homogénea se continua con el algoritmo.

3.2.-Calculo de la regresion lineal simple de y, sobre t, y el test
de significacion de la regresion.

Analogamente a lo realizado, buscar la ecuacién lineal de prediccion estimada y
posteriormente comprobar si la regresion lineal simple es globalmente significativa.

e Laecuacion Lineal de Prediccion Estimada se desarrolla de la siguiente forma:

—_—

*

y' = Bat;

donde, la estimacion del coeficiente de regresion ha sido calculada a partir de:
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5 _<yt;>_ Vn-1

2= = Iyt
B [It2]12 leal]  Yt2

De esta formula se deduce que, el coeficiente de regresion es igual al coeficiente de

correlacion simple cuando se cumple ||t,|| = vn —1 . Esta situacion se verifica
cuando las variables originales estdn normalizadas por el método de la cuasivarianza
muestral. Ahora se puede calcular el residuo asociado a la recta de regresion mediante
una simple resta:

e=y-y
e Test de Significacion Global de la Regresion Lineal.

En este caso el test se realiza de la misma forma que para el caso de la primera
componente.

4.-Deteccidon de individuos atipicos en el plano (t4-t,).

La regla general de decision para la deteccion de individuos atipicos cuando se trata de
dos componentes, adopta la siguiente forma:

Si t{}l_z) > 1 se acepta la hipotesis que el individuo i es atipico.
Si t{}l_z) < 1 se rechaza la hip6tesis que el individuo i es atipico.

2 2
i1 tio

- 2(n%-1 -
Il Fs (-a) 20D F} (1-«)
n-2 n-2

Siendo t{(;_,) = y Frz (1-o)esla

2(n2-1)

n2(n-2) n2(n-2)

funcion cuantil de la funcién de distribucion de la variable aleatoria F de Fisher-Snedecor
con dos grados de libertad para el numerador y n-2 grados de libertad para el denominador
para un area de (1 — o).

||t;]|? es la norma al cuadrado de la componente t;.
||t,]]? es la norma al cuadrado de la componente t,.

En el caso de que la muestra haya sido homogeénea, se procede a realizar el siguiente
apartado. En caso contrario, se elimina el individuo o individuos y comenzar de nuevo
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5.- Regresion lineal multiple sobre las dos primeras
componentes v test de significatividad global de la reqgresion.

Primero buscar la ecuacion lineal de prediccion estimada y-- a continuacion, comprobar
la significatividad global de la regresion lineal multiple.

5.1.-Ecuacion lineal de prediccién estimada.
La ecuacion lineal de prediccion estimada toma la siguiente forma:
v =PBiti+B5t,

donde las estimaciones de los coeficientes de regresion han sido calculadas a partir de las
siguientes formulas:

vn-1 (ry‘t1_ry.t2 T'tytz )

2
”tl” 1_rt1,t2

GF

~ Vvn-1 (ry,tz—ry,tl Tty to )

82: 2
[tz 1-7¢ ¢,

y dado que las componentes t; y t, son ortogonales: r¢ ., = 0y por tanto, los dos
estimadores se reducen a:

En estos momentos estamos en condiciones de calcular el residuo asociado a la linea de
regresion mediante una sustraccion:

*

e, =y—y =e —Yy recordando que (e; =y)
5.2.-Test de significacion global de la regresion.

El test de Fisher permite determinar si, la regresion lineal maltiple es globalmente
significativa.

La regla general de decision del test de Fisher para dos componentes explicativas
ortogonales, bajo nuestra nomenclatura, adopta la siguiente forma:
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SiFX; > Fggl_s(l — a) , las componentes explicativas t; y t, son significativas.

SiF*, < FF‘%l_3(1 — a) , las componentes explicativas t; y t, son significativas.

2
2
-3 z-= Tyt .
donde, Fris = —=(——%r ) o bien:
2

2
s
j=1 y'tJ

n-3 [1t2]12[< vt >1% 4]ty 12 [< y,t2>]2 )

Ffiy=—
173 = % oDl Pl PGl P(< > P 1< T

. FF_213(1 — a): es la funcion cuantil de la funcion de distribucion de la variable
2

aleatoria F de Fisher-Snedecor con 2 grados de libertad para el numerador y n-3
grados de libertad para el denominador para un area 1 — a.
o rfltj: coeficientes de correlacion lineal de Bravais-Pearson al cuadrado entre y y
e < y,t; >:esel producto escalar clasicode y cont; j = (1,2, ...,p).
* ||t;||* es la norma al cuadrado de la componente t; j = (1,2, ..., p).

En el caso hipotético de que las componentes t, y t, sean significativas proceder a
deshacer los siguientes cambios.

En primer lugar, de t; y t; a x1,X5,..., X, Y por Gltimo deshacer el cambio de la
normalizacion de las variables.

Con ello se llega a la ecuacion de prediccion estimada en funcion de las variables
explicativas originales.

6.- Construccion de las sucesivas componentes.

Si el poder explicativo de esta regresion es todavia débil, se busca construir una tercera
componente. Esta tercera componente, es combinacion lineal de los residuos e;;

obtenidos como consecuencia de la regresion de los residuos e;; sobre t, . De esta forma
obtener t5 con la siguiente férmula:

t3= W31€31 + W3y €35 ...+ W3y €3y
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donde:

Cov (eyj,.ez) <ez,ez;>

Wy, = = ; (G=1,2,...,p)

p 4 2
Z Cov? (eyj,ez) z <(ezj.ez2)>
j=1 j=1

Para el calculo de los residuos: e,; (j = 1,2,...,p) efectuar las regresiones simples de
ey sobret, (j = 1,2,..,p) y obtener las rectas de prediccion estimadas:

e;]= d\;]tz (]=1,2,,p)

donde las estimaciones de los coeficientes de regresion han sido calculadas de la siguiente
forma:
~ <eéyjl2> .
Ny =—"—— =12,..,
U= e 0 P)
Ahora se podria calcular los residuos asociados a las rectas de regresion:

ezj = elj - e;(] (] = 1,2,...,p)

Como ya se conoce e, ye,; (j=1,2,..,p) s6lo se tiene que calcular los productos
escalares clasicos < e, e,; > (j = 1,2,...,p) para calcular la componente t;.

A partir de aqui, seguir los mismos pasos que los realizados anteriormente para las dos
componentes anteriores.

Este procedimiento iterativo continda hasta que el nimero de componentes a retener sea
significativo.

Usar el método de validacion cruzada para obtener de forma mas precisa de la que se ha
expuesto con anterioridad el nimero de componentes tq, t,,..., ty a retener. En el tema
en el que se desarrolla la regresion PLS2 se hara una mencién méas detallada del método
de validacion cruzada, todo lo que alli se mencione puede ser extendido a la regresién
PLS1 como caso particular en el que el nimero de variables a explicar es sélo una.

CRISTINA MARQUEZ RUIZ



MODELO DE REGRESION PLS

CAPITULO 5: ALGORITMO DE REGRESION PLS2.

Teniendo un conjunto de variables a explicar Y = (y1,y,..., ¥4) que tratamos de
relacionar con otro conjunto de variables explicativas o predictoras X = (x4, x,..., x,,) el
algoritmo de regresion PLS2 efectda una reduccién de la dimensionalidad de un conjunto
de variables X, bajo la condicidn de que estas componentes principales sean también los
mas explicativas posibles respecto del conjunto de variables Y. En este caso es posible
predecir las variables y, a partir de las x; separando mejor lo que es comdn a los datos de
aquello que es més especifico.

La notacion que se va a utilizar seré:

n= ndmeros de individuos.

p= numero de variables explicativas.

g= namero de variables objetivo.

A= numero de componentes a retenidas.

X = matriz de datos para las variables explicativas Nxp.

Y = matriz de datos Nxq para las variables a explicar.

E, = matriz de las variables x; explicativas centradas y reducidas (tipificadas).
F, = matriz de las variables a explicar centradas y reducidas (tipificadas).

E;, = matriz de residuos de la descomposicion de E, utilizando h componentes.
Ep; = j-ésima columna de Ej,.

F}, = matriz de residuos de la descomposicion de F, utilizando h componentes.

Fpx = k-ésima columna de Fy,.

1.-Vision general del algoritmo de la regresion PLS2.

Etapas y fundamentos mas relevantes:

Etapa 0: se comienza con la construccion de las matrices E, y F,, (matrices formadas por
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las variables centradas y tipificadas de las variables predictoras y respuesta
respectivamente).

Etapa 1: se construye una combinacion lineal u, de las columnas de F, y una

combinacion lineal t, de las columnas de E, que maximice:

cov(uy ,ty) = \/var(tl) «var(u,) corr(uy,t;)

Se obtienen dos nuevas variables u; y t; lo méas correlacionadas posible y que
resumen lo mejor que se pueda la informacion contenida en las matrices E, y F.

Posteriormente se construye la regresion lineal simple tanto del conjunto de
variables explicativas como del conjunto de variables a explicar sobre la
componente t, .

E0=t1 p§+E1

Foztl T'§+F1

donde p,y r; son los vectores de los coeficientes de regresion.
Etapa 2: se repite la etapa 1, reemplazando E, y F, por las nuevas matrices (residuales)

E; y F;. De esta forma se obtiene dos nuevas componentes; t,( combinacion lineal
de las columnas de E;) y u, (combinacion lineal de las columnas de F;) que
maximicen la covarianza de (u,,t,). A partir de estas componentes se obtiene
por regresion lineal simple:

Elztz p;‘l‘Ez

Flztz rg'i‘Fz

Por lo que se deduce:
Ey=t; pl+t, pi +E;

F0=t1 Ti+t2 Tg‘l‘FZ

Las etapas se repiten hasta que las componentes t4, t,,..., ta expliquen suficientemente
Fy. En el siguiente apartado se desmuestra que las componentes t, son combinaciones
lineales de las columnas de E, y no se encuentran correlacionadas entre ellas.
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De la descomposicion:

F0=t1 T‘i +t1 r§+"'+th T2+Fh

Se deducen las ecuaciones de regresion PLS:

Yféz Bikgo +Bl*<,1X1+Bl*<,2X2+"'+Bl*<,po k=12..,q

2.-Determinacion y propiedades de las primeras componentes.

2.1.-Determinacién de las primeras componentes.

Buscar una componente combinacion lineal de E, denominada t; y otra componente u,
combinacion lineal de F,.

ty = Eqwy y u; = Focq
de tal forma que w; y ¢; tengannormal. Esdecir, |lwy||=]lc | =1

Estas combinaciones lineales deben obtenerse teniendo en cuenta que se maximice la
covarianza entre ellas,

cov(uy ,ty) = Jvar(tl) «var(u;) corr(uy,ty)

por lo que se maximiza simultaneamente la varianza explicada por t, , la varianza
explicada por u, , y la correlacion entre estas dos componentes.

Se buscan por lo tanto los vectores de norma 1, w; y c; que maximicen:
< ty,ugr >= ||ty ||lluy [lcorr(ty, uy)
donde < t;,u; >, representa el producto escalar clasico.

Utilizando el método de los multiplicadores de Langrange, se trata de maximizar la
funcién:

s=w E{Fpe; —4(wiwy —1) = 2,(cle —1)

Igualando a 0 las derivadas parciales:

Qs
Q_/llz —(W;Wl —1)20
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Qs
ar, = (cia-1)=0

Qs
QWl

= E Foc; —20w; =0 => wiE{Foq; =20 => <ty,u; >=2) =6,

Qs

e = FoEow; —2X0¢; =0=>c!F{Eqw; =20, =><ty,u; >=21 =24, =6,
1

De donde se obtienen las siguientes relaciones:
E{Fyc; =24w; => E[Fy= 6w, c!
FiEgwy =21;¢; => FiEqwy =650,
=> ELFy F\Eqw, = 0w,
por lo que w; es el autovector de la matriz E BFO F BEO correspondiente al mayor autovalor 6%
de la matriz citada (recordar que el producto de una matriz cualquiera de nimeros reales

por su traspuesta y el producto de su traspuesta por ella misma tienen los mismos
autovalores no nulos).

Posteriormente, se llevan a cabo las dos regresiones siguientes: E, sobre t; y F, sobre t; :
EO = tl pi + E1

F0=t1 T§+F1

Elt .. .,
donde p; = % es el vector de los coeficientes de regresion sobre t; para cada
141
t

. .. . . ., F t
variable original independiente x; (en la notacién general Ey;) y r; = —2— es el vector de
] ] titl

los coeficientes de regresion de t; para cada variable original dependiente y, (en la
notacion general Fy, ). Se considera que la norma euclidea al cuadrado de un vector
cualquiera (y las componentes lo son) es la suma de cuadrados de sus elementos, es decir:

2
titl = ]t1 ||

La representacion en el plano (t;,u, ) permite visualizar la relacion entre las x; y las yy

detectada por estas primeras componentes PLS. El grado de ajuste si los datos se encuentran muy
préximos a una recta), la existencia de curvatura e incluso puntos atipicos, se pueden detectar a
través de los patrones que se vislumbren en estas graficas.
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2.2.-Propiedades de las primeras componentes.

t _
1) p1W1 —1,
ttE, tt tt
t 1~0 1 1
a que w, = w, = Ew;, =——¢t, =1
yaque p,w; i Wi iy, CoW1 =TT h

2) 1, = bycq,esdecir,r; Y ¢, son colineales (donde b, es el coeficiente de regresion de
u,; sobret;.)

3) tiE1 = 0, las componentes y los residuos de la regresion para cada variable X
son ortogonales.

tiE

1~0
t'Ey =t (Ey—t, pl) = tho—t§t1<ttt >=0

1-1

De la misma forma t{F; = 0

3.-Determinacioén vy propiedades de las sequndas componentes.

3.1.-Determinacién de las primeras componentes.

De forma similar al del paso anterior, con la salvedad de que ahora se reemplazan los

conjuntos de datos iniciales normalizados Ey(X) y Fq(X) por las matrices de los
residuales E; y F;

Asi se determina:
t, = E;w, con w, vector propio de E(F; F1E;

u, = Fyc, con ¢, vector propio de FLE; EXF,

1: ugtz
t
D, = E’t,
, =
tit,

t t
F1t2 _ F'1 E1W2 _ 2C2

tit, tit, ttt,

T, =

ugtz

donde nuevamente b, es el coeficiente de regresion de u, sobre t, b, = i
2t2
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E1=t2 pg+E2=> Eoztl pi‘l‘tz pg+E2
Flztz T'g‘l‘Fz => Foztl T'i"}'tz T'g-I-FZ

En las siguientes etapas se desarrolla de forma similar.

3.2.-Graficas de interpretacion.

Al representar (t; ,t,) se permite visualizar a los individuos en un plano que resume a
las variables x; (j = 1,2, ..., p), orientandolas hacia la mejor explicacion posible de las variables
vk (k =1,2,...,q) . También se pueden detectar irregularidades en los datos, patrones no
aleatorios, agrupacion de observaciones a partir de las cuales puedan establecerse conglomerados;
si se observan alguna curvatura podria ser un indicio para afiadir algin término cuadratico, dos o
mas agrupaciones de observaciones indican que deben analizarse los grupos de forma separada,
etc.

4.-Resultados generales para cualguier etapa.

Se desarrollan diversos resultados generales para la compresion del método.
En una etapa cualquiera h, se obtienen:
E. Fnicp = 0wy
Fi_Epawyp = 6yCh
E' | FyFl  En_ywy = 0fwy
F' | EpE! _Fn_1ch = Ofcy

Estas ecuaciones permiten calcular wy Yy ¢, como autovectores correspondientes a los
autovalores mayores de las matrices E;  FyF;  Ep_4 y Fi  EqE{  Fn4
respectivamente, y las componentes PLS uy, Yy t;, como,

Up = Fr_q1Cp
th = Epn_q1wy

A continuacion, se llevan a cabo las regresiones de Ej_, sobre t;, y de Fy,_; sobre ty
determinandose las siguientes ecuaciones:

t
E h—1th

thty

En_1 =ty p +E, donde pp=
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Fl_,t
Fn_1 =tq Ffl + Fy donde I'y =tht__t1hh= by, Ch
h

siendo by, el coeficiente de regresion de u;, sobre ty,, ya que:

t t t
_Fp_ it Fp_ Enawn 6, B whE, Fuqcp B ttuy
ThE Tt T tte it h T tie hT ey Ch
h'h hh hh h‘h nth

Ademas, siempre se verifican las igualdades:
Wflph =1
t;’;Eh = O

La primera igualdad se desarrolla porque:

tLE),_ tt tt
t h~h-1 h h
w =—Ww, = Ep_qwp = th=1
nPh tzth h t;;th h-1Wh tflth h

La segunda también se desarrolla:

thEp_
t _ 4t Y _ 4t t R~h-1 \ _
t'Ep = tt(Epoy —th pL) = tiEp_q — thth< e >—0
h

Partiendo del conocimiento de wy,, que no hay que olvidar que se determina como el

H H 2 H t t
autovector correspondiente al autovalor propio de 6y, de lamatriz (E,_, FyF)_,Ep_1), s€
Ilega a obtener las relaciones ciclicas siguientes:

th = Ep_1wp

cpn =—F) Epnqw - Fi .t
h Gh h—1"2h—1Wh eh h—1"h
up = Fp_1Cp
— t = [t
Wp = Qh Eh_th_lch = Qh Eh_luh

Usualmente la correlacion entre las componentes ty, y u, van decreciendo a medida que
extraemos nuevas componentes. Las representaciones entre las componentes de las
variables predictoras y las componentes de las variables respuesta pueden confirmar esta

situacion generalizada.
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5.-Relaciones de ortogonalidad.

El cumplimiento de las siguientes reglas de ortogonalidad es lo que realmente permite
aplicar con rigor el procedimiento PLS, puesto que cuando se afiade una nueva
componente a las h obtenidas con anterioridad se sabe que se estd optimizando los
objetivos sobre h+1 dimensiones.

Se detallan las reglas de ortogonalidad:

1) Las componentes PLS, obtenidas a partir de las variables explicativas y sus
valores residuales, son ortogonales entre si, es decir:

tit;=0 Vi>h
Se demuestra por recurrencia:
o tlt, = t{E;w, =0 yaque se demostrd antes que t}E, = 0 Vh

e Suponer que (t;,t,, ..., t,,) son ortogonales; ver que (t; ,t,, ..., tp+1 ) también lo
son. Para ello basta ver que t;,,; es ortogonal a los vectores (t; , t,, ..., ty).
= titper = t)Epwpeq = 0 yaque se demostré antes que tiE, =0 Vh

"t the =t EpWhe =t (B —th D )Wher =
t
(ty 1 En1 =t _thD;)Wne1 =0
yaqueti  En_; =0y por lahipotesis de partida t{t; = 0
» ottt ther =t Eawh =t (Bl — th D )Whyq =
h—2ln+1 h—2EnWh41 h2\En—1 —th P p)Wh41
t
t: (B —tho1Ph_ i —th D IWhe1 = (t,_,En—2—
tz_zth—l p;‘l—l - t;'_zth p;‘l)wh+l =0
ya que:

t Eh—Z =0

t
h-2
th tho1=0

th _th=0

y asi sucesivamente obteniéndose el resultado perseguido.
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MODELO DE REGRESION PLS

wi E f =0 para VI = h. Los valores residuales obtenidos por el método PLS

para una etapa h son ortogonales con respecto a los coeficientes de cualquiera de
las componentes anteriores.

t t t
WHE, = wh (Bpop —tppl) = wlE,  —wipyti =t —tl=0

yaque wip, =1

A continuacion, se demuestra que si se verifica

t t _ _ t t _
WhEl_O ViZh => w; E 0

+1
Rt _ ot (R £y wtRt_ wt t
WhE = Wy(Bi =Pt )= wpE = wipty,
Et
ot Et_ ot [ S S
= w,E, WhTt ¢ +1 =0
1+1 "1+1

Los coeficientes obtenidos al realizar la regresion entre los residuales y los
coeficientes de las componentes de una etapa son ortogonales a los coeficientes

. . . t
de las componentes de cualquier etapa anterior. Es decir, w, b= 0 paral > h
t
wip = w;%zo yaque si [ >hentoncesl >h—1,y wflEf_1 =0

por la propiedad 2.

Los coeficientes de las componentes de una etapa son ortogonales a los de

cualquier etapa anterior. w;pl = O para I > h.
wip = wi% Ef_1F1€1 =0 vyaque si [>hentonces [=h—1, Yy

wtE! = 0por lapropiedad 2.

Las componentes obtenidas en una etapa cualquiera son ortogonales a los residuos
de cualquiera de las variables explicativas de la misma etapa o de etapas
superiores: t 1 E; = 0 VI > h.

tiEi=t (B —tip;)=t;E_;—t tjp; =t} E_q, yaque por lapropiedad
1tiy=0.

Engeneral: t 'E; = t | E,_;=...= t | E;, = 0 (propiedad vista anteriormente)
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6.-FOormulas de descomposicion.

Sin olvidar que el objetivo del analisis PSL es obtener una ecuacion que sirva para
predecir los valores de las variables a explicar (Fy) segun los valores que tomen las
variables independientes (Eg).

Las matrices E, y F, se pueden descomponer por regresion sobre las componentes
t;,t,, ..., t, donde A es el rango de E, como:

Fo=ri+t,ri+-+ty1i +F4

Los vectores t,,t,, ...,t, son ortogonales entre ellos y tendran por tanto los mismos
coeficientes en esta regresion multiple que en la obtenida mediante el método iterativo
anteriormente descrito.

Esta descomposicidn entrafia resultados importantes a la hora de las interpretaciones. Si

2
definimos ||E, || como la suma de los cuadrados de todos los elementos de la matriz E;

y si denotamos E; a la columna j-ésima de la matriz E, (lo que equivale a x;), se verifica

IE; ||2 =< Eqj, Egj > Y-

I1Eol|’ Z||EOJ|| Ztraza(EO,EO]tl)—Z(E ;)

ya que E tj, Eo; es un escalar y por tanto su traza sera igual a el producto mismo. Por
tanto, sustituyendo Eo; por su estimacion a partir de la regresion con respecto a las
componentes t; :

2 t
||Eo|| = 2( (t1 p1j ttepaj+ -t ity PAj) (t1p1j +tapoj + -+ taPaj))
=1
A A

14 A p
2
=2 2 k=, i ) vy = ), th i

a
> lieall*lipall?
h=1
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. .. 2 . ,
Siempre se conoce a priori el valor de ||E0|| porque las variables estan centradas y

reducidas en E,. La suma de los cuadrados de cada columna es n-1 (suponer que la
tipificacion se ha realizado suponiendo que la varianza de una variable columna seré la

suma de dichos cuadrados divida por n-1) y, por lo tanto ||E0||2 =(n—-1p

De esta forma se puede obtener una medida del poder explicativo de cada componente
tn a partir de:

e 1 [ A [ 4

2 A
|| Eol| z 1||tu||2||pu||2
u=

O bien la importancia relativa de las primeras z-componentes como:

z
> el lipnl”
h=1

R*X(acum), = —; - -
[zl
z=1

-y ..y 2 .
También se puede obtener la descomposicion de ||F0|| ( que por las mimas razones

explicadas con anterioridad para ||E0||Zse sabe que vale (n-1)q):

WE " = [l 1[I 1”1 1| lp2 1|+ -+ [1ea | Ipa 1]+ |1Eal|”

Pudiendo por tanto medirse el efecto generado por cada componente o bien por las
primeras i-componentes para explicar Fy:

2 2
t .
R?Y, = ZA I le L7 |2| — , para cualquier componente z = 1,2,..., Ay
it " [17p 1| +[1F all
h=1
z 2 2 z 2 2
, AR > lenlllienl] | _
R*y(acum), = N = ZA e \Plire ol , para las z primeras
h=1

componentes.

Aunque las reglas de decision mas utilizadas se encuentran relacionados con la validacién
cruzada que se analizaran posteriormente, existen reglas relativas en cuanto al nimero de
componente a retener en funcion de estos calculos, como por ejemplo la siguiente:

Retener las componentes que expliquen mas de una determinada proporcién de la
variabilidad tanto de las variables predictoras (a") como de las dependientes (a), como
ocurre en el método de las componentes principales. Es decir, retener el minimo z que
verifique:

R?y(acum), > «a y R?X(acum), > a'
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7.-Interpretacion de las componentes PLS.

La matriz de residuos Ej, en la etapa h puede expresarse en funcion de E:

Ep=Ep1—thpt =Epq = Epoqwy b = Ep (I —wyp))
= (Ep—z — th-1p 2_1)(1 — Wy P,tl)
= (Eh—z —Ep oWhap 2_1)(1 —WnD ,tl)
= Ep—o(I =wn-1p}_ ) (I —wpp}) =
= Eo(I—wip{)(I w2 p3)(I —wap}).
Por tanto, cualquier componente t;, es combinacion lineal de las columnas de E,, ya que:

h—1

th = Ep—qawp = E 1_[(1 —w; p))wy, = Egiwp,

i=1
donde el vector Wy, = [T (1— w; p ) no tiene por qué tener norma 1.

Es decir, las componentes PLS t;,t,, ..., t;, son combinaciones lineales de las columnas
de E,, no correlacionadas entre ellas, que resumen lo mejor posible la variabilidad de E,
tratando de explicar lo mejor que les sea posible a Fy,.

Para interpretar las componentes PLS t; en funcion de x; e yy, se pueden calcular la

correlacion entre una componente cualquiera y las variables tipificadas (utilizando
nuevamente como divisor N-1), obteniéndose:

t;lEOj tfl(t1p1j+t2P2j+"'+tAPAj)

N-1_ _ —1
[ tie, [ el
N -1 N-1

(por ser t; ortogonal con t;, Vi # j se verifica t it; = 0)

Corr(th, xj) =

tzthphj
N—-1
=T= Jvar (tn) prj = A DPnj
hth
N-—-1

donde se ha denotado por A 4, a la var (ty, ).
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t! Fox th(ty g+ ta o + o+ taTag + Fag)
Corr(ty, yx) = N1 = N1
thty thty
N-1 N-1

t;thrhk + tgFAk LER
— Ak
= N tl = 4/ var (th) Thi + h
t:t
/ h-h \/ (N-1)ttt,
N-1 h
var (ty) The = AR Thi

yaque tiFy =0 Vi=>h

Para interpretar t, y t,, las dos primeras componentes, se construyen los circulos de
correlaciones que se obtienen al representar los puntos en un plano:

Ay = ( VA 1DP1j, VAZPZi)'Bk= (\/7\17”1k' \/Azrzk)

Los productos escalares < AjA;>, <By,By> y <A B> representan las
aproximaciones de orden dos de las correlaciones (xj,%) ,» (VYx) Y (%5 Yk)
respectivamente.

La norma de A; representa la correlacion mdltiple entre x; y (¢4, t;) de la misma forma
que la norma By, representa la correlacion maltiple entre y y (¢4, t2).

De esta forma, los circulos de correlaciones indican las variables bien correlacionadas
con las dos primeras componentes PLS. Para las variables bien explicadas por t; y t,, el
circulo de correlaciones explica tanto las correlaciones internas en cada grupo de
variables como las correlaciones entre los grupos.

8.-Ecuaciones de regresion PLS.

En la descomposicion de F, sobre t;,t,,...,t4 Se deduce la regresién PLS de cada
variable yy sobre xq, x5, ..., x,. Por tanto:

_ A A
Ve — Yk _ —
Fox = . Thkth + Fak = ) ThkEoWh + Fax
Yk h=1 h=1
A A

p _ P _

X; — X X; — X

_ XX _ XX
= Thkz Wh, ( . ) +Fa= Z ThkWh ( . ) + Fak

j=1 Xj =1 Xj
1 h=1

h=
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Se denota por s, Yy Sx; la desviacion tipica muestral de la variable y, y x;

respectivamente.

A
Se denota por f; = Z ThkWh,, €ntonces se puede en los programas de regresion PLS
h=1

tres tipos de resultados:

a) Lasvariables yy y x;j son centradas y reducidas.

p
Fox = z ﬁj Eoj
j=1

Para explorar sobre las variables predictoras a eliminar del analisis, se observan
precisamente estos datos tipificados. Si los coeficientes de regresion tienen un valor
absoluto pequefio producen una contribucién pequefia al modelo. Otro estadistico que
resume la contribucion de una variable al modelo es la importancia de la variable en
la proyeccion (VIP), que se comentara en el proximo apartado. Mientras que el
coeficiente de regresion representa la importancia que cada variable explicativa tiene
en la prediccion de las variables respuesta, la VIP representa el valor de cada variable
explicativa en el ajuste del modelo tanto para el conjunto de variables respuesta o
dependientes como para las variables predictoras.

b) Si se utilizan las variables reducidas (no centradas) y; = Sy—" yxj = S—’
Yk X
14 P ﬁ 14
Vi iy
Vi =254 ) ) - =fo+ ) B
SYk Sx
Jj=1 - j=1
j=1
p
Vi B — X,
con fo=—— e —
Vi Sx;
j=1
c) Utilizando s6lo las variables originales:
P P 5 p
s —
_— Vi i~
J’k—J’k+23j_xj_ YR_'86+Zﬁ],x]
r ij ij =1
j=1 o1 Jj=

p A
E = (Z )Sy S
/ b / k Yk
= — S . = L, W K =f. =X
Bo = Yk sy y B; R b b <.
j=1

J
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9.-Calidad de reconstruccion de datos activos por el modelo.

Al poder explicativo de una variable x; sobre el modelo con A componentes se denota
por VIPAJ.( importancia de la variable x; en la proyeccion). Viene definida por:

VIR, = P = Wi
RA(Y; ty,ty, - ta) 2o, _ RAY; t)

14

donde Z VIij = p Vh. A representa el nUmero de componentes que se retienen en
j=1

el modelo.

La contribucion de una variable x; a la construccion de la componente ¢, se mide por el
coeficiente wy ;. Para cada h la suma de esos valores al cuadrado sobre el conjunto de las

p
p variables explicativas x; asciende a 1. (Z w,%j =1)
j=1

Para medir la contribucion de la variable x;a la construccion Y a partir de las componentes
t,, €s necesario tener en cuenta el poder explicativo de dicha componente, el cual se mide
a través de la redundancia Rd(Y; tp).

Se entiende por redundancia:

q

q

1 1

Rd(Y; ty) = —z corr?(y,, tn) = —Z An T3
K= =

No es otra cosa que una medida de las correlaciones al cuadrado entre la componente y
las variables que forman el conjunto Y (variable a explicar).
Mientras que,

A

A
q q
1 2 1 2
RdA(Y; tq,ty, ....ty) = — Z corr*(Yy, th) = — Z ATk
1 k=1 1 k=1
h=1 1

Los valores (VIP) permiten clasificar las variables x; en funcion del poder explicativo

que tiene sobre Y y sobre el espacio de proyeccion de la nube de puntos. Las variables
con un valor grande VIP (>1) son las mas importantes en la construccion de Y.
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Si una variable explicativa posee un coeficiente de regresion relativamente pequefio en
valor absoluto y el VIP es también pequefio (en este caso Wold considera como pequefio
cualquier valor VIP inferior a 0.8), entonces se convierte en una candidata a ser eliminada
del analisis, aunque en ningun caso éste sea un objetivo perseguido por la regresion PLS.

Antes de eliminar una variable, se pueden representar graficamente las variables en el
plano (w;, wy) para i, k componentes retenidas (sobre todo las principales 1, 2), si las
variables candidatas a eliminar se encuentran cerca del origen del citado plano entonces
tendriamos otro argumento adicional en que basarnos para eliminarlas.

Por tanto, estos tres argumentos:

e VIR, <038

e [ pequefioy
e vector w proximo al origen.

podrian servir para poder eliminar variables y comenzar nuevamente el algoritmo con las
variables restantes. No obstante, como el objetivo principal que persigue la regresion PLS
es la prediccion de las variables y no la descripcion de las relaciones, muchos autores
aconsejan no eliminar variables a no ser que se den todas las circunstancias anteriormente
descritas y que los valores previstos no varien excesivamente tras su eliminacion.

10.-Estudio de los residuales. Distancia al modelo.

Una vez obtenido el modelo es muy conveniente comprobar si éste predice bien a las
variables a explicar. La herramienta estadistica con la que se puede maniobrar, como en
el analisis de regresion ordinario, es el estudio de los valores residuales (tanto de la
muestra con la que hayamos obtenido el modelo como con otra muestra que sirva de
comprobacién y examen, por supuesto esta Ultima mucho méas recomendable siempre que
sea posible).

Es conveniente recordar que los residuales de cada observacion se obtienen como
diferencia entre el valor realmente observado y el valor estimado a partir del modelo.

La regresion PLS tiene como caracteristica peculiar la obtencién de dos tipos de
residuales: los relativos a las variables explicativas, a los que denominaremos e;;
(residual de la observacion i-ésima para x;) y los relativos a las variables respuesta que
denotaremos por f;;, (residual de la observacion i-ésima para y; ), puesto que se obtienen
dos regresiones sobre las componentes t,, t,, ....t5 (Una para las X, cuyos coeficientes
eran los p; y otra para las Y, cuyos coeficientes los denotamos anteriormente como 7y):
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eij = Xij = Xjj Vi=12,..,1n Vji=12,..,p

ﬁkzyik_y;k vi:llzl"'ﬁn Vk=1,2,,q

Como en el método de regresion ordinario es conveniente representar graficamente los
residuos para detectar patrones, estudiar su distribucion de probabilidad y compararlos
visualmente frente a los valores observados.

A partir de las anteriores medidas individuales (por individuo y variable) se pueden
obtener los residuales estandarizados exclusivamente para cada individuo o para cada
variable, denominados en ambos casos RSD.

ElI RSD de una observacion en el espacio X o en el espacio Y es proporcional a la distancia
de la observacion al hiperplano del modelo PLS en el espacio correspondiente. Asi para
cada individuo se denota por:

DMOdXi =

\Jn A—-1

y mide la distancia al modelo del individuo i en el espacio generado por las variables
explicativas.

De la misma forma se obtiene:

14
q—A

DMOin =

que representa la distancia al modelo del individuo i en el espacio generado por las
variables a explicar.

Se pueden calcular las desviaciones tipicas de los residuos e;; y f;; como:

n
’ e? " ooa
> Y N
=1 =17/ik
=1/ _ i=1 k=1

T e-a)@m-A-1) 77 J@G-4)@-A-1)

y con ello se construye las distancias normalizadas:

DModX; DModyY;
DModX; , N = ——  DModY;,, N = ——
Sy Sy

La distancia normalizada DModX; , N elevada al cuadrado sigue una aproximadamente
una ley Fyq x, si los residuos e;; se distribuyen segln una ley normal, por lo que puede
deducir la probabilidad de que la observacion pertenezca al conjunto de datos modelizado.
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De esta forma si la probabilidad es muy baja (menor que un valor de referencia a), se
puede considerar a las observaciones que verifiquen esa condicion como observaciones
atipicas.

Si la distancia normalizada DModY;, N es mayor que 2 también se considera que la
observacion se encuentra mal reconstituida al nivel del conjunto de variables a explicar.

Asi mismo se puede obtener una estimacion de la desviacion tipica de los residuales para
una variable que se denota por: RSD (x;) para una variable predictora x; 0 RSD(yy) para

una variable respuesta y,. Siendo por tanto otra medida de su relevancia en el modelo
para la variable predictora y para la variable a explicar.

S f2

n—2

Con estos valores se puede obtener un estimador de la varianza de y;;,

n
Yioq fik t2,
V A — i=1 1
0w =257 )

h=1

Por tanto, se puede determinar un intervalo de prediccién al nivel (1-a) para el valor de
una observacion cualquiera para la que se conozca el valor de las variables a explicar
(xj j=1,2,..,p)y se pretenda estimar el de cualquier variable y.Este intervalo sera:

A

(Y + F* (1—E)XRSD(y)x Pl
th = Th_p-1 2 k n t zth

h=1

donde,

o FT‘1 (1 - %) es la funcion cuantil de la funcién de distribucion de la t-Student
n—-A-1

con n-A-1 grados de libertad para la probabilidad 1 — %

e nes el nimero de observaciones de la muestra que determiné las ecuaciones de
regresion PLS (y por tanto las ecuaciones de prevision)

e t;; esel valor de la componente t; para las observaciones que se va a predecir (se
conoce por ser combinacion lineal de las variables X)

o t flth es el modulo de la componente t, para las n observaciones que

determinaron el anélisis.
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11.-NUmero de componentes a retener por validacion cruzada.

Un método bastante extendido para determinar el nimero de componentes a retener se
basa en la validacion cruzada. El conjunto de datos disponibles se divide en g
agrupaciones de observaciones aproximadamente iguales (suele ser comun una
observacién por agrupacion). Se separan los datos en un primero conjunto formado por
g-1 agrupaciones (n-1 observaciones generalmente) sobre las que se ajusta el modelo, y
un segundo conjunto formado por las agrupaciones restantes (la otra observacion no
incluida en el primer conjunto) que servira para comprobar la bondad del analisis, es decir
para estimar cual seria el valor de las variables a explicar a partir de los valores de las
variables explicativas, utilizando el modelo generado por las g-1 agrupaciones.

Este proceso se repite g veces de forma que cada una de las g agrupaciones sirva una vez
y s6lo una vez de comprobacion. Asi se tienen los valores estimados para las variables a
explicar para todas las observaciones, sin que ninguna de ellas haya participado en el
andlisis del modelo con el que se estiman, con la consiguiente reduccion de sesgo.

Como se conocen los valores observados para todas las variables y;, y por validacion
cruzada se han obtenido estimaciones menos sesgadas de las mismas a través del modelo
PLS (en el que no han participado de forma activa en el modelo generado para su
estimacion), también se conoce por tanto la desviacion entre el valor observado y el
estimado. Se denomina PRESS,, a la suma de cuadrados de los errores de la prediccion
para la variable y; (desviacion al cuadrado entre el valor observado y el estimado), es
decir:

n
PRESSy, = ) (yie = Vi)’
i=1
donde y;;. ;) es el valor previsto de la variable y, para la observacion i sin que ella haya
participado en el modelo.

Al sumar para todas las variables y; nos produce el estadistico:

q
n

PRESS ) = E Z(Yik — YVik(-i)) 2
— i=1

(reteniendo h componentes en el modelo). Por lo que un buen modelo sera aquel que
minimice esta cantidad. No obstante, por el principio de parsimonia (es principio
concluye que si existen dos modelo que solucionan el problema planteado de forma no
significativamente diferente es preferible elegir aquel que sea mas sencillo por ser méas
facilmente interpretable y reducir los riesgos de sobreajuste a la muestra) se deberia
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buscar aquel modelo que contenga el menos nimero posible de componentes y que no
difiera demasiado del valor minimo PRESS; en terminologia estadistica, aquel que no
fuera significativamente diferente al minimo. En base a los valores del estadistico PRESS
obtenidos existen varios métodos que nos ayudan a decidir el nUmero de componentes a
retener. Cabe destacar:

a) Indices Q?y Q?acumulado de Stone Geiser.

Para cada nueva componente h y para cada variable y, se calcula el indice:

PRESSy, (1)

Q= 1~ e
Vil RSSy, (n-1)

n

donde RSSy, (h—1) = Z 1(yik = Vik(h-1)) 2 representa la suma de cuadrados de los
l=

errores (residuales) calculados con el modelo con las h-1 primeras componentes.

Este indice viene a representar la fraccion de la variacién total de y, que puede
predecirse mediante la componente t,,, es decir, el aporte marginal de cada
componente PLS t, al poder predictivo del modelo para la variable y;,.

Globalmente, sobre el conjunto de variables Y, se calcula:

q
Z PRESSy, (1)
G=1-T

q
2 BSSyamn
k=1

Este indice mide el aporte marginal de cada componente PLS ty, al poder predictivo
del modelo (del conjunto de variables yy,y5, ..., yq)-

Se puede medir el aporte global del conjunto de las h primeras componentes PLS, con
los siguientes indices:

h
PRESSy,,

RSS

(qum)ykh =1-
yr(z—1)

z=1

(indice para la variabley, k = 1,2, ..., q).

q
Zk PRESS,, ()

h
(qum)h =1- l_[ q=1
z=1 Z RSSyk(z—l)
k=1

Se utilizan las siguientes reglas de decision que nos permiten decidir si el aporte de
una componente t;, es significativo.
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1) El aporte de la componente t;, es significativo si
Q2 > (1 - 0.95%) = 0.0975

2) Elaporte de la componente t;, es significativo si al menos para una variable y; se
verifica:
QZ; = (1-0.95%) = 0.0975

Ademaés, una variable y, se considera bien modelizada por h componentes
ty,tz, o, ty Sit (Qéum) jn = 0.5

Estos limites son arbitrarios, pero corresponden a la experiencia del creador de la
teoria de la regresion PLS Svante Wold.

b) Criterio de Van der Voet.

Van der Voet ha propuesto un indice para comparar la suma de los residuales previstos
al cuadrado (PRESS ) para diferentes modelos (segun el nimero de componentes

retenidas). Supongamos que C es el nimero de componentes que verifica:
PRESS¢) = Min,PRESS 4,

Es decir, el modelo que retiene sélo C componentes es el que minimiza la suma de
cuadrados de los errores basandose en el método de validacién cruzada.

El valor critico del test de VVan der VVoet se basa en las diferencias entre cada modelo
de h componentes y el modelo con ‘C’ componentes que minimiza la suma de
cuadrados de los residuales previstos. A esa diferencia la denominamos:

Virtualmente, el nivel de significacion para el test de Van der Voet se obtiene
comparando Cyy con la distribucion de los valores que resultan de intercambiar
aleatoriamente los residuales £y, ¥ f(+ix- EN la practica se simula una muestra y el
nivel de significacion es aproximadamente la proporcion de valores simulados que
son mayores que C . Si el nivel de significacion es mayor que un nivel a se considera
que no hay diferencias por lo que se deduce que con este método elegiriamos el menor
valor de h cuyo nivel de significacion fuera mayor que a. Es decir, cuya diferencia
con respecto al modelo que minimiza la suma de cuadrados de los errores prevista no
es significativa.
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12.-Otros algoritmos sobre PLS. Algoritmo NIPALS.

Existen otros algoritmos difundidos sobre PLS, algunos vienen determinados por técnicas
diferentes que en algunas circunstancias coinciden con el algoritmo PLS.

Mencion especial por su desarrollo y por ser utilizados en los programas estadisticos;
como en que se detallara con posterioridad, tiene el algoritmo NIPALS. Los principios de
este algoritmo sirvieron de base de la regresion PLS que se ha desarrollado anteriormente
(PLS1yPLS2). Como se menciono al principio este algoritmo lo creo Wold para obtener
componentes principales con el nombre de NILES. Como se indica no necesita suprimir
ni estimar los datos faltantes de una observacion para que ésta se utilice en el analisis. Su
comprension es muy recomendable por que tiene a demostrar cOmo se extraen
componentes principales (o se factoriza una matriz) a partir de una serie de regresiones
simples por minimos cuadrados. Por esta razon se procede a detallarlo.

Algoritmo NIPALS.

Se dispone de unamatriz X = {x;;} de individuos por variables de rango 4. Las columnas
de X se denotaran por  xy,Xy,...,Xp; Vamos a suponer que las citadas columnas se

encuentran centradas. La férmula de descomposicion del andlisis de componentes
principales se escribe:

a

X:zthp;l

h=1

donde los vectores ty = (tip, tzpsesthn)’ Y Ph = (Pn1,Phzs s Php)’  SON
respectivamente las componentes principales y los vectores directores de los ejes
principales. Las variables x; se expresan en funcion de las componentes t;, t,, ..., t4:

a
Xj = Z phjth ] = 1,2, ., P
h=1

la i-ésima linea (observacion) de X se denota por xf = (x;1, X;z,.. ., X;p), los individuos
X; Se pueden expresar por tanto también en funcion de los vectores p4, ps, .., Pa:
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a

X; = z tinPn i=12,..,n

h=1

La doble ortogonalidad de las componentes principales y de los vectores directores es
caracteristica del analisis de componentes principales. De ahi se deduce que:

e p;; es el coeficiente de regresion de t; en la regresion de x; sobre t;.
e t,; esel coeficiente de regresion de p, en la regresion de x; sobre p;.
e Parah > 1 py; es el coeficiente de regresion de ty, en la regresion de

h-1
Xj — 21—1 pijty sobre ty,.
e Parah > 1 t; es el coeficiente de regresion de py, en la regresion de
h-1
Xj — Mi=1 ty P1 Sobre py.

Se puede considerar también de la descomposicion X = }%_; t;, pj, como un modelo y
los parametros pj; y t,; como cantidades a estimar. Wold propuso una blsqueda iterativa
de estos parametros.

Para h = 1 se obtiene una solucion (p4,t;) tal que p,; es la pendiente de la recta de
minimos cuadrados de la nube de puntos (ty, x;) en R" y ty; es la pendiente de la recta de
minimos cuadrados pasando por el origen de la nube de puntos (p4,X;) en RP.

Para h > 1 se obtiene una solucion (py, ty) tal que py; es la pendiente de la recta de
h-1

minimos cuadrados de la nube de puntos ( ty,, x; — Z pyiti) Y tr €s la pendiente de
1

la recta de minimos cuadrados pasando por el origen de la nube de puntos ( py,x; —
Yit tiPn )-

Cuando no existen datos ausentes, NIPALS conduce el andlisis de componentes
principales tradicional. Cuando hay datos ausentes se obtienen estimaciones de las
componentes t;, y de los vectores p;, que permiten describir la matriz X y estimar los
datos ausentes.

De esta forma el algoritmo NIPALS permite estimar los parametros de un modelo no
lineal (bilineal) con la ayuda de una serie de regresiones simples entre los datos y una
parte de los parametros. De ahi la significacion completa del término NIPALS (Nonlinear
estimation by Iterative Partial Least Square)

Descripcion del algoritmo NIPALS.
Etapa l: Xy = X
Etapa 2: Parah = 1,2, ..., a:

2.1: t}, es la primera columna de X;,_.
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2.2: se repite hasta que converja py:

2.2.1:

t
L Xt
BTty

2.2.2: Normaliza py, a norma 1.

2.2.3:
_ Xh-1Ph

t
" pipy,

. — t
2.3: Xh = Xh—l - th P h
Las relaciones ciclicas de la etapa 2.2 muestran que en el limite los vectores py, Yy ty,
verifican las ecuaciones siguientes:

1
n—1

X} _Xh-1Ph = AnPn

n—1 Xh—l X fl—lth = ){hth

donde el valor A;, es el mayor autovalor comudn a estas matrices. Como py, esta normado
se da la igualdad 4,, = —t ;th (varianza maxima, se puede también dividir por n en

lugar de n-1).

Por tanto, la etapa 2.2 corresponde a una aplicacion del método de potencia iterada para
el calculo del vector propio de una matriz asociado a su mayor autovalor (Hotelling 1936).

La etapa 2.3 corresponde al calculo del residuo X;, de la regresion X;,_; sobre ty,.

Para h = 1 se obtiene el primer eje factorial p; y la primera componente principal t;. La
matriz X; = X —t; pi representan el residuo de la regresion de X sobre la primera

. . . 1 s
componente principal t,. La matriz —- X *X, se puede escribir como:

1, 1
X1X1:n_1

(X_tlpi)(X_tlpi): XtX—/llplpi

n—1 n—1
Por tanto, para h = 2 el vector propio p, de la matriz ﬁ X in asociado a su mayor

. . 1 .
valor propio se corresponde con el vector propio de :XtX asociado al segqundo mayor

autovalor de dicha matriz.
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. 1 o
De manera general la matriz — X ;_1Xh_1 se puede escribir como:

n—

1 t
n—1 X1

1
Xp-1 = thX — A1p1 Pi — A2p2 p; — = Ap_1Ph-1 P ;1_1

. 1 .
y el autovector p;, de la matriz — Xfl_lxh_1 asociado a su mayor autovalor se

1 . ‘-
corresponde con el autovector de :X tX asociado al h-ésimo mayor autovalor A,,.

De esta forma el problema del analisis en componentes principales se puede resolver por
una serie de regresiones simples locales.

No obstante, el interés fundamental del algoritmo NIPALS se manifiesta mas claramente
en presencia de datos ausentes, en cuyo caso resultan las siguientes etapas:

Etapa1l: X, = X
Etapa2: Parah = 1,2, ...,a:
2.1: t,, es la primera columna de X;,_;.

2.2: se repite hasta que converja py:

] ] X(h-1)jithi
{L:xﬁythiexlsten}

> thi

{i:xjiythiexisten}

221:Paraj =1,2,..,p: pnj =

2.2.2: Normaliza py, a norma 1.

] ) X(h-1)jiPhj
{]:xjiythiexlsten}

223:Parai=12,..,n: ty =

2
Phj

{j:xﬁythiexisten}

2.3: Xh = Xh—l —th p ;1

La idea mas importante del algoritmo NIPALS reside en la interpretacion de las etapas
2.2.1y 2.2.3 donde se calculan las pendientes de las rectas minimo cuadraticas, pasando
por el origen, de las nubes de puntos sobre los datos disponibles, {(thi,x(h_l)ﬁ), i=
1,2,..,n} donde ty; y x;; existen Y {(pnj, X(n-1)ji), j = 1,2, ..., p} donde x;; existe. La
salida del algoritmo puede proporcionar los pseudo-valores propios de A; siempre

definidos por la varianza de la componente th(ﬁ tlty).
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Ademas, el algoritmo NIPALS permite estimar los datos ausentes utilizando la formula
de reconstitucion habitual:

h

Rji= z Cki Pkj

k=1

(j es la variable, i la observacion y k la componente). No obstante, el algoritmo funciona
eficientemente sin estimacion de datos ausentes.

En la préactica la convergencia del algoritmo se asegura siempre que no haya demasiados
datos ausentes.
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CAPITULO 6: REGRESION PLS EN R.

1.-Introduccion.

El paquete pls (cran.r-project.org/web/packages/pls) implementa Regresion de
Componentes Principales (PCR) y Partial Least Square Regression (PLSR) en R, y esta
disponible gratuitamente en el sitio web de CRAN. El paquete implementa PCR y varios
algoritmos para PLSR, describiremos el paquete y como se utiliza para el anélisis de
datos; asi como puede ser utilizado como parte de otros paquetes.

En este apartado se explica un ejemplo para obtener una vision general del paquete. Se
describen férmulas y marcos de datos como se utilizan en pls. Analizando como se ajustan
los modelos y la eleccion del mismo por validacion cruzada; inspeccionando y trazando
el modelo y por altimo se realizan predicciones de futuras observaciones.

2.-Ejemplo.

En la practica apenas hay diferencias entre el uso de PLSR y PCR; en la mayoria de los
casos, los métodos consiguen precisiones de prediccion similares, aunque PLSR por lo
general necesita menos variables latentes que PCR, es decir, con el mismo nimero de
variables latentes, PLSR cubrird mas la variacion en Y y PCR cubrira mas la variacion en
X.

Hay que tener en cuenta que en algunos casos PLSR parece aumentar la varianza de los
coeficientes de regresion individuales, por lo que no siempre es mejor que PCR.

Se analiza con un ejemplo para obtener una vision general del paquete.

Se carga el paquete para poder utilizarlo con el siguiente argumento:
Tibrary(pls)

Con esta funcion se carga el paguete pls en R; existen tres ejemplos de conjuntos de datos
que se incluyen en este paquete:
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yarn Un conjunto de datos con 28 espectros de infrarrojo cercano (NIR) de hilos PET,
medidos a 268 ondas longitudinales como predictores y la densidad como respuesta
(density). El conjunto de datos también incluye una variable l6gica train que puede
utilizarse para dividir los datos en un subconjunto de datos de tamafio 21 y un subconjunto
de datos denominados test de tamafio 7.

oliveoil Un conjunto de datos con 5 mediciones de calidad (chemical) y panel sensorial
de 6 variables paneles (sensory) hechas en 16 muestras de aceite de oliva.

gasoline Un conjunto de datos consistentes en el indice de octano (octane) y el espectro
NIR (NIR) de 60 muestras de gasolina. Cada espectro NIR consta de 401 mediciones de
reflectancia de 900 a 1700nm.

Estos conjuntos de datos se utilizaran en los siguientes ejemplos; para ello primero se ha
de cargar con los siguientes comandos:

data("yarn")
data("oliveoil™)

data("gasoline")

A partir de ahora se supone que el paquete y los conjuntos de datos han sido cargados
como se ha indicado. En este apartado, se realiza un PLSR (regresién PLS) con los datos
de gasolina para ilustrar el uso de PLS.

Se comienza dividiendo el conjunto de datos en datos entrenamiento (gastrain) y
conjunto de datos prueba (gastest) con los siguientes comandos:

gastrain<-gasoline[1:50,]
gastest<-gasoline[51:60,]

Para ajustar los datos a un modelo PLSR se realiza usando el comando:
gasl<-plsr(octane~ NIR, ncomp=10, data=gastrain, validation="L00")

Con ello se indica el ajuste a un modelo con 10 componentes, incluyendo leave-one-out
(LOO) por validacion cruzada. Se puede obtener una vision general de los resultados de
ajuste y validacion con el comando:
summary (gasl)
Obteniendo los siguientes resultados:
Data: X dimension: 50 401

Y dimension: 50 1

Fit method: kernelpls
Number of components considered: 10
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VALIDATION: RMSEP
Ccross-validated using 50 Teave-one-out segments.

(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
cv 1.545 1.357 0.2966 0.2524 0.2476 0.2398 0.2319 0.2386 0.2316 0.2449 0.2673
adjcv  1.545 1.356 0.2947 0.2521 0.2478 0.2388 0.2313 0.2377 0.2308 0.2438 0.2657

TRAINING: % variance explained

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps &8 comps 9 comps 10 comps
X 78.17 85.58 93.41 96.06 96.94 97.89 98.38 98.85 99.02 99.19
octane 29.39 96.85 97.89 98.26 98.86 98.96 99.09 99.16  99.28 99.39

Los resultados de la validacion son Root Mean Squared of Prediction (RMSEP). Existen
dos estimaciones de validacion cruzada: CV es la estimacion CV comdn y adjCV es un
sesgo corregido de la estimacion CV. (Para una validacion cruzada LOO, practicamente
no hay diferencias).

A menudo es més facil analizar los RMSEP por gréficos, usamos para ello el siguiente
comando:

plot(RMSEP(gasl), legendpos = "topright")

octane
g — CV
| ---- adjiCV
2 -
i
:E ]
o [{n]
©
~ I
= I I I I I I
0 2 4 6 8 10

number of components

Figural: Curvas RMSEP con validacion cruzada para los datos de gasolina

Este grafico muestra los RMSEP como funciones del nimero de componentes. Con el
argumento legendpos se indica al grafico que afiada una leyenda en la posicién indicada.
Se puede analizar con el grafico que dos componentes parecen ser suficiente ya que se
obtiene un RMSEP de 0.297. Como se ha indicado anteriormente, la principal diferencia
entre PCR y PLSR es que la PCR a menudo necesita mas componentes que PLSR para
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lograr el mismo error de prediccion. En este caso en concreto, la PCR necesitaria tres
componentes para lograr el mismo RMSEP.

Una vez elegido el numero de componentes, se pueden analizar los diferentes aspectos
del ajuste mediante el grafico de las predicciones, residuos...etc. El grafico de prediccion
se puede obtener con el siguiente comando:

plot(gasl, ncomp=2, asp=1l, 1ine=TRUE)

octane, 2 comps, validation

predicted
B4 85 86 87 88 89

80

measured

Figura 2: gréfico para las predicciones de los datos de gasolina.

En este grafico se muestran las predicciones con validacion cruzada con dos componentes
en comparacion con los valores medidos. Se ha seleccionado una relacion asp=1y se
indica que aparezca la linea objetivo. Se puede observar que los puntos se adaptan muy
bien a la linea objetivo y no se aprecian curvaturas u otras anomalias.

También se puede realizar el gréfico de los residuos usando el argumento plottype de la
siguiente forma:

plot(gasl, plottype = "scores", comps=1:3)
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Figura 3: Gréfico de residuos para los datos de gasolina.

Se obtiene un grafico de residuos para las tres primeras componentes. Los graficos de
residuos se usan a menudo para buscar patrones o valores atipicos en los datos. En este
ejemplo no existen indicios de valores atipicos. Los datos que aparecen entre paréntesis
después de cada componente corresponden al porcentaje de varianza explicada por cada
componente para la variable X. También se puede obtener explicitamente la varianza
explicada con el siguiente comando:

explvar(gasl)
Obteniendo los siguientes resultados:

Comp 1 Comp 2 Comp 3 Comp 4 Comp 5 Comp 6 Comp 7 Comp 8 Comp 9 Comp 10
78.17076  7.41222 7.82415 2.65777 0.87682 0.94663 0.49215 0.47232 0.16882 0.16937

Es frecuente utilizar el modelo para predecir los valores de respuesta de las nuevas
observaciones. Con el siguiente comando se realiza una prediccion para las diez
observaciones en gastest, utilizando dos componentes:

predict(gasl, ncomp = 2, newdata = gastest)
Obteniendo los siguientes resultados:
, , 2 comps
octane
51 87.94125

52 87.25242
53 88.15832
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54 84.96913
55 85.15396
56 84.51415
57 87.56190
58 86.84622
59 89.18925
60 87.09116

Debido a que se conocen los verdaderos valores de respuesta para estas muestras, se puede
calcular el conjunto de pruebas RMSEP con el siguiente comando:

RMSEP(gasl, newdata=gastest)
Obteniendo los siguientes resultados:

(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
1.5369 1.1696  0.2445 0.2341 0.3287 0.2780 0.2703 0.3301 0.3571 0.4090 0.6116

Para dos componentes, obtendremos 0.244, que es bastante cercano a la estimacion
indicada anteriormente de 0.297.

3.-F6rmulas y marco de datos.

El paquete pls tiene unas férmulas que funcionan de forma similar, en la mayoria de los
casos, a la regresion lineal simple en R denominada Im. En este apartado se indican
descripciones de férmulas y marco de datos (data frame) para pls.

3.1-Formulas.

Una férmula consiste en un left hand side (lhs), una tilde (~) y un right hand side (rhs).
Los lhs consisten en un solo término, que representa la respuesta. El rhs consiste en uno
0 mas términos separados por +, representando la variable explicativa. Por ejemplo, en la
formula a~b+c+d, a es la variable respuesta y b, ¢ y d son las variables explicativas. El
término intercept se incluye automaticamente por lo que no es necesario especificarlo en
la formula.

Cada término representa una matriz, un vector numérico o un factor (se debe tener en
cuenta que la variable respuesta no debe ser un factor). Si el término respuesta puede ser
una matriz obteniendo asi un modelo multidimensional. También es posible usar
transformaciones de las variables como, por ejemplo, log(y)~Z que especifica una
regresion del logaritmo de y sobre la variable Z. Si las transformaciones contienen
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simbolos, (+,* 0 ) lo términos de ir acompafiados de la funcion I() de la siguiente

forma:y~x1 + 1(x2+x3). En este caso se indican dos variables respuesta, una x1 y otra la
suma de x2+x3.

3.2-Marco de datos (Data frame).

Las funciones de ajustes de modelos buscan primero las variables especificadas en un
marco de datos suministrados, y es aconsejable recoger todas las variables de este modo.
De esta forma se hace mas fécil saber qué datos se ha utilizado para ajustar, para mantener
variantes diferentes de los datos y para predecir nuevos datos.

Para crear un marco de datos, se puede usar la funcién data.frame: si v1, v2 y v3 son
factores o vectores numéricos, mydata <-data.frame (y=v1, a=v2, b=v3) dard como
resultado un marco de datos con variables denominada y, a 'y b.

PLSR y PCR a menudo se utilizan con una matriz como el término Gnico predictor.
Ademas, los modelos de respuesta maltiple requieren una matriz como respuesta. Si Z es
una matriz, tiene que ir acompafada por la “protect function” I() cada vez que se haga
mencion en la funcion data.frame: mydata<-data.frame(..., Z=I(Z)). De lo contrario,
separa las variables para cada columna, y no habrd ninguna variable llamada Z en el
marco de datos, por lo que no se puede usar Z en la formula. También se puede afadir a
un marco de datos existente:

Mydata<- data.frame(...)
Mydata$z<-Z

De esta forma también se evita que Z se divida en variables separadas. Finalmente,
también se puede hacer mencion al comando cbind con el que se puede combinar vectores
y matrices. Es muy util en la variable respuesta, por ejemplo, cbind(yl, y2)~X.

Las variables en un marco de datos se pueden acceder con el operador $, por ejemplo,
mydata$y. Sin embargo, las funciones en pls acceden a las variables automéaticamente,
por lo que el usuario nunca debe usar $ en las formulas.

4.-Ajustes de modelos.

Las funciones principales para ajustar los modelos son pcr y plsr. Se va a utilizar plsr en
los ejemplos en este apartado, pero se podria haber usado igualmente las funciones pcr
(o mvr).
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En su forma mas simple, la funcién para ajustar los modelos es plsr (férmula, ncomp,
datos). La formula de argumento es una formula como se ha descrito anteriormente,
ncomp es el nUmero de componentes que se desea ajustar, y los datos son el marco de
datos que contienen las variables a utilizar en el modelo. La funcién devuelve un modelo
ajustado que puede ser analizado o utilizado para predecir nuevas observaciones. Por
ejemplo:

densl<-plsr(density~NIR, ncomp=5, data=yarn)

Si el término de respuesta de la formula es una matriz, se ajusta un modelo de respuesta
mdaltiple, por ejemplo:

dim(oliveoil$sensory)

[1] 16 6

plsr(sensory~chemical, data=oliveoil)

Partial Teast squares regression , fitted with the kernel algorithm.
call:
plsr(formula = sensory ~ chemical, data = oliveoil)

Se puede comprobar que la salida nos indica que tipo de modelo es y como se denomina
la funcion de ajuste. EI argumento ncomp es opcional; si se omite, toma por defecto el
nimero maximo de componentes. También los datos son opcionales, y si se omiten, las
variables especificadas en la férmula se buscan en el entorno global (espacio de trabajo
del usuario). Por lo general, es preferible mantener las variables en los marcos de datos,
pero a veces puede ser conveniente tenerlos en un entorno global. Si las variables residen
en un marco de datos, por ejemplo, yarn, no se usa la formula “yarn$density~yarn$NIR”
se utiliza density~NIR y se especifica el marco de datos con data=yarn como se ha
indicado.

Para utilizar s6lo una parte de las muestras en un conjunto de datos, los primeros 20, se
puede usar el comando subset=1:20 o bien data=yarn[1:20,]. Ademas, si se desea probar
diferentes alternativas del modelo se puede hacer con el comando update:

trainind<-which(yarn$train==TRUE)
dens2<-update(densl, subset=trainind)

Vuelve a montar el modelo densl usando solo las observaciones que estdn marcadas con
TRUE en yarn$train y

dens3<-update(densl, ncomp=10)
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Cambiara el numero de componentes a 10. Otros argumentos, como la férmula, también
pueden ser cambiados por actualizaciones.

La ausencia de datos a veces puede ser un problema, los algoritmos PLSR y PCR
actualmente implementados en pls no trabajan los valores ausentes intrinsecamente, por
lo que las observaciones ausentes deben ser eliminadas. Esto se puede hacer con el
argumento na.action. Usamos na.action=Na.omit (el valor predeterminado), cualquier
observacién con valores ausentes se eliminarda del modelo completamente. Con
na.action=na.exclude, se eliminaran del proceso de ajuste, pero se incluyen como NA
en los valores residuales y ajustados. Si se necesita un error explicito cuando exista
ausencia de datos, se usa na.action=na.fail. El na.action predeterminado se puede
establecer con options(), por ejemplo, options(na.action=quote(na.fail)).

A menudo, se necesitan estandarizacién y otros pretratamientos de las variables
predictoras; en pls, las variables predictoras siempre estdn centradas, como parte del
algoritmo de ajuste. La escala se establece con el argumento scale. Si la escala es TRUE,
cada variable es estandarizada por estar divida por su desviacién estandar, y si la escala
es un vector numérico, cada variable se divide por el nimero correspondiente. Por
ejemplo:

olivel<-plsr(sensory~chemical, scale=TRUE, data=oliveoil)

Como se menciond anteriormente, msc se implementa en pls como una funcion msc que
se puede utilizar en férmulas:

gas2<-plsr(octane~msc(NIR), ncomp=10, data=gastrain)

Esta dispersion corrige NIR antes de la adaptacion, y se encarga de que los nuevos
espectros sean automaticamente scatter corregido (usando el mismo espectro de
referencia que cuando se ajustan) con la funcidn predict seria:

predict(gas2, ncomp=3, newdata = gastest)

Hay otros argumentos que se pueden usar como son: validation es para seleccionar y
también el argumento mvrCv.

5.-Eleqir el nimero de componentes por Validacién Cruzada.

Validacion cruzada, se utiliza con frecuencia para determinar el numero éptimo de
componentes a tener en cuenta, se controla mediante el argumento validation en las
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funciones de modelado (mvr, plsr y pcr). El valor predeterminado es “none” los
argumento “CV” o “LOO” se usan en el procedimiento de modelado con el argumento

mvrCyv para realizar validacion cruzada. “LOO” utiliza validacion cruzada dejando un
caso fuera, mientras que “CV” divide los datos en segmentos. Por defecto utiliza diez
segmentos, seleccionados aleatoriamente, pero también segmentos de objetos
consecutivos 0 segmentos intercalados, solo hay que indicarlo en el argumento
segment.type.

Cuando se realiza la validacion del modelo de esta forma, el modelo contendra un
elemento que comprende informacion sobre las predicciones fuera de la bolsa (en forma
de valores predichos, como por ejemplo el MSEP y R?). Los resultados de la validacion
se pueden visualizar usando el argumento plottype="validation” en la funcién de
gréaficos estandar. Como ejemplo lo se puede visualizar en la Figura 1 para los datos de
gasolina; normalmente se seleccionaria un nimero de componentes y se puede comprobar
que el error de validacion cruzada no muestra una disminucion significativa.

La decision de cudntos componentes seleccionar sera en cierta medida subjetiva; sin
embargo, especialmente cuando se construye un gran nimero de modelos (como ejemplo,
en estudios de simulacién), puede ser crucial tener una estrategia consistente en como

elegir el nimero “optimo” de componentes.

Cuando se aplica un pretratamiento que depende de la composicién del conjunto de
entrenamiento, el procedimiento de validacién cruzada como se ha descrito anteriormente
no es 6ptimo, ya que, los errores de validacion estan sesgados por debajo. Siempre y
cuando el Unico proposito sea seleccionar el 6ptimo numero de componentes, este sesgo
no se considera muy importante, pero tampoco seria demasiado dificil de evitar. Las
funciones de modelado tienen un argumento scale que puede ser usado para los
segmentos; sin embargo, los métodos mas elaborados como MSC necesitan usar los
segmentos de formas méas explicita. Para esto, la funcion crossval es muy valida, toma
un mvr object y realiza cros-validation, aplicando en pretratamiento para cada segmento.
Los resultados se pueden analizar en una grafica similar a la figura 1 o bien ver el resumen
de datos.

gas2.cv<-crosval(gas2, segments=10)
plot(MSEP(gas2.cv), legendpos="topright")
summary(gas2.cv, what="validation")
Data: X dimension: 50 401

Y dimension: 50 1

Fit method: kernelpls
Number of components considered: 10
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VALIDATION: RMSEP

Ccross-validated using 10 random segments.

(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps8 comps 9 comps 10 comps
cv 1.545 1.303 0.2824 0.2538 0.2377 0.2358 0.2469 0.2442 0.2559 0.2736 0.2886
adjcv 1.545 1.301 0.2806 0.2529 0.2347 0.2323 0.2410 0.2388 0.2492 0.2646 0.2777

Aplicar MSC en este caso conduce a casi idénticas predicciones por validacion cruzada.

Cuando la escala no depende de la division de los datos en segmentos, las funciones
crossval y mvrCv dan los mismos resultados; sin embargo, crossval es mucho mas lento.

6.-Analisis de ajuste de modelo.

La validacion cruzada puede ser computacionalmente exigente (especialmente cuando se
utiliza la funcién crossval). Un analisis mas exhaustivo al ajuste del modelo puede revelar
interesantes acuerdos o desacuerdo con las informaciones sobre las relaciones entre X e
Y.

6.1-Grafico.

Se puede acceder a todas las funciones de trazado a través del argumento plottype de la
funcion plot. La grafica por defecto es una grafica de prediccién (predplot), que muestra
la prediccion de valores sobre los valores medidos. Las predicciones de conjuntos de
pruebas se utilizan si se suministra un conjunto de pruebas con el argumento newdata.
Por otra parte, si el modelo fue construido utilizando validacion cruzada, se utilizan las
predicciones de validacion cruzada, de lo contrario pueden anularse las predicciones del
conjunto de entrenamiento.

Para evaluar cuantos componentes son Optimos, un diagrama de validacion
(validationplot) se puede usar como se muestra en la figura 1. Es una muestra de medida
del rendimiento de las predicciones (RMSEP, MSEP, R?) frente al nimero de
componentes. En general, seleccionamos el primer minimo local en lugar de elegir el
minimo absoluto en la curva para evitar un ajuste excesivo.

Los coeficientes de regresion se pueden visualizar usando plottype="coef” 0 bien
directamente a través de la funcion coefplot. Esto permite trazar simultaneamente la
regresion de vectores para varios numeros diferentes de componentes a la vez. Los
vectores de regresion para el conjunto de datos de gasolina utilizando msc se muestran en
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la figura 4 usando el comando:

plot (gasl, plottype = "coef", ncomp=1:3, legendpos="bottomleft",
Tabels="numbers", xlab="nm")
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Figura 4: Coeficientes de regresion para los datos de la gasolina

Obsérvese que los coeficientes para dos componentes y tres componentes son similares,
es porque la tercera componente influye muy poco en las predicciones. Los RMSEP y las
predicciones para dos y tres componentes son bastante similares como habiamos
comprobado anteriormente.

Las puntuaciones (score) y las cargas (loadings) se pueden representar mediante las
funciones scoreplot y loadplot. Se puede indicar el nimero de componentes con el
argumento comps, si se dan mas de dos componentes el gréafico de puntuaciones sera un
diagrama de pares, de lo contrario serd un diagrama de dispersion. Para loadplot, el valor
predeterminado es utilizar gréficos lineales.

Finalmente, un diagrama de cargas de correlacion “correlation loadings” (funcidén
corrplot o plottype="correlation”) muestra las correlaciones entre cada variable y las
componentes seleccionadas. Son gréaficos de dispersion de dos series de puntuaciones con
circulos concéntricos de radios dados radii. Cada punto corresponde a una variable X, el
cuadrado de la distancia entre el punto y el origen es igual a la fraccion de la varianza de
la variable explicada por las componentes en el panel. Los valores predeterminados para
radii corresponden a 50% y 100% que explican la varianza.

CRISTINA MARQUEZ RUIZ



MODELO DE REGRESION PLS

La funcion plot acepta la mayoria de los pardmetros de los graficos mas comunes, tales
como col y pch. Si el modelo tiene varias respuestas o seleccionamos méas de un tamafo
de modelo, por ejemplo, ncomp=4:6, en algunas funciones del grafico (en particular en
gréficos de prediccion, graficos de validacion y graficos de coeficientes) el grafico se
divide en ventanas y un grafico se muestra para cada combinacion de respuesta y el
tamafio del modelo. El nimero de filas y columnas son elegidos de forma automatica,
pero puede especificarse explicitamente con argumentos nrows y ncols. Si hay varios
gréaficos que se ajustan a la pantalla de diagramas, presionando retorno vemos el resto de
gréficos.

6.2-Extraccion.

Los coeficientes de regresion se pueden extraer utilizando la funcion genérica coef; la
funcién toma varios argumentos, indicando el nimero de componentes a tener en cuenta,
y si se necesita la interseccion por defecto es FALSE.

Las puntuaciones y las cargan pueden ser extraidas utilizando funciones score y loadings
de X, y los datos Yscores e Yloadings de Y, estos también devuelven el porcentaje de
varianza explicada como atributos en plsr, los pesos pueden ser extraidos utilizando la
funcion loading.weights. Cuando se aplica a un modelo pcr la funcion devuelve NULL.

Nota: los comandos con argumento plot(score(gasl)) son correctos y muestran el mismo
grafico que si usamos el argumento scoreplot.

6.3-Resumen de datos.

El método de impresion para un objeto de la clase “mvr” muestra el tipo de regresion
utilizado, quizas indica la forma de validacion empleada y muestra la funcion a la que
hacemos referencia. La funcién summary nos muestra la cantidad de varianza explicada
por el método utilizado (el nimero de variables latentes para todas las opciones).
Summary tiene un argumento adicional what para poder obtener los resultados de la fase
entrenamiento o la validacion, respectivamente. Por defecto muestra ambos datos.

7.-Prediccion de nuevas observaciones.

El ajuste de modelos a menudo se utiliza para predecir futuras observaciones, y pls tiene
implementado predict para modelos plsr y pcr. La forma mas comdn de llamar a esta
funcién es predict (mymod, nhcomp=myncomp, newdata=mynewdata) donde mymod es
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un modelo ajustado, myncomp especifica el tamafio del modelo y mynewdata es un marco
de datos con las nuevas observaciones de X. El marco de datos también puede contener

mediciones de respuesta para las nuevas observaciones, que puede ser utilizado para
comparar los valores predichos a los medidos, o para estimar la capacidad de prediccion
global del modelo. Si la funcién no encuentra newdata, predict utiliza los datos utilizados
para encajar el modelo, es decir, devuelve valores ajustados.

Si la funcion no reconoce ncomp, predict devuelve predicciones para los modelos con 1
componente, 2 componentes, -+, a componentes. donde a es el nimero de componentes
utilizados para ajustar el modelo. De lo contrario, se utiliza el tamafio del modelo indicado
en ncomp. Por ejemplo, para obtener las predicciones del modelo construido
anteriormente con dos y tres componentes usariamos:

predict(gasl, ncomp = 2:3, newdata = gastest[1:5,])
, , 2 comps

octane
51 87.94125
52 87.25242
53 88.15832
54 84.96913
55 85.15396

, , 3 comps

octane
51 87.94907
52 87.30484
53 88.21420
54 84.86945
55 85.24244

(Se predice sélo las cinco primeras observaciones de prueba). Las predicciones con dos
y tres componentes son bastantes similares. Podria ser de esperar, dado que los vectores
de regresion, asi como los RMSEP estimados para los dos tamafios de modelo fueron
similares.

También se puede especificar de forma explicita que las componentes a utilizar en la
prediccion, se realiza especificando las componentes en las composiciones de argumento.
(si se especifican ncomp y composiciones comps, tiene prioridad comps sobre ncomp).
Por ejemplo, para obtener predicciones de un modelo con solo dos componentes, se puede
utilizar:

predict(gasl, comps = 2, newdata = gastest[1l:5,])
octane

51 87.53322
52 86.30322
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53 87.35217
54 85.81561
55 85.31952

Los resultados son diferentes de las predicciones con dos componentes (es decir, los
componentes de una y dos anterior) (el intercept se incluye siempre en las predicciones,
se puede eliminar sustrayendo mymod$Ymeans de los valores pronosticados).

La funcion predict devuelve una matriz tridimensional, en la que la entrada (i, j, k) es el
valor predicho para i observacion, la respuesta de j y el tamafio del modelo k. Hay que
tener en cuenta que la prediccion de cinco observaciones para un modelo uni-respuesta
con ncomp=3 da una matriz 5 x 1 x 1, no es un vector de longitud cinco. Esto es para que
sea mas facil para distinguir entre las predicciones de los modelos con una de la respuesta
y predicciones con el tamafio del modelo. Se puede usar las dimensiones explicitamente
mediante el uso de drop(predict(..)).

drop(predict(gasl, ncomp = 2:3, newdata = gastest[1:5,]))

2 comps 3 comps
51 87.94125 87.94907
52 87.25242 87.30484
53 88.15832 88.21420
54 84.96913 84.86945
55 85.15396 85.24244

Los valores perdidos en newdata se modifican en NA en las predicciones previstas, de
manera predeterminada, se puede modificar con el argumento na.action.

El newdata no tiene que ser un marco de datos. Reconociendo el hecho de que the right
hand side de PLS y PCR muy a menudo son un solo término matriz, la funcion predict
permite utilizar una matriz como newdata por lo que en lugar de

newdataframe <- data.frame (X = newmatrix)
predict( ..., newdata = newdataframe)

se puede decir directamente:

predict( ..., newdata = newmatriz)

Sin embargo, hay un par de advertencias: en primer lugar, solo se puede aplicar en la
funcidn predict, otras funciones que tome un argumento newdata (como RMSEP) debe
tener un marco de datos, ya que también necesitara los valores respuesta. En segundo
lugar, cuando newdata es un marco de datos, predict es capaz de realizar mas pruebas en
los datos suministrados, tales como las dimensiones y tipos de variables. Por ultimo, con
la excepcion del posicionamiento (especificado con el argumento scale al ajustar el
modelo), cualquier transformacion o codificacion de factores e interacciones tienen que
ser realizadas manualmente si newdata es una matriz.
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A menudo es interesante predecir las puntuaciones de nuevas observaciones, en lugar de
los valores de respuesta, se puede realizar mediante la especificacion en el argumento

tipo="scores” en la funcidén predict. Se obtiene de esta forma una matriz con las
puntuaciones correspondientes a las componentes especificadas en comps (hcomp es
aceptado como sindnimo de comps a la hora de predecir las puntuaciones).

Existe un grafico de predicciones con la funciéon predplot; esta funcion es genérica y
también se puede utilizar para el grafico de predicciones a partir de otros tipos de
modelos, como Im. Dicha funcion se usa con el siguiente argumento:

predplot(gasl, ncomp = 2, newdata = gastest, asp=1, 1line=TRUE)

octane, 2 comps, test

predicted
B5 B6 87 88 B89

82

92 94

measured

Figura 5: Test de predicciones

Este grafico predice, con dos componentes frente a valores de respuesta medios. (Hay que
tener en cuenta que newdata debe ser un marco de datos con las dos variables X e Y).

8.-Otros.

En este apartado se detallan un par de temas pocos técnicos para el uso méas avanzado del
paquete.

Existen varios algoritmos PLSR, y el paquete pls actualmente implementa tres de ellos:
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el algoritmo de nucleo para matrices, the kernel algorithm, (muchas observaciones, pocas
variables), el clasico algoritmo de puntuaciones, también conocido como NIPALS vy el
algoritmo SIMPLS. EIl algoritmo Kernel y el algoritmo de puntuaciones producen los
mismos resultados, aunque el algoritmo Kernel suele ser mas rapido para la mayoria de
los problemas. El algoritmo SIMPLS produce el mismo ajusto cuando se trata de una sola
respuesta; pero existe una ligera diferencia para los modelos de respuesta multiple.
También es generalmente mas rapido que el algoritmo NIPALS.

El valor por defecto es utilizar el algoritmo de Kernel. Se puede especificar el algoritmo

que queramos utilizar con el argumento: method ="oscorespls”.

Cada vez que se desee cambiar el algoritmo, usar la opcién de anotarlo puede resultar un
poco tedioso por lo que existe la opcion de cambiar la configuracion que existe por
defecto con la funcion pls.options; devuelve la configuracion actual como una lista
denominada:

> pls.options()

$mvralg
[1] "kernelpls"

$plsralg
[1] "kernelpls"

$cpplsalg
[1] llcpp'lsll

$pcralg
[1] "svdpc"

$parallel
NULL

$w.tol
[1] 2.220446e-16

$X.tol
[1] le-12

Las opciones especifican el algoritmo de ajuste por defecto del mvr, plsr y pcr. Para que
devuelve so6lo una opcion especifica se utiliza la funcion pls.options(“plsralg”). Para
cambiar el algoritmo predeterminado para plsr el resto de la sesién, se puede utilizar:

pls.options(plsralg="oscorespls")

Hay que tener en cuenta que este cambio de opcion solo dura mientras dure la sesion de
R.
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8.1-Validacién cruzada paralela.

La validacion cruzada es un procedimiento exigente computacionalmente. Las funciones
de ajuste subyacentes se han optimizado, y la implementacion de validacion cruzada que
se usa cuando se especifica el argumento de validacion para mvr trata de evitar cualquier
calculo que no sean necesarios; aun asi, la validacion puede llevar mucho tiempo, en los
modelos con grandes matrices, muchos componentes o0 varios segmentes.

Desde la version 2.14.0, R ha trabajado con package parallel para ejecutar calculos
paralelamente, en las maquinas multi-CPU o en varias maquinas. El paquete pls puede
utilizar sistemas de ese tipo para ejecutar las validaciones cruzadas en paralelo.

8.2-Paquete de disefno (package design).

El paquete pls esta disefiado de tal manera que una funcién mvr utiliza la férmula y los
datos, y llama a una funcién subyacente de ajuste (y posiblemente una funcion de
validacion cruzada) para hacer el trabajo real.

Los paquetes de graficos estdn implementados de forma similar. Las funciones son
independientes del grafico destinado a estar interactivo, ya que hay personas que les gusta
usar la funcion de grafico genérica; mientras que a otros les gusta usar funciones
separadas para cada tipo de grafico. También existen graficos para algunos de los
componentes de los modelos equipados que se pueden obtener con funciones de
extraccion, como puntuacion y matrices de carga.

8.3-Utilizar funciones de ajuste directamente.

Las funciones subyacentes de ajustes se denominan kernelpls.fit, oscorespls.fit y
simpls.fit para los modelos plsr, y svdpc.fit para el modelo pc. Todas ellas toman
argumentos X, Y, ncomp y stripped. Denominamos a los argumentos X, Y como matrices,
no marco de datos y ncomp cémo el numero de componentes. El valor por defecto del
argumento stripped es FALSO. Cuando es TRUE, los calculos son el minimo requerido
para la media de la X y la media de la Y y los coeficientes de regresion. Se utiliza para
acelerar los procedimientos de validacion cruzada.

Las funciones de ajuste pueden ser Ilamadas directamente, por ejemplos, cuando se
necesita evitar la sobrecarga de las formulas y utilizacion de datos en repetidos ajustes.
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8.4-Utilizacion de formulas con mas detalle.

El manejo de las formulas y variables en el modelo de ajuste es muy similar a lo que
ocurre en la funcion Im: las variables especificadas en la formula se buscan en la trama
de datos dada en el argumento de datos de la funcion de ajuste (plsr, pcr o mvr), o en el
entorno de la llamada si no se encuentra en la trama de datos. Los factores se codifican
en una 0 mas de las columnas, dependiendo del nimero de niveles, y en la opcion de
contrastes. Todas las variables son recogidas en una matriz numérica del modelo. Esta
matriz es entonces entregada al ajuste subyacente o funciones de validacion cruzada. Una
manipulacion similar se utiliza en el método de predecir.

El intercept es tratado de forma especial en los pls. Después de la matriz del modelo se
haya construido, se elimina la columna intercept. Esto asegura que cualquier factor se
codifique como si el intercept estuviese presente. Las funciones de ajuste que subyacen a
continuacidn, centran el resto de las variables como parte del proceso de adaptacion (esto
es intrinseco en los algoritmos plsr y pcr). El intercept se usa por separado; una
consecuencia de eso es que en las formulas se especifican explicitamente sin el intercept
(por ejemplo y~a+b-1), solo dara lugar a la codificacion de cualquier factor para cambiar;
el intercept seguira siendo ajustado.
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CAPITULO 7: CASO PRACTICO DE REGRESION PLS EN
R.

1.-Introduccion.

Como se ha indicado anteriormente en la libreria especifica que tiene R para el algoritmo
pls, existen varios ejemplos, en este caso en concreto se va analizar los datos Gasolina y
con ellos se realizan un analisis del algoritmo desarrollado anteriormente utilizando los
comandos y argumentos especificados en el apartado anterior.

gasoline Un conjunto de datos consistentes en el indice de octano (octane) y el espectro
NIR (NIR) de 60 muestras de gasolina. Cada espectro NIR consta de 401 mediciones de
reflectancia de 900 a 1700nm.

Se realiza una carga del paquete para poder utilizarlo con el siguiente argumento:
Tibrary(pls)
Posteriormente también se cargan los datos con el siguiente comando:

data("gasoline")

A partir de ahora se supone que el paquete y los conjuntos de datos han sido cargados
como como se ha indicado. En este apartado, se realiza una PLSR con los datos de
gasolina para ilustrar el uso de PLS.

En primer lugar, se divide el conjunto de datos en datos entrenamiento y conjunto de
datos prueba con los siguientes comandos; en el desarrollo anterior se ha dividido la
muestra simplemente nombrando los 50 primeros datos y los 50 siguientes, en este caso,
para que el ejemplo sea mas préactico, se realiza con una semilla, de forma aleatoria y
usando para los datos entrenamiento el 75% de los datos y el resto 25% los datos test, se
usan los siguientes comandos para el desarrollo indicado:

set.seed (1)

n=nrow(gasoline)

train=sample(1l:n, floor(n*0.75))
test=setdiff(1l:n,train)

Con ello se obtienen los datos preparados para su posterior estudio.
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2.-Estudio de componentes principales PCR.

A continuacion, se realiza un analisis de componentes principales para posteriormente
realizar una comparativa del estudio, para ello usamos los siguientes argumentos:
pcr.fit=pcr(octane~., data=gasoline,subset=train,
scale=TRUE, validation="cv")

Con esta funcion se ajustan los datos a un modelo de componentes principales. Con el
argumento “data=gasoline” se indican los datos que se desean ajustar, en concreto con
el argumento “subset=train” solo se usan un conjunto de esos datos en concreto el
denominado train en la anterior divisién, con “scale=TRUE” se indica que los datos sean
tipificados y por ultimo se desea usar validacion cruzada y para ello se usa el siguiente

argumento validation="cv". Se obtiene un modelo ajustado y denominado
“per.fit”.

A continuacién, para el andlisis del modelo, lo mejor es obtener el grafico de las
predicciones de los cuadrados medios, Mean Squared of Prediction (“MSEP”) y de esta
forma se analiza el modelo.

validationplot(pcr.fit,val.type="MSEP")

octane
L=
i
[ ]
L
o
= L=
L=
= I I I I I
0 10 20 30 40

number of components

Figural: Curva MSEP con validacion cruzada para los datos de gasolina
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Este grafico muestra los MSEP como funciones del nimero de componentes.

Con este grafico se puede analizar que dos componentes parecen ser suficiente ya que,
una vez elegido el numero de componentes, se pueden sacar conclusiones de los
diferentes aspectos del ajuste mediante el grafico de residuos.

plot(pcr.fit, plottype = "scores", comps = 1:3)

En este caso, se indica el tipo de grafico que se desea analizar “scores” (grafico de
residuos y se indica el nimero de componentes a analizar 1:3 y obteniendose el siguiente
gréfico:
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Figura 2: Gréfico de residuos para los datos de gasolina.

Se obtiene de esta forma un grafico de residuos para las tres primeras componentes. Los
gréaficos de residuos se usan a menudo para buscar patrones o valores atipicos en los datos.
En este ejemplo no existen indicios de valores atipicos. Los datos que aparecen entre
paréntesis después de cada componente corresponden al porcentaje de varianza explicada
por cada componente para la variable X. También se puede obtener explicitamente la
varianza explicada con el siguiente comando:

explvar(pcr.fit)
cumsum(explvar(pcr.fit))
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Y con esta funcion se realiza una suma acumulada, obteniendo:

Comp 1 Comp 2 Comp 3 Comp 4 Comp 5 Comp 6 Comp 7 Comp 8 Comp 9 Comp 10
71.41713 88.71433 94.25020 97.74322 98.57829 98.98205 99.20757 99.38855 99.50176 99.60099

Comp 11 Comp 12 Comp 13 Comp 14 Comp 15 Comp 16 Comp 17 Comp 18 Comp 19 Comp 20
99.66653 99.72865 99.77014 99.80685 99.83683 99.85971 99.87573 99.89081 99.90375 99.91560

Comp 21 Comp 22 Comp 23 Comp 24 Comp 25 Comp 26 Comp 27 Comp 28 Comp 29 cComp 30
99.92594  99.93515 99.94354 99.95114 99.95741 99.96244 99.96736 99.97119 99.97453 99.97777

Comp 31 Comp 32 Comp 33 Comp 34 Comp 35 Comp 36 Comp 37 Comp 38 Comp 39
99.98051  99.98317 99.98535 99.98740 99.98919 99.99091 99.99237 99.99368 99.99492

plot(pcr.fit, "loadings", comps = 1:2, legendpos = "bottomleft",
+ labels = "numbers", xlab = "nm")

ablineCh = 0)

gridQ)

colnames(gasoTline$NIR)

Con estos argumentos se realiza el gréafico de las cargas indicando que afiada leyendas y
cuadriculas para el grafico y de esta forma poder realizar un buen anélisis del mismo:

0.00

loading value

— Comp 1(71 %)

== Comp 2 (17 %)
| | | |

1000 1200 1400 1600

-0.10

nm

Figura 3: Grafico de cargas para los datos de gasolina.
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A continuacion, se realiza analisis de la estimacion del cuadrado medio del modelo y se
indica que muestre los datos con los siguientes argumentos:

ECM_PCR=MSEP(pcr.fit, estimate = "all")
str(ECM_PCR)

cvvalid=ECM_PCRS$vall[,1,]

cvvalid

Obteniéndose:

model estimate

(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps
train 2.453143 2.273629 1.902154 0.1740344 0.06916176 0.03977606 0.03460767
cv 2.565917  2.464097 2.271297 0.2105787 0.08914745 0.05372683 0.05239669
adjcv 2.565917  2.453602 2.252352 0.2143395 0.08769641 0.05274292 0.05139936

model estimate

7 comps 8 comps 9 comps 10 comps 11 comps 12 comps
train 0.03376480 0.02535815 0.02515796 0.02514342 0.02466519 0.02435999
cv 0.05308565 0.05061062 0.05084773 0.05392278 0.05196525 0.05150284
adjcv 0.05353259 0.04867819 0.04886039 0.05183565 0.04991843 0.04983876
model estimate
13 comps 14 comps 15 comps 16 comps 17 comps 18 comps
train 0.02366687 0.02323907 0.01795919 0.01795905 0.01791816 0.01760391
cv 0.05241551 0.06105575 0.05695607 0.05782120 0.05950772 0.06166315
adjcv 0.05064410 0.05974526 0.05363948 0.05480636 0.05667998 0.05906188
model estimate
19 comps 20 comps 21 comps 22 comps 23 comps 24 comps
train 0.01687167 0.01477999 0.01399559 0.01324132 0.01293282 0.01292744
cv 0.05858866 0.05952941 0.05761943 0.06045486 0.06143858 0.06325470
adjcv 0.05673255 0.05652990 0.05454096 0.05680784 0.05760577 0.05951753
model estimate
25 comps 26 comps 27 comps 28 comps 29 comps 30 comps
train 0.01258128 0.01247073 0.01193994 0.01180810 0.01180662 0.01069634
cv 0.06737609 0.06930224 0.06693672 0.06307537 0.07038263 0.06809971
adjcv 0.06320130 0.06511213 0.06276463 0.05976571 0.06713168 0.06468706
model estimate
31 comps 32 comps 33 comps 34 comps 35 comps 36 comps
train 0.01065524 0.01054248 0.006303507 0.006168338 0.005130689 0.004936267
cv 0.09417571 0.09179947 0.095533149 0.087129941 0.087724972 0.120293001
adjcv 0.09036911 0.08905808 0.088542857 0.081420417 0.081176703 0.111453410
model estimate
37 comps 38 comps 39 comps
train 0.004737025 0.004624137 0.003963143
cv 0.123141823 0.117920030 0.123483384
adjcv 0.114437174 0.110471912 0.115265466
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Para un mejor analisis de estos datos obtenidos, se realiza un grafico con ellos esta vez
usando otro argumento para graficos

matplot(t(cvvalid),type="1",ylab="ECM_VvC")

ECM_VC
1.0

0.0
|

Figurad: Curva ECM con validacion cruzada para los datos de gasolina

Se puede calcular el minimo con el siguiente argumento:
which.min(Cvvalid[2,])

8 comps
9

A continuacién, se realizan las predicciones y para ello se usa la submuestra test,
calculando el error cuadratico medio e indicando el nimero de componente 8 como se ha
calculado anteriormente y para el analisis del mismo se realiza un grafico con los
resultados con sus cuadriculas para el mejor analisis de los mismo:

pcr.pred=predict(pcr.fit,gasoline[test,],ncomp=8)
ECM_test_PCR=mean((pcr.pred-gasoline$octane[test])A2)
R2_test_PCR=cor(pcr.pred,gasoline$octane[test])A2
plot(gasoline$octane[test],pcr.pred,xlab="octanaje",ylab="Predic_octan
ll)

abline(a=0,b=1,col="blue")

gridQ
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Figura 5: Test de predicciones

3.-Estudio de los datos con regresion PLS.

De igual forma que lo se ha descrito anteriormente se usan los comandos correspondientes
para el andlisis PLS usando los comandos:

pls. Fit=plsr(octane~., data=gasoline,subset=train,
scale=TRUE, validation="cv")

Con esta funcion ajustamos los datos a un modelo PLS. Con el argumento
“data=gasoline” indicamos los datos que queremos ajustar, en concreto con el
argumento “subset=train” solo queremos usar un conjunto de esos datos en concreto
el denominado train en la anterior division como hemos realizado anteriormente usamos
los datos entrenamiento, con “scale=TRUE” indicamos que los datos sean tipificados y
por altimo queremos usar validacion cruzada y ello lo indicamos con el siguiente

argumento  validation="cv". Tenemos ajustado el modelo y denominado
“pls.fit”.
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Como se ha realizado anteriormente se usa el grafico “MSEP” para un mejor analisis del
modelo ajustado y realizar una evaluacion del nimero de componentes

validationplot(pls.fit,val.type="MSEP")

octane
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Figura 6: Curva MSEP con validacién cruzada para los datos de gasolina

Este grafico nos muestra los MSEP como funciones del nimero de componentes en este
caso usando un modelo PLS. Se puede analizar con el grafico que dos componentes
parecen ser suficiente y es un grafico muy similar al obtenido en el caso de PCR, se va a
analizar los residuos con un grafico y comprobar la situacion.

plot(pls.fit, plottype = "scores", comps = 1:3)

Indicar el tipo de grafico y usando el mismo nimero de componentes que en modelo
anterior para analizar la diferencia.
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Figura 7: Gréfico de residuos para los datos de gasolina.

Se obtiene un grafico de residuos para las tres primeras componentes y como se ha
explicado antes también se pueden analizar patrones o valores atipicos. EXxisten
diferencias entre el porcentaje de varianza explicada por cada componente por lo que se
procede al analisis mas explicito de la varianza y para ello se usan los siguientes
comandos:

explvar(pls.fit)
cumsum(explvar(pls.fit))

Y con esta funcidn se realiza una suma acumulada, para una mejor vision del anlisis
obteniendo los siguientes resultados:

Comp 1 Comp 2 Comp 3 Comp 4 Comp 5 Ccomp 6 Comp 7 Comp 8 Comp 9
62.54337 83.65065 94.16813 97.40623 98.52853 98.85734 99.13593 99.21152 99.38746

Comp 10 Comp 11 Comp 12 Comp 13 Comp 14 Comp 15 Comp 16 Comp 17 Comp 18
99.47669 99.54584 99.60376 99.63859 99.70249 99.75113 99.79431 99.82256 99.85014

Comp 19 Comp 20 Comp 21  Comp 22 Comp 23 Comp 24 Comp 25 Comp 26  Comp 27
99.86682 99.87571 99.88381 99.89904 99.91139 99.92119 99.93032 99.93831 99.94572

Comp 28 Comp 29 Comp 30 Comp 31 Comp 32 Comp 33 Comp 34 Comp 35 Comp 36
99.95289 99.95804 99.96371 99.96690 99.97109 99.97616 99.97942 99.98314 99.98526

Comp 37  Comp 38 Comp 39
99.98704 99.98934 99.99180
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Se puede verificar esa diferencia que se ha detectado en el grafico entre la primera y
segunda componente; a partir de la tercer la diferencia es minima.

Con el grafico de cargas también se detectan diferencia con respecto al anterior modelo:

Toadingplot(pls.fit, comps = 1:2, Tegendpos = "bottomleft",
Tabels = "numbers", xlab = "nm")

abTineCh = 0)

gridQ

colnames(gasoline$NIR)

Obteniendo el siguiente gréafico:

005 010

loading value

—---=---Comp -1 {63 %)
--—- Comp 2 (21 %)
| | | |

1000 1200 1400 1600

-0.05

nm

Figura 8: Grafico de cargas para los datos de gasolina.

En este grafico se puede verificar una gran diferencia en las cargas con el modelo PLS

A continuacion, se realiza analisis de la estimacién del cuadrado medio del modelo y se
indica que muestre los datos con los siguientes argumentos:

ECM_PLS=MSEP(pls.fit, estimate = "all")

str(ECM_PLS)

cvvalid=EcM_PLSS$vall[,1,]
cvvalid
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Obteniéndose los siguientes resultados:

model estimate

(Intercept) 1 comps
train 2.453143 1.663984
cv 2.565917 1.840476
adjcv 2.565917 1.861459
model estimate
7 comps
train 0.01890722
cv 0.04701504
adjcv 0.04547240
model estimate
13 comps
train 0.00319901
cv 0.07208761
adjcv 0.06562944
model estimate
19 comps

train
cv
adjcv

model estimate
train
cv
adjcv

model estimate
train
cv
adjcv

model estimate
train

cv
adjcv

0.0002125874
0.0888591758
0.0798184220

25 comps

2 comps
0.4963545
0.6813242
0.6728186

3 comps
0.06427954
0.08929267
0.08633782

4 comps
0.04460421
0.06080300
0.06148731

5 comps 6 comps
0.02908233 0.02218196
0.04877431 0.04713937
0.04791427 0.04566517

8 comps
0.01279882
0.04976482
0.04669696

9 comps
0.01142196
0.05161870
0.04881265

10 comps
0.00915487
0.05261358
0.04921196

11 comps 12 comps
0.00691527 0.00528252
0.05881769 0.06445205
0.05461107 0.05946520

14 comps
0.00199587
0.08114620
0.07358398

15 comps
0.00124958
0.08440270
0.07623670

16 comps
0.00094316
0.08916552
0.08045257

17 comps 18 comps
0.00057484 0.00040212
0.08854300 0.08737416
0.07968150 0.07860331

20 comps 21 comps 22 comps 23 comps 24 comps

9.110379e-05 3.397931e-05 2.041129e-05 1.085343e-05 5.535279e-06
8.888574e-02 8.978188e-02 9.023793e-02 9.017042e-02 9.038432e-02
7.977788e-02 8.054459e-02 8.095410e-02 8.088973e-02 8.107921e-02

26 comps 27 comps 28 comps 29 comps 30 comps

2.779388e-06 1.025251e-06 3.013997e-07 1.075688e-07 3.917004e-08 1.072957e-08
9.034939e-02 9.038283e-02 9.043748e-02 9.042729e-02 9.043922e-02 9.044385e-02
8.104630e-02 8.107550e-02 8.112428e-02 8.111511e-02 8.112599e-02 8.113013e-02

31 comps
2.920409e-09
9.044728e-02
8.113319e-02

37 comps
3.260838e-15
9.044567e-02
8.113175e-02

32 comps 33 comps 34 comps 35 comps 36 comps
7.473883e-10 8.721328e-11 1.404451e-11 2.815117e-12 5.600475e-14
9.044620e-02 9.044555e-02 9.044573e-02 9.044567e-02 9.044567e-02
8.113223e-02 8.113164e-02 8.113180e-02 8.113175e-02 8.113175e-02

38 comps
2.281324e-16
9.044567e-02
8.113175e-02

39 comps
1.265666e-17
9.044567e-02
8.113175e-02

En los resultados de la validacién existen dos estimaciones de validacion cruzada: CV es
la estimacion CV comun y adjCV es un sesgo corregido de la estimacion CV.

A menudo es mas facil analizarlos por gréficos, usamos para ello el siguiente comando:

matplot(t(cvvalid),type="1",ylab="ECM_VvC")
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Obteniendo el siguiente gréafico:

ECM_VC
1.0

0.0

Figura 9: Curva ECM con validacién cruzada para los datos de gasolina

Se puede calcular el minimo con el siguiente argumento:
which.min(cvvalid[2,])

7 comps
8

Comprobando de esta forma que PLS mejora el modelo anteriormente usado ya que se
obtienen iguales resultado con menor nimero de componentes.

Se procede al célculo de las predicciones y de igual forma se usa la submuestra test y en
este caso se usa menor numero de componentes como se ha calculado, para ello como se
ha realizado hasta ahora se describe un gréafico con cuadriculas para un mejor analisis del
mismo y se aflade las predicciones obtenidas en el modelo PCR para una mejor
comparativa

pls.pred=predict(pls.fit,gasoline[test,],ncomp=7)
ECM_test_PLS=mean((pls.pred-gasoline$octane[test])A2)
ECM_test_PLS=mean((pls.pred-gasoline$octane[test])A2) #ECM
R2_test_PLS=cor(pls.pred,gasoline$octane[test])A2
plot(gasoline$octane[test],pls.pred,xlab="octanaje",
ylab="Predic_octan",col="red")
points(gasoline$octane[test],pcr.pred,col="blue™)
abTine(a=0,b=1,1ty=2)
gridQ
Tegend("topleft",col=c("blue","red"),pch=1,legend=c("PCR","PLS"))
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Obtenemos el siguiente gréfico:
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Figura 10: Test de predicciones.

En este grafico se puede comprobar que se obtienen las mismas predicciones con el
modelo PLS y sin embargo se necesitan menor nimero de componentes para obtener los
mismos resultados por lo que el modelo estudiado mejora al anterior.

Por ultimo, se muestran los datos de ambos para una mejora vision:
cbind(ECM_test_PCR,ECM_test_PLS)

ECM_test_PCR ECM_test_PLS
[1,] 0.0420405 0.04589339
cbind(R2_test_PCR,R2_test_PLS)

R2_test_PCR R2_test_PLS

[1,] 0.9869682 0.9857485

Con ello queda demostramos que el modelo funciona de forma muy similar usando menor
numero de componentes.
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4.-Conclusiones sobre regresion PLS.

Como se ha estudiado en la parte tedrica, el modelo de regresion PLS tiene ventajas sobre
el modelo PCR. En la teoria en el estudio de componentes principales cuando X esta
altamente correlacionado con Y o0 bien no se seleccionan suficientes componentes,
obtenemos malas predicciones; usando el modelo de regresion PLS tenemos la ventaja de
solucionar el problema de la correlacion entre las variables. Sin embargo, en la practica
apenas hay diferencias entre el uso del modelo de regresion PLS y el modelo PCR; en la
mayoria de los casos, los métodos consiguen precisiones de prediccion similares, aunque
el modelo de regresion PLS por lo general necesita menos variables latentes que el
modelo PCR, es decir, con el mismo nimero de variables latentes, el modelo de regresion
PLS cubrird més la variacion en Y y el modelo PCR cubrirda més la variacion en X.

Hay que tener en cuenta que en algunos casos el modelo de regresién PLS parece
aumentar la varianza de los coeficientes de regresion individuales, por lo que no siempre
es mejor que el modelo PCR.
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ANEXQOS. “Fichero de instrucciones del capitulo 7”

Se incluye Script completo que se ha ejecutado para el anélisis de los modelos para el
caso practico:

R R R R R R R R R R R R R R
#REGRESION ACP Y PLS # #
R R R R R R R R R R R R R R

#install.packages("pls")

library(pls)

data(gasoline)

#DIVIDIR LOS DATOS EN ENTRENAMIENTO/TEST
set.seed(1)

n=nrow(gasoline)

train=sample(1:n, floor(n*0.75))

test=setdiff(1:n,train)

#PRIMERO REGRESION SOBRE C.P., PARA COMPARAR
pcr.fit=pcr(octane~., data=gasoline,subset=train,
scale=TRUE, validation="CV")
validationplot(pcr.fit,val.type="MSEP")
plot(pcr.fit, plottype = “scores”, comps = 1:3)
explvar(pcr.fit)
cumsum(explvar(pcr.fit))
plot(pcr.fit, "loadings", comps = 1:2, legendpos = "bottomleft",
labels = "numbers", xlab = "nm")
abline(h = 0)
grid()
colnames(gasoline$NIR)

ECM_PCR=MSEP(pcr.fit, estimate = "all")
str(ECM_PCR)

CVvalid=ECM_PCRS$val[,1,]

CVvalid
matplot(t(CVvalid),type="1",ylab="ECM_VC")
which.min(CVvalid[2,])
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pcr.pred=predict(pcr.fit,gasoline[test,],ncomp=8)

ECM_test PCR=mean((pcr.pred-gasoline$octane[test])"2) #ECM
R2_test PCR=cor(pcr.pred,gasoline$octane[test])"2
plot(gasoline$octane[test],pcr.pred,xlab="octanaje",ylab="Predic_octan")
abline(a=0,b=1,col="blue")

grid()

#REGRESION PLS

I

pls.fit=plsr(octane~., data=gasoline,subset=train,
scale=TRUE, validation="CV")

validationplot(pls.fit,val.type="MSEP")

plot(pls.fit, plottype = "scores"”, comps = 1:3)

explvar(pls.fit)

cumsum(explvar(pls.fit))

loadingplot(pls.fit, comps = 1:2, legendpos = "bottomleft",

labels = "numbers", xlab = "nm")

abline(h = 0)

grid()

colnames(gasoline$NIR)

ECM_PLS=MSEP(pls.fit, estimate = "all")
str(ECM_PLYS)

CVvalid=ECM_PLS$vall[,1,]

CVvalid
matplot(t(CVvalid),type="1",ylab="ECM_VC")
which.min(CVvalid[2,])

pls.pred=predict(pls.fit,gasoline[test,],ncomp=7)

ECM_test PLS=mean((pls.pred-gasoline$octane[test])"2) #ECM

R2_test PLS=cor(pls.pred,gasoline$octane[test])"2

plot(gasoline$octane[test],pls.pred,xlab="octanaje",
ylab="Predic_octan",col="red")

points(gasoline$octane[test],pcr.pred,col="blue")

abline(a=0,b=1,Ity=2)

grid()

legend("topleft”,col=c("blue","red"),pch=1,legend=c("PCR","PLS"))

cbind(ECM_test PCR,ECM _test_PLYS)
chind(R2_test PCR,R2_test_PLYS)
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