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Notaciones

|Q2|: medida de Lebesgue de un conjunto medible 2.

L(X,Y): espacio vectorial de aplicaciones lineales y continuas de X en Y.
En el caso de que X =Y, se denotard £(X) en lugar de £(X, X).

X': dual del espacio normado X, i.e. X' = L(X,R).
(@', x) xr x: producto de dualidad de 2’ € X’ con z, i.e. (2/,z)x x = 2'(x).
Co(I) ={p € C(I) / p(a) = p(b) = 0}.

e.c.t : “en casi todo”, indica que una propiedad se verifica en todo punto salvo
a lo sumo en un conjunto de medida nula.

L5(X): espacio vectorial de aplicaciones bilineales y continuas de X x X en R.

Z/o[ : denota el interior del conjunto .
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Resumen

El objetivo de este trabajo es obtener un resultado general acerca de la existen-
cia de solucién de problemas de minimizacion en espacios infinito dimensionales.
El teorema correspondiente extiende el resultado clasico de Weierstrass que esta-
blece que una funcién continua en un compacto siempre alcanza minimo y maximo
global. Estas hipdtesis son muy restrictivas en el caso de espacios de dimension
infinita. Los resultados obtenidos a lo largo del trabajo se aplican a la existencia
de solucion para problemas del Calculo de Variaciones. Para llevar a cabo estos
objetivos necesitamos algunas nociones de Andlisis Funcional, un estudio de los
espacios de Sobolev en dimension uno y algunos resultados elementales acerca de
la teoria de derivacion en espacios normados.

Abstract

The goal of this work is to obtain a general result about the existence of solu-
tion of minimization problems in infinite dimensional spaces. The corresponding
theorem extends the classic Weierstrass result which establishes that a continuous
function in a compact set always reaches its global maximum and its global mi-
nimum. These hypotheses are very restrictive in the case of infinite dimensional
spaces. The results proved in this work are applied to the study of the existence
of solution for problems of Calculus Variations. To achieve these objectives we
need some notions of functional analysis, a study of Sobolev spaces in dimension
one and some elementary results about the theory of derivation in normed spaces.






Introduccion

Este trabajo pretende extender los resultados relativos a la minimizacion de
funciones definidas en RY, vistos en el primer y segundo curso del Grado en
Matematicas al caso de funcionales definidos en espacios de dimension infinita.
Principalmente, nos centramos en la existencia de minimo global. En el caso de
problema sin restricciones también obtenemos condiciones de optimalidad tanto
necesarias como suficientes que debe verificar un minimo local. Como principal
aplicacion de los resultados obtenidos se realizard una introduccion a la resolu-
cién de problemas del Célculo de Variaciones donde la incognita es una funcion
vectorial dependiente de una sola variable. En este caso obtenemos un resultado
bastante general de existencia. Aunque a lo largo de la memoria estamos hablan-
do siempre de problemas de minimos, recordamos que un problema de maximos
se reduce a uno de minimos sin mas que cambiar el signo del funcional.

La presente Memoria estd organizada como sigue:

En el Capitulo 1, el cual es practicamente introductorio, enunciaremos los
conceptos basicos y algunos resultados fundamentales de Anaélisis Funcional que
seran necesarios para desarrollar esta memoria. Entre ellos, hay que destacar la
presentacion de la convergencia débil y x-débil asi como los resultados de com-
pacidad en espacios reflexivos. Recordar que en dimension infinita la bola unidad
cerrada nunca es compacta, con lo cual la hipétesis de compacidad que conlleva
el teorema de Weierstrass, que es el resultado fundamental estudiado en el Grado
acerca de la existencia de maximo y minimo resulta ser demasiado restrictiva y

debe ser debilitada.

En el Capitulo 2, realizamos un estudio de la teoria de espacios de Sobolev
en dimensién uno que complementa algunos resultados obtenidos en la asignatura
de Analisis Funcional y EDP. Estos espacios jugaran un papel fundamental en
los teoremas de existencia que seran expuestos en el iltimo capitulo. Recordar
que para 1 < p < oo los espacios de Sobolev WP son reflexivos cosa que no
ocurre con el espacio clasico C*. Ello los hace por tanto mucho més adecuados
para aplicar técnicas de Analisis Funcional a la resolucién de los problemas que
nos interesan.
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En el Capitulo 3, estudiaremos la existencia de solucién de un problema de
minimizacién planteado en un subconjunto de un espacio normado (generalmente
de dimensién infinita). Dividimos el capitulo en dos secciones. En la primera in-
troducimos el concepto de semicontinuidad inferior tanto para la topologia fuerte
como para la débil. También obtenemos algunas caracterizaciones y propiedades
importantes. El concepto de semicontinuidad inferior es méas general que el de
continuidad que aparece en el teorema de Wierstrass y suele ser la buena hipdte-
sis cuando solo estamos interesados en la existencia de minimos y no de méaximos.
En la segunda seccién usando la semicontinuidad inferior débil y la compacidad
de la convergencia débil para espacios reflexivos, obtenemos un resultado abs-
tracto bastante general acerca de la existencia de soluciéon para un problema de
minimos. Como aplicacién obtenemos un resultado de existencia para un funcio-
nal cuadratico definido en un conjunto convexo y cerrado de un espacio de Hilbert.

En el Capitulo 4, presentamos algunos resultados elementales acerca de la
derivacion en espacios de dimensién infinita donde principalmente nos centramos
en el caso de derivadas direccionales, tanto de primer como de segundo orden.
Estos resultados nos van a permitir extender la condicion necesaria de minimo
para una funcion definida en un conjunto abierto que consiste en que las deriva-
das direccionales deben anularse en este punto. Los conceptos de derivabilidad
introducidos son también usados en este capitulo para caracterizar la convexidad
de un funcional a través de sus derivadas primera o segunda.

En el Capitulo 5 y final de esta memoria, utilizamos el teorema abstracto de
existencia que obtuvimos en el capitulo 3 para probar la existencia de solucién de
un problema de Célculo de Variaciones bastante general planteado en un espacio
de Sobolev WP (a,b)” sometido a varias restricciones. Como aplicacién obtene-
mos un resultado de existencia para la existencia de solucién de un problema de
contorno para una ecuacion diferencial ordinaria no lineal con condiciones tipo
Dirichlet.



Capitulo 1

Recordatorio Analisis Funcional

En el presente Capitulo recordamos los conceptos bésicos y algunos resultados
fundamentales de la Teoria de Anélisis Funcional.

Posteriormente daremos la definicion de espacios reflexivos, asi como las nocio-
nes de convergencia débil y convergencia x-débil. Concluiremos con los resultados
de compacidad que jugaran un papel importante en los siguientes capitulos. Para
un tratamiento mas profundo puede consultarse H.Brézis [2].

En lo que sigue, los espacios vectoriales estaran definidos sobre el cuerpo de
los nimeros reales R.

1.1. Preliminares

1.1.1. Espacios normados y espacios de Banach

La motivaciéon mas sencilla para introducir el concepto de norma sobre un
espacio vectorial no es otro que la generalizacion de los conceptos de valor absoluto
y médulo en R y C, respectivamente.

Definicién 1.1 Sea X un espacio vectorial. Una norma en el espacio X es una
aplicacion ||-|| : X — RT tal que

1. |jz|]| =0 <=2 =0,
2. |IAz|| = [A[llz], YA€ R, Vze X,
3 Mz +yll < =l +llyll, Yo,y € X.

Llamaremos espacio normado a un espacio vectorial dotado de una norma.

Proposicion 1.1 Todo espacio normado X es un espacio métrico con la distan-
cia d: X x X — [0,400) definida por

d(.ﬁE,y)IHZ’—y”, vmayeX-

11
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Definicién 1.2 Un espacio normado X se dice de Banach si es completo (i.e.
toda sucesion de Cauchy es convergente) para la distancia definida anteriormente.

Observacion 1.1 Recordemos que una sucesion {x,} en un espacio métrico
(X,d) se dice que es de Cauchy si, dado € > 0, existe ng € N tal que d(x,, ) <
g, Vn,m > nyg.

Proposicion 1.2 Sea X un espacio de Banach y consideramos V' un subespacio
vectorial dotado de la norma de X . Entonces el espacio V' es de Banach si y sélo
st es cerrado.

Hay que tener presente que en un espacio vectorial X pueden definirse distintas
normas.

Definicién 1.3 Sea X un espacio vectorial y ||||1, ||-||2 dos normas definidas en
X. Se dice que las dos normas son equivalentes si generan la misma topologia.

Se tiene la siguiente caracterizacion de la equivalencia de normas (es una
consecuencia de la Proposicién 1.6 que veremos mas adelante).

Proposicién 1.3 Dos normas ||-||1 y ||-||2 definidas en un espacio X son equi-
valentes si y solo si existen constantes Cp, Cy > 0 tales que

Cillell < flelle < ColJzfly, Vo e X.

Nota 1.1 En RY, y en general en todo espacio de dimension finita, todas las
normas son equivalentes.

1.1.2. Productos escalares. Espacios prehilbertianos

Definicién 1.4 Sea X un espacio vectorial. Llamamos producto escalar sobre X
a una aplicacion (+,-) : X x X — R que cumple:

Lo (A +py, 2) = N, 2) +uly, 2), YApeR, VoyzeX,
2. (z,y) = (y,x), Vo,y € X,

3. (x,x) >0, Vre X\ {0}

En otras palabras, un producto escalar es una forma bilineal, simétrica y definida
positiva.
Un espacio vectorial X dotado de un producto escalar se dice prehilbertiano.
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Proposicion 1.4 Todo espacio prehilbertiano es normado con la norma

|zl = V(z,2), VeeX.

siendo esta la norma inducida por el producto escalar. En los espacios prehilber-
tianos se verifica la desigualdad de Cauchy - Schwarz

(@)l < llzllllyll, Vz,yeX.

Definicién 1.5 Un espacio prehilbertiano X se dice de Hilbert si es un espacio
de Banach con la norma inducida por el producto escalar.

1.1.3. Ejemplos de espacios normados

Veamos algunos ejemplos de espacios de Banach y Hilbert.

> El espacio RY

Este es el ejemplo mas sencillo de espacio de Banach. En este caso se sabe que
todas las normas son equivalentes. Entre las normas méds usuales recordaremos
que para 1 < p < oo se define

N P

||x||P: (Z |xl|p> 7\V/I:($1a7mN)ERNa 511§p<007
=1

|2|loe = méx{|z1|,...,|zx|} , Ve = (21,...,25) ERY, sip=o0.

En el caso particular p = 2, la norma correspondiente es la norma euclidea. Esta
norma proviene del producto escalar

N
(x,y) = inyi, Va,y € RV,

Jj=1

Por tanto, RY es un espacio de Hilbert.

> Los espacios [7((2)

Sea 2 € RY un subconjunto medible de RY. Para 1 < p < oo, se define

LP(Q):{U:Q—HRmedible : /|u\pda:<—|—oo}, sil<p< oo,
Q

L>(Q) = {u : 0 » R medible : 3C > 0 tq |Ju(z)| < Ce.ct Q}, si p = 0.
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El espacio LP(2) es de Banach con la norma

|lu|| o) = (/ |ul|? dx) ’ , Yue LP(Q), sil<p< oo,
Q
lul| Loy = min{C' >0 |u(z)] < C ectQ}, Yue L*(Q), sip=oo.

Observacion 1.2 En realidad los elementos de LP(§2) no son funciones sino
clases de funciones, ya que funciones que son igquales salvo un conjunto de medida
nula se consideran la misma. Observar que esto significa por ejemplo que no
podemos hablar del valor de una funcion de LP(S2) en un punto de €.

En el caso p = 2, el espacio L?*() es de Hilbert con el producto escalar

(s V) 20 :/ wdr, Yu,v € L*(Q).
Q

En LP(€2) con 1 < p, p’ < +o0 se verifica la desigualdad de Hélder: Si u € LP(Q2)
y v € L”(Q), entonces uv € L'(2) y se tiene

e

luv]l i) < Nlullee@ vl L @y

< HUHLP(Q)HUHLIJ’(Q)a

6 también

que resulta de aplicar la desigualdad anterior a las funciones |u| y |v].

Definicién 1.6 Si1 < p < oo, se designa por p’ el exponente conjugado de p, es

decir
L g 1< p<oo,

p—1
p=<¢ o0 si p=1,
1 st p = 00.

Observar que para 1 < p < 0o, se verifica la siguiente relacién

p D

Finalmente, cuando || < +oo se tiene la siguiente relacién de inclusion.

Proposicién 1.5 Supongamos |Q] < +00. Si 1 < g < p < oo entonces LP(§2) C
Li(Q) y se cumple

1_1
lullzagy < lJullzr) |77, Yu e LP(Q).
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> Los espacios C*([a,b])

Seaa,b€Rel =|a,b], para k € Z, k > 0, se define el espacio C*¥(I) como
el espacio formado por las restricciones a I de las funciones de clase k£ en R, es
decir tales que son derivables hasta el orden k con derivadas continuas. En el
caso k = 0 son simplemente las funciones continuas en /. El espacio C*(I) es un
espacio de Banach con la norma

k

— 4 @)
fllex ) 2 max L[ (1)].

1.1.4. Aplicaciones Lineales y continuas. Espacio Dual

Sean X e Y espacios vectoriales sobre R, recordemos que una aplicacién T :
X — Y es lineal si

T(ax+ py) = aT(z)+ pT(y), Vr,ye X, Va,B €R.

Nos interesa ahora saber cuando una aplicacion lineal es continua. El siguiente
resultado proporciona diversas caracterizaciones de la continuidad de una aplica-
cion lineal entre espacios normados.

Proposicion 1.6 Sean X e Y dos espacios normados y'T : X — 'Y una aplica-
cion lineal. Entonces son equivalentes:

1. T es continua en todo X.
2. Fxiste xg € X tal que T' es continua en xq.
3. Exziste C' > 0 tal que

|Tz|ly < C|lz|lx, VzelX.

Definicién 1.7 El espacio L(X,Y) se dota de la norma

[Tllzxy) =min{C =0 |[Tzlly < C|z|x, Vo € X}

Tx
:supu = sup ||Tz||y = sup ||Tx|y, VI € L(X,Y).
a0 |[2llx  jzg= lel<1

Proposicién 1.7 SiY es un espacio de Banach, entonces L(X,Y") es un espacio
de Banach.
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Definicién 1.8 Dado un espacio normado X, se denomina espacio dual de X y
se denota por X' al espacio L(X,R).
Usualmente, si x' es un elemento de X' usaremos la notacion

<5U/, 3?>X/,X

en lugar de x'(x). Es lo que se conoce como producto de dualidad de x' con .
Cuando los espacios X y X' sean sobreentendidos, escriberemos simplemente

(2, x).

Observacion 1.3 Observar que la Proposicion 1.7, prueba que X' es siempre un
espacio de Banach incluso aunque X no lo sea.

Observacion 1.4 Teniendo en cuenta la Definicion 1.7, la norma de una apli-
cacion T en el espacio dual viene dada por

IT|x = sup |[(T,z)| = sup (T, z), VeeX VIeX

]| <1 =<1

1.1.5. Algunos resultados importantes

Comencemos recordando algunas caracterizaciones del dual.

Teorema 1.1 (Teorema de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert. Para todo
xo € H, la aplicacion
frx e Hw (v9,2) €R,

es un elemento de H' y se verifica
1Nl = llzoll -
Reciprocamente, si f € H', entonces existe un tnico xo € H tal que
f(z) = (xg,x), VzeH.

Observacion 1.5 FEl teorema de Riesz se puede enunciar también de la siguiente
manera:
Sea H un espacio de Hilbert, la aplicacion ® : H — H' definida por

<q)(x>ay>H’,H - (x,y), foay € H7 (11)
estd bien definida y es un isomorfismo lineal e isométrico (i.e conserva las nor-
mas) entre H y H', es decir es lineal, biyectiva y verifica ||®(z)|| g = ||x||u, Yz €
H.

Esta aplicacion permite entonces identificar los espacios H y H'.
Por identificar nos referimos a que existe una biyeccion (1.1) entre ambos
espacios que conserva las normas.
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A continuacion, recordemos un resultado fundamental de la teoria del Analisis
Funcional, como es la siguiente consecuencia del Teorema de Hanh-Banach.

Teorema 1.2 (Hahn-Banach) Sean X un espacio normado, M C X un subes-
pacio vectorial y una aplicacion m' : M — R lineal y continua. Entonces existe
x' € X' tal que

Ty = m', (1.2)

[l |l aa = |||

Observacion 1.6 Sean X un espacio normado, M C X un subespacio vectorial,
m' € M', 2’ € X' tales que se verifica (1.2), entonces se tiene

/ / /
ol — sup T @m) (e a)

mz0 [mllar mzo lmllar = az0 ll2llx

= [l="[|x-

Luego el Teorema de Hahn-Banach, ademds de decirnos que toda aplicacion lineal
y continua de M en R, se puede prolongar a una aplicacion lineal y continua de
X en R, nos dice que esta prolongacion la podemos tomar de forma que la norma
no aumente.

Para terminar, en el caso de los espacios LP(€2) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.3 Si 1 < p < +oo, entonces el dual del espacio LP()) se identifica
con L' (Q) mediante la aplicacion ® : LP (Q) — (LP(Q)) definida por

(@f,9) = /Qfgdx, Ve LP(Q), Vg € LP(Q).

1.2. Espacios reflexivos

La identificaciéon entre H y H' mencionada en la Observacion 1.5 no sucede
en otros espacios de Banach. Sin embargo, podemos obtener una identificacion
usando biduales, tal como se vera seguidamente.

Si X es un espacio de Banach y X’ su dual, el bidual de X se define como
X" := (X'). Andlogamente, X" := (X")', etc.

Definicién 1.9 Dado X un espacio normado, se define J : X — X" por
(J(z), 2"y xn xr = (2 2)x x, VreX, Vo' e X' (1.3)
y se le llama inyeccion candnica de X en X" .

Proposicion 1.8 La aplicacion J estd bien definida, es lineal e isométrica. Por
tanto permite identificar X con el subespacio J(X) de X”.
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Definicién 1.10 Un espacio normado X se dice reflexivo, si la aplicacion J
definida por (1.3) es sobreyectiva.

Observacion 1.7 FEs claro a partir de la definicion anterior que todo espacio
reflexivo se identifica con su bidual, sin embargo esta condicion no basta para que
el espacio sea reflexivo, se debe cumplir también que la aplicacion J sea sobreyec-
tiva, ya que puede ocurrir que haya una identificacion de X con X" distinta de
J y que J no sea sobreyectiva.

Observacion 1.8 Como el espacio bidual de un espacio normado es de Banach,
deducimos que todo espacio reflexivo es un espacio de Banach.

A continuacién, veamos algunas propiedades de los espacios reflexivos.
Proposicion 1.9 Sea X un espacio de Banach, se tiene
X es reflexivo <= X' es reflezivo.

Proposicion 1.10 Sea X un espacio reflexivo y V- C X un subespacio cerrado
de X, entonces V' es un subespacio reflexivo.

Nota 1.2 (Ejemplos espacios reflexivos) Se tiene que:
= Todo espacio H Hilbert es reflexivo.

» Los espacios LP(2) con 1 < p < 400 son reflezivos.

1.3. Convergencia débil y x— débil.

A continuacién, definimos las nociones de convergencia débil y convergencia

x— débil.

Definicién 1.11 Sea X un espacio normado, una sucesion {x,} C X se dice
que converge débilmente a un punto x € X y se escribe x, — x si se verifica

(o x,) — (2 x), Vi’ e X

Definicién 1.12 Sea X wun espacio normado, una sucesion {z!,} C X' se dice
’7 ¢ . * . .
que converge x-débilmente a un punto x’ € X' y se escribe z!, — z’ si se verifica

() x) = (2! z), VrelX.
Obsérvese que la convergencia x-débil no es otra cosa que la convergencia puntual.

Observacion 1.9 En general, la convergencia débil implica la convergencia *-
débil, siendo ambos conceptos equivalentes en el caso de espacios reflexivos.
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Observacién 1.10 Si una sucesion {x,} converge en norma (i.e converge fuer-
temente) hacia un elemento x € X, entonces gracias a la continuidad de los
elementos de X' se tiene que (x', x,) converge a (x',z), Yo € X y por tanto {z,}
converge débil a v € X.

Es decir, la convergencia fuerte implica la convergencia débil.

En particular, en los espacios LF(2) con 1 < p < oo se tiene que
Una sucesién {f,} C LP(Q) converge débilmente en LP(Q) a f € LP(Q) si y s6lo
si

/fngdx%/fgdzv, cuando n — oo, VgeLP’(Q).
Q Q

En el caso p = oo, se tiene que una sucesién {f,} C L*>(€)) converge *-débil
en L>(Q) siy solo si

/fngdas—>/fgdas, cuando n — oo, Vg € L'(Q).
Q Q

Algunas de las propiedades de la convergencia débil y x— débil son las siguien-
tes:

Proposicién 1.11 Sean X, Y espacios normados y A € L(X,Y). Si {x,} con-
verge débilmente a x en X, entonces Ax, converge débilmente a Ax en 'Y .

Observaciéon 1.11 En el caso de que A no fuese lineal (incluso cuando sea con-
tinua), lo mencionado anteriormente no cierto en general.

Proposicién 1.12 Sea X un espacio normado. Si {x,} converge débilmente a
x € X, entonces estd acotada y se verifica

||| x < liminf ||z,||x.
n—oo

Andlogamente, si X es un espacio de Banach y{z!,} es una sucesion que converge
x-débilmente a ' € X', entonces estd acotada y se verifica

[/l < lmint [})|

La importancia de saber si el limite débil de una sucesion contenida en un
determinado conjunto sigue estando en dicho conjunto es lo que conduce a la
siguiente definicion.

Definicién 1.13 Sea X un espacio normado y 'V C X, se dice que V es se-
cuencialmente débilmente cerrado siVx € X, y para toda sucesion {x,} CV que
converge débilmente a x, se tiene que x € V.
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Observar que todo subconjunto secuencialmente débilmente cerrado de un
espacio normado es cerrado. Ahora bien, el reciproco no es cierto, salvo si el
subconjunto es convexo.

Teorema 1.4 Todo subconjunto V' convexo y cerrado de un espacio normado X
es secuencialmente débilmente cerrado.

1.4. Teoremas de compacidad

La propiedad de que todo subconjunto cerrado y acotado de un espacio nor-
mado sea compacto, tal y como sucedia en los espacios finito-dimensionales, se
puede generalizar en ciertos espacios de dimension infinita si nos conformamos
con la convergencia débil o x-débil. Ese es el objeto de los siguientes resultados.
Previamente, recordamos cuando un espacio se dice que es separable.

Definicién 1.14 Un espacio normado X se dice que es separable si existe un
subconjunto V- C X numerable y denso.

Observacion 1.12 Los espacios LP(S2) con 1 < p < 400 son separables.

Teorema 1.5 Sea X un espacio normado separable y {x!} C X' una sucesion
acotada, entonces existe una subsucesion de {z!} que converge x-débil.

Teorema 1.6 Sea X un espacio reflexivo. Entonces toda sucesion acotada en X
admite una subsucesion que converge débilmente.

Para terminar, como los espacios LP(£2) van a hacer de especial interés, el
siguiente cuadro recapitula las principales propiedades presentadas.

Los espacios L*((2)

Reflexivo | Separable Espacio dual
LP(Q2) /
ST ST LP ()
l<p<oo
LY(2) NO ST L>(Q)
L>(Q) NO NO Contiene estrictamente a L'(Q)




Capitulo 2

Espacios de Sobolev en
dimension uno

El hecho de introducir espacios con una estructura similar a LP pero en los
cuales tenga sentido derivar es lo que conduce a la teoria de los espacios de Sobo-
lev. Estos espacios son de gran utilidad para resolver problemas de Ecuaciones en
Derivadas Parciales, y en particular, problemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. En lo que sigue, nos limitaremos a una exposicién muy elemental de tales
espacios que se limitara al caso unidimensional, centrandonos ademas en el caso
de intervalos acotados.

2.1. El espacio de Sobolev W!?(J])

Definicién 2.1 Dado I = (a,b) un intervalo acotado de R y 1 < p < +o0. Se
define el espacio de Sobolev W'P(I) por

Whe(I) := {ue LP(I); Jv e LP(I) tal que/unp’da:: —/U(p, V@GC&(I)}.

I I
En particular, notaremos
HY(I) :== W(I).
Dado u € WP(I) a la funcién v € LP(I) en las condiciones de la defini-
cién anterior (que se prueba es tnica), la llamaremos derivada débil de u. A las
funciones ¢ se les suele llamar funciones test.

Definicién 2.2 En el espacio WP(I) se define la norma

H.le,p(l) : Wl’p<I) — RJF

por

1/p b b 1/p
fellvsoi = (Il + 1) ™ = ([ tatopars [ wop )

21
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El espacio HY(I) estd dotado del producto escalar

(u, V) gy = (w,0) 20y + (W, V") 2y = /a u(t)v(t) dt —l—/a o' ()0 (t) dt.

y por tanto, de la norma correspondiente

) ) 1/2 b b
lulliry = (el ey + W3 ) = ([ @ Pde+ | ) at

Observacion 2.1 Decir que una sucesion {u,} converge fuertemente a u en
WP(I) es equivalente a decir que {u,} y {u),} convergen fuertemente en LP(I)
au yu respectivamente.

1/2

Se tiene los siguientes resultados:

Proposicién 2.1 Dada una funcion v € LP(I), podemos encontrar una funcion
u € C°I) definida por

u(t) = /tv(s) ds, vtel

que estd en WIP(I) yu' = v en I, siendo ' la derivada débil de u. Reciproca-
mente, si tenemos una funcion u € WP(I), entonces existe una constante que
notamos por u(a) tal que se verifica

t
u(t) = u(a) +/ u'(s)ds, e.c.t el intervalo I. (2.1)

Es decir en el caso unidimensional, todas las funciones de WP(I) se obtienen
integrando la derivada, y en particular, son continuas.

Observacién 2.2 FEste resultado prueba que para un elemento v € WHP(I) existe
un tnico representante continuo en I y por tanto que WYP(I) C C°(I), es decir,
todas las funciones de W'P(I) son continuas.

También se deduce que, siu € WYP(I) yu' € CO(I) entonces u € C(I) y la
deriwada débil coincide con la usual.

Proposicién 2.2 En el espacio WP(I) se verifica la férmula de integracion por
partes

b b
/ wv’ dr = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / wvdr, Vu,v € WH(I),Va,be L
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Observacién 2.3 En lugar de definir el espacio de Sobolev WP(I) como lo he-
mos hecho anteriormente (ver Definicion 2.1), se puede definir tal espacio en
el caso unidimensional como el conjunto de las funciones continuas u € C°(I)
tales que existe una funcion v € LP(I) verificando (2.1) ¥Vt € I, siendo ambas
definiciones equivalentes.

Proposicién 2.3 Dadou € WHP(I), 1 < p < +oo, siendo I = (a,b) un intervalo
acotado de R. Se verifican las siguientes desigualdades:

(1) Ju(we) —u(z)] < |2 — a1 |V |0/ pory, Yu € WEP(I), Vg, a0 € 1.

@) llu = ulzo)llcony < (6= )" [l ory, V€ WD), Vg € .

’ 1/p’
(3) Nulloogry < [(0—a) + (b= a) )" |lullwro,  Yue WH(D).

A continuacién, pasamos a probar cada una de las desigualdes anteriores.

Demostracién. Comenzamos probando la desigualdad (1).
Supongamos z; < 3. Como la regla de Barrow sigue siendo cierta en dimension

uno, se tiene
T2 T2
/ u'(s)ds S/ |u'(s)] ds.
x1

x1

Aplicando ahora la desigualdad de Holder y teniendo en cuenta que la integral
entre dos puntos cualesquiera x1, x5 del intervalo I siempre va a ser menor que la
integral en todo el intervalo, tenemos

2 z2 1/p T2 1/p'
/ [u'(s)|ds < </ [u/(s)[P ds) (/ 1P ds) <

T2 1/p
s(/ |u'<s>|pds) (22 — 1) = Jull oy (2 — 207
1

[u(w2) = u(a))] =

Por tanto, se tiene la desigualdad pedida.
A continuacién, probamos la segunda desigualdad. Usamos que

= (o) lonry = méx [u = (o). 22)

Sea z € I. Por la desigualdad (1) y considerando que la distancia entre los puntos
Ty Ty va a ser siempre mas pequena que la longuitud del intervalo I,

u(z) — u(zo)| < |z — mo|M? ||t/ || pocry < (b— @) ||| Lo(ry.
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Luego,
Il — o) coqry = méx|u — u(zo)| < (b — )" |1 | o ay-

como queriamos probar.

Finalmente, pasamos a probar la dltima desigualdad (3). Para probar esta,
vamos a utilizar las desigualdades que ya conocemos.
En particular, la desigualdad (2.2) nos permite acotar la funcién u menos su
media. Mas concretamente,

1 b

1
u(z) — T u(zo)dzg

<

/a ' (u() — (o))

1 b 1 b /
== a/a [ulx) = u(wo)ldzo < b—a /a 10| Loy (b — @) /P dzg =

= (b—a)"" ||| o)

Por tanto,

I :
u(zr) — - a/ u(xo) dao| < (b—a)'/P ||| o () (2.3)

Ahora bien, lo que nos interesa es acotar la norma en C°(7). Utilizando (2.3) y
aplicando la desigualdad de Holder,

1 b 1 b
lu(z)| < |u(z) — b—a/a u(zg) dxo| + b a /a u(xg) drg| <
, 1 b
S (b — a)l/P HU,HLP(I) + m/ |U(£EO)| dxo S
/ 1 b 1/p b 1/p’
< (b — a,)l/p ||U,||L”(I) + m (/ |u(:1:0)|P d:to) (/ 17 dl’o) —
’ (b — a)l/p,
= (b= a)"""" ||| or) + WHUHLPU) =
= (b— )" /|| ogry + (b — @)™ Jul| ory.
Luego,
u(z)] < (b— )" || oery + (b — @)™ Jul| o). (2.4)

Como buscamos la norma en W1?(I), a continuacién, aplicamos la desigualdad
de Holder bidimensional (i.e. a;by + agby < (ay” + ag? )% (by? + by?)'/P) al
segundo miembro de (2.4). En efecto,
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/ —1
(b= )" || oy + (b = @) ul| oy <

REY 1/p
<le-a+ 0= " Witg +lbe] "= @s)

’ 1/pl
- [(b — )+ (b—a) /p} ullwra(ry-

Luego, tomando maximo en la desigualdad (2.4) y teniendo en cuenta (2.5), se
tiene la desigualdad que se queria probar.
Esto concluye la demostracion de la Proposicién 2.3.

Observacion 2.4 La desigualdad (3) nos dice que la inyeccion
F Wb (1) — C°(D)
ur— F(u)=u

es continua, ya que existe C' > 0 tal que

1F(w)l[cory = llullcoy < C llullwrem,
donde una posible eleccion de C' es

1/p'

C = [(b —a)+ (b—a)PP

A continuacién, recordamos el Teorema de Ascoli-Arzela, para ello necesita-
mos la siguiente definiciéon:

Definicién 2.3 Un subconjunto U C C°(I) se dice equicontinuo si para € > 0
existe 6 > 0 tal que para toda u € U y para todo x1,x9 € I con |z1 — x2| < 9§, se
tiene que |u(xy) — u(x2)| < e.

Teorema 2.1 (Teorema de Ascoli-Arzela) Un conjunto U C C°(I) es rela-
tivamente compacto en C°(I) (es decir, su clausura es compacta) si y sdlo si es
acotado y equicontinuo.

Podemos reescribir el teorema de Ascoli-Arzela de la siguiente manera:

Corolario 2.1 Dada una sucesion {u,} C C°(I), si {un} es acotada y equicon-
tinua, entonces existe una subsucesion {u,;} de {u,} que converge a u en C°(I).

Teorema 2.2 Los conjuntos acotados de WP(I) son relativamente compactos
en C°(I), equivalentemente: La inyeccién de W'P(I) en C°(I) es compacta.
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Observacion 2.5 Sabemos que por la Observacion 2.1, una sucesion {u,} con-
verge fuertemente en W'P(I) si y sdlo st {u,} y {ul,} convergen fuertemente en
LP(I) a u y ' respectivamente. Teniendo en cuenta la Observacion 2.4 se tiene
que {u,} no sdlo converge fuertemente en LP(I) sino que converge fuertemente
en CO(I). Andlogamente también esta claro, que siu, converge débilmente a u en
WhP(I) entonces {ul,} converge a v’ en LP(I) y {u,} converge débilmente a u en

C°(I). De hecho, vamos a ver que esta 4iltima convergencia es fuerte em C°(I).

Observacién 2.6 Dada una sucesion {u,} que estd acotada en W'P(I), por la
Observacion 2.4 sabemos que {u,} también esta acotada en C°(I). Observar que
como el espacio WIP(I) es reflevivo se puede extraer una subsucesion {u,} de
{un} que converge débilmente a u en W'P(I) (ver Teorema 1.6).

Por otra parte, la subsucesion {u,y} estd acotada en WP(I) , por tanto lo estd en
C°(I). Luego, por el Teorema de Ascoli-Arzela se puede extraer una subsucesion
{tni;} de {unk} que converge a @ fuertemente en CO(I). En realidad, {tnk,} con-
verge a u en WHP(I), luego se deduce que u = @ independiente de la subsucesion
que tomemos. Por tanto, la subsucesion {u,;,} de {u,} que converge débilmente
u en WYP(I) va a converger fuertemente a u en C°(I).

Esto da a lugar al siguiente resultado que sera de especial importancia para
probar la existencia de solucién de problemas de Célculo de Variaciones que
veremos en capitulos posteriores.

Teorema 2.3 Si una sucesion {u,} converge débilmente en W'?(I) hacia una
funcion u, entonces {u,} converge fuertemente a u en C°(I) y en particular, ésta
converge puntualmente en I.

El siguiente teorema muestra las propiedades fundamentales de W' (1).

Teorema 2.4 FEl espacio W'P(I) verifica :
1. Es un espacio de Banach para 1 < p < 400.
2. Es reflexivo para 1 < p < 400.
3. Es separable para 1 < p < 0.
4. WY2(I) = HY(I) es un espacio de Hilbert separable.

Finalmente veamos una representacién de los elementos del dual de WP(T).

Proposicién 2.4 Sea f € (W'P(I)), entonces existen ug,u; € LP (I) tales que
se tiene la representacion

flw) = [wwds+ [utds, vo W), (26)
I I
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y ademds se tiene la 1gualdad

| fllowrecnyy = min{“uo”‘zp,(m + ||u1||]£p/(ﬂ) . (uo, u1) satisfacen (2.6)} .

2.2. El espacio W,"(I)

Otro espacio que va a ser importante en lo que sigue viene dado por la siguiente
definicion.

Definicién 2.4 Se define W, (I) como el subespacio de WP(I) formado por
las funciones que se anulan en los extremos a,b de I, es decir

Wy (1) := {u € W'(I) / u(a) = u(b) = 0}.

Se denota
HY(I) == WyA(I).

Uno de los resultados mas importantes acerca del espacio W, (1) es la de-
sigualdad de Poincaré que resulta de gran utilidad para resolver problemas de
ecuaciones diferenciales con condiciones de contorno.

Teorema 2.5 (Desigualdad de Poincaré) Si I = (a,b) es un intervalo aco-
tado de R y 1 < p < 400, entonces existe una constante C' > 0 tal que

lullzny < Cle ooy, ¥ € W (D).

Demostracién. Sea u € W, 7 (I) entonces, por definicién (u(a) = 0,u(b) = 0) y
por (2.1), se tiene

Tomando valor absoluto y aplicando la desigualdad de Holder, se tiene

/at u'(s) ds

wllzoe )y < [|4[ oo (ry (b — a).

t
u(t)] = S/ u/(s)| ds < ||t/ pory (£ — a) 7.

Si p = o0, se tiene

En el caso 1 < p < 400, elevando a p e integrando en I obtenemos

t b
[ wordr< Wi, [ @-artars

b
< 10 (b= @™ [ de = b )
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Con esto se concluye la prueba de la desigualdad de Poincaré, donde se puede
tomar C' = (b — a).
O

Observacion 2.7 Para obtener la constante en la prueba anterior, sélo hemos
utilizado la hipotesis de que la funcion u € Wol’p([) se anule en uno de los ex-
tremos del intervalo I (i.e u(a) = 0). Se tiene un resultado andlogo utilizando la
condicion sobre los dos extremos del intervalo I, es decir, u(a) = u(b) = 0. En
ese caso, se puede tomar C = (b— a)/2.

Como consecuencia de la desigualdad Poincaré, se tiene

Teorema 2.6 Sea I = (a,b) un intervalo acotado de R y 1 < p < +o00, se define
la norma H~HW01,p Wy P(I) — R* por

lllwpoy = I llvay,  Yu € WoP(D),

Las propiedades principales del espacio I/VO1 P(I) se resumen en el siguente
teorema.

Teorema 2.7 Se tiene:

1. El espacio Wol’p(]) es cerrado en WUP(I) y por tanto es un espacio de
Banach separable y reflexivo para 1 < p < 400.

2. El espacio H}(I) := W, (I) es un espacio de Hilbert separable.

3. El espacio CH(I) es denso en WyP(I) si1 < p < 400.



Capitulo 3

Minimizacion de funcionales

En lo que sigue vamos a estudiar la existencia de solucién a problemas de
Optimizacién de la forma general
mf f(z), (3.1)

el
donde U es un conjunto dado, generalmente un subconjunto de un espacio nor-
mado X, y f es un aplicaciéon dada (un funcional) definida sobre U con valores
en R.
Obsérvese que un problema de la forma

sup f(x)

zeld

se convierte en uno de la forma (3.1) sin mas que cambiar f por —f. Mas con-
cretamente, se tiene

sup f(z) = fnf (—f(x))

el
asi pues sélo estudiaremos el problema (3.1).
A continuacién, recordemos que se entiende por minimo global y minimo local,

respectivamente.

Definicién 3.1 Sea f: U — R con U un subconjunto de un espacio normado
X. Diremos que f tiene un minimo global o absoluto en un punto T si:

teldyfz) < flx), Vrel.
En tal caso pondremos

£(&) = min f(2).

zel
Se dice que f tiene un minimo local o relativo en un punto T si:

TeU yIE(x) tal que f(z) < f(x), VeelUNE(T),

donde E(z) denota un entorno del punto z. Obviamente, todo minimo global o
absoluto es un minimo local o relativo.

29
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Observacion 3.1 De forma andloga se define los mdximos (globales, locales).
Diremos que una funcion tiene un extremo (global, local) en & si tiene un minimo
o un mdzimo (global, local) en .

3.1. Semicontinuidad

El resultado mas importante referente a la existencia de minimos globales es
conocido como el Teorema de Weierstrass que dice:

“Si f: U — R es un funcional continuo y U es compacto, no vacio, entonces
f alcanza un maximo y un minimo absoluto en U”, o su corolario, que en el caso
de RY, dice:

“Si f : RN — R es continua y verifica que im,|400 f(2) = 400, entonces f
tiene un minimo absoluto en cualquier conjunto cerrado U C RV”.

Ahora bien, si sélo estamos interesado en la existencia de minimos globales,
podemos disminuir la hipétesis de continuidad. Ello conduce a la siguiente defi-
nicién.

Definicién 3.2 Sea U un espacio métrico y f : U — R. Diremos que f es
semicontinua inferiormente, y se escribird f s.c.i., en un punto ¥ € U si para
toda sucesion {x,} CU que converge a x, se tiene

f(z) < liminf f(x,).

n—oo

Diremos que f es semicontinua inferiormente en U si lo es en todo punto x € U.

Observacion 3.2 Si f es continua en U se tiene que es semicontinua inferior-
mente en U. Sin embargo, el reciproco no es cierto.

Se tiene la siguiente caracterizacién de semicontinuidad inferior.

Proposicion 3.1 Sea U un espacio métrico. Un funcional f : U — R es s.c.i.
enU si y solo si para todo A\ € R el conjunto de subnivel Ey definido por

Eyx={xel/f(x) <A} (3.2)
es un subconjunto cerrado de U.

Observacion 3.3 En el resultado anterior hemos utilizado la topologia restrin-
gida a U. En el caso en que U es cerrado, se tiene que f es s.c.i. en U si y solo
st B\ es cerrado para todo X € R.

Usando el concepto de semicontinuidad inferior se tiene el siguiente teorema
sobre la existencia de minimos.
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Teorema 3.1 Supongamos que U es un espacio métrico, compacto, no vacio y
que la funcion f: U — R sea s.c.i. en U, entonces f tiene un minimo global en

U.

A la hora de aplicar el Teorema anterior surge sin embargo la dificultad de
que los conjuntos cerrados y acotados en espacios infinitos-dimensionales no son
en general compactos. Para subsanar esta dificultad, usamos la topologia débil
en lugar de la fuerte. Introducimos por tanto la siguiente definicion.

Definicién 3.3 Sea X un espacio normado, U C X, f : U — R. Diremos
que f es secuencialmente débilmente semicontinua inferiormente, y se escribird f
s.d.s.i., en un punto x € U si dada cualquier sucesion {x,} C U tal que {x,}
converge débilmente a x, se tiene

f(z) < liminf f(x,).

n—oo

Diremos que f es s.d.s.c.i. enU si lo es en todo punto de U.

Observacion 3.4 Claramente, si f es s.d.s.c.i., entonces es semicontinua infe-
riormente, pero no reciprocamente. De hecho, existen funcionales continuos que
no son S.d.s.c.i.

De manera analoga a la Proposicién 3.1, se tiene

Proposicion 3.2 Sean X un espacio normado, U C X secuencialmente débil-
mente cerrado y f : U — R. FEl funcional f es s.d.s.c.i. si y solo si para cada
X € R el conjunto Ey definido por (3.2) es secuencialmente débilmente cerrado.

A continuacion, recordamos el concepto de funcion convexa y funcion estric-
tamente convexa.

Definicién 3.4 Sean X un espacio vectorial y U C X un subconjunto convexo.
Se dice que f:U — R es convexa si

flaz+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 —a)f(y), Vr,yelU, Vae|0,1].
El funcion f se dice estrictamente convexa si
flaz+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 —a)f(y), VeyelU, z#y Yae(01).

Es inmediato comprobar que las funciones convexas verifican la siguiente pro-
piedad:

Proposicion 3.3 Sean X un espacio vectorial, U C X convexo y f : U — R
conveza. Entonces para cada A € R el conjunto E\ definido por (3.2) es un
subconjunto convezro de X.
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De la Proposicién 3.2, Proposicion 3.3 y el Teorema 1.4, proviene el siguiente
resultado.

Proposicion 3.4 Sean X un espacio normado, U C X convexo y cerrado y
f:U —= R una funcion convexa. Entonces f es s.c.i. enU si y solo si es s.d.c.1.

enlU.

3.2. Resultado general de existencia

El resultado principal que usaremos para la existencia de solucién de un pro-
blema de minimizacién en un espacio infinito-dimensional es el siguiente:

Teorema 3.2 Sean X un espacio reflexivo, U C X un subconjunto secuencial-
mente débilmente cerrado, no vacio, y f : U — R una funcion s.d.s.c.i. Supone-
mos ademds que se verifica una de las siguientes condiciones:

(1) El conjunto U es acotado.
(11) El conjunto U no es acotado, pero

Hlﬁm f(z) = +o0. (3.3)

zel

En esas condiciones, f alcanza un minimo global en U.

Demostracion. Consideremos primero el caso de que el conjunto U es acotado.
Sea p = inf,¢y f(x) y tomemos una sucesién {z,} C U minimizante, i.e. tal que

3 lim f(z,) = fof f(z) = p.

Como U es acotado, la sucesién {z,} serd por tanto acotada, luego por el Teo-
rema 1.6, existe entonces una subsucesion {z,, } de {x,} y un elemento z € X
tales que {z,, } converge débilmente a Z. Como U es secuencialmente débilmente
cerrado tendremos que & € U y como f es s.d.c.i., se tendra

F(&) < liminf f(z,,) = lim f(z,) = p

k—o0 n—o0

Ademas, se tiene que
r) > inf = L.
f(@) = mf f(z) = u
Luego, de las desigualdades anteriores, se deduce que f(&) = u, como queriamos

probar.

Consideramos ahora el caso en que U no es acotado pero se verifica (3.3).
Sabemos entonces que dado M > 0 existe R > 0 tal que siz € U y ||z|| > R, se
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tiene f(z) > M, siendo M = max{u + 1,0} (p definido como en el caso anterior,
que podria ser —o00). En particular, denotando Bp a la bola cerrada de centro 0
y radio R, se tiene

w=1inf f(z) = inf f(x).

zeU rc€EUNBR

Por otra parte, como el conjunto Bp es convexo y cerrado, se deduce (ver Teo-
rema 1.4) que es secuencialmente débilmente cerrado y por tanto, es facil ver
que la intersecciéon U N Bp es secuencialmente débilmente cerrado. Claramente
este es acotado, luego podemos aplicar el caso anterior y obtener la existencia de
& €U N Br CU tal que

f(@) = inf f(z) =p,

:EGZ/{QBR

lo que concluye la demostracion del resultado.
OJ

Corolario 3.1 Sea X un espacio reflexivo, U C X convexo, cerrado, no vacio y
f U — R una funcion convexa y s.c.i. Suponemos ademds que se verifica una
de las condiciones i) o ii) del Teorema 3.2. Entonces f tiene un minimo en U.

Observacion 3.5 El método de la demostracion del teorema anterior, es lo que
se conoce como método directo del Cdlculo de Variaciones. Este consiste en elegir
una sucesion minimizante {x,} C U y probar que alguna subsucesion de {x,}
converge a un minimo global & de f en U.

Observacion 3.6 Cuando una funcion verifica (3.3) se dice que es coercitiva.

Recordemos que también se tiene el siguiente concepto de coercitividad:

Definicién 3.5 Sea a : H x H — R una aplicacion bilineal, se dice que a es
coercitiva si existe una constante o > 0 tal que

a(z,z) > al||z||}, Vze H.
Proposicién 3.5 Dada una aplicacion a : H x H — R bilineal, son equivalentes:
a) Eziste una constante o > 0 tal que
a(r,x) > olz||f, Vo€ H.
b) La funcion f: H — H definida por
flz) =a(z,z), VzeH.

verifica (3.3).
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Respecto a la unicidad de solucién al problema de minimizacién (3.1), se tiene:

Proposicion 3.6 Sean X un espacio vectorial, U C X convexro y f : U — R,
estrictamente conveva. Entonces existe a lo mds una solucidn del problema (3.1).

Observacion 3.7 FEl resultado anterior no garantiza la existencia de solucion,
tan solo el hecho de que si existe solucion entonces tal solucion es unica.

A continuacién, veamos un ejemplo de caracter general como aplicacién del
Teorema 3.2.

Ejemplo 3.6

Sea H un espacio de Hilbert y una aplicacion a € Lo(H) coercitiva. SiC C H es
un subconjunto convexo y cerrado, entonces para todo g € H' existe una unica
solucion del problema

(1
min {§a(x, z) — (g, x)} . (3.4)
Demostracién. Para ver que existe solucién del problema (3.4), veremos que se
satisface cada una de las hipétesis del Teorema 3.2.

En este caso, H es un espacio reflexivo por ser de Hilbert. Ademas, por el
Teorema 1.4 como C C H es un subconjunto convexo y cerrado, se tiene que C es
secuencialmente débilmente cerrado. Tenemos el funcional,

1
f(l') = 5&(1’,1‘) - <g,36), (35>
que lo podemos escribir como

f(x) = fi(z) + fol2),

siendo

fi@) = golwo), fale) = —{g,2). (3.6

Comenzamos probando que la funcién fo(z) es convexa. Esto es evidente por ser
la funcién g lineal.

Respecto a fi(x). Si probamos que esta es convexa, tendremos que f(z) es con-
vexa por ser suma de dos funciones fi(x) y fo(x) convexas. De hecho, si probamos
que fi(x) es estrictamente convexa entonces la funcién f(z) serfa estrictamente
convexa.

A continuacién, pasamos a probar que fi(x) es estrictamente convexa. No
es restrictivo suponer que a es una aplicacién simétrica. Por la Definicion 3.4
tenemos que ver que se verifica lo siguiente

filax+(1—=a)y) < afi(z)+(1—a)fily), VYr,y€ H,z #y,Va € (0,1). (3.7)
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Teniendo en cuenta la definicién de fi(z) dada en (3.6) y que a es una aplicacién
bilineal, se tiene

filax + (1 —a)y) =alaz + (1 —a)y, ax + (1 —a)y) = 58
= o’a(x,z) + 2a(1l — a)a(x,y) + (1 — a)?a(y,y) .

Observar que se verifica la desigualdad de Cauchy-Schwarz ya que la aplicacion
a define un producto escalar. Aplicando esta y la desigualdad de Young a (3.8),
obtenemos

filox 4+ (1= a)y) = o?a(x, z) + 2a(1 — a)a(z,y) + (1 — a)’a(y,y)

Cis o’a(r, x) + 2a(1 — oz)\/a(x, x)\/a(y, y) + (1 —a)?a(y, y)

Young

< oPa(r,x) +2 (%a(l —a)a(x,z) + %a(l — a)a(y, y)) + (1 —a)aly,y) =

= [o* +a(l —a)]a(z,2) + [a(l — ) + (1 - a)*] aly,y) =

=afi(z)+ (1 —-a)fily), Ve,ye H, z#y, Yae (0,1).
(3.9)

En principio, esto prueba que fi(x) es convexa. Ahora bien, nuestro interés es
probar que la funcién fi(z) es estrictamente convexa, i.e. que alguna de las de-
sigualdades en (3.9) es estricta.

Razonamos por reduccién al absurdo. Bajo las hipdtesis (3.7), supongamos que
todas las desigualdades que hemos aplicado en (3.9) son igualdades. Sabemos que
la condicion de alineamiento en la desigualdad de Cauchy-Schwarz viene dada
por

a(z,y) = Valz,z)\/aly,y) <=y = Az con X >0, si z #0. (3.10)
Por otro lado, tenemos que la desigualdad de Young viene dada por

a’> b
b< — 4 — b >
a_2+2, Va,b >0,

cuya igualdad se tiene para a = b.
Ahora bien, anteriormente aplicamos la desigualdad de Young en (3.9) a y/a(z, x)
y v/ a(y,y), respectivamente. Luego, la igualdad de Young nos lleva

Va(z,z) = ~/a(y,y), (3.11)

Por otra parte, aplicamos Cauchy-Schwarz a a(z,y), luego y = Az con A > 0 que
junto con la igualdad anterior se deduce

Valy,y) = VNa(z, z) = \a(z, z). (3.12)
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Por (3.11) y (3.12), obtenemos

va(r,z) = Ma(r,z) <= A= 1.

Esto implicaria que x = y, lo cudl es una contradiccién, pues hemos supuesto que
x e y son dos numeros distintos. Luego, se tiene que la desigualdad es estricta.
Por tanto, fi(z) es estrictamente convexa como queriamos probar, en particular
fi(z) es convexa.
Hemos probado entonces que la funcién f(z) definida por (3.5) es estrictamen-
te convexa. Por otra parte, como fi(x) y fa(x) son continuas entonces f(x) es
continua y en particular s.c.i.

Finalmente, dado que C no es acotado, nos falta probar que se verifica (3.3).
Teniendo en cuenta, que a es coercitiva (por hipétesis) y que se verifica que

(o)l < Nl

1 1
@) = gae,x) = (f,2) 2 Sllzla = [ Flullz]a (3.13)
Observar que el miembro de la derecha de (3.13) es un polinomio de segundo
grado en ||z||y, donde el coeficiente cuadrético del polinomio es positivo.
Pasando al limite en ||z, se tiene entonces

%a(x,x) —(f,x) — +o0.

como queriamos probar.
Gracias al Corolario 3.1 y a la Proposicién 3.6 se tiene que existe una unica
solucién del problema (3.4).

O

Observacion 3.8 Observar que una forma mds sencilla de probar que la funcion
fi(z) es estrictamente conveza, es utilizando una relacion entre convexidad y
derivabilidad que veremos mdas adelante.



Capitulo 4

Diferenciabilidad en espacios
normados

Una de las méas importantes motivaciones para el desarrollo del Calculo Dife-
rencial en espacios de dimension infinita proviene de la teoria clasica del Calculo
de Variaciones.

La necesidad de desarrollar una teoria de la diferenciacién en espacios de
dimensién infinita, parece ser que, la puso de manifiesto J. Hadamard. Esta tarea
la iniciaron sus discipulos M. Fréchet y M.R. Gateaux.

La propuesta de este capitulo consiste en dar una exposicién del Célculo dife-
rencial en dimensién infinita que posteriormente sera de utilidad para el estudio
del Célculo de Variaciones.

El tinico concepto que va a ser necesario para manejar la mayoria de los proce-
dimientos considerados en este trabajo, es esencialmente la derivada direccional.
Por completitud, recordamos también los conceptos de derivada Gateaux y deri-
vada Fréchet.

4.1. Definiciones

Comenzamos definiendo qué se entiende por derivada direccional en espacios
normados.

Definicién 4.1 Sean X, Y espacios normados, U C X abierto, F : U — Y una
funcion. Fijado un vector no nulo h € X yxg € U, diremos que F' es diferenciable
en el sentido de Gateaux (o G-diferenciable) en xo y en la direccion h si existe el

limite en Y
F(xog+eh) — F(xp)

lim :
e—0 g
En tal caso, se denota
F - F
SF (o, h) = lim Lo+ €R) = F(z0) (4.1)

e—0 g

37
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y al elemento 0F (xg,h) € Y, se le denomina la G-diferencial de F en el punto
xo y en la direccion h.

Si eziste §F(zo, h) para toda h € X, diremos que F es G-diferenciable en xy,
y a la aplicacion 6F (xq) definida por

5F(.Z'0) che X — (SF(SCQ, h) eY (42)
la denominaremos la G-diferencial (o diferencial Gateaux) de F en el punto xy.

Observacion 4.1 En la prdctica, para los problemas de Cdlculo de Variaciones,
vamos a considerar que el espacio Y = R, donde sabemos que todas las normas
son equivalentes y como consecuencia el calculo del limite anterior va a resultar
mdas sencillo. Ademds, observar que el valor §F(xo,h), no es otra cosa que la
derivada direccional de F' en el punto xy y en la direccion h.

Observacion 4.2 Si F' es G-diferenciable en xy entonces la G-diferencial es ho-
mogénea en la variable h, es decir

OF (zg,ah) = adF(x9,h), VYa eR, Vh e X.

Ademds, la aplicacion t — F(xg + th) es continua en t = 0.

Al igual que se ha definido anteriormente el concepto de derivada direccional
de primer orden, podemos definir la derivada direccional segunda en una direccién
de la siguiente manera:

Definicién 4.2 Sean X, Y espacios normados, U C X abierto, F' : U — Y
una funcion. Dados xo € U y h € X, supongamos que existe 6F(xg, h) definida
por (4.1), se dice que F' es dos veces G-diferenciable en xy en la direccion h, si
existe el limite en 'Y

52 F (0, b, h) = lim OF (xg + eh,h) — dF(xy, h)'

e—0 g

y al elemento 0*F(xg,h,h) € Y asi definido lo denominaremos la G-diferencial
sequnda de F' en el punto xy en la direccion h.

Observacion 4.3 Observar que para obtener la G-diferencial sequnda de F, se
puede deriwvar la G-diferencial de F' en otras direcciones. Por el interés de la
memoria, basta derivar esta ultima en la misma direccion.

Observacién 4.4 Es evidente que si existe 6>F(xq, h, h) para ciertos o € U y
h € X, entonces existe §°F (xg, ah, ah) para todo o € R y se verifica

§*F (g, ah, ah) = o*§*F (g, h, h).
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Observacion 4.5 Observar que en el caso de que espacio de llegada de la funcion
F sea R, si definimos
®(e) = F(xg +€h)

se tendrd

, d
OF (w0, h) = @'(0) 1= ——F (w0 + h) =0

d2
(SZF(xO, h7 h) = (I)//(O) = WF(Z’Q + 5h)‘€:0.
€
A continuacion, recordamos los conceptos de derivada Gateaux y derivada
Fréchet

Definicién 4.3 Sean X, Y espacios normados, U C X abierto, xo € U y una
funcion F : U — Y G-diferenciable en xzq. Si la aplicacion §F(xy) definida
por (4.2) pertenece a L(X,Y), entonces se dice que F es G-derivable en xy,
y tal aplicacion se le llama derivada Gateauz (o G-derivada) de F' en xy.

Observacion 4.6 Observar que si F' es G-derivable en xy entonces F' es G-
diferenciable en xy y entonces F' es G-diferenciable en xy en la direccion h. En
general, no se tienen las implicaciones contrarias, salvo si X = R.

Definicién 4.4 Sean X, Y espacios normados, U C X abierto, xg € U, h € X
y una funcion F' : U — Y. Diremos que F' es diferenciable en el sentido de
Fréchet (o F-derivable) en xq, si existe una aplicacion T(xq) € L(X,Y) tal que

N F(@o + h) — F(xo) — T(wo)hlly

lim

=0
h—0 || x

donde en tal caso la aplicacion T (xo) es unica.

Definicién 4.5 Liamaremos derivada Fréchet (o F-derivada) de F en el punto
xo a la dnica aplicacion lineal y continua T'(xo) que verifica la definicidn anterior.
Se denotard por F'(xy).

Se tiene la siguiente relacién entre la derivada Gateaux y la derivada Fréchet.

Proposicién 4.1 Sea F : U — Y una funcion F-derivable en xq entonces, F' es
G-derivable en ese punto, y ademds F'(xg) = 0F (x0).

Proposicion 4.2 St F : U — Y es una funcion F-derivable en xy entonces F' es
continua en .

Observacion 4.7 FEuxisten funciones G-derivables en un punto que no son conti-
nuas en dicho punto, es decir, la proposicion anterior no es cierta si cambiamos
la condicion F-derivable por G-derivable.
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4.2. Derivaciéon y convexidad

En esta seccion presentaremos resultados que muestran como se puede aplicar
la G-diferenciabilidad para estudiar la convexidad de una funcion.

Proposicién 4.3 Sea X un espacio normado, U C X abierto, convexo y una
funcion F : U — R. Supongamos que para todo par de puntos x1 y xo del abierto
U existe SF (1,19 — x1), la G-diferencial de F. Entonces se tiene

1. F es convexa si y solo si se verifica

F(xg) — F(x1) > 0F (1,22 — 1), V1,22 €U. (4.3)

2. F es estrictamente convexa si y solo si se verifica

F(l’g)—F(xl) >5F(J}1,I2—JI1>, Vl’l,l’g EZ/I, X1 7é.7}2. (44)

Demostracion. Supongamos que F' es convexa, hay que probar que se verifi-
ca (4.3). Para ello, dado € € (0, 1), se tiene

F(zy +e(ry — 1)) — F(xq) < eF(zy)+ (1 —¢e)F(xq) — F(xy)

- - = F(l‘g)-F(ZL’l)

Tomando limite cuando € — 0, se obtiene

lim F(zy +e(zy —x1)) — F(aq)

e - S F(ZEQ) - F([I,'l)

y entonces teniendo en cuenta (4.1) en lo anterior, sigue (4.3) como querfamos
probar.

Reciprocamente, si se satisface (4.3), entonces para todo par x1, 22 € U y todo
a € [0,1] se tiene

F(z1) > F(x; + a(zs — x1)) + 0F (21 + a2 — 1), —a(z2 — 27)), (4.5)
F(xg) > F(x1 + a(xg — x1)) + 0F (21 + a(xe — 1), (1 — @) (g — 1)).  (4.6)

Por la homogeneidad de la G-diferencial en direccién h, multiplicando la desigual-
dad (4.5) por (1 — «), la desigualdad (4.6) por a y sumando, se tiene

(1 —a)F(z1 4+ a(xg —x1) + aF(x; + alzs —x1)) < (1 — a)F(21) + aF(x9)
o equivalentemente,

F((1 = a)r; + axs) < (1 — a)F(x1) + aF(x9).
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y por tanto F' es convexa. El argumento anterior sirve también para probar
que (4.4) implica que F' es estrictamente convexa.

Nos falta probar el reciproco. Supongamos que F' es estrictamente convexa
hay que probar que se verifica (4.4). Por hipdtesis F es estrictamente convexa, en
particular F' es convexa, se tendra por tanto (4.3). Si ahora z1,xe € U, 11 # X9
y a € (0,1) entonces, por el cardcter estrictamente convexo de F' se tiene

F(zy + alxe — 1)) — F(xq)

F(JZQ) —F(Zbl) > >

S OF (21, oy — 1)

o :5F($1,$2—ZL‘1).

Por tanto, se concluye
F(Jfg) — F(Il) > 5F(I1, Ty — 131)

como queriamos probar.

O

Proposicion 4.4 Sea X un espacio normado, U C X abierto, convexo y una
funcion F : U — R. Supongamos que para todo par de puntos x1 y xo deU, F' es
G-diferenciable en [x1,xs] y en la direccion xo — x1. Entonces se tiene que F es
convexa si Yy solo si

OF (9,29 —x1) — 0F (21,290 — 1) > 0, V1,79 €U. (4.7)

Demostracién. Supongamos que F' es convexa. De (4.3), se tiene
F(l‘g) — F(l’l) Z (5F(ZL‘1,ZL’2 — l’l).
F(l’1> — F(.I’Q) Z 5F($2,(E1 — l’g).

Sumando estas desigualdades y teniendo en cuenta la homogenidad de la G-
diferencial en la direccién, se obtiene

5F(I1,ZE2 — .Tl) + 6F(I2, T — ZL'Q) = 5F(ZE1,ZE2 — Il) — 5F(JI2,[E2 — ZEI) S 07

de donde se sigue (4.7).
Reciprocamente, sean x1, 25 € U y consideremos la funcion

p(t) = F(z1 + t(zg — 1))

que es derivable en [0, 1] y con derivada ¢'(t) = dF (21 + t(x2 — 1), 2 — 21).
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Sea ahora 0 < s <t < 1, llevando x5 = x1 + s(x2 — 1) ¥y & = @1 + t(x2 — 27)
a (4.7) en lugar de z; y s, se tiene

OF (x4, 21 + t(xy — 1) — (21 + (22 — 11)))—
—0F (v, 21 + t(xe — 1) — (21 + (29 — 21))) > 0.

Simplificando, teniendo en cuenta la homogenidad de la G-diferencial en la direc-
ci6én y dividiendo por (¢ — s), se obtiene

OF (x, 29 — 1) > 0F (x5, 29 — 71).

Luego, deducimos que ¢'(t) > ¢'(s), i.e. ¢/(s) es creciente ya que s < t y por
tanto ¢ es convexa, es decir, se verifica

pla-1+(1—a)-0) = pla) <ap(l) + (1 - a)p(0).
Como ¢(a) = F(z1 + a(xze — x1)), (1) = F(x2), y ©(0) = F(z1), se tiene que
F(z1 4+ a(re — 1)) < aF(x3) + (1 — a)F(x1),

es decir, I’ es convexa.

O

Proposicién 4.5 Sean X un espacio normado, U C X abierto, convero y sea
F : U — R. Supongamos que existe la G-diferencial sequnda 6°F (z,h,h) para
todo x € U y para toda h € X, entonces se tiene

1. F es convexa si y solo si se verifica

8*F(x,h,h) >0, Yo €U, Vhe X. (4.8)

2. Si se verifica
6*F(x,h,h) >0, Vo €U, VheX. (4.9)

entonces I' es estrictamente convexa.

Demostracién. Suponemos que existe 82F(z,h,h) > 0, Vo € U,Vh € X. Por
la Proposicién 4.4 basta probar que se verifica (4.7). Consideremos, Vx, 25 € U
y t€(0,1),

(SF(:L‘l + t(ZL‘Q - ZEl),l’Q - £L’1) = 5F(I’1, Lo — ZEl) + 52F(ZE1 + t(IQ — 1,'1), Lo — ZEl).
Sea p(t) = dF(x1 4+ t(zg — 1), 9 — 7). Por el Teorema del valor medio, se tiene

5F(ZE2,JZ2 — (L’1> — 6F(I1,ZE2 — .Tl) = 52F($1 + to(fL’g — ZEl),ZEQ — T1,T9 — ZEl)
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de donde se sigue (4.7) y por tanto, F' es convexa.

Para terminar la demostracion basta probar que si F' es convexa entonces se
verifica (4.8). Para ello, sean 1, x5 € U con x; # xo. Como F es convexa, gracias
a la Proposicién 4.4, se verifica

OF (x93, 29 — 1) — 0F (x1,29 — 1) >0, Vi, z0 €U.

Remplazando x5 por x; + t(xe — 1) para cada t € (0, 1), se tiene

5F(£I§'1 -+ t(l’z — fﬂl),.fll'l + t(l'Q — xl) — .]71) — 6F(£C1,.T}1 + t(l’g — x’1> — fﬂl) =
=0F (z1 + t(xg — x1),t(x2 — 1)) — 0F (21, t(x9 — 21)) > 0.

Diviendo por #? y teniendo en cuenta la homogeneidad de la G-diferencial en la
direccion, nos queda
OF (z1 +t(xg — 1), 090 — 1) — OF (21,29 — 1) _
t — Y

donde haciendo t — 0, se obtiene

oF t(zy — —x) — OF —
OF (21, m0— 1, 29— 21) := lim (21 + s = 21), 22 = 1) (21,22 = 21)

>0
t—0 t -

lo que concluye la prueba.
OJ

Observacion 4.8 Fuxisten funciones estrictamente convexas que no verifican la
condicion (4.9).

Por tltimo, observar que los resultados anteriores permiten probar de una
manera mas rapida y sencilla en el Ejemplo 3.6 que la funcion

fi:(x,2) € Hx H+— a(x,z) €R

es estrictamente convexa.

Demostracién. Para probar que fi(z) es estrictamente convexa, tenemos que
probar que satisface (4.9). Para ello, definimos

F(xzo+¢eh) = fi(xo +eh,x0 +ch) = a(zg + ch, o + ch)
donde por ser a una aplicacién bilineal, se obtiene
F(xo + eh) = a(xg, o) + 2ea(xo, h) + 2a(h, h).
Por la Observacion 4.5, se tiene

®(e) = a(wo, 7o) + 2ea(wo, h) + c%a(h, h)
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y ademas,
0F (z9, h) = ®'(0) = 2a(zg, h) + 2ea(h, h)|__, = 2a(zo, h),
§*F(z9, h, h) = ®"(0) = 2a(h, h).

Ahora bien, como a es una aplicacién coercitiva se satisface que a(z,z) > af|z|/%,
para toda x € H, con a > 0. Luego, se tiene que

0°F (0, h, h) = 2a(h, h) > a|z||3;
y por tanto, esto implica que
8*F(xg,h,h) >0, Yh#0

lo que concluye que fi(z) es estrictamente convexa.

4.3. Condiciones necesarias de extremo

Usando la derivacién en espacios normados que hemos visto en la seccion
anterior, vamos ahora a obtener algunas condiciones necesarias y suficientes que
debe verificar un punto en el cual se alcanza el minimo de una funcién. Para ello,
el lector debe de recordar la Definicién 3.4.

Obviamente, todo minimo global de f en U, es minimo local. El siguiente re-
sultado muestra que de hecho, en el caso de funcionales convexos ambos conceptos
de minimos son equivalentes.

Proposicion 4.6 Sean X un espacio normado, U C X convexo y f : U — R
convexa. En estas condiciones, f alcanza minimo global en © € U si y solo si
alcanza minimo local en .

Demostraciéon. Supongamos que f alcanza minimo local en & € U, entonces
existe € > 0 tal que

£(&) < f(x), VeeUnB(d,e).

Por la convexidad de U, dado & € U, se tiene que para todo o € (0,1), el
segmento ax + (1 —a)z € U, o lo que es lo mismo, z + a(x — ) € U. Tomando «
suficientemente pequeiio, se tiene ||a(x—2)|| < € y por tanto i+a(x—2) € B(Z,¢).
Por tanto, para dicho « se tiene

f(@) < @+ alz—2)) <(1-a)f(2) + of(z),
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o de forma equivalente

f(@) = (1= a)f(2) = af(2) < af(2)

lo que implica f(z) < f(z), Yo € U. Luego, & es un minimo global de f en Y.
El reciproco es evidente pues todo minimo global f en U es minimo local de f en
U.

OJ

Para las funciones reales de variable real se tiene el siguiente resultado.
Teorema 4.1 Sean X un espacio normado, U C X conUU# Dy f:U — R. En
estas condiciones se tiene

o]
1. Si f alcanza un minimo local en & €Y y es G-diferenciable en &, entonces

5f(#,h) =0, VheX. (4.10)

2. Sil es convexo y f es convera en U y G-diferenciable en un punto & GZj{,
entonces f alcanza un minimo global en & si y sdlo si satisface (4.10).

Demostracién. Comenzamos probando 1), consideremos h € X fijado. Como z
es un minimo local de f en U, entonces existe g; tal que para todo € con |e| < &g,
se satisface f(z) < f(& + h), con lo cual

f(@+¢eh)— f(z) >0, Vetal que0 < |g| <ep.

Si dividimos por € en la desigualdad anterior y tomamos limite cuando € — 0, se
tiene

f(@+eh) — f(2)

lim >0,
e—0t 15
i TG+ —1@)
e—0— g

Por tanto, se prueba 6 f(z,h) >0y 6f(z,h) <0, con lo cual se deduce (4.10).
A continuacién, pasamos a probar 2), observar que si & € U se satisface (4.10).
Ademas, por ser f convexa en U, gracias a la Proposicion 4.3, se tiene

flz) = f(@)>df(z,z —x), Verel.
Por tanto,
flx) = f(&) +0f(&,2 —2) = f(Z), Ve eU.

lo que concluye Z es un minimo global de f en U.
O
Para terminar, en el caso de funciones dos veces diferenciable se tiene el si-
guiente resultado.
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Teorema 4.2 Sean X un espacio normado, U C X y f : U — R. Supongamos

[¢]
que f alcanza un minimo local en & €U, y que f es dos veces G-diferenciable en
Z en la direccion h. Entonces, se verifica

82 f (&, h,h) > 0.

Demostracién. Basta considerar la funcién ¢ definida en un entorno de 0 € R
por p(t) = f(& +th) y observar que ¢'(0) = §f(z,h), ¢"(0) = 62f(&,h,h) y que
¢ alcanza minimo local en t = 0.

O



Capitulo 5

Existencia para un problema del
Calculo de variaciones

En el presente Capitulo utilizaremos el Teorema abstracto de existencia que
obtuvimos en el capitulo 3 para probar la existencia de solucién de un problema
de Calculo de Variaciones bastante general planteado para un espacio de Sobolev
WP (a,b) sometido a varias restricciones. Como aplicacién obtenemos un resulta-
do de existencia para la existencia de soluciéon de un problema de contorno para
una ecuacion diferencial ordinaria no lineal con condiciones de tipo Dirichlet.

5.1. Resultado de existencia de solucidon

Comenzamos definiendo qué entendemos por funciéon de Caratheodory en la
presente memoria.

Definicién 5.1 Sean a,b € R, a < b, y f : (a,b) x RN — R. Se dice que f es
una funcion de Carathéodory si

1. f(x,-) es continua en RY, e.c.t. x € (a,b),
2. f(-,w) es medible en (a,b), Yw € RY.
El Teorema principal de este capitulo es el siguiente:

Teorema 5.1 Sean a,b € R, a < b, p € (1,+0), n,I € Ny O C WP(a,b)"
secuencialmente débilmente cerrado, no vacio. Para cada i € {0,...,1}, sean
gishi € CO(RN) y f; : (a,b) x R*™ — R una funcion de Carathéodory. Suponemos
que

(i) fi(x,s,-) es convera en R", Vs € R", e.c.t. x € (a,b), Vi € {0,...,I}.

47
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(ii) Para cada M > 0 existen Cyr > 0 y hyy € L'(a,b) tales que
|fi(x,8,8)| < hy(x) + Cyl€|P, ect. x € (ab), V(s,&) €R"xR",

con |s| < M, Vie{0,...,1}.

(iii) Para cada M > 0, existe ryy € L*(a,b) tal que: Para todo € > 0 existe § > 0
satisfaciendo

’fi(x73>€) - fz(xatafﬂ S 8(‘5’;0 + TM(:E))7 e.cl v € <a7b)7 vsat>€ € Rna

con |s|, |[t| < M, |s—t| <o, Vie{0,...,I}.

Sea F; : W'P(a,b)" — R el funcional definido por

Fi(u) = / fi(x,u, v do+gi(u(a))+hi(u(b), Yu€ WP(a,b)", Vi€ {0,...,1}.

Denotemos por U el subconjunto de WP(a,b)™ dado por ol
Z/{:{uEO|E(u)§0,V2’E{1,...I}}. (5.2)

Supongamos que U es no vacio, y consideremos el problema de minimizacion
%161151 Fo(u). (5.3)

Supongamos que se verifica una de la siguientes condiciones:

1. El conjunto U es acotado.
2. El conjunto U no es acotado, pero

lfim Fy(u) = +o0. (5.4)
HuHWl,p(aJ))n_)OO
ueU

Entonces eziste uw € U solucion del problema (5.3).

Para demostrar el Teorema anterior, necesitaremos algunos lemas previos. El
siguiente Lema es fundamental para ver que el funcional F; esta bien definido,
pues asegura que el integrando en (5.1) es medible.

Lema 5.1.1 Sean a,b € R, cona < b, f : (a,b) x RN — R una funcién de

Carathéodory, y v : (a,b) — RY una funcién medible. Entonces la funcién
g : (a,b) = R definida por

g(x) = f(x,v(z)) ect x€(a,b),

es medible.
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Demostracion. En primer lugar, veamos que el resultado es cierto cuando v es
una funcién simple medible, es decir, cuando v sélo toma un nimero finito de
valores. En ese caso, podremos representar v como

o(@) =3 vixa o)

=1
con v; € RY y A; C (a,b) conjuntos medibles disjuntos entre si. Entonces

M
g(l‘) - Z f(x7vi) XAZ-<~T);
i=1
Gracias a que f es una funcién de Carathéodory, se tiene que f(-,v;) es medible,
para todo i € {1,..., M}. Por tanto, se concluye que g es una funcién medible.
Supongamos ahora que v es una funcién medible arbitraria. Sabemos que

existen Ny C (a,b) de medida nula y una sucesién de funciones simples medibles,
vy ¢ (a,b) — RY tal que

lim v,(z) =v(x), Vz € (a,b)\ Ny.

n—oo
También existe Ny C (a,b) de medida nula tal que f(z,-) es continua para todo
x € (a,b) \ Ni. Entonces se sigue

g(x) = f(z,v(x)) = Um f(z,v,(x)), V€ (a,b)\ (NgUNy).

n—0o0

Como v, es una sucesién de funciones simples medibles, sabemos que f(-,v,())
es una funcién medible para cada n € N, y gracias a que Ny U N; es un conjunto
de medida nula, se sigue de la iltima igualdad que ¢ es una funciéon medible por
ser el limite en casi todo de funciones medibles.
O
Al estudiar propiedades de continuidad de Fj, tendremos que pasar al limite en
sucesiones de la forma F;(u,,), y para ello sera de utilidad el siguiente Lema, el cual
es una generalizacién del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue.

Lema 5.1.2 Sean w, y g, : (a,b) — R dos sucesiones de funciones medibles
que convergen en casi todo (a,b), y denotemos sus limites por w y g e.c.t (a,b),
respectivamente. Supongamos que g, para todon € N, y g pertenecen a Ll(a, b),

i b b
lim gndx:/ gdx. (5.5)

n—oo a
Supongamos también que para cada n € N, se tiene
lwy ()] < gn(z), e.ct x€(a,b). (5.6)

Entonces w € L*(a,b) y w, converge a w fuertemente en L'(a,b).
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Demostracién. De (5.6) y teniendo en cuenta que w, y g, convergen a w'y g,
respectivamente, e.c.t (a,b), se deduce |w| < g, y por tanto |w, —w| < g, + ¢
e.c.t (a,b). Es decir, g, + g — |w, — w| es una sucesién de funciones no negativa
e.c.t (a,b). Aplicando, el Lema de Fatou, se obtiene

b b
/ liminf(g, + g — |w, — w|) dz < liminf/ (gn + 9 — |w, —w|)dx.  (5.7)
a n—oo n—oo a

Usando nuevamente las convergencias e.c.t (a,b) de w, y de g, se sigue

b b
/ liminf(g, + g — |wn—w\)da::2/ gdx. (5.8)
a n—oo

a

Por otra parte, gracias a (5.5) se tiene

n—oo

b b
h’minf/ (gn—l—g—|wn—w|)dx:limsup/ (gn + 9 — |w, —w|)dx =
n—o0 a a

5.9
. . (5.9)
= 2/ gdx — h'msup/ |w, — w| dz.
a n—00 a
De (5.7), (5.8) y (5.9), se deduce
b
limsup/ |w, —w|dx <0,
n—00 a
lo que prueba que w, converge a w en L'(a,b).
0

A partir de los dos lemas anteriores podemos probar que los funcionales F;
estan bien definidos y son secuencialmente débilmente semicontinuos inferiormen-
te en W'P(a,b). Ese es el objeto del siguiente lema.

Lema 5.1.3 Sean a,b € R, a < b, p € (1,+00), g,h € C°(R) y una funcién
f:(a,b) x R? — R de Carathéodory. Suponemos que

(i) f(x,s,-) es convexa en R", Vs € R", e.c.t. x € (a,b).
(ii) Para cada M > 0 existen Cpr > 0 y hyy € L'(a,b) tales que
F(2,5,)] < har(x) + Oul€l,  ect. z€ (@b), ¥(s.€) € R xR,

con |s| < M.

(iii) Para cada M > 0, existe ryy € L*(a,b) tal que: Para todo € > 0 existe 6 > 0
satisfaciendo

[f(z,81,8) = fla,s2, ) e (€] + ru(z)),  ect xze(ab),

Vs1, 82,& € R™, con |sq], |se] < M, |s1 — so] < 0.
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Entonces el funcional F : W' (a,b)" — R definido por

b
= / fi(z,u, ') dw + gi(u(a)) + hi(u(d)), VYue& W'P(a,b),

esta bien definido y es secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente
en el espacio WP (a,b)".

Demostraciéon. Comenzamos probando que el funcional F' esta bien definido,
para ello tenemos que ver que cada uno de sus sumandos lo estan. Gracias a
que WhP(a,b)" se inyecta de manera compacta en C°([a, b])", los valores g(u(a))
y h(u(b)) estd bien definidos para toda u € W'?(a,b)". Por otra parte, como
u € WhP(a, b)™ tenemos que u es continua en [a, b], y por tanto u estd acotada, es
decir, existe M > 0 tal que —M < u(x) < M para todo = € [a, b]. Utilizando la
hipétesis (ii) con M = [[u|co((q,p) se tiene la existencia de Cyy > 0y has € L'(a, b)
tales que

|f(z,u(x), ' (x)] < hy(x) + Cylu/ ()P, ect x € (a,b).

Como el miembro de la derecha de esta igualdad estd en L'(a,b), esta esti-
macién junto con el Lema 5.1.1 prueba que f(-,u,u’) € L'(a,b), para toda
u € WHP(a,b)", y con ello se concluye que F estd bien definido.

Pasamos a probar que F' es secuencialmente débilmente semicontinuo infe-
riormente. Consideremos una sucesion wu,, que converge débilmente a cierta u en
WP (a,b)". Entonces por el Teorema 2.3 se tiene que u, converge uniformente a
w en [a,b]. En particular, u,(a) y u,(b) convergen a u(a) y u(b) en R™, respecti-
vamente. Por tanto,

lim inf F'(u,) = hmmf/ f(z un, uy,) de + g(u(a) + h(u(b)). (5.10)

n—o0 n—o0

Para estimar el limite inferior que aparece en el miembro derecho, escribimos

b b b
/ f(x,un,u;)dx:/ (f(z,up,u) — f(x,u,u;))dﬁ—i—/ [z, u,u) de.

(5.11)
Como u,, converge uniformemente a u, deducimos que existe M > 0 tal que
|un| < M en [a,b] y por tanto |u| < M en [a,b]. Sea r); dado por (7). Tomemos
e > 0y sead >0 el valor dado por la hipdtesis (iii). De la convergencia fuerte de
u, a uen C%[a,b])", deducimos que existe ng € N tal que

lun(x) —u(z)| <6, Vzela,bl, VYn > ng,
y entonces gracias a la hip6tesis (iii) con dicho valor de M y a la acotacién de

w,, en LP(a,b)" obtenemos

b b
/ (f (z,un,u,) — flz,u,u))d ge/ (Jup|P + ra)de < Ce,  Vn > ng.
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para cierta constante C' > 0 independiente de . Por la arbitrariedad de ¢, de
aqui se deduce

3 lim b(f(x,un,u') — f(z,u,ul))dx = 0. (5.12)

n
a

A continuacion veremos que el funcional
b
ve LP(a,b)" — G(v) = / f(z,u,v)dz

es secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente en LP(a,b)™. Eso en
particular dara

b b
lim inf G(u,) = / f(x,u,u)de > / flz,u,u')de = G(u'),
n—oo a a

que junto a (5.10), (5.11) y (5.12) probard que F es secuencialmente débilmente
semicontinuo inferiormente en W'?(a, b)". Para ver que G es s.d.c.i. en LP(a,b)",
basta probar que G es convexo y continuo en LP(a, b)™. La convexidad de G resulta
inmediata a partir de la hipdtesis de convexidad (i) impuesta a f:

G(av, + (1 — a)ve) = / flz,u,av + (1 — a)vy) do
b
< / (af(x,u,v1) + (1 — ) f(z,u,vy)) dz

= a/ fz,u,vy)de + (1 — a)/ f(z,u,vg)de = aG(v1) + (1 — a)G(vg),

para todo vy,vy € LP(a,b)" y todo a € [0,1]. Para probar la continuidad de

GG, consideremos una sucesion v, que converge fuertemente a una cierta v en

LP(a,b)". Entonces existe una subsucesién de v,, que denotamos por v,,, que

converge a v en casi todo (a,b), y gracias a que f es de Carathéodory, se sigue
lim f(z,u(x),v,, () = f(z,u(z),v(r)), ectxe(ab). (5.13)
n—oo

Nuevamente la propiedad (i) con M = ||u|/co(e)» da la existencia de Cyy > 0y

hyr € L'(a,b) tales que

\f(z,u(x),vn,)] < hy(x) + Cuylog(z)P,  ect. xz € (a,b). (5.14)

La convergencia fuerte de v, a v en LP(a,b)™ junto a (5.13), (5.14) y el Lema 5.1.2

prueban
b

lim f(x,u(x),vnk(x))dx:/ fz,u(z),v(x)) de.

n—oo a
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Como el valor del limite en la expresion anterior es independiente de la subsucesion
Un,, de aqui se sigue que G(v,) converge a G(v) sin necesidad de extraer una
subsucesion, y por tanto prueba la continuidad de G.

O
Una vez visto estos dos lemas, pasamos a probar el Teorema 5.1.

Demostracion del Teorema 5.1. Por el Lema 5.1.3, sabemos que el funcional F;
es s.d.s.c.i. para cada i € {0,...,I}. En particular, el funcional Fj lo es. Por otro
lado, sabemos que el espacio WP (I) es reflexivo para p € (1, +0c). Luego, para
poder aplicar nuestro resultado general de existencia, es decir el Teorema 3.2,
basta con probar que el conjunto de estados admisibles U es secuencialmente
débilmente cerrado.

Consideremos una sucesiéon u,, C U que converge débilmente a u en WP (a,b)",
hay que ver que u pertenece ald. Como U C O y O es secuencialmente débilmente
cerrado, se tiene que u € O, y gracias a que F; es s.d.c.i. y a que Fj(u,) < 0, para
todo n € N, se tiene

Fi(u) < ligglfﬂ(un) <0, Vie{l,...,I}.

donde teniendo en cuenta (5.2), se deduce que u € U.
UJ

Observacion 5.1 El Teorema 5.1 es un resultado de existencia de solucion para
el problema (5.3) de minimizacion del funcional Fy(u) sujeto a u € O y a las
restricciones de desigualdad Fi(u) < 0, para todoi € {1,...,1}. Obviamente para
aplicar el resultado a problemas con restricciones del tipo Fi(u) > 0 (o del tipo
F;(u) =0), basta reescribirlas en la forma —F;(u) <0 (o en la forma Fi(u) < 0,
—Fi(u) < 0), y entonces la hipdtesis (i) supone exigir a la funcion fi(z,s,-) el
ser concava (o el ser lineal). Andlogamente para tratar el problema

i Fol)

basta considerar el problema
min(—Fy(u)),

ueU

donde para aplicar el Teorema 5.1 es necesario pedir que fo(x,s,-) sea concava.

Corolario 5.1 Sean a,b € R, a < b, p € (1,400), n,I € Ny O C W'P(a,b)"
secuencialmente débilmente cerrado, no vacio. Para cada i € {0,...,1}, sean
gi,hi € C°(R™) y fi : (a,b) x R — R una funcién de Carathéodory. Suponga-
mos que las funciones f;, coni € {0,..., 1}, satisfacen las condiciones (i), (ii) y
(i17) del Teorema 5.1. Sean F; : WP(a,b)" — R, coni € {0,..., 1}, los funcio-
nales definidos por (5.1), y sea U el subconjunto de W'P(a,b)" dado por (5.2),
que suponemos no vacio. Denotemos por C' una constante positiva tal que

||u||CO([a’bDn S C“U”Wl,p(a’b)n, Vu - Wl’p((l, b)n (515)
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Supongamos también que existe i € {0,...,I}, y tres constantes o, p,v € R, con
a > C¥(|u| + [v]), (5.16)

tales que

fi(z,8,6) > a(|s]” + [¢[P) = v(z) con vy € L'(a,b) }
(5.17)

9i(s) = plsl?,  hi(s) = v|s|?

e.c.t. x € (a,b) y para todo s,& € R".
Entonces existe uw € U solucion del problema (5.3).

Demostracién. Gracias a (5.15) y (5.17), el funcional F; definido por (5.1)
satisface

b b
Fiw) > a / (lul? + |o/|?) dac — / () dz + plu(@)P + vu(b)P

b b
>a [ (ulr o+ o) do [ @) do = nC e~ 7l e =

= (o= C*(lul + D) [ullfyrp(appe — 0, Yu € WH(a,b)",

siendo ,
p= / v(x) dx = cte.

Gracias a (5.16), se deduce entonces

lim Fi(u) = +o0.
||U||W1,p(a,b)n_’°°

Si ¢ € {0,...,I}, esto prueba que el conjunto U definido por (5.2) es acotado.
Ahora bien, si ¢ = 0, esta condicién prueba que si U no es acotado, entonces se
tiene (5.4). En cualquier caso, estamos en una de las condiciones del Teorema 5.1

que nos asegura la existencia u € U solucién del problema (5.3).
O

De manera similar se puede demostrar el siguiente resultado.

Corolario 5.2 Sean a,b € R, a < b, p € (1,+), n,I € N y O C WhP(a,b)"
secuencialmente débilmente cerrado, no vacio. Para cada i € {0,...,1}, sean
gi,hi € C°(R™) y fi : (a,b) x R — R una funcién de Carathéodory. Suponga-
mos que las funciones f;, coni € {0,..., I}, satisfacen las condiciones (i), (ii) y
(i) del Teorema 5.1. Sean F; : WP(a,b)" — R, con i € {0,..., I}, los funcio-
nales definidos por (5.1), y sea U el subconjunto de W P(a,b)™ dado por (5.2),
que suponemos no vacio. Supongamos que U estd contenido en Wol’p(a, b)" y sea
C una constante positiva tal que

|U||LP([a7b})n < C”U,HLP(aJ;)n, Yuelu. (518)
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Supongamos también que existe i € {0,...,I}, y dos constantes o, B > 0 con
!
p< Cr
y una funcion v € L'(a,b) tales que
fi(xu 575) > a’ﬂp - B|S|p o f}/(x)’ VS,f S Rna e.c.t x € (CL, b)
Entonces eziste uw € U solucion del problema (5.3).

Observacion 5.2 Se tiene un resultado andlogo al Corolario 5.2, suponiendo que
los elementos de U se anulan sélo en uno de los extremos del intervalo (a,b).

A continuacién probamos un resultado relacionado con la existencia de la
derivada Gateaux de los funcionales que aparecen en el problema de Calculo
de Variaciones considerado en el Teorema 5.1. Este resultado jugara un papel
importante en la préxima seccién para obtener las correspondientes condiciones
de optimalidad.

Lema 5.1.4 Sean a,b € R, con a <b, p € (1,+), g,h € CY(R) y f : (a,b) x
R?" — R una funcion de Carathéodory tal que

(i) f(-,0,0) € L'(a,b).
(ii) f(x,-) € CLR™), e.c.t. x € (a,b).
(111) Vf(-,s,€), Vef(-,s,€) son medibles en (a,b), V(s,&) € R* x R™

(iv) Para cada M > 0 existen aur, By > 0 y kar € L'(a,b) tales que

IVof(@,5,8)| < k() + o [§F
) (5.19)
\Vef(z,s,8)| < rm(z) + Bu €P~
para toda (s,€) € R" x R"™ con |s| < M, e.c.t x € (a,b).
Sea F : WP(a,b)" — R el funcional dado por
b
F(u) = / f(z,u,u)de, Yue& WP(a,b)".
Entonces,
b
F0F (u, p) = / [st(:c,u,u’) cp+ Vef(z,u,u') - ¢ de, (5.20)

para toda u, o € WhHP(a,b)".
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Demostracién. Consideramos u, ¢ € WP(a,b)", y calculamos la G-diferencial
de F en u en la direccién ¢, que denotamos por § F'(u, ¢). Si denotamos

g(z,e) = f(r,u+ep,u' +ep), VeeR, ectuxe(a,b),

se tiene

Flutep) = Fu) _ . [* g(,c) = g(x,0)
e—0 IS e=0 J, 9

dx. (5.21)

Tomamos una sucesion €,. Por el Teorema fundamental del limite, para toda

€n — 00, se tiene

b j—

n—oo a En

dz.

Gracias a la hipétesis (ii), se tiene que g(z,-) € C'(R), para todo = € (a,b) \ N,
con N un conjunto de medida nula, y entonces el limite de lo que hay dentro del
integrando en (5.21), viene dado por

lim 9(;en) = 9(x,0) = 0:.9(x,0) = (Vif(x,u,v') - o+ Vef(z,u,u’) - ¢), (5.22)

e—0 g

para todo x € (a,b) \ N. Por otra parte, aplicando el Teorema del valor medio
se tiene que: para todo z € (a,b) \ N y todo ¢ € R, existe § = 6(z,¢) € L>(a, b)
con 0 <6 <1 tal que

l9(z,,)—g(z,0)| = |V f (@, ute 00, u'+e,00" )0+ Ve f(x, ute,0p, u'+£,00)-¢")
(5.23)
Como
lu(x) + enblo(x)] < u(z)| + @) < [ulloo + |||

e.c.t. z € (a,b), Ve, con |e| < 1. Aplicando la hipétesis (iv) con M = ||u||co+|¢|| s
a (5.23) se obtiene

l9(x,€0) = g(2,0)| < (kar + anrlu’ + ,09'7) @] + (rar + Burlu’ + €09 P71) ]|
< (kar + ane (] + 1207 )lel + (rar =+ Bar (] + 1617 1)
Teniendo en cuenta que el miembro de la derecha de esta tltima desigualdad per-

tenece a L'(a, b), a partir de (5.21) y (5.22), usando el teorema de la Convergencia
Dominada de Lebesgue, se obtiene

b
OF (u, ) = / (Vof(z,u, ') - o+ Vef(z,u, ) - @) dz, Vu,p € WP (a,b)".

como queriamos probar.
O
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5.2. Aplicacién. Caso problema de contorno

El objetivo de la aplicacién es obtener un resultado de existencia de solucién
de un problema de contorno para una ecuacién diferencial ordinaria no lineal,
con condiciones de Dirichlet. Para ello, introduciremos hipotesis adecuadas con
el fin de aplicar el Teorema 5.1 y el Lema 5.1.4 (con n=1). Més concretamente,
consideramos el problema

d / _ !
O u(), u(x)) = A, u(x), v (2) (5.24)

u(a) = ug, u(b) = uy

dondea, b, u,,upy € R, con a < b,y ©,A : (a,b) x R* — R son funciones de Ca-
rathéodory cuyas propiedades apareceran més abajo. Por una solucién de (5.24)
entenderemos una funcién u € WhP(a,b), para p > 1 que fijamos mas adelante,
tal que u(a) = ug, u(b) = up, y

b b
/ O(x,u,u)y dt +/ Az, u,u')pdt =0, Yo € WyP(a,b).

Teorema 5.2 Sean a,b,uq,u, € R, con a < b, p € (1,+00), y las funciones de
Carathéodory ©, A : (a,b) x R? — R . Supongamos que

(i) O(z,-, "), Az, -,-) € C'(R?), e.c.t. x € (a,b).
(i1) 9eO(z,s,£) > 0,0:0(x,5,&) = Oc\(x,5,§), e.c.t. x € (a,b), V(s,&) € R?.

(iii) Sea C' una constante positiva tal que
b b
/ |ul? dx < C’/ /'[P dz,  Yu e W,"(a,b).

Existen o, B > 0, con 56 <aykecLP(a,b) tales que
Oz, 5,6)€ + A(r,5,6)s > alel’ — k(z) (15| + €]) — B1sP.
e.c.t x € (a,b) y para todo (s,£) € R?.
(i) Para cada M > 0 existen Cyr, O € L¥ (a,b), y s € L'(a,b) tales que

’@(l’, S>£)| < QM(x) + CM‘S’IJ_I, }
|A(JI, 875)‘ < /\M(‘r) + CM|£|p’

e.c.t x € (a,b), y para todo (s,£) € R? con |s| < M.
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Entonces el problema de contorno (5.24) admite una solucion u en W'P(a,b).

Demostraciéon. Denotamos por O el conjunto dado por
O = {u e W"(a,b) | u(a) = uq, u(b) = up} .

Teniendo en cuenta que la inyeccién de W'P(a,b) en C°([a,b]) es compacta, es
facil ver que O es un conjunto no vacio, secuencialmente débilmente cerrado en
WhP(a,b). De hecho, es una variedad afin cerrada.

Definimos fo : (a,b) x R* — R por

fo(z,s,€&) = /01 (@(m,rs,rf)f —|—A(x,r3,r§)s> dr, ectxc(ab), V(s &) R

Gracias a la hipdtesis (i), se tiene que fo(z,s,&) estd bien definida. Ademds de
las hipétesis (i) y (ii) se obtiene facilmente

1
O fo(z,5,€) :/o <8§@(x,r3,r§)fr + O(z,rs,ré) + 0§A(x,rs,7“§)s7") dr

1
:/ (35@(x,7’s,7’§)§r + O(x,rs,r€) + 8s@(x,rs,r§)sr) dr
0

1
= / 4 (@(x,rs,rﬁ)r) dr = O(z,s,£), ectze(ab), V(s &) € R
o dr
(5.25)
Anélogamente se prueba
Osfolx,s,6) = Az, 5,€), ect. xc(ab), V(s &) € R (5.26)

Luego, ya hemos encontrado la funcién fy(z, s, £) que cumple

aEfO(x757£) = @(3:7 355)

} e.c.t. z € (a,b), Vs, & € R?.
ast(x757§> :A(I,S,g)

De (5.25) se sigue que 0z fo(, 5,&) = 9¢0(z, 5,£) que junto con 9:O(x,s,£) > 0,
implica

fo(x,s,-) es convexa en R, e.c.t z € (a,b), Vs € R.
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Por otro lado, fijado M > 0, se obtiene a partir de (iv)

1
ol < [ (10rs,rOlle] + Aw.rs, €I ) dr

S/D ((HM(x)+CM|r§|p‘1) €l + (M) + C|rel?) |s\> dr

p

o (2) 1+ Cuy ,
_(p +Mm<0+( ) +M@Qm,

S(ZP e, mﬂ+<Mwm+M@M@

e.c.t x € (a,b), y todo s, € R, con |s| < M.

Por otra parte, de nuevo fijado M > 0, de (5.26) y utilizando la hipétesis (iv) se

tiene

|f0({L‘,S,€) - fO(x7t7€)| =

/S anO(ZL',O', 5) dO‘

: /t (Aar(2) + Oy [€]7) do| < [s — ] (A () + Cu[€]7),

e.c.t x € (a,b), y todo s,t,£ € R con |s|, |t| < M.
De la hipdtesis (iii) se sigue que fy satisface la siguiente propiedad

fo(z,s,&) = /01 %(@(m,rs,rf)rf + A(x,rs,r{)rs) dr

'
Z(Z: ~(alrgl = k() (irs + Iré)) = BIrsl?) dr

_ % €17 — k() (3] + [€]) — g 5P, ectx € (a,b), (s, €) € RZ.

Definimos ahora el funcional Fy : O € W'?(a,b) — R por

b
w) :/ fo(z,u,v')de, Yu € W'P(a,b).

Finalmente, veamos la coercitividad. Sea

(b—x)ug + (x — a)u
b—a ’

p(z) =

/t A, 0.6) do

(5.27)
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la recta que une (a,u,) con (b,up) y observemos que u € O siy sélo si
u(x) = v(x) + p(z) con v e WyP(a,b).

Ademas, u converge a infinito si y sélo si v tiende a infinito. Razonando por
convexidad, se tiene

L e L e i A (A i
mientras que por el Teorema del valor medio obtenemos

—1
ul? = Jol?] < p (lul + o) [l

y por tanto
[ul” < [o” + p(lel + [V~ el.

A partir de (5.27), con ayuda de las desigualdades anteriores, se prueba que Fy
satisface

R > [ (Sl = k) (Gl + 1) - S ) o

> [ (S k) ol + ) - 2o ae-

b
= [ el e+ B e+ 19D + 8 ol + 2ol el d

Para € > 0, aplicando la desigualdad de Young, se tiene

b b ,
o) 6] eP P
Fou 2/ (—v’p——vp> dx—/ {— VPl + VP) + = v'p+2vp]d:v
o) 2 [ (=2l | W) A (e 2o f)

b TP PP
Qv 1 [Pe
- [ S+ ktel 1o+ (5 + 22 bop] o

que gracias a la desigualdad de Poincaré, se obtiene

b P P’ R D 2ep’
Fo(u)z/ Kg—g——g—,)—C(é—l—g——i— 8, )1‘U/|pd$+R€
a p p p p p p

con R, € R dependiendo de €. Tomando ¢ lo suficientemente pequeno para que el
factor que multiplica a |[v'|P en el primer sumando sea positivo, se tiene entonces

lim Fy(u) = +oo.
|u|—o0

ueO
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Hemos probado entonces que se verifican cada una de las hipdtesis (i), (i), (iii)
y (iv) del Teorema 5.1. Por tanto existe una solucién del problema de minimiza-
cién

ueQ

b
min/ fo(z,u,u') dz. (5.28)
Ademas, gracias al Lema 5.1.4 sabemos que dicha solucién satisface
b
OF (u,p) = / <asfg(x, u,u')p + 8§f0(z,u,u’)g0'> dr =0, YoeWy"(a,b).

es decir,

b
OF (u, ) = / (A(x,u,u')go + @(x,u,u’)go’) dr =0, Vo WyP(a,b).
lo que por definicién de derivada débil es equivalente a

0
O(x,u,u’) € W"P(a,b), a@(m,u, ') = Az, u,u).
Luego, concluimos que la solucién u del problema de minimos (5.28), es solucién

del problema de contorno (5.24).
U
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