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1.  Introduccion y objetivos

El presente texto comprende el Trabajo Fin de Master (TFM) del Master en Ingenieria de
Caminos, Canales y Puertos (MICCP) de la Escuela Superior de Ingenieria (ESI) de la Universidad
de Sevilla (US) realizado por Juan José Correa Martin y supervisado por Emilio Freire Macias y
Juan Bosco Garcia Archilla.

El titulo de publicacién del mismo es “Diagramas de Bifurcacion con Interfaz Grafica”. Se trata
de elaborar los programas de célculo y la interfaz grafica correspondiente para la continuacion
en un parametro de soluciones de equilibrio, deteccion de puntos criticos tipo Pliegue y
Pitchfork, continuacién de ramas bifurcadas y continuacién en dos pardmetros de soluciones de
equilibrio en punto critico, en sistemas dinamicos con un ndmero reducido de grados de
libertad.

En el apartado 2 de este trabajo se hace referencia al marco tedrico sobre el que se trabaja en
el resto del texto. Se explica el concepto de sistema dinamico, asi como los elementos que lo
definen. Posteriormente se explican los conceptos de equilibrio y estabilidad cuando el sistema
es estatico asi como toda la formulacién matemadtica implicada.

En el apartado 3 se explica el método de Newton-Raphson, que es el método numeérico
empleado para la resolucion de los distintos sistemas de ecuaciones que se plantean.

En el apartado 4 se explican los métodos de continuacién en uno y dos pardmetros de la solucion
de equilibrio, donde se calculan soluciones de equilibrio para distintos valores de los parametros
del problema. Se explica el algoritmo de los métodos de continuacidn de soluciones de equilibrio
en uno y dos parametros implementados.

En el apartado 5 se presenta el software desarrollado, explicando en primer lugar su
funcionamiento de cara a su interaccién con el usuario (mediante la resolucién con el software
de dos sistemas planteados a modo de ejemplo), y en segundo lugar la estructura del programa,
es decir, las distintas funciones que componen tanto la interfaz grafica como el motor de célculo
numérico, haciendo referencia en este ultimo caso a los apartados anteriores en los que se
explica la formulacién en cuestion.

Finalmente, en el apartado 6 se exponen las conclusiones fruto de la elaboraciéon del trabajo y
en el apartado 7 se plantean una serie de lineas futuras.

El apartado 8 recoge la bibliografia a la que se hace referencia durante el texto.

En el CD adjunto se encuentra la presente memoria en formato “.pdf”, asi como los programas
de Matlab en formato “.m” que forman el software desarrollado.
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2. Sistemas dinamicos y estaticos

En este apartado se explica el marco tedrico sobre el que se trabaja en el resto del texto.
Se explica el concepto de sistema dinamico, asi como los elementos que lo definen.

Posteriormente se explican los conceptos de equilibrio y estabilidad cuando el sistema es
estatico asi como toda la formulacién matematica implicada.

2.1. Definicion

En este trabajo, un sistema dindmico es un sistema de ecuaciones diferenciales suficientemente
regular como para que todo problema de valor inicial tenga solucidn Unica en un intervalo de
tiempo (que puede variar con el problema de valor inicial).

Tipicamente en ingenieria son de interés sistemas dindmicos que representa un problema fisico,
qguimico o incluso abstracto (econémico, poblacional,...).

La representacion matemdtica del problema se consigue mediante el proceso de
“modelizacion”.

Las variables matematicas involucradas representardn magnitudes de tipo fisico, quimico o

abstracto, acorde con el tipo de problema y de la magnitud en cuestién.

2.2. Grados de libertad o variables de estado

Se trata de una serie de valores que representan una configuracién determinada del sistema.

En un “sistema dinamico”, estos grados de libertad serdn variables funcién del tiempo (¢t):
uy (t)
ut) = uz(t)\
uy(t)
El nimero de grados de libertad N define la “dimension del sistema”, siempre y cuando los

grados de libertad sean independientes, es decir, que ninguno de ellos se pueda expresar en
funcién de los otros.

Ejemplos de grados de libertad en un sistema fisico podrian ser la posicion (coordenadas) de

ciertos puntos.

2.3. Acciones externas

Se trata de una serie de valores que representan una interaccion del exterior con el sistema, por
lo que influyen directamente sobre los valores de los grados de libertad (t).

Pueden tener también caracter dinamico:

q1(t)

q)(t) — qZ(t)

qé Et)



Diagramas de Bifurcacion con Interfaz Grafica

Ejemplos de acciones externas en un sistema fisico podrian ser fuerzas, momentos, velocidades
impuestas,...

2.4. Pardmetros

Se trata de una serie de valores que definen caracteristicas del sistema en cuanto a la interaccién
entre las acciones externas y los grados de libertad. Por tanto influyen en este caso de manera
indirecta sobre los valores de los grados de libertad u(t).

Se trata en este caso de valores constantes, es decir que no varian con el tiempo:
b1
L |P2
p - aen
bp
Ejemplos de parametros en un sistema fisico podrian ser dimensiones (longitud, area, volumen),
masas, resistencias mecanicas,...

2.5. Ecuaciones de comportamiento

Son un conjunto de ecuaciones matematicas (que pueden ser diferenciales y no lineales) que
relacionan los grados de libertad (y sus derivadas) y las acciones externas (y sus derivadas), y en
la que intervienen también los parametros del sistema:

fi() 0
F@@, 7 (0, (©), ;30,3 ©),3"®), ;7 = |26 =12 =5
’ ) AL )] ) y neny . 0
fn(C) 0
El apdstrofe en las funciones indica su derivada respecto al tiempo.

La obtencién de estas ecuaciones es el objeto de la modelizacién, y se realiza mediante la
aplicacion de leyes de caracter acorde al tipo de problema (fisicas,...) y la manipulacion de las
ecuaciones obtenidas.

Deben tenerse N ecuaciones, es decir, el mismo nimero que grados de libertad independientes.

La resolucidn de estas ecuaciones requiere la integracidon de las mismas (con la consecuente
definicidn de los valores iniciales de las variables integradas) de manera analitica o numérica,
hasta llegar a la solucién #(t).

2.6. Soluciones de equilibrio

Si las acciones que actuan sobre el sistema son constantes:
q(t) = dgo

El sistema puede tener soluciones que no dependen del tiempo, pues si se impone que:
U(t) = tlgq

d@®)=u"({t)=-=0
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Las ecuaciones de comportamiento serian ahora “ecuaciones de equilibrio”:
4 - - - =
ﬁaq(ueq; qo ;p) =0

Que como se observa, no dependen del tiempo.

Esto quiere decir que para un valor determinado (y constante) de las acciones externas, pueden
existir soluciones que no dependen del tiempo, que se denominan “soluciones de equilibrio”.

Cabe destacar que como “solucion de equilibrio”, se entiende que puede ser mas de una, pues
esto depende de la naturaleza de la funcién.

Consecuentemente, el sistema ahora no es dinamico, sino “estatico”.

2.7. Obtencion de las ecuaciones de equilibrio

La obtencién de las ecuaciones de equilibrio puede realizarse de varias maneras, comentandose
a continuacién dos de las mas habituales para un sistema fisico.

2.7.1. Equilibrio estatico

Puede plantearse el equilibrio estatico de las distintas fuerzas que actian en el problema en
funcién de éstas (que son estaticas) y los valores de los grados de libertad (que serian las
soluciones de equilibrio).

Aligual que en el caso de las ecuaciones de comportamiento, para que el sistema tenga solucién
deben existir N ecuaciones para las N incégnitas que existen.

2.7.2. Energia potencial

En el caso de que el sistema sea conservativo (es decir, que solamente actian fuerzas
conservativas), las soluciones de equilibrio coinciden con los extremos (maximos y minimos
locales o puntos de silla) de la energia potencial del sistema:

E@)

Encontrar los extremos de un campo escalar F(X) es equivalente a resolver el sistema de
ecuaciones resultante de igualar su vector gradiente al vector nulo:

[OF (X))
0xq
dF (%)
dx,
OF (%)
| Jxpy |

<
R
~
—~
=4
Il
Il
ol
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Por tanto, las ecuaciones de equilibrio se obtienen como su gradiente respecto a los grados de
libertad:

[OE ()]
Jduy
OE(u)
du,
1A
L duy |

\Hl
N
<l
p—
Il
<l
8l
)]
N
<l
p—
Il
Il
ol

Sin embargo, si los grados de libertad (empleados en la definicién de la energia potencial) no
son independientes, existen tantas ecuaciones de ligadura como grados de libertad redundantes
(M):

flig,l (ﬁ) =0

flig,z (ﬁ) =0

fiign (@) =0

Entonces se trataria ahora de encontrar los extremos del campo escalar E (i ; p) sujeto a estas
restricciones, lo que es equivalente a resolver el problema de “Multiplicadores de Lagrange” en
la que ahora el vector de ecuaciones que se iguala al cero vectorial es el gradiente del
Lagrangiano, que se define como:

L@, ) = E@ ~ ) my fug: @

Donde M = [my, My, ..., my] son los multiplicadores de Lagrange.
El vector de ecuaciones de equilibrio quedaria ahora como:

(0L (U, m))
du,
oL(ud,m)
Ju,
oL(ud,m)
duy
oL(u,m)
am,
oL(u,m)
am,
oL(u,m)
L Omy, |

y
~
8l
3|
p—
Il
<!
8l
3
h
Y
8l
3|
N/
Il
Il
ol

Ahora existen “N+M” ecuaciones y “N+M” incdégnitas, con lo que el problema no esta
sobredeterminado.
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Se observa que ahora existen nuevos grados de libertad: aparte de i, se han introducido los
multiplicadores de Lagrange m. Los grados de libertad 7 tienen la funcién de forzar a que se
cumplan las ecuaciones de ligadura entre los grados de libertad no independientes .

2.7.3. Notacion empleada

Como se ha explicado, la solucién de equilibrio de un sistema dinamico con grados de libertad
U € RN, es la solucién de un sistema de ecuaciones N x N:

feq(ﬁeq) =0 /feq(ﬁ)i RN - RN

N
Por sencillez en la notacién, se elimina el subindice “eq”, de la funcién feq. No se elimina este

subindice en ﬁeq, para distinguir entre 1 como variable de la que depende la funcién feq ¥ ﬂ’eq
como solucién al sistema resultante de igualar dicha funcién al cero vectorial.

f(ﬁ) ; f(ﬁeq) = 6

Como se sabe, en la funcién f también se incluyen una serie de acciones externas ¢ y parametros
p que definen el sistema para el que se calculan las soluciones de equilibrio:

f(teqiG;P) =0
Debido al caracter constante (dentro de un mismo sistema, para el que se calculan las soluciones
de equilibrio) de las acciones externas y de los pardmetros, se agrupan ambas en el mismo vector
de pardmetros, por lo que a partir de aqui se entienden como parametros ambos conceptos.

[fl(ﬂeq; ﬁ)]
f(Gieqi) = | f2(tea P)| = G
fN(ﬁeq; ﬁ)

Sin embargo, si se tienen distintos valores de los parametros p , estos representan distintos
problemas, y cada uno tendra una solucidn de equilibrio distinta:

-

f(ﬁeql;ﬁl) =0

f(ﬂeqz;ﬁz) = 6

Estos distintos valores de los parametros representarian distintos problemas de equilibrio, que
pueden tratarse de un mismo sistema (mismas caracteristicas) sometido a distintas acciones
externas, o de un sistema distinto (distintas caracteristicas) sometido a las mismas acciones
externas.

2.7.4. Continuacion en parametros de la solucidon de equilibrio

El objetivo principal de este trabajo es la implementacién de métodos numéricos que resuelven
“métodos de continuacidn en pardmetros de la solucién de equilibrio”, que consiste en calcular
las distintas soluciones de equilibrio cuando varian algunos pardmetros del sistema.

Si se deja variar un solo parametro, se pueden obtener “curvas” (o “ramas”) en dimensién N+1
de soluciones de equilibrio. Si se dejan variar dos se pueden obtener “superficies” en dimension

9
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N+2 de soluciones de equilibrio. Si se dejan variar dos pero se impone una condicién adicional
(como que la solucidon de equilibrio se trate de un punto critico, lo cual se explicard a
continuacidn) se tratarian de “ramas” en dimension N+2 de soluciones de equilibrio en punto
critico.

En la Figura 2.1 se muestra un ejemplo de curva de continuacién de la solucién de equilibrio U
respecto a un parametro A.

cl

| cl ocl

A

M A As

Figura 2.1. Curva de continuacioén de la solucién de equilibrio U respecto a un pardmetro A

Todo esto se explica con detalle en el apartado 4, habiéndose mencionado aqui para entender
lo que se explica a continuacién.

2.8. Estabilidad de las soluciones de equilibrio

En cuanto a las soluciones de equilibrio, cabe destacar que se supone que se parte de unas
condiciones iniciales de valores de los grados de libertad iguales a la solucién de equilibrio y que
las acciones externas se mantienen indefinidamente en estos valores que las generan.

Sin embargo, si hay un variacién (por pequefia que sea) de las acciones externas, éstas serian
ahora dependientes del tiempo y el problema pasaria a ser dindmico, cuya evoluciéon no puede
conocerse sin la integracién de las ecuaciones de comportamiento.

No obstante, las soluciones de equilibrio se pueden clasificar en dos categorias en cuanto a su
“estabilidad”.

e Estable: Una pequefa perturbacion de la solucidon de equilibrio (o de las acciones que las
generan) hace que la solucién dindmica se mantenga en un entorno de la misma.

e Inestable: Una pequefia perturbacién en la solucidn de equilibrio (o de las acciones que las
generan) hace que la solucidn dindmica no se mantenga en un entorno de la misma.

10
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Si se define un “entorno” (en el espacio de dimension N de los grados de libertad) alrededor de
la solucidn de equilibrio, que se encuentra definido matematicamente en (bibliografia) D. W.
Jordan & P. Smith (1999), el sistema seria:

e Estable: Si para cualquier entorno alrededor de la solucién de equilibrio existe otro entorno
que si se toman sus elementos como condiciones iniciales, las correspondientes soluciones
permanecen siempre dentro del primer entorno.

e Inestable: Si existe un entorno alrededor de la solucién de equilibrio en el que no
permanecen las soluciones por muy cercanas al equilibrio que se tomen las condiciones
iniciales.

Desde el punto de vista del trabajo con sistemas en “equilibrio estatico”, interesan las soluciones
de equilibrio estables, debido a que las inestables son practicamente imposibles de reproducir
en la realidad, ya que también lo es conseguir la absoluta estaticidad de las acciones externas.

Sin embargo, desde el punto de vista de andlisis de los sistemas, es interesante conocer todas
las soluciones de equilibrio, asi como su estabilidad, en aras de tener un conocimiento general
en cuanto al comportamiento del mismo.

2.9. Evaluacion de la estabilidad de la solucion de equilibrio

La estabilidad de una solucién de equilibrio puede estudiarse de manera matematica mediante
el signo de los autovalores de la matriz jacobiana del vector de ecuaciones de equilibrio,
evaluada en el punto de equilibrio.

2.9.1. Matriz jacobiana

Se define la matriz jacobiana del vector de ecuaciones de equilibrio como:

0f 0fi  Ofi)

ou; Jdu, ~~ duy

Tt 5) = b (fai; p) =L@ D S@»  ofasp) | S Ik
» b)) =Py yP)) = o, o, FIm = a}fl 61{2 a?’ﬁN
ofy fx

0w, 7 duyl

Como se observa, la matriz jacobiana sélo incluye derivadas de los grados de libertad, y no de
los parametros.

La evaluacion de esta matriz en el punto de equilibrio seria:
— . ;R N - —
]eq =](ueq; P) / f(ueq; p) =0
Obsérvese la comentada diferencia entre il y ﬁeq (1 como variable de la que depende la funcién

feq ¥ tieq como solucidn al sistema resultante de igualar dicha funcion al cero vectorial).
2.9.2. Autovalores y autovectores

Los autovalores de la matriz /., (y de cualquier otra matriz cuadrada NxN) se definen como la
solucidn al problema:

hd 4
Jeq-V=a-v

11
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Con:
5+ 0

Que, siendo T la matriz identidad, es equivalente a:

>

> - —
Jegg—a-1)-v=0
Lo cual implica, siendo “det” el determinante de una matriz, la solucién de la ecuacidn:

det(Eq—a-T)zo

Que se trata de un polinomio de grado “N”, por tanto con “N” soluciones: a4, @5, ... ,@y ho
necesariamente distintas, de las cuales seran distintas un nimero k < N

Cada solucién aq, @y, ... , @y tiene un vector ¥y, U,, ..., Uy, asociado que es el autovector asociado
al autovalor.

Cada autovalor representa un grado de libertad del sistema, que no tiene que coincidir con
alguno de los escogidos exactamente, sino que pueden expresarse como combinacion de varios
de ellos. Esta combinacion la da el autovector asociado, que es un vector en el espacio de
dimensién N de los grados de libertad.

2.9.3. Evaluacion de la estabilidad

En un sistema de la forma:
i=f@)

Se puede estudiar la estabilidad de la manera en que a continuacion se explica, pudiendo
consultarse (bibliografia) Yuri A. Kuznetsov (1995) para una demostracién matematica.

Siendo a3, @, ... ,  los autovalores de la matriz /4, la solucién de equilibrio 7.4 es, en cuanto
a estabilidad:

e Estable: Si todos los autovalores son negativos, pues todos los grados de libertad se
encuentran en equilibrio estable.

e |nestable: Si existe uno (o mas de uno) autovalor positivo, pues existe un (o mas de un) grado
de libertad en equilibrio inestable.

Si uno o mas de los autovalores son nulos se trata de un “punto critico”, del que se hablara a
continuacion.

Cabe destacar que si el vector de ecuaciones de equilibrio se ha obtenido mediante el gradiente
de la energia potencial E (i), entonces un equilibrio es estable si el Hessiano del potencial tiene
sus autovalores positivos. Si se cambia de signo del gradiente de la energia potencial, se puede

. . . .7 . 2 —>
emplear el mismo criterio de evaluacién que en el caso de las ecuaciones f (u).

Por tanto puede evaluarse la estabilidad de cada solucidon de equilibrio como el nimero de
autovalores negativos nNeg (i), que podra ser:

o nNeg(teq) = 0: Equilibrio estable
. nNeg(z_ieq) > 0 : Equilibrio inestable.
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2.9.4. Cambios de estabilidad

Como se ha comentado, sobre un mismo tipo de sistema pueden plantearse distintos problemas
si se varian las acciones externas o los parametros del mismo, pudiendo dar lugar a distintas
soluciones de equilibrio:

ol

f)(ﬁeqliﬁl) =

f(ﬂeqz; 232) =

ol

Estas soluciones de equilibrio, ademds de ser distintas, pueden tener también distintas
caracteristicas en cuanto a su estabilidad, pues son soluciones de distintos problemas de
autovalores de la matriz jacobiana:

Teql = ]H(ﬁeql ) ﬁl)

]Heqz = ]H(l_ieqz ; ﬁz)

Por tanto, podran tener también un nimero distinto de autovalores negativos:
nNeg(teq1)

nNeg(teq2)

Si se dispone de una “rama” de soluciones de equilibrio (concepto introducido en el apartado
2.7.4yen el que se profundiza en el apartado 4), pueden existir puntos consecutivos que tengan
un numero nNeg distinto, y entre los que se ha producido un “cambio de estabilidad”.

Estos puntos definirdn “tramos” dentro de una misma “rama” con caracteristicas de estabilidad
distinta.

Entre dos puntos con nNeg distinto, debe existir un punto en el que el autovalor que cambia de
signo es nulo. Se trata de un “punto critico”.

2.9.5. Puntos criticos

Un “punto critico” es por tanto una determinada solucion equilibrio en la que uno (o mas de
uno) de sus autovalores es nulo. Si se estd empleando una técnica de continuacion, se trata de
un valor critico del pardmetro continuado que produce un cambio de estabilidad.

Como se ha comentado, la condicién de punto critico exige que el problema de autovalores y
autovectores:

Teq-ﬁ=a-ﬁ
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Tenga una solucion nula, es decir, que para algun autovalor «;, se cumpla:
a; = 0
o - —
]eq ;=0

Por tanto, esta condicion, anadida al sistema de ecuaciones:

f@) =0
Forma un sistema de 2N ecuaciones con 2N incégnitas:
f@=0

> —
J@)-v=0
Que seria la ecuacién de una solucidn de equilibrio en punto critico.

2.9.6. Tipos de puntos criticos

Existen multiples tipos de puntos criticos. En este trabajo se tratan dos de ellos, que son los que
mas comunmente se dan en la practica: los tipo “Pliegue” y los tipo “Pitchfork”.

A efectos practicos, se consideran en el presente trabajo Unicamente las implicaciones que tiene
cada tipo de punto critico tratado en cuanto a los conceptos explicados (continuacion en unoy
dos parametros y signo de los autovalores). Se puede encontrar demostracion matematica
acerca de lo que a continuacién se expone en (bibliografia) K. A. Cliffe, A. Spence and S. J. Tavener
(2000).

2.9.6.1. Pliegue

En un punto critico tipo pliegue se produce un cambio en la estabilidad, es decir, en el nimero
de autovalores negativos.

Ademads se produce un retroceso en el pardmetro continuado, es decir, que la rama de
continuacién del parametro sufre un retroceso en esta variable.

—

A

Figura 2.2. Punto critico tipo Pliegue en una rama de continuacién en un pardmetro
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En la Figura 2.2 se muestra un pliegue de una rama de continuacion de la solucién de equilibrio
en el parametro, en el que el cambio de estabilidad se representa mediante el tipo de linea.

Esto implica, como se verd mas adelante, que se produce un cambio de signo en la dltima
componente del vector tangente a la curva (representado también en la Figura), que es de
dimension N (grados de libertad) + 1 (parametro continuado), que es el relativo al parametro
continuado.

2.9.6.2. Pitchfork

En un punto critico tipo Pitchfork (con rotura de simetria) se produce el cruce de dos ramas de
continuacién del parametro.

Una de ellas presenta un cambio de estabilidad, y por tanto en el nimero de autovalores
negativos.

La otra, pese a tener en el punto critico un autovalor nulo, no cambia el signo de este (pues se
trata de un maximo o minimo local), por lo que no se produce un cambio de estabilidad. En esta
rama se produce también un retroceso en el pardmetro continuado.

En la Figura 2.3 se muestra un punto critico tipo Pitchfork de una rama de continuacion de la
solucion de equilibrio en el pardmetro, en el que el cambio de estabilidad se representa
mediante el tipo de linea.

u

A

Figura 2.3. Punto critico tipo Pitchfork en una rama de continuacién en un pardmetro

15



Diagramas de Bifurcacion con Interfaz Grafica

3.  Calculo de la solucion de equilibrio: Método de Newton-
Raphson
Para el calculo de la configuracion de equilibrio es necesaria la resolucidon de un sistema de N

ecuaciones con N incognitas. Es decir, para un valor determinado de los pardmetros p*, la
resolucion en U del sistema.

f@;p)=0
Para su resolucidn numérica se emplea el “Método de Newton - Raphson”, cuya formulacion

matemadtica se explica a continuacién, en primer lugar el caso de N =1 variable, y
posteriormente su generalizacién a N variables.

En las explicaciones se obvia la referencia al vector de parametros p*, que es constante en todo
el proceso, y se sustituye el nombre de las variables U por X, para una mayor familiaridad con la
notacion.

3.1. Meétodo de Newton - Raphson en una variable

En el caso de N = 1, el sistema anterior queda como:
fx)=0
Que es la resolucion de una ecuacién con una incégnita.

Como se vera, para la aplicacion del método es necesaria la disponibilidad de la derivada de f
(de forma simbdlica o numérica):

df (x)
dx

frx) =
Se trata de un proceso iterativo que, esquematizado en la Figura X, sigue los siguientes pasos:

e Necesita partir de un valor inicial de la incégnita (x,) suficientemente cercano al buscado
(seguin se comentard a continuacién).
e Linealiza la funcidn por la recta tangente en ese valor supuesto.

f() = fro(x) = f(x0) - (x = x0) + f(x0)

e Laabscisa en el origen de dicha recta sera, segun el método, una mejor aproximacién de la
raiz que el valor anterior.

fxo(xl):0=>x1=x0_@

f'(xo)
e Realiza sucesivas iteraciones hasta que el método haya convergido lo suficiente.

Es decir, se empieza con un valor inicial x, y se define para cada nimero natural n:

f ()

Xn+1 = Xn _f,(x )
n

16


https://es.wikipedia.org/wiki/Tangente_(geometr%C3%ADa)

Diagramas de Bifurcacion con Interfaz Grafica

Una representacion grafica del método se muestra en la Figura 3.1.

"
[
h'\-\.

*

Figura 3.1. Método de Newton para una variable

El método de Newton-Raphson es un método abierto, en el sentido de que no estd garantizada
su convergencia global. La Unica manera de alcanzar la convergencia es seleccionar un valor
inicial lo suficientemente cercano a la raiz buscada. En la Figura 3.2 se muestran casos en los
qgue el método puede no converger o incluso divergir.

: J

{a} {b}

Figura 3.2. No convergencia del Método de Newton para una variable

3.2. Meétodo de Newton - Raphson en varias variables

En el caso general de N variables, se trata de resolver el sistema:

f@) =0
Donde:
X1 f1 (%)
= fw-= [fz(’?)\
xy fu(®

Que se trata de un sistema de N ecuaciones con N incégnitas.

El proceso es andlogo al anterior, pero teniendo en cuenta que el problema ahora es
multivariable.

17
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En este caso se empieza con un valor (valores de cada una de las N variables) inicial X, y se
define para cada nimero natural n:

£n+1 = J_C)n - ((]_)(fn))_l ) f(fn)

e - -1 =5
En este caso el término Ax = (](xn)) - f(x,,) es equivalente a la solucién algebraica del

sistema de ecuaciones lineal:
o — =N
](xn) Ax = f(xn)
En este caso multivariable del método de Newton-Raphson se han de tener en cuenta las mismas

consideraciones acerca de la eleccidn del punto inicial. La adopcién del valor de este punto inicial
se justificard en el siguiente apartado, cuando se expliquen el resto de conceptos necesarios.

3.3. Criterio de parada

De cara a la implementacién del método de Newton — Raphson, es necesario definir un criterio
que establezca si una solucidn es o no aceptable en cuanto a su precision numérica.

Tipicamente dicho criterio es que el incremento entre dos iterantes consecutivos sea
suficientemente pequeno, o menor que un valor prefijado de antemano, que suele tomarse
como:

tolgps + tol,g - |X]

Donde se emplean las definiciones de tolerancia. Existen dos tipos de tolerancias de una
magnitud estimada (x) respecto a su valor real (x*):

e Tolerancia absoluta:
tolyps = x —x*

e Tolerancia relativa:

*

X —X

*

tolRel =

En el caso multivariable, los valores que se comparan son los valores de las normas de los
vectores: |X|

El criterio empleado maneja estas dos tolerancias, de manera que el error cometido debe ser
inferior a:

e < tolyps + tolye - |X|

Para conocer el error en cada iteracion, se observa en la ecuacion:
- - < -1 R
Fpr = — (J&)) - FE)
Que el término:
s < -1 2o - -
B = (JGn) - F@) = —(ner — %n)

Se trata del incremento (vector diferencia) entre la solucién actual y la anterior, y por tanto debe
tener el orden de magnitud del error que se esta cometiendo.
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Por tanto, el criterio de tolerancias en la iteracién n puede formularse como:
- o <« -1 s
é=0x=(J&)) -fG)

e=le|
e < tolgps + tolye * | Xy

Si se cumple, se deja de calcular, y si no, se realiza la siguiente iteracidn:

frr = %, — B3 = (J&) - F(&)

3.4. Convergencia

Por otro lado, debe evitarse de alguna manera que se produzcan excesivas (incluso infinitas)
iteraciones en un proceso que puede no ser convergente, por lo que es necesario realizar un
conteo de las iteraciones realizadas, y si se supera un nimero establecido (por ejemplo 10)
detener el método, entendiéndose que la solucidn no se ha calculado correctamente, o al menos
no cumple con los criterios establecidos.
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4.  Continuacion en parametros de la solucion de equilibrio

Resulta interesante estudiar como varian las soluciones de equilibrio (en cuanto a su valor y a
su estabilidad) de un mismo sistema al variar algunos de sus parametros, de manera que se
conozca el comportamiento en cuanto a equilibrio y estabilidad de un mismo tipo de sistema
para distintas acciones externas (ver cdmo se puede actuar sobre el sistema) y/o caracteristicas
del mismo (ver cémo se puede disefiar el sistema), de forma que se comporte de una manera
deseada.

La continuacidn de la solucién de equilibrio de un sistema consiste en calcular distintas
soluciones de equilibrio de un mismo tipo de sistema cuando alguno(s) de sus parametros
varia(n).

Existen multiples tipos y se hace a continuacidn referencia a las mas utilizadas de manera
general, profundizando posteriormente en las que se utilizan en este trabajo.

e Continuacién en un parametro de la solucidn de equilibrio:

o Se deja variar un Unico pardmetro, que se denomina “parametro continuado”.

o Secalculan las distintas soluciones de equilibrio para distintos valores del parametro
continuado.

o Existe una solucion de equilibrio (de dimension N) para cada valor del parametro
continuado (dimensidn 1), por lo que la solucién se trata de “ramas de equilibrio”,
gue son curvas en un espacio de dimension “N+1”.

e Continuacién en dos parametros de la solucién de equilibrio:

o En este caso existen dos “pardmetros continuados”.

o Existe una solucién de equilibrio (de dimensién N) para cada par de valores de los
parametros continuados (dimensién 1 cada uno), por lo que se tratan de
“superficies de equilibrio”, que son superficies en un espacio de dimensién “N+2”.

e Continuacién en dos parametros de la solucidn de equilibrio en punto critico:

o En este caso se dejan variar dos pardmetros, pero ademas de la condicion de
equilibrio, se impone que se trate de un punto critico.

o De esta manera se tratan de “ramas de equilibrio en punto critico” en un espacio de
dimension “N+2”.

El presente trabajo implementa el primer y el tercer tipo de continuacidon expuesto,
desarrollandose su formulacion a continuacidon. El segundo método, aparte de resultar
demasiado complejo de implementar, también proporciona una informaciéon que puede ser
complicada de visualizar. Ademas, como se explicara, con el uso conjunto de los dos métodos
explicados puede obtenerse una informacidon mds sencilla de visualizar y con una informacidn
mas selectiva de las soluciones de equilibrio del sistema cuando se dejan variar dos pardmetros.

4.1. Continuacion en un parametro de la solucion de equilibrio

Como se ha comentado, en este método de continuacidn se deja variar un Unico parametro, que
se denomina “parametro continuado”. Es decir, de todos los parametros (que son constantes
dentro de un mismo problema, del que se calcula la solucion de equilibrio), se va variando uno
y se van calculando las distintas soluciones de equilibrio, de manera que se tienen tantas
soluciones de equilibrio como valores del pardmetro continuado.
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De aqui en adelante el parametro continuado se denominard 4, y se representara a parte del
vector de pardmetros p, que incluira el resto de pardmetros constantes.

f)(ﬁeql;ﬁl) = f)(ﬁeql AL ﬁ) =0

f)(ﬁeqz;ﬁz) = f)(ﬁeqz A2 ﬁ) = 6

Ademas, este Ultimo se omitird debido a que estos pardmetros no variaran a lo largo del proceso:

-

f(ﬁeql ;/11) =0

f)(ﬁeqz ;/12) =0

En la Figura 4.1 se observa, para el caso de N = 1 grado de libertad, una curva de continuacion
de la solucion de equilibrio, en la que se representan en abscisas los distintos valores del
parametro continuado (1) y en ordenadas los distintos valores de la solucién de equilibrio, que
en este caso corresponde a una variable (u).

Figura 4.1. Curva de continuacion de la solucién de equilibrio u respecto a un parametro A

En casos de que exista mas de un grado de libertad existird un Unico eje de abscisas (pues
solamente se continlia un parametro), pero varios ejes de ordenadas: uno por cada variable del
problema. En la Figura 4.2 se observa una curva de continuacion de la solucién de equilibrio para
el caso de N = 2 variables: U = [u, v]
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Figura 4.2. Curva de continuacién de la solucién de equilibrio U = [u, v] respecto a un
pardametro A

Por sencillez y para no perder la generalidad del planteamiento, a partir de aqui se representardn
estas curvas con un Unico eje de ordenadas, entendiéndose que éste representa los N grados
de libertad que pueda tener el problema. En la Figura 4.3 se observa un ejemplo de esto.

u

I cl ol gl

A

A A As

Figura 4.3. Curva de continuacién de la solucién de equilibrio U respecto a un pardmetro A

La variacién del parametro continuado puede hacerse de distintas maneras. Se explican a
continuacién dos: Una primera, que es mas intuitiva pero presenta una limitacidn, y una
segunda, que remedia esta limitacién y es la que se implementa en el presente trabajo.
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4.1.1. Continuacién en el parametro

La manera mas intuitiva de variar el pardmetro continuado A es ir incrementando (con un valor
razonablemente pequefio A4) el mismo a partir de un valor inicial 4y, y para cada valor del
mismo 4; calcular la solucién de equilibrio correspondiente ﬁeqi, es decir:

e Separtede 4,

o Seresuelve f(toqo ;o) = 0 ; se obtiene ti,qq
e Seincrementa: 1, = 45 + A4

o Seresuelve f(teqs ;A1) = 0; se obtiene tipgy
e Seincrementa: A, = A; + Al

La resolucidon del sistema de ecuaciones f(l_ieq* ;/1*) = 0 en cada iteracion se lleva a cabo
mediante el “Método de Newton — Raphson” para varias variables, que se ha explicado en el
apartado 3.

Como se explica en el mismo, este método necesita partir de una solucién cercana a la de
equilibrio buscada tq.iniciar-

La solucién que se utiliza como solucién de partida en una determinada iteracién es la solucion
de equilibrio correspondiente a la iteracidon anterior: al ser cercano el valor del parametro
continuado en una iteracién al de la anterior, se entiende que la solucidn de equilibrio también
lo serd, por lo que el método de Newton — Raphson no deberia tener problemas.

Para el valor inicial del parametro continuado (4y) no existe una iteracion anterior de la que se
conozca la solucion de equilibrio (y por lo tanto de la que partir para calcular la actual), por lo
que se debe conocer de antemano la solucién en este punto. Para ello, debe tratarse de una
solucidn trivial que pueda calcularse analiticamente y que sirva como punto de partida al resto.

Es decir, el procedimiento seria el siguiente:

e Se parte de un valor inicial del pardmetro que se desea continuar (4,), del cual se conoce la
solucion de equilibrio (iegp)-
e Seincrementa el valor del pardmetro continuado una cantidad AA:

/11 = /’10 + Al
e Se calcula con el Método de Newton-Raphson (tomando como punto inicial ;) el sistema:
f(ﬁeql ;/11) =0
e Se obtiene un valor (i), que se emplea como punto inicial en la siguiente iteracién:

Ay =21, + A1 ; f(iieqz Ay) = 0 Con solucién inicial g
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4.1.1.1. Incremento del pardmetro continuado

Puede ocurrir que, dependiendo de la naturaleza de la funcién en el entorno del punto en
cuestion, el valor del incremento A1 empleado sea demasiado grande (la funcién varia muy
rapido y se requieren incrementos menores) o demasiado pequefio (la funcién varia muy lento
y se pueden emplear incrementos mayores). En la Figura 4.4 se muestra un ejemplo de esto.

ﬁ
u

semmmnnnand

A

Figura 4.4. Variacién del incremento del pardmetro continuado A1

Esto se puede cuantificar mediante el niumero de iteraciones empleado en el método de
Newton-Raphson para el calculo de la solucion de equilibrio en el punto anterior. Se compara
éste con un nimero de iteraciones “apropiado” (por ejemplo 3), y:

e Sihasido mayor, se entiende que se requiere un incremento menor, por lo que se toma:

AA__AA
2

e Sihasido menor, se entiende que se puede usar un incremento mayor, por lo que se toma:
AL =2 A1

Siempre dentro de unos valores Al < Al < Al que se deben fijar.

Aunque este método no se implementa debido al problema que a continuacidn se describe, se
ha explicado porque se trata de una versién mas intuitiva que el que si se implementa, que tiene
la misma filosofia aunque un punto de vista algo mas complicado.

4.1.1.2. Problema en los pliegues

El método de continuacidn en el parametro presenta una complicacidon cuando se llega a un
punto critico tipo pliegue, en el que como se explicd, se produce un retroceso de la rama de
equilibrio en el parametro continuado.

Como se observa en la Figura 4.5, a medida que la solucién calculada se acerca al pliegue, el
incremento del pardmetro continuado debe ser cada vez menor, tratandose de un limite en el
que, por mas que se reduzca el incremento del parametro continuado, no se va a avanzar mas
en el pliegue.
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Figura 4.5. Problema en los Pliegues del método de continuacion en el pardmetro

Deberia implementarse un método que detectara cuando se llega a un punto de este tipo y
utilizase ahora incrementos negativos.

Sin embargo, esto no es necesario si se implementa otro método de continuacidn mas genérico,
estavez no en el pardmetro, sino en la “pseudo-longitud del arco”, que se explica a continuacién.

4.1.2. Continuacién en la pseudo - longitud del arco

Se trata de otra manera de calcular soluciones de equilibrio variando el parametro continuado
y que no presenta problemas al llegar a puntos en los que se produce un pliegue en alguna de
las variables.

En este caso, al contrario que en el anterior, no se distingue una abscisa (parametro continuado)
que varie, y unas ordenadas (variables) cuyo valor hay que calcular para el valor de la abscisa
mediante la ecuacion de equilibrio.

Se toma el pardmetro continuado (A) como una variable mas que se aifade a las variables del
problema (u). Se agrupan en un nuevo vector, de dimensién N+1:

ueRN

b 1€ER

Se puede ver un ejemplo grafico en la Figura 4.6.
Se tiene que resolver la ecuacién de equilibrio:
f@;) =f@p) =0

Ahora existen N ecuaciones y N 4+ 1 incégnitas, por lo que se necesita una ecuacidén mas para
que el sistema tenga solucién Unica.
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cl
cl

Figura 4.6. Vector de variables en el método de continuacién en la pseudo-longitud de arco

4.1.2.1. Pseudo-longitud del arco

Se toma como condicidn adicional que la pseudo — longitud del arco de la curva solucidn (que es
de dimensidon N+1) entre el punto en una iteracion (z_ibn) y el punto en la siguiente (ﬁan) sea
igual a un incremento establecido As.

La pseudo-longitud de arco entre estos dos puntos es un valor que representa la longitud del
arco comprendida entre ellos, sin serlo: se define como la proyeccion del vector que une los dos
puntos (ﬁbdif = ﬁbn+1 — ﬁ’bn) sobre el vector tangente unitario a la curva en el primer punto

(fbn). Esto se representa graficamente en la Figura 4.7. (El calculo del vector tangente en un
punto se explicara al final del apartado).

Figura 4.7. Iteracién del método de continuacién en la pseudo-longitud de arco
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Esta ultima condicidn se puede expresar matematicamente como:
— — rd
(g = Unp) * to, = Bs
En la iteracién actual, los valores de la iteracidn anterior son conocidos (la tangente también,
como se explicara al final del apartado), por lo que son valores de referencia:
Ubp = Ubger s thy = tbref
El valor de la iteracion actual es desconocido, por lo que se trata de la incognita a calcular:
Uppir = Ub

Teniendo esto en cuenta y juntando la ecuacidn de equilibrio y la condicién de la pseudo —
longitud del arco, el sistema queda como:

f(ﬁb) =0
(T —Tip, ey ) - Epyey — A5 = 0
Tratdndose ahora de un sistema de N + 1 ecuaciones y N + 1 incégnitas.
4.1.2.2. Método de Newton para la pseudo-longitud

Para la resolucidn de este sistema se emplea también el Método de Newton-Raphson en varias
variables, pero ahora:

—.

e Elvector de incdgnitas X no es U, sino U, = [lﬂ
gy
f )

e Elvector de ecuaciones no es f (&), sino f, (i) = . S
(ub — ubref) . tbref — As

Para la resolucién de este sistema mediante el método de Newton-Raphson es necesario

S
disponer de la matriz jacobiana respecto a 1, del vector de ecuaciones f,(1},), que se puede

expresar en funcién de i, = [i{] como:
T (idy) = [fwb) E(ﬁb)]
* *

Dondef(ﬁb) es la matriz jacobiana “NxN” de f(ﬁb) respecto de U y]_,{(ﬁ’b) es la derivada parcial
(vectorial “Nx1”) respecto a A de la funcién f(ﬁ’b):
101 ()]
R oA
af(ﬁb) _ df>(up)
or oA
afy(p)
91

Ja(p) =

“uxn

. . 7 7z . . . .7 . d
En los dos asteriscos irfa un Unico vector horizontal de dimensién “N+1” igual a t,, que

ref’

. — .7 rd
es el gradiente respecto de 1, de la funcion escalar: (iib - izbref) Chyep — As
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Por tanto, para la implementacion de este método, se necesita a parte de la matriz jacobiana

T(ﬁb), el vector gradiente ]}(ﬁb). Como se observa, ambos deben estar en funcién de i, es
decir, de los grados de libertad y del pardmetro continuado.

4.1.2.3. Cdlculo de la tangente

También se observa que se necesita calcular la tangente a la curva en cada punto, de manera
gue se pueda usar ésta como tangente de referencia en el punto siguiente.

— —
Para ello, una vez que se ha calculado la soluciéon ﬁb_eq del sistema f, (u;) = 0, se resuelve el

0
— - 0
]a,eq “tp =
1

La explicacion de esto se realiza continuacion.

. -
sistema ent:

Donde E’eq = E(ﬁb,eq)'

Al haberse parametrizado la curva solucién 1, mediante la longitud del arco s: U (s):
f(Hy(s)) =0
Los vectores tangentes a dicha curva deben satisfacer la ecuacion:

dii, (s) _

Dy (F(1(s))) - —— =0
Donde:
Dz (f (1 (s))) = J@iy)
Y el vector tangente unitario es:

> dii (s)
T

Por lo tanto, consistiria en resolver el sistema:
> - —
J(@p) -t =0

Sin embargo, este sistema tiene “N” ecuaciones y “N+1” incégnitas, y por tanto infinitas
soluciones, que se corresponden con los infinitos vectores tangentes a la curva (una Unica
direccion que puede ser representada por un vector multiplicado por un valor escalar
cualquiera).

Por tanto, se debe imponer una ecuacidn adicional acerca de este vector tangente. Se escoge,
por sencillez en el planteamiento (como se vera inmediatamente), que la proyeccién del vector
tangente que se quiere calcular sobre el vector tangente de la iteracion anterior (que es unitario)
sea igual a la unidad. Matematicamente se expresa mediante el producto escalar:

tb,ref tp =1
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Entonces el sistema de ecuaciones queda como:
J(@p) -ty =0
tb,ref iy =1

Que, como se observa, es equivalente al sistema planteado al principio del apartado:

0
o 0
]a,eq “tp =

1

Este vector no tiene por qué ser unitario, por lo que se normaliza para emplearlo como vector
tangente (unitario) de referencia en la iteracion siguiente:

.

N
tb,norm -

~
b“b

Siendo |£| la norma del vector.
4.1.2.4. Valores iniciales

Aligual que en el caso anterior, para el calculo de la solucidn de equilibrio ﬁb(n) en una iteracion
(mediante el método de Newton-Raphson) se parte de la solucién de equilibrio en la iteracion
anterior Uy, (,_1). Se observa que estos valores de arranque del método son también los valores
que se usan como referencia para medir la pseudo-longitud del arco, desde el punto anterior
hasta el actual.

De la misma manera, para la primera iteracion se debe partir de un valor del que se conozca la
solucién analitica: Al igual que en el caso anterior, debe tratarse de una solucién u,q = (U, Ag)
trivial.

También se necesita una tangente inicial, ya que no se dispone de un calculo anterior. Esta debe
ser una tangente que represente una “direccién inicial” de avance en el espacio de dimension
N+1. Una direccidn inicial de [0,0,...,1] supondria una direccién inicial de avance en el pardmetro
continuado, es decir, igual que la continuacidn en el parametro.

4.1.2.5. Valores iniciales en rama bifurcada

Los valores iniciales (solucién de equilibrio y direccion de avance) pueden no corresponder a una
solucidn trivial, sino que se traten de un punto critico (calculado anteriormente) en el que se
produce una bifurcacidn, concepto explicado en el apartado 2.9.6.

Como valor inicial de la solucion de equilibrio en la rama bifurcada se toma el valor del punto
critico calculado con precisidon, como se explica en el apartado 4.1.3.3.

Como tangente de partida se toma:
> v
toir = o]
bif 0
Donde ¥ es el autovector asociado al autovalor que cambia de signo, es decir, que cumple:

Jeq:7=0
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Se trata de una “tangente de partida ficticia”, pero con garantias de funcionar, pues ofrece la
garantia de que es independiente al vector tangente a la curva, ya que el éste Ultimo es:
> 7 N
£, = [t ER ]
T
Y, al no tratarse de un pliegue, se sabe que 7 # 0, por lo que si la Ultima componente de Ebif es
nula, estos vectores serdn independientes.

4.1.2.6. Variacion de la pseudo-longitud del arco

De la misma manera que en la continuacién del parametro en el apartado 4.1.1.1, el incremento
en el mismo AA podia variar en funcién de la naturaleza de la funcion, en este caso ocurre con
el valor de la pseudo-longitud del arco As, que varia la misma en funcién de las mismas
condiciones dentro de un rango: As;,i, < As < ASp,ax, con el mismo criterio.

4.1.3. Estabilidad y puntos criticos
4.1.3.1. Estabilidad

En cada punto (solucién de equilibrio) de una curva de continuacién en un pardmetro se puede
evaluar la estabilidad de la solucidn de equilibrio con el test que se explicd en el apartado 2.9.

Se dispone la matriz jacobiana, pues es necesaria para el método de Newton, asi que solo es
necesario evaluarlo en la solucidn de equilibrio calculada y resolver el problema de autovalores
y autovectores, que es inmediato en un lenguaje como Matlab.

Como se comentd en dicho apartado, se puede tomar el nUmero de autovalores negativos
(nNeg) como magnitud representativa de la inestabilidad (siendo estable si es cero e inestable
si es mayor) de la solucién de equilibrio, debido a que cada uno representa el nimero de grados
de libertad que son estables (o inestables) en una solucién de equilibrio determinado.

Se puede calcular este nimero de autovalores negativos para cada punto (solucidn de equilibrio)
de la curva de continuacidn en el pardmetro y crear un vector de longitud el nimero de puntos
calculados:

W g RnPuntos
4.1.3.2. Cambios de estabilidad

Cuando entre dos puntos cambia el nimero de autovalores positivos (o0 negativos), entre estos
dos puntos se encuentra un punto critico o punto de cambio de estabilidad.

Resulta necesario calcular con precisién los puntos criticos, para conocer el valor exacto vy, si
procede (no es un pliegue), poder calcular la tangente de partida de las ramas bifurcadas.

Para ello, cuando se tengan dos puntos de una rama de continuacién en un pardmetro que sean
consecutivos y tengan distinto nimero de autovalores positivos (0 negativos), se implementa
un método de biseccidn, que a continuacidn se explica y se ha denominado “método de la
biseccién-bifurcacion”.
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4.1.3.3. Cdlculo del punto critico: Método de la biseccion-bifurcacion

Si se tienen dos puntos (soluciones de equilibrio) consecutivos con un ndmero distinto de
autovalores negativos se sabe que entre ellos hay un punto critico.

Un posible procedimiento iterativo para encontrarlo podria ser:

e Calcular el punto (solucidon de equilibrio) que se encuentra en la mitad de la “pseudo-
longitud del arco” (concepto ya explicado) comprendida entre los dos puntos.

e Evaluar el nimero de autovalores negativos en este punto “medio”.

e Buscar qué punto de los dos iniciales es el que tiene el nimero de autovalores negativos
distinto

e Repetir la misma operacién de biseccion.

Iterar hasta cumplirse criterios de tolerancias y convergencias explicados para el método de
Newton.

4.1.3.4. Evaluacion del tipo de punto critico

Para evaluar el tipo de bifurcacion que se tiene, se recurre a dos propiedades de la misma:

e Numero de autovalores que cambian de signo: determina la “dimension de la
bifurcacion”.

e Sise trata de un pliegue: se evalla si se produce el retroceso en la curva de alguno de
los grados de libertad frente al pardmetro continuado. Esto se hace evaluando la
tangente a la curva (de la que, como se ha explicado, se dispone en cada punto): en
concreto su componente relativa al parametro continuado.

o Siescero (numéricamente hablando, es decir, en términos de los conceptos de
tolerancia explicados) puede producirse este retroceso. Se comprueba si se
produce un cambio de signo vy si es asi (y también se produce un cambio de
estabilidad) el punto critico se trata de un pliegue.

o Sinoescero, no ocurre lo anterior y por tanto el punto critico no es un pliegue,
es decir, debe ser un punto de bifurcacion.

4.2. Continuacién en dos parametros de la solucién de equilibrio en punto
critico

Este método de continuacion tiene la misma filosofia que el de continuacién en la pseudo-
longitud del arco, pero en este caso se dejan variar dos pardmetros. El arco es ahora en
dimension N+2 (las N de i, 1 de A y otra de u).

Por tanto, es necesaria una condicidn adicional, la cual es que la solucidn de equilibrio sea
ademads un punto critico (punto de cambio de estabilidad).

Este método tiene sentido como complemento a la continuacion en un parametro de la
siguiente manera:

1) Se emplea en primer lugar la continuacién en un parametro (en la pseudo-longitud del arco)
para calcular las ramas de las soluciones de equilibrio de distintos problemas al variar un
pardmetro.
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2) En los puntos de bifurcacién de estas ramas, se aplica este nuevo método para continuar estos
puntos de bifurcacion en dos parametros (en la pseudo-longitud del arco): el pardametro
continuado y otro nuevo, que se denominara “pardmetro secundario”. Este nuevo parametro,
en las ramas de equilibrio de continuacién de un pardmetro tiene un valor constante (de ahi su
adjetivo) y sdlo se deja variar cuando se emplea este segundo método.

Este pardmetro secundario se denominard y, y al igual que se hizo en la continuaciéon en la
pseudo-longitud del arco, se sacara del vector de pardmetros p y se incluird en un vector de
U
variables U, = |1].
u

f(aeql;ﬁl) = f(ﬁeql s AL Uy ﬁ) = f:)(ﬁbreql ; ﬁ) = 6

f)(ﬂ)eqziﬁz) = f(l_ieqz s Ay ﬁ) = f(ﬁb,eqz H ﬁ) = 6

Ademas, el vector de pardmetros resultante nuevamente se omitira debido a que ahora estos
pardmetros no variaran a lo largo del proceso:

f(ﬂb,eql) = 6

f(ﬁb,eqz ) =

ol

La formulacién que a continuacion se presenta es ligeramente distinta en funcion de que el
punto critico sea tipo “Pliegue” o “Pitchfork”, por lo que se explica en primer lugar el primer tipo
y posteriormente se comentan los aspectos adicionales del segundo.

Esta formulacidn se ha tomado de (bibliografia) A. G. Salinger, E. A. Burroughs, R. P. Pawlowski,
E. T. Phipps & L. A. Romero (2004).

4.2.1. Punto critico tipo Pliegue
4.2.1.1. Equilibrio

La condicion de equilibrio, al igual que antes, se impone con la resolucién del propio sistema:
f(@p) =0
Que en este caso tiene N ecuaciones y N+2 incdgnitas.

4.2.1.2. Punto critico

La condicion de punto critico, como se ha explicado, se impone de la siguiente manera:

El vector w, que es de dimensién “N”, representa la direccidon en el espacio de U en el que se da
la bifurcacién. Existe pues una nueva variable aparte de i, que es W.
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Teniendo en cuenta que la matriz jacobiana T(ﬁb) es NxN, se afladen N+1 ecuaciones y N
incognitas, existiendo ahora 2N+1 ecuaciones y 2N+2 incégnitas.

4.2.1.3. Pseudo-longitud del arco

Como ultima condicion se establece de nuevo la relativa a la pseudo-longitud del arco, este caso
para una curva en dimensién “2N+2":

(@—@M)@M=m

El sistema de ecuaciones, ahora de dimensién “2N+2” seria:

(i — U,y ) - Eoyey = As

Al igual que en el caso de un parametro, este sistema se resuelve mediante el método de
Newton. Para su implementacién, es necesaria, por un lado, disponer del vector de ecuaciones:

{
fa@,,m=| e
|

Y por otro de su matriz jacobiana:

[ T@) LG L@ 0]
T (@, ,w) = [JJGp, W) JJ2Gp,w)  J]uGp, W) J (W)
0 0 0 Wyef
* * * *
Al igual que en el caso de un parametro, T(Qb) es la matriz jacobiana de f(ﬂb) respecto a i, y
7,(#@,) la derivada vectorial de f (i) respecto a A. Ahora también existe E(ﬁb), la derivada
vectorial de f(ﬁ’b) respecto a y.

“uxn

En los asteriscos iria (aligual que en el caso de un parametro y por el mismo motivo) el vector

d ’ . .7 .
tbref , que seria ahora de dimensién “2N+2” en horizontal.

La matrizﬁ(ﬂb,W) seria la matriz jacobiana respecto a u del vector:
73 G, W) = (@) - W
Es decir:
Dy ](ﬁb) : W)
Y los vectores JJ,(@p, W) y ﬁ#(ﬁb,W) serian las derivadas (vectoriales) respecto a A y p,

respectivamente, de este mismo vector:
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_0(G,) - w)

_ () - w)
o1 ’ B

Ty Gty W) o

JIa @y, W)
4.2.1.4. Tangente

Al igual que en el caso de un pardmetro, en cada iteracién, después de calcular la solucién de
equilibrio, se calcula la tangente en el punto actual como:

0
— - 0
]a,eq “tp =
1
Donde Jgeq = Ja(Upeq »Weq)-

La tangente de partida inicial se toma en este caso con direccion de avance en la dimensién del
pardmetro secundario, es decir:

[0€RN =1]
E _ 0=21
bref,O - 1 = ‘u'
lB €RN = WJ
4.2.1.5. Valores iniciales
Uo
Al igual que en el caso de un pardmetro, se parte de una solucién trivial conocida U,g = |, |-
Ho

En este caso se trata de un punto critico, cuyo valor exacto se conoce, pues ya se ha explicado
el método de calculo de los puntos criticos.

El valor inicial del vector w es el autovector asociado al autovalor que cambia de signo en la
bifurcacion: wg

4.2.2. Punto critico tipo Pitchfork

En el caso de que el punto critico sea tipo Pitchfork, la formulacidon es muy similar, cambiando
Unicamente en los siguientes aspectos:

La ecuacién de equilibrio ahora es:
=N _ —
f(ub)_a'wref =0
Se afiade una ecuacidon mas:
Wref . iZ = 0

Se observa que existe una ecuacién mds y una variable mas (o) por lo que el vector de
ecuaciones y su matriz jacobiana (necesarios para la implementacién del método de Newton-
Raphson) son ahora:
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f(ﬁb) — 0" Wref

J@Wp) - w
fa(ﬁ)b 'W'O-) = W.Wref_l

N
Wref u

_(ﬁb - 1_ibref) ’ E)bref — As|

[ J@y LGy TG 0 —Wes]

- J G, W)  JaGp, W) J]uGip, W) 0 0
Jo(Up ,W,0) = 0 0 0 VT’ref 0
Wref 0 0 0 0

l * * * * * J

“uxn

En los asteriscos
dimensiéon “2N+3”.

vuelve a estar en horizontal la tangente a la curva, que en este caso es en

Los distintos elementos en la matriz tienen el mismo significado que el explicado en los
apartados anteriores.

Las condiciones iniciales son las mismas, destacando Unicamente que la condicién inicial para o
es g, = 0. Ademas, se observa que la variable o debe valer 0 en todo punto, para que se trate
de una solucidn de equilibrio:

f@p) —0 W =0-0=0-f(i,) =0

Una vez implementado, es una forma de comprobar que la solucién es correcta.
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5. Implementacion
En este apartado se explican las distintas partes de la implementacion de toda la formulacion
que se ha explicado en los apartados anteriores.

El resultado es el desarrollo de un software con interfaz grafica, cuyo aspecto se muestra en las
Figuras 5.1y 5.2.

DEde | AUV EL- S| 0E =D N
Gesarrollado por Juan JosA Correa Mardn
— Grados de lbertad — Paramet E de equill — Energia potencial y (opcional) figad: g o
thetai (variable) ~ thetai _theta2 rho‘sinithetal) - muucos thetai) ~ ) )+ (oo Aceptar
ftheta2(variable) sigmalconstante)=1.3 Hhetal - 2¢theta2 - theta3 - rho*sin(theta2) - muu“cosithet (sin(theta1)=si(theta2)-siniheta?
{theta3(variable) ho(continuado) Hheta2 + theta3 -rho*sin(theta) - muu*cos(thetas) r—
muu(mutipiicador) l-sinitheta1) - sin(thetaZ) - sinftheta3)
v
v e a3 5 Cargar
Afiadic | |Modificar| | Borrar Afiadic | |Modificar| | Borrar Adiadic Modificar Borrar Afiadic Wodificar Borrar Limpiar
— Calcuk [ Grafica de las sol de equillrio’ — Dibujo del st
— Precision numérica Eje "X 0 Ee v 1 Eje "2 2 Redibujar — Parametros adicional Dib
e =
— Método de Newrton Nueva - Rama: ramat Aceptar
Toler. Absoluta | {e-10
Posicion 02 1
Toler. Relatva | {e-10 v
Méx. Heraciones | 10 adadi| [Modifi.| |Borrar Dibujar Borrar
— Cont. en la pseudo-long. —— [~ Puntos
Pseudo-Long. [ 0001 T m—r—ry 09 . e
) pa(k)=] Lcos(thetal }+L*c
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< > 05
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Afiadic| |Modifi..| | Borrar
E
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e . 15
rama 1(bifurcada) b2(r={'p2"'p3} h 1
i ——— 0 autovalores negativos b3(y)-(p3 1943
—— 1 autovalor negativo
" v 2
2 autovalores negativos Q
. O Pitghfark Aiadi| [Modin| [ Borrar
#®  Pliegue 25
Afiadir | Modificar | Borrar o 0 2 4 6 8 10
E thatat

Figura 5.1. Aspecto de la interfaz grdfica elaborada aplicada al caso del sistema 1

G 3 = &
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Guardar
v
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— Precisibn numérica——— — Pardmetros adicionak Dib
Eje X" 0 Eje Y™ -1 Eje 2" 2 Redibuiar |
[~ Método de Newton ~ Rama: rama0 Reset
N
Toler. Absoluta | 1e-10 s
Posicién 0.44 ‘
Toler. Relativa | 1510 v
6~
Max. keraciones | 10 Afadir| Modifi.. | Borrar Diuace) Horfo
-
— Cont. en la pseudo-long. —— JR— lores ned  — Punt
24 — 1 autovalor negat) | TSSO - |
Pseudo-Long. | oot 5
— 2 autovalares ne p2(k)={1,01
Ps-Liiima | 1212 0] 3 autovalores ne p3(w)=lxv]
——— 4 autovalores ne . 8
=HET | - 2 5 autovalores nes
B autovalores ne Mods Eberolg 3
ad < Punto critico Pit
Rames L e —
5 —+—Cont. P._erftica e
ramaPiplegus) (0=002/9%) 1
ramaPich(pitchfork)
rama0_2(inicial) -8+
rama0_3(inicial) hd [l
roma0_snca) v 10 Afedr Modifi.| |Borrar
'WWE -1
piadic | Moditcar| | Borrar 3 o5 g 2 3 4 8 - - 05 0 05 1
lambd: i

Figura 5.2. Aspecto de la interfaz grdfica elaborada aplicada al caso del sistema 2
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El empleo del software Matlab se ha escogido por dos razones fundamentales:

o
o

Se trata de un lenguaje de alto nivel, con una amplia libreria de funciones matematicas.
Se pueden crear interfaces graficas, y existe también una amplia libreria de elementos y
manipulacién de datos para la creacion de las mismas.

Se ha creido conveniente realizar una interfaz grafica por dos razones fundamentales:

O

Las técnicas de continuacidon de soluciones de equilibrio tienen un caracter interactivo, en
el sentido de que se pueden continuar varias ramas en un sistema partiendo de puntos
distintos, con direcciones distintas, continuar ramas que bifurcan de otras, cambiar ciertos
pardmetros del sistema y comparar con resultados anteriores,...

Permitir al usuario definir un sistema de una manera visual y sencilla, mediante el minimo
numero posible de datos de entrada, dejando al programa el resto de operaciones que no
sean imprescindibles de realizar por el usuario.

El software desarrollado realiza las siguientes tareas:

O

Define un sistema a través de una serie de:
o Grados de libertad
o Parametros
o Ecuaciones de equilibrio en funcidn de los grados de libertad y los pardametros
o Opcionalmente a lo anterior, energia potencial y (opcionalmente) ecuaciones de
ligadura entre los grados de libertad.
Calcula ramas de soluciones de equilibrio resultado de:
o Continuacién en un parametro de las soluciones de equilibrio partiendo de una
solucidn inicial y una direccién de partida.
o La misma continuacién anterior pero partiendo de un punto de bifurcacién de otra
rama.
o Continuacién en dos pardmetros de las soluciones de equilibrio en punto critico
para:
=  Punto critico tipo Pliegue
=  Punto critico tipo Pitchfork
Dibuja el sistema (para las soluciones de equilibrio calculadas) mediante una serie de:
o Puntos, cuyas coordenadas dependen de los grados de libertad y los parametros del
sistema
o Barras, que conectan puntos dos a dos.

Este apartado consta de tres partes principales:

O

En primer lugar se plantean dos problemas tipo relativos a toda la formulacién empleada:
o Un modelo de barras inextensibles con muelles helicoidales (a torsién) en las
uniones sometida a una carga axial de compresién: representa el pandeo de una
barra (pilar) a compresidn
o Un modelo de dos barras con rigidez a deformacién longitudinal en forma de lados
superiores de un tridngulo sometido a una carga vertical de flexion: representa el
pandeo de un arco a flexion

o A continuacidon se muestra el funcionamiento de la interfaz de cara a su interacciéon con el

usuario, mediante la introduccidn en el programa de los datos relativos a los dos problemas
anteriores.
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o Finalmente se hace referencia a las distintas funciones programadas en MATLAB (que son
llamadas desde la interfaz durante la interaccidn) y que realizan los distintos calculos, cuya
formulacion se ha explicado en los apartados anteriores (haciéndose referencia en cada una
al apartado correspondiente).

Como se comentara mas adelante, no se realiza una explicacion detallada del cédigo de las
distintas funciones, pues éstas se adjuntan en el CD del trabajo y se hace referencia a las mismas
conforme se va explicando el proceso. Las funciones vienen acompaifadas de comentarios
explicativos a cada uno de los pasos.

Tampoco se explica la manera en que se programa la interfaz, debido a que es un asunto de
Programacion Orientada a Objetos (P.0.0) y trabajo con estructuras de datos, que si bien ha
sido imprescindible y ha requerido un esfuerzo similar al resto del trabajo, es prescindible para
entender los aspectos que conciernen al trabajo y haria este demasiado extenso.

5.1. Planteamiento de dos sistemas
Se modelizan dos tipos de sistema:
5.1.1. Sistemal

Se estudia el sistema de barras inextensibles de longitud L m, con muelles torsionales de

N-m . . . . .
constante km en las articulaciones y sometido a una carga p N axial de compresidn.

Representa el pandeo de una barra (pilar) a compresién

Figura 5.3. Sistema 1

Los grados de libertad son:
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Existe una ecuacién de ligadura entre ellos:
sinf; +sinf, +sinf; =0

La energia potencial eldstica almacenada por los muelles, de rigidez torsional k, es:

1 2
Unuelie = E k- A0

1 2 1 2
Umuelleszi'k'(gl_gz) +E'k'(92_93)

Y el trabajo realizado por la carga p:

N

Uruerza = — fp(S) -ds
So

X

Ufuerza:_j_p'dx:f'(x_xo)

Xo

Y teniendo en cuenta que el desplazamiento x — x, se puede poner en funcién de los grados
de libertad:

xX—x9g=1-cos0y+1-cosf,+1-cosb;

La expresidn de la energia potencial queda como:
1
U(91, 92, 93, l, k, p) = E . k . ((91 - 92)2 + (92 - 03)2) + f . l . (COS 91 + cos 92 + cos 93)
Si se realiza la siguiente adimensionalizacion:

U
YR

fl
P="%
La expresion de la energia potencial adimensionalizada queda como:

1
u(64,60,,05;p) = 2 k- ((61—62)* + (6, — 63)?) + p - (cos 61 + cos B, + cos 63)

Como se observa, tras la adimensionalizacion solamente existe un parametro adimensional en
el problema (carga adimensional), que sera el continuado.

Sélo con estos datos ya se puede entrar en el programa, utilizando la opciéon de introducir la
energia potencial y, en este caso, la ecuacidn de ligadura, que es:

fligadura(el; 03, 93) = sinf; +sinf, + sinf; = 0

No obstante, también se pueden introducir las ecuaciones de equilibrio, que se pueden calcular
a partir de la energia potencial (y, como se ha explicado, es precisamente lo que realiza el
programa) resolviendo el problema de multiplicadores de Lagrange:
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L(61,02,03,v) = u(61,60,,035) =V * fligagura (01,62, 63)
Segun:
oL -
90,
oL
a0,
oL
N
oL
[ 5 |

Il
ol

VL(64,6,,03,v) =

El vector de ecuaciones de equilibrio a introducir en el programa mediante esta otra opcion
seria:

6, —6,—p-sinf; —v-cosH,
—0,+2-0,—03—p-sinf, —v-cosb,
—0, + 603 —p-sinf; —v-cosb;
—(sin 6 + sin B, + sin 63)

f(el' 0, 03' V; P) =

Una solucidn trivial del sistema con la que empezar es:
p=0-0,=0,=0;=v=0

Con una tangente de partida en el pardmetro continuado: [0,0,0,0,1].
5.1.2. Sistema 2

Se estudia el sistema consistente en un poértico en equilibrio formado por dos barras (de
. . N .
comportamiento similar a un mulle con constante k; y de longitud natural [, m) apoyadas en

los puntos de coordenadas (—[,0) y (I, 0) (en metros), articuladas en su unién y en sus soportes
y soportando una cargadep N

Representa el pandeo de un arco a flexion.

(X,Y)

Figura 5.4. Sistema 2
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Los grados de libertad son, que son las coordenadas del punto mas alto del pértico.
d — X
u= [Y]
La energia potencial del sistema es:
1 2, 1 2
U(X,Y) :E'k'(rl_lo) +E'k'(7‘2 _lo) +p'(Y_Y0)

Donde:

r=vI2+2-1-X+X2+Y2

rp=y2—=2-1-X+X2+Y?2

YOZ ’1(2)_12

Las ecuaciones de equilibrio serian:

X+l X—l
_%% [ - )—zk)q
— 2 -n
Tavd L\ T P |

Que adimensionalizando mediante la division por k - | queda:

X Y
““ra 0 YTk
_ P _b
A= P RTT
(x+1+x—l> 5 ]
T T g

[
fooyu = [ vy ‘=5
u- (d1+d—2)—2'y—l

Siendo:

dy =142 x+x2+y2

dy=+/1—-2 x+x2+y2

Se observa que en este caso, la adimensionalizacién produce dos parametros adimensionales:
uno relativo a la carga adimensional (1) y otro relativo a la geometria (1). Un esquema del
sistema adimensional se representa en la Figura 5.5.
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(x,y)

-1 1

Figura 5.5. Sistema 2 adimensionalizado

Lo mas légico es tomar A como parametro continuado en la solucidn de equilibrio debido a que
representa una variaciéon en la accién externa. Posteriormente, se pueden continuar las
soluciones de equilibrio en puntos criticos con el parametro secundario y para observar como
varian los mismos con la configuracion geométrica del sistema.

Una solucidn trivial del sistema con la que empezar es, para un valor del dangulo que forman las
barras y:

1
#_cosy
A=0=x=0;y =tany

Con una vector tangente de partida en el parametro continuado: [0,0,1].
5.2.  Funcionamiento de la interfaz grafica

Se explica en esta seccion lo relativo al manejo de la interfaz grafica. Las explicaciones se iran
complementando con ejemplos a los dos sistemas planteados de manera que se reduzca el nivel
de abstraccion.

5.2.1. Datos del problema

En primer lugar se debe definir el sistema con el cual se va a trabajar mediante “datos”.

Estos datos son los grados de libertad, los parametros y las ecuaciones de equilibrio (o la energia

potencial), y se introducen mediante los paneles de la parte superior de la interfaz, habiendo
uno para cada tipo de dato.

— Grados de libertad Parémetr de equilior

Energia potencial y (opcional) ligadur op

thetal(variable} A thetal - theta2 - rho*sinithetal

p I"cos (thet! Aceptar
theta2(variable) sigma(constante)=1.3 -thetal + 2*theta - thetal - rho*sin(theta2) -

ta1 -
muwcos(thet
[theta3(variable) rho(continuado) theta2 + theta3 -rhossin(theta3) - muu*cos(iheta3) pr—
muumutiplicador) lsin{thetat} - sinftheta2) - sin(theta3)

w @ < > Cargar

Afadic Modificar Borrar Afiadir Modificar Borrar Afiadir Medificar Borrar Afiadir Modificar Borrar Limpiar
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Cada panel tiene tres botones:

e “Afadir”: Abre una ventana en el que se rellenan una serie de campos que definen el dato
en cuestiéon. Cuando se introduzcan, se pulsa “OK” en la ventanay el dato se afiade a la lista.

e “Modificar”: Habiendo seleccionado en la lista un dato ya definido, se abre una ventana igual
gue la anterior pero con los campos rellenados. Cuando se modifiquen, se pulsa “OK” en
esta ventanay el dato de la lista se modifica.

e “Borrar”: Habiendo seleccionado en la lista un dato ya definido, se borra este dato de la lista.

A continuacidn se explican las consideraciones necesarias a los distintos tipos de datos:
52.1.1. Grados de libertad

Nombre que se asigna a los distintos grados de libertad que definen el problema.
Deben ser cadenas de texto.

En el caso de que se trate de un multiplicador de Lagrange que aparece en las ecuaciones de
equilibrio debe indicarse.

e (Caso de sistema 1:
o Siseva aintroducir la energia potencial:

— Grados de libertad Bl adadic - | x

thetal{variable) -~
thetaZ(variable)
th&tﬂBE'fﬂriﬂ I}IE; |:| Multiplicador de Lagrange

Nombre: thetal

v

Afiadir WModificar Borrar oK

o Sisevan aintroducir las ecuaciones de equilibrio:

— Grados de libertad Bl Aradic — O ®
thetal(variable) LS
thetaZ(variable) Multiplicador de Lagrange

theta3d(variable)

‘muumuttiplicador]

Hombre: muu

Afadir Modificar Borrar aK
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e (Caso de sistema 2:
o Sisevan aintroducir las ecuaciones de equilibrio:

— Grados de libertad B Adiadir - o X
yivariable) ] Multiplicador de Lagrange
Nombre: ®
W
Afadir WModificar Borrar oK
5.2.1.2. Parametros

Nombre (cadena de texto) que se asigna a los distintos parametros del problema y su valor
numérico.

Por defecto, seran pardmetros constantes.

Se debe marcar uno de ellos como “pardmetro continuado”, que serd aquél que se quiera
continuar en las distintas soluciones de equilibrio. En este caso no es necesaria la introduccion
de su valor numérico (pues en la continuacion del mismo se estableceran distintos valores
iniciales).

Se puede marcar uno de ellos como “pardmetro secundario”, en el caso de que se quiera realizar
la continuacidn de los puntos criticos en un segundo parametro. En este caso si es necesaria la
introduccion de su valor (pues antes de continuar en este segundo parametro, debe de tener un
valor determinado, con el que se continda el primer parametro).

e (Caso de sistema 1:

— Parametros B Adiadir — m| x

Parametro continuado [] Parametro constante secundario

Nombre: rho

“alor:

Afiadir Modificar Borrar oK
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e (Caso de sistema 2:

— Parametros B Aradic - O X
muiconstante secundarioj=1/cos i
lambdaicontinuado)
I: ! |:| Parametro continuado Parametre constante secundario
Nombre: mu
W
€ » Walor: 1/cos(T*pi6)
Afiadir Wodificar Borrar %
B ndadic — a *
Parametro continuado |:| Parametro constante secundario
Nombre: lambda
Walor:
oK
5.2.1.3. Ecuaciones de equilibrio

Se introducen las distintas ecuaciones de equilibrio que gobiernan el problema.

Se trata de cadenas de texto que expresan las operaciones matematicas de cada una, en funcion

de los nombres de los grados de libertad y de los parametros, introducidos en los paneles
anteriores.

Hay que incluir sélo la funcién que se iguala a cero, es decir, sin el “=0".

e (Caso de sistema 1:

o Siseintroducen las ecuaciones de equilibrio (en funciéon también del multiplicador
de Lagrange):

— Ecuaciones de equilibrio B Adiadir — O hed
thetal - theta2 - rho*sin(thetal) - muu*cosithetal
-thetal + 2*theta? - theta3 - rho®*sin(theta2) - muu*cos(thet Ecuacion:
-theta? + theta3 -rho*sin(theta3) - muu*cos(thetal)
-gin(thetal) - sin(theta2) - sin(thetal)
(¥} theta1 - theta2 - rho*sin(thetal) - muu*cosithetal)
£ >
Adfiadir Modificar Borrar oK
e (Caso del sistema 2:
— Ecuaciones de equilibrio nAﬁadir - m} s
grif1+2*x+xt2+yh2) + (x-1)Wagri{1-Z*x+x2 400N
{ mus(y/sqri(1+25cc 24y 2) + ylaqri{1-2ixac 2oy 2)) - 2° Ecuacion:
v { mus( (e Wagri(l + 2 24yt 2) + (k-1 Nsgqri(1-2hea2ey02) ) - 2% )
£ >
Afiadir Wodificar Borrar oK
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52.14. Energia potencial

Alternativamente a la definicidon de ecuaciones de equilibrio, se puede introducir (de la misma
manera que éstas) la expresion de la energia potencial del sistema, de cuyo gradiente se
obtendran las ecuaciones de equilibrio.

Debe activarse el panel usando su casilla de verificacion, desactivdndose el panel de las
ecuaciones de equilibrio.

En el caso de que existan ecuaciones de ligaduras entre los grados de libertad, estas deben
introducirse a continuacidn de la primera: es decir, debe haber una ecuacién (de la energia
potencial) y opcionalmente alguna(s) mas que definan(n) la(s) ligadura(s).

e Caso del sistema 1:
o Si se introducen las ecuaciones de equilibrio (y la de ligadura). Esta vez no hay
multiplicador de Lagrange:

— Energia potencial y (opcional) ligaduras. Afiadir - O e

( sinithetal}+sinithetaZ}+sin(thetad) } Ecuacién:

[*] ( 0.5%((thetal-theta2)*2+(theta2-thetady"2) + rho*(cos(thetal }+cositheta2)|

Adfiadir Modificar Borrar oK

5.2.2. Aceptar

Cuando los datos descritos se hayan introducido, debe pulsarse el botén “Aceptar” en el panel
superior derecho.

Este leerd los datos de entrada introducidos en los paneles anteriores y trabajara con ellos de
manera que obtenga una serie de “datos manipulados”, los cuales usara para realizar los
distintos calculos que el usuario solicite en los siguientes paneles (que a continuacion se
explican).

Si no se ha producido ningun error, el programa informa de ello:

HAceptar — *

D atos de entrada cormectos v almacenados.

También existen otros botones en el panel superior derecho:

e “Guardar”: Abre una ventana en la que se debe introducir el nombre del archivo que
almacenara los datos de entrada introducidos. Cuando se pulse “OK” se creard un archivo
“.mat” que almacenara los datos de entrada para poder cargarlos en otra ocasion.

e “Cargar”: Abre unaventana en la que se debe introducir el nombre del archivo (previamente
guardado) que almacena los datos de entrada. Cuando se pulse “OK” se cargaran estos datos
en el programa.
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e “Limpiar”: Elimina los datos de entrada introducidos para la definiciéon de un nuevo
problema.

— Opciones

Aceptar

Guardar

Cargar

Limpiar

Se incluyen en el mismo directorio que las funciones de Matlab dos ficheros “.mat” que se
pueden cargar desde el software y que se tratan de los sistemas que se estan estudiando. Sus
nombres son “sistemal.mat” y “sistema2.mat”.

5.2.3. Calculos y Grafica de las soluciones de equilibrio

Esta seccién del programa usa los “datos manipulados” creados una vez aceptado un problema
y realiza los cdlculos oportunos para realizar calculos de “ramas de soluciones de equilibrio” de
la manera en que se explica.

Consta de los paneles “Célculos” y “Grafica de las soluciones de equilibrio”.

— Calculos — Grafica de las soluciones de equilibrio

— Precisidn numérica
Eje "X™ 0 Eje ™™ 1 Eje "Z": 2 Redibujar
— Método de Newton

N
Toler. Absoluta | 1g-1p ueva

Toler. Relativa 1e-10

Max. teraciones | 1

— Cont. en la peeudo-long.

Pzeudo-Long. 0.001

Ps-L Minima 1e-12
Ps-L Méaxima 01
— Ramas

0 autovalores n
1 autovalor neg
2 autovalores 1
3 autovalores n
4 autovalores n

< Punto critico P

®  Punto Critico H
—+— Cont. P_ criticg

ramal(bifurcada)
rama2(bifurcada}

W

Afiadir | Medificar, | Borrar
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— Calculos — Grafica de las soluciones de equilibrio
— Precision numérica
Eje "X™: 0 Eje ™™ -1 Eje "Z™: 2 Redibujar
— Método de Newton
Toler. Absoluta | 1e-10
Toler. Relativa 1e-10
G-
Max. fteraciones | 1p
4 -
— Cont. en la pseudo-long. 0 autovalores neg
o 1 autovalor negat
Pseudo-Long. 0.001 2 Y
2 autovalores neg
P=-L Minima 1e-12 [ 3 autovalores neg
) 4 autovalores neg
Ps-L Maxima 0.1 N & autovalores neg
B autovalores neg
4 C  Punta critico Pitg
— Ramas ®  Punto Critico Plis
5 —4— Cant. P. critico
ramaPl{pliegue)
ramaPtch(pitchfork)
rama0_2(inicial) -8~
ramal_3{inicial)
ramal_4{inicial)
ramafl Sfiniriall v 104
-10 R G
Afiadir | Modificar | Borrar & 0 5 10 2 3 4 ]
mu
larnbida

En el panel de “Calculos” estas ramas se definen de manera interactiva y representan la
continuacién en el parametro (que se ha elegido como continuado) de las soluciones de
equilibrio o la continuacion en dos parametros (el continuado y el constante secundario) de las
soluciones de equilibrio con punto critico.

A medida que se van calculando, estas ramas se van dibujando en una gréfica que se encuentra
en el panel a la derecha de éste, llamado “Gréfica de las soluciones de equilibrio”.

Se trata de una grafica tridimensional en la cual se deben definir las variables que se desean
representar en cada eje. Se ha de asignar una variable a cada eje de la grafica con el siguiente
criterio:

e Los numeros i=1,2,3,... hacen referencia a las componentes u; del vector de grados de
libertad 1

e EL nimero 0 hace referencia al parametro continuado

e El nimero -1 hace referencia al parametro constante secundario

En el caso de que se cambien los ejes de una determinada grafica, debe pulsarse el botén
“Redibujar”, que vuelve a dibujar todas las ramas calculadas.

El botén “Nueva grafica” abre la grafica actual en una nueva ventana, de manera que se pueda
visualizar mejor o guardar para su comparacidn con otra.

La grafica cuenta con una leyenda que indica el criterio de colores empleado para definir el grado
de estabilidad/inestabilidad (nimero de autovalores negativos) y los puntos que representan
los puntos criticos: pliegues y Pitchforks.

En la parte superior del programa existe un menu de herramientas con el que manipular las
vistas de la gréfica (zoom, rotacidn,...) y consultar valores de los puntos, entre otros.

_bljlﬂu’;i [:E *\-f\-@@gﬁv @_J DIE m O
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5.2.3.1. Precision numérica

Para realizar estos cdlculos es necesario definir unos criterios de tolerancia, convergencia y
pseudo-longitud del arco (cuya formulacién ya se ha explicado). Esto se hace en el panel de
“Precision numérica”, en la parte superior del panel “Calculos”.

Existen unos valores ya introducidos por defecto que son valores tipicos: tolerancias (absoluta y
relativa): 1e-10; maximo de iteraciones: 10; pseudo-longitud del arco: 0.001; pseudo-longitud
del arco maxima: 0.1; pseudo-longitud del arco minima: 1e-12.

5.2.3.2. Ramas

En la parte inferior, en el panel de “Ramas”, el usuario define de manera interactiva una serie
de “ramas” que representan la continuacidon en el parametro (que se ha elegido como
continuado) de las soluciones de equilibrio o la continuacidn en dos parametros (el continuado
y el constante secundario) de las soluciones de equilibrio con punto critico.

— Hamas

ramalibifurcada)
ramazibifurcada)

Afiadir | Modificar | Borrar

El funcionamiento de los botones “Afiadir”, “Modificar” y “Borrar” es el mismo que para los
datos de entrada.

Para todas las ramas se debe introducir:

e Un nombre, para poder hacer referencia a la misma posteriormente
e Un numero de puntos, que es el empleado en el método de continuacidn que se use

Existen cuatro tipos de rama:

5.2.3.2.1. Rama inicial

Se trata de una “rama de continuacidén en un parametro (el continuado) de la solucién de
equilibrio” cuyo punto (soluciéon de equilibrio) inicial es una solucién conocida del sistema,
normalmente trivial.

El usuario debe definir:

e El punto (solucién de equilibrio) de partida

e Unatangente de partida (direccién de arranque).

Cabe destacar que, tanto el punto como la tangente es el vector “ampliado”, en el espacio de
dimensién N (grados de libertad) + 1 (paréametro continuado). Es decir, los vectores i}, = [lﬂ y

N

ty.
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e (Caso de sistema 1:

B Afadir - ] x
(@) Punto inicial () Bifurcacion () Pliegue () Pitchfork
Mamero de
Nombre: ramal puntos: 30

Tangente de
Punto inicial: [0;0;0;0;0] partida: [0;0:0;0;1]

oK

— Gréfica de las soluciones de equilibri

Eje X" 0 Eje ™™ 1 Eje "Z" 2 Redibujar

Nueva

0 autovalores negativos
— 1 autovalor negativo
1 2 autovalores negativos
< Punto critico Pitchfork
0.5 #*  Punto Critico Pliegus
0 —#— Cont. P. critico

theta2

e (Caso de sistema 2:

B Afadir - O *
@ Punte inicial O Bifurcacion O Pliegue O Pitchfork
Nimero de
Nombre: ramal puntos: 245

Tangente de
Punto inicial [0;tan({7*pi16);0] partida [0;0;1]

0K
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— Gréfica de las soluciones de equilibri

Eje "X™: 0 Eje ™™ 1 Eje "Z": 2 Redibujar

Nueva

0 autovalores negativos
1 autovalor negativo

2 autovalores negativos
< Punto critico Pitchfork
8 #*  Punto Critico Pliegue T
—+— Cont. P. critico

0
24 T T

lambda

5.2.3.2.2. Rama bifurcada

Se trata de una “rama de continuacidon en un parametro (el continuado) de la solucién de
equilibrio” bifurcada de una rama ya calculada, naciendo en un determinado punto critico (que
debe ser tipo Pitchfork u otro, pero no un pliegue) y con una tangente de partida perpendicular
a la misma(ya explicado) al que se hace referencia mediante:

e Rama padre: Nombre de la rama que posee el punto de bifurcacién que se quiere usar como
inicial.

e Posicién de la bifurcacién: Contando desde el inicio de la rama padre, el nimero cardinal
que define la posicién del punto critico sobre la misma. Si es positivo se usa la tangente de
partida de la bifurcacion calculada positiva, y si es negativo es que la tangente es negativa.

e (Caso de sistema 1:

Ahadir - ] X
O Punto inicial @ Bifurcacion o Pliegue o Pitchfork
Nimero de
Hombre: ramal puntos: 150
Tangente de
Punto inicial: ramal partida: 1
oK
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e (Caso de sistema 2:

B Adadir - m] X
() Punto inicial (@) Bifurcacion () Pliegue () Pitchfork
Nimero de
Nombre: ramal puntos: 401:4
—
Rama padre: ramal bifurcacion: 1
oK
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5.2.3.2.3. Rama pliegue

Se trata de una “rama de continuacién en dos parametros (el continuado y el secundario) de la
solucién de equilibrio en punto critico tipo pliegue”, naciendo en un determinado punto critico
(que debe ser tipo Pliegue) al que se hace referencia de la misma manera:

e Rama padre: Nombre de la rama que posee el punto de bifurcacién que se quiere usar como
inicial.
e Posicién de la bifurcacién: Contando desde el inicio de la rama padre, el nimero cardinal

gue define la posicion del punto critico sobre la misma.

Caso de sistema 2 (en el 1 no se producen pliegues ni existe un parametro secundario):

Aiadir - O X
O Punte inicial O Bifurcacion @ Pliegue O Pitchfork
Nimero de
Nombre: ramaP| puntos: 100
Posician
Rama padre: ramal bifurcacion: 2
oK
[ Gréfica de las soluciones de equilibrio —
Eje "X™ 0 Eje Y™ 1 Eje "Z" 2 Redibujar
Nueva
8 e
4]
22—
0— 0 autovalore
1 autovalar n
= 2 2 autovalore
3 autovalore:
-4 @ Punto critico
®  Punto Critic
£~ —+— Cont. P. criti
a8
10
,1%, 5
: 42 0 2 4 B a -0
x
lambda =

Se observa que no existe un eje asignado al pardmetro constante secundario, por lo que la
continuacién en el mismo aparece proyectada en los grados de libertad representados.

Si quiere asignarse un eje al mismo, debe indicarse en la casilla del eje correspondiente, y
pulsarse el botdn “Redibujar”.

Usando el eje de las y (que representa la variable x, poca informacidn) para representar este
pardmetro secundario, se tendria:

53



Diagramas de Bifurcacion con Interfaz Grafica

[~ Grafica de las soluciones de equilibrio
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Donde se observa que ahora la variable x no tiene ningln eje asociado y aparece proyectada en
los demas.

5.2.3.2.4. Rama Pitchfork

Se trata de una “rama de continuacién en dos parametros (el continuado y el secundario) de la
solucidn de equilibrio en punto critico tipo Pitchfork”, naciendo en un determinado punto critico
(que debe ser tipo Pitchfork) al que se hace referencia de la misma manera que antes.

Caso de sistema 2 (en el 1 no se producen no existe un pardmetro secundario):

Ahadir - ] X
O Punto inicial O Bifurcacidn O Pliegue @ Pitchfork
Nimero de
Noembre; ramaPitch puntos: 75

Tangente de
Punto inicial: ramal partida: 1

oK
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5.2.3.3. Cambio de valor del pardmetro constante secundario

En caso de que se quieran resolver y comparar problemas con distintos valores del parametro
constante secundario, se debe modificar éste en los datos de entrada:

Ahiadir - a X
D Parametro continuado Parametro constante secundario
Nombre: mu
Valor: 1.l'c:c|5(pi.l’4b
oK

Pulsarse de nuevo el botdn “Aceptar” y crear ramas con este otro valor del pardmetro
secundario; si no se borran las anteriormente calculadas, se dibujardan encima y se podran
comparar:

Aiadir - ] b4
@ Punto inicial O Bifurcacion D Pliegue D Pitchfork
Nimero de
Nombre: ramal_2 puntos: 1 Dﬂl

Tangente de
Punto inicial: [0;tan(pifd); 0] partida: [0;0;1]

QK
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= *

mu

lambda

Se observa que la nueva rama calculada para otro valor del parametro secundario (mu) tiene la
misma forma que la anterior pero es bastante distinta en cuanto a estabilidad y puntos criticos.

Se aprecia también la coincidencia de los puntos criticos en esta nueva rama con las ramas de
continuacién de equilibrio en punto critico, que se calcularon a partir de la rama original.

Si se resuelven de esta manera varios problemas con un valor distinto del pardmetro secundario
se obtiene lo siguiente:

35 Fi—Y- z

5 s 4 ?

mu
lambda
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mu

Se vuelve a poner de manifiesto lo anteriormente comentado sobre la misma forma de las
distintas ramas pero sus diferencias en cuanto a estabilidad, puntos criticos y coincidencia de
estos con las ramas de continuacién de equilibrio en punto critico.

Es posible imaginarse con esta gréfica el aspecto de la superficie de continuacién en dos
pardmetros.

5.2.4. Dibujo del sistema

Por ultimo existe un médulo que sirve para dibujar las distintas soluciones de equilibrio
calculadas anteriormente mediante “ramas”.

Este dibujo se realiza a partir de una serie de “puntos” y de “barras” que define el usuario para
la representacion visual del sistema.

Los datos se introducen en el panel situado abajo a la derecha “Dibujo del sistema”.

— Dibujo del sistema

— Parametros adicionales Dibujo
A
Rama: ramai Aceptar
Posicion: 0.2 1 4 |
v
Afiadir| Modifi.| | Borrar LTI T

— Puntos.

A

p1Ckl=
p2(k}=[ L*cos(thetal), L*s 0 - . . 0
p3(kj=[ L*cos(thetal j+L*c
p4{k)=[L*cos(thetal}+L*c ¥
[ > 0.5
Afiadir| |Modifi... | Borrar
-1
— Barras.
-1.5
'
v -2
Aifiadir| |Modifi... | Borrar
2.5 :
2 4 6 8 10

oK
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Mediante la misma forma de afiadir datos vista de los botones “Afadir”, “Modificar” y “Borrar”,
se deben introducir los siguientes datos:

5.2.4.1. Parametros adicionales

Serie de valores numéricos que pueden usarse adicionalmente a las variables del problema para
representar las coordenadas de los puntos del sistema.

Afiadir - a X

Nombre:

Valor: 3

0K

5.2.4.2. Puntos

Serie de puntos cuyas coordenadas se pueden poner en funcién de las variables del problema:
grados de libertad y parametros y, también, los pardmetros adicionales introducidos.

Aadir - m] *

Nombre: p3 Color: k

Ecuacién: [ L*cositheta1)+L*cos(theta2), L*sin(theta1)+L*sin(theta2) ]

oK

De cada punto debe introducirse:

e Nombre, con el que poder hacer referencia

e Color elegido para su representacion visual, en formato de Matlab = azul: b, rojo: r,...

e Ecuacidn: vector de dos o tres componentes con las coordenadas del punto en funcién de:
o Grados de libertad
o Pardmetros
o Pardmetros adicionales

59



Diagramas de Bifurcacion con Interfaz Grafica

5.2.4.3. Barras

Serie de barras que unen (cada una) dos puntos de los introducidos.

Afiadir — O x

Nombre: b2 Color: r

Conexién: {p2"'p3}

oK

De cada barra debe introducirse:

e Nombre, con el que poder hacer referencia
e Color elegido para su representacion visual, en formato de Matlab: ‘b’ (azul), ‘r’ (rojo),...
e Conectividad: punto inicial y final en formato: {'p1','p2'}

5.2.44. Dibujo

Una vez que se han introducido los datos anteriores, debe pulsarse el boton “OK” situado debajo
de estos paneles.

W

Afiadir| Modifi...| | Borrar

OK

Posteriormente, en el panel “Dibujo”, se debe introducir el nombre de una rama que se haya
calculado, y seleccionar una posicién entre 0% y 100%, que representa el punto de la rama desde
su comienzo. En la grafica de equilibrio aparecera un punto gris en él, situando graficamente el
punto actual.

— Dibujo
Rama: ramal Reset
Posicion: 0.2 1 |— 3 |
Dibujar Barrar

>

Cuando se quiera dibujar el sistema para esa configuracién de equilibrio, debe pulsarse el botdn
“Dibujar”, y el mismo se dibujara en la grafica inferior.

Los sucesivos dibujos se representaran uno encima de otro, a no ser que se pulse el botén
“Borrar”, que limpiara la grafica.

El botdn “Reset” elimina el punto gris.
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5.3.  Programacion

Para la obtencién de los datos de salida, el software explicado trabaja con los datos de entrada
introducidos en la interfaz mediante una serie de funciones de Matlab.

Por un lado, existe una funcidon que crea la interfaz gréfica (“interfaz.m”), es decir, la figura y
todos sus componentes (campos de texto, listas, botones, graficas,...).

Mediante la “Programacién Orientada a Objetos” (POO), se definen atributos (propiedades) y
métodos o “Callbacks” (funciones) de estos elementos, lo que permite la interaccion entre ellos:
por ejemplo, cuando se pulsa un objeto “botdn” se llama a su método (funcién) que debe tomar
los atributos (datos) de ciertos objetos “campo de texto” o “lista”, realizar los calculos
pertinentes, y modificar los atributos de otros objetos, por ejemplo dibujar en alguna “grafica”.

Estos cdlculos son la implementacién en Matlab de la formulacién que se ha explicado en los
apartados anteriores, como la continuacién de la soluciéon de equilibrio en un parametro,
continuacién de la solucién de equilibrio y punto critico en dos parametros, el método de
Newton para el calculo de la solucién de equilibrio en un punto, evaluacion de la estabilidad,...

En el presente apartado se explican las funciones que realizan estos cdlculos numéricos de
manera general, es decir:

e Las funciones que existen
e Las tareas que realizan cada una: de manera cualitativa, sin entrar a explicar cada linea de
codigo. No obstante:

o Encada una se hace referencia al (los) apartado(s) del presente trabajo en donde se
explica la formulacidn relativa a cada funcion.

o Al final del trabajo se adjuntan los cédigos impresos, de manera que mediante la
explicacion que se realiza y su consulta se puede tener un conocimiento completo,
pues van acompanadas de comentarios que explican cada uno de los pasos.

e La relacidn entre ellas: La encapsulacion de las funciones, de manera que algunas son
llamadas por otras para tratar los datos de manera deseada.
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Las funciones que definen la interaccidn entre los elementos de la interfaz cae fuera del alcance
del presente trabajo debido a que, a pesar de ser algo fundamental en su desarrollo, haria
demasiado extenso el mismo y no es necesaria para comprender nada acerca de la materia que
se trabaja. No obstante, ha supuesto una inversidn de tiempo y de esfuerzo similar o incluso
mayor a las otras partes del trabajo.

5.3.1. Interaccidn entre las funciones

Se pueden agrupar las funciones que realizan los distintos cdlculos en dos grupos
fundamentales.

e Funciones de manipulacién de los “datos de entrada”: Se trata de funciones que usan los
datos de entrada para crear otros datos o “datos manipulados”

e Funciones de cdlculo numérico: Trabajan con los “datos manipulados” para calcular los
“datos de salida”.

53.1.1. Funciones de manipulacion de los datos de entrada

Como se ha explicado, los datos de entrada hacen referencia a las caracteristicas del sistema:

e Grados de libertad
e Pardmetros
e Ecuaciones de equilibrio (o energia potencial).

Estas funciones manipulan estos datos para obtener a partir de ellos una serie de “datos
manipulados”, con los que se trabajan en el calculo numérico.

Como se ha explicado en el apartado anterior, las técnicas de continuacién de las soluciones de
equilibrio resuelven mediante el método de Newton, el cual requiere del montaje de una
funcién vectorial y una matricial, que dependiendo del caso, estdan compuestas por diferentes
vectores y matrices. Dependiendo del caso, son las siguientes:

e Enla “continuacién de la solucion de equilibrio en un pardmetro en la pseudo-longitud del
arco”, como se explica en el apartado 4.1.2.2:
o Elvector de ecuaciones de equilibrio: f(ﬁ, A)
o La matriz jacobiana del vector de ecuaciones de equilibrio:T(ﬁ’, A)
o Laderivada vectorial respecto al pardmetro continuado del vector de ecuaciones de
equilibrio: J; (%, 1)
o Eneste caso, las funciones deben depender de:
= Losgrados de libertad U
= El parametro continuado A1
e En la “continuacién de la solucidn de equilibrio en punto critico tipo Pliegue en dos
pardmetros en la pseudo-longitud del arco”, como se explica en el apartado apartado
4.2.1.3:
o Elvector de ecuaciones de equilibrio: f(ﬁ’, A)
o La matriz jacobiana del vector de ecuaciones de equilibrio:T(Ti, A)
o La derivada vectorial respecto al parametro continuado (4) del vector de
ecuaciones de equilibrio:]_):(ﬁ, )
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o Laderivadavectorial respecto al pardmetro secundario (¢) del vector de ecuaciones
de equilibrio:]_,;(z_i, A)
o Lamatriz JJ (@, W), que es la matriz jacobiana respecto a % y w del vector:
JiG, W) =J(@) - w
o Y los vectores ], (i, W) y]_]),l (u, w) serian las derivadas (vectoriales) respectoa Ay
U, respectivamente, de este mismo vector.
o Eneste caso, las funciones deben depender de:
= Losgrados de libertad U
= El parametro continuado A1
* Elautovector w
e En la “continuacién de la solucidn de equilibrio en punto critico tipo Pitchfork en dos
pardmetros en la pseudo-longitud del arco”, como se explica en el apartado apartado 4.2.2:
o Las mismas funciones que en el caso anterior, pero esta vez en funcién de una
variable mas: o

También es necesaria la definicién de los valores iniciales de las variables, habiéndose explicado
en los apartados dichos la metodologia en cada caso.

Para la obtencidn de las funciones explicadas, se crean las siguientes funciones:

o “datosManipulacion.m”
o “datosManipulacion_bif.m”
o “datosManipulacion_bifSigma.m”

Que, a partir de los datos de entrada, calculan (respectivamente) las funciones explicadas para
los tres tipos de continuaciones.

La manera de trabajar de estas funciones se puede dividir dos en fases:

53.1.1.1. Obtencién de funciones genéricas

En primer lugar deben transformarse las variables introducidas (grados de libertad y
pardmetros) y las ecuaciones de equilibrio en funcién de estas a un formato genérico, debido a
que los nombres asignados a estas variables por el usuario son cadenas de texto cualquiera.

La nomenclatura de estas variables sera la misma empleada en el apartado en el que se explica
la resolucidn numérica, es decir:

e Grados de libertad: Vector U

e Pardmetro continuado: Variable 1

e Parametro constante secundario: Variable u
e Parametros constantes: Vector p

La transformacién de las funciones se realiza mediante una serie de funciones de Matlab:

e Funciones de manipulacién de cadenas de texto: Permiten reemplazar determinadas
cadenas de texto (variables del usuario) dentro de una cadena mayor (funcién del usuario,
en funcion de las variables del usuario) por otras cadenas (variables genéricas), de manera
gue se obtiene la cadena de texto mayor modificada (funcidn genérica, en funcién de las
variables genéricas).
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e Funciones de conversion de cadenas de texto a funciones de Matlab: Permiten crear una
funcion a partir de una cadena de texto que incluya la expresién matematica
correspondiente.

5.3.1.1.2. Calculo simbdlico con las funciones genéricas

Una vez que se dispone de la expresidon simbdlica en Matlab del vector de ecuaciones de
equilibrio en funcidn de las variables genéricas, se puede trabajar de manera genérica con ella.

Matlab dispone de un “ToolBox” de manipulacién simbdlica que permite el calculo diferencial
de funciones.

Por tanto, a partir de la expresién del vector de ecuaciones de equilibrio:
f ;4 1 9)

Se utiliza el calculo simbdlico diferencial con vectores y matrices para obtener las derivadas que
se han explicado.

También se crean las funciones en funcién de las nuevas variables (dependiendo del caso: W y
o).

5.3.1.2. Funciones de cdlculo numeérico

Una vez que se dispone de las funciones vectoriales y matriciales necesarias para la
implementacion de los métodos de continuacién de las soluciones de equilibrio, que se
implementan mediante el método de Newton, deben implementarse éstos.

Como se ha comentado, existen cuatro tipos de ramas. En el cdlculo de las mismas, a partir de
los datos de entrada que introduce el usuario, se emplean las siguientes funciones:

5.3.1.2.1. Caso de rama continuacion de equilibrio en un parametro con punto inicial

Continuacion

Existe una funcidn: “continuapseudo2.m” que implementa el método de continuacidn explicado
en el apartado 4.1.2.

Toma como datos de entrada:

o El vector de ecuaciones de equilibrio y su matriz jacobiana (en funcién de las variables
explicadas), de los “datos manipulados”.

o El punto inicial, la tangente de partida y el nimero de puntos a calcular, que son “datos de
entrada”.

o Los criterios de tolerancia y convergencia explicados.

Y devuelve las coordenadas i, A de las soluciones de la rama.

Esta funcién se sirve a su vez de otra, “método_newton_sp2.m” que monta y resuelve el método
de Newton para la pseudo-longitud de arco, explicado también en el apartado 4.1.2.

Estabilidad

Cuando se ha calculado una rama de equilibrio, se emplea la funcion “estabilidad3.m":
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La formulacién que implementa esta funcion es la explicada en el apartado 4.1.3, y realiza las
siguientes tareas;

o Evaluar la estabilidad en cada uno de sus puntos

o Entre aquellos que se produzca un cambio de estabilidad, calcular con precisién el punto
critico, mediante la funcion “biseccion_bifurcacion2.m” (que implementa el método de
biseccidn-bifurcacién explicado en el apartado) asi como:

o Sutipo
o Sudimensién: nimero de autovalores que cambian de signo. Y en el caso de
dimensioén 1:

= Tangente de partida para una rama bifurcada
= Autovalor que se hace nulo y autovector asociado

Esta funcién toma como datos de entrada la rama calculada por la funcién anterior y la matriz
jacobiana del vector de ecuaciones de equilibrio.

Devuelve una estructura de datos que engloba los datos relativos a la solucién de equilibrio y
su estabilidad.

Grafica

Por ultimo, una funcion (“grafica33.m”) se encarga de representar graficamente la rama
calculada, en los ejes que el usuario define, indicando la estabilidad (nimero de autovalores
positivos) en cada punto, asi como los puntos criticos.

5.3.1.2.2. Caso de rama de continuacion de equilibrio en un parametro bifurcada de otra

Se usan exactamente las mismas funciones que en el caso anterior. Sin embargo, se necesita un
punto de partida y una direccién de arranque. Para obtener este valor, se consulta la estructura
de datos relativa a la “rama padre” y se toman los valores correspondientes al punto critico en
cuestion. Estos valores se calcularon cuando se calculé la rama padre, de la manera en que se
ha explicado.

5.3.1.2.3. Caso de rama de continuacion de equilibrio en punto critico en dos parametros

Como se sabe (apartado 4.2), dependiendo de si se trata un Pliegue o un Pitchfork, la
formulacion de la continuacidn es ligeramente distinta (apartados 4.2.1 y 4.2.2), por lo que
existe una funcidn para cada tipo:

o Tipo Pliege: “continuapseudo2_bifx.m”
o Tipo Pitchfork: “continuapseudo2_bifxSigma.m”

Toman como datos de entrada:

o Elvector de ecuaciones de equilibrio y su matriz jacobiana, y el resto de vectores y matrices
necesarios para este método, que se han explicado (en funcién de las variables explicadas)
de los “datos manipulados”.

o El punto inicial, la tangente de partida y el nimero de puntos a calcular, que son “datos de
entrada”.

o Los criterios de tolerancia y convergencia explicados.

Y devuelve las coordenadas i, 4, u de las soluciones de la rama.
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Estas funciones se sirve a su vez de otras, respectivamente “metodo_newton sp2 bifx.m” y
“metodo_newton_sp2_bifxSigma.m” que monta y resuelve el método de Newton para la
pseudo-longitud de arco, explicado en los apartados 4.2.1y 4.2.2.

En este caso no existe una funcién que evalle la estabilidad de la rama, ya que se sabe que se
trata de un punto critico.

Existe otra funcion (“grafica33_bif.m”) que, al igual que en el caso anterior, realiza la grafica de
la rama en cuestion.
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6. Conclusiones

Por un lado, se podria destacar lo sencilla que se ha conseguido hacer la resolucién de problemas
de equilibrio, estabilidad, puntos criticos y bifurcaciones, pues se permite al usuario definir un
sistema de una manera visual y sencilla, mediante el minimo nimero posible de datos de
entrada, dejando al programa el resto de operaciones que no sean imprescindibles de realizar
por el usuario.

Como se ha comentado, la interactividad que ofrece la interfaz gréfica es especialmente
ventajosa en los problemas de continuacidn, debido a que tienen un alto cardcter interactivo,
en el sentido de que se pueden continuar varias ramas en un sistema partiendo de puntos
distintos, con direcciones distintas, continuar ramas que bifurcan de otras, cambiar ciertos
pardmetros del sistema y comparar con resultados anteriores,.. También la consulta e
interpretacion de datos mediante graficas dota al problema de este elevado cardcter interactivo.

Como contrapartida se podria comentar que no se trata de un software adecuado para sistemas
con un numero muy elevado de grados de libertad. Esto es debido a que no son apropiados para
este fin ni la manera en que se introducen los datos (cadenas de texto individuales) ni su
manipulaciéon (mediante herramientas de manipulacién de cadenas de texto y de calculo
simbdlico), haciendo el proceso de introduccidn de los datos demasiado tedioso y suponiendo
un mayor tiempo de computacion. Sin embargo, en cuanto a la aplicacién para la que se ha
concebido presenta ventajas en cuanto a los aspectos comentados.

También cabe destacar, como ya se ha comentado, que no se realiza una explicacién detallada
del cddigo de las distintas funciones, de la manera en que se programa la interfaz y en que se
trabaja con estructuras de datos, que si bien han sido imprescindibles y han requerido un
esfuerzo similar al resto del trabajo, es prescindible para entender los aspectos que conciernen
al trabajo y haria este demasiado extenso.

Por ultimo, comentar que, aunque no ha sido parte de este trabajo, seria interesante el uso del
programa elaborado para el analisis (y la correspondiente obtencidon de conclusiones) de
diferentes tipos de sistemas en cuanto a soluciones de equilibrio y estabilidad, sensibilidad en
la variacion de pardmetros,... ya sea con caracter académico o de investigacion.

7. Lineas futuras

En primer lugar, se podrian perfeccionar varios aspectos de lo que ya se ha desarrollado, que
irian en dos lineas:

La primera, en el sentido de implementar una ayuda y una prueba de errores estricta que sirva
de guia al usuario en los primeros usos y permita la rapida familiarizacién con el programa.

La segunda, con referencia al aspecto de la interfaz y la presentacién de resultados, pudiéndose
incluir de manera dindmica (solicitada por el usuario) informacién de la estabilidad (autovalores)
de cada uno de los puntos, e informacién detallada de cada punto critico (autovalor(es) que se
hace(n) cero, direccidn de autovector(es) asociado(s),...).

Por otra parte, existe una inmensa cantidad de ampliaciones a las que se podria someter el
software elaborado, comentando la mds inmediata, que podria ser, una vez resuelto el problema
de equilibrio, la obtencién del plano de fase, introduciendo la variable (hasta ahora ausente)
temporal y la consiguiente integracion para obtener las soluciones.
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