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CAPITULO I

Juegos matriciales escalares

F. R. Fernandez J. Puerto

1. Introduccién a los juegos matriciales

Comenzamos estudiando aquellas situaciones que pueden modelizarse
a través de juegos con dos jugadores (o agentes), juegos bipersonales y que
facilmente pueden generalizarse a juegos con cualquier nimero de jugadores
siguiendo la linea cldsica ofrecida por von Neumann y Morgenstern (1944).
Proceder de este modo evita, en un primer acercamiento al problema real, tener
presente la formacion de coaliciones para obtener mejores resultados individua-
les a través de ellas, aunque los resultados obtenidos en juegos bipersonales
pueden emplearse en la teoria general de formacién de coaliciones en juegos de
n personas.

Supondremos que en estas situaciones se permite a los jugadores sélo un
numero finito de movimientos, cuando se plantea el juego en su forma desarro-
llada o extendida, con lo que podremos llevar el modelo a un juego, en su forma
reducida o normal, en el que cada jugador escoge una estrategia (pura) de un
conjunto finito de ellas, y que cada una de ellas representa a uno de los posibles
planes de movimientos que este jugador realizaria a lo largo del desarrollo del

juego.


https://core.ac.uk/display/132454615?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

2 AVANCES EN TEORIA DE JUEGOS

Representaremos por I;,1 < i < n, las estrategias puras del jugador I,
y por Il;,1 < j < m, las estrategias puras del jugador II. El juego permite
determinar la valoracién que ocasiona el que cada jugador utilice una de sus
estrategias, por lo que representamos por v(i,j), la valoracién de las conse-
cuencias del empleo de la estrategia I; por el primer jugador y la estrategia I1;
por parte del segundo. Al variar i y j en sus respectivos campos, se tiene una
estructura de matriz, aunque los valores no sean nimeros reales, por lo que a
estos juegos se les denomina juegos matriciales. Estas valoraciones pueden ser
interpretadas de muy diversas formas por los jugadores que intervienen en el

juego.

Ejemplo 1.1 O.G. Haywood (1954) [47]. En el desembarco aliado, en agosto
de 1944, se ha abierto una brecha por mar en Avranches (Francia). La cabeza
de playa ha expuesto el flanco oeste del noveno ejercito alemdn, mandado por
el general von Kluge. FEste tiene dos posibles formas de actuar: (1) Atacar
hacia el oeste para llegar al mar, asegurdndose su flanco occidental y dividir
a las fuerzas americanas. (2) Retirarse hacia el este para llegar a una mejor
posicion defensiva cerca del rio Sena. El general americano Bradley tiene al
primer ejercito americano conteniendo al ejercito alemdn desde la cabeza de
playa, y mds al interior tiene al tercer ejército, bajo las drdenes del general
Patton, en reserva, haciendo misiones de limpieza del terreno hacia el este, sur
y oeste. Bradley considerd tres posibilidades: (1) Ordenar a la reserva volver
a defender la brecha abierta. (2) Enviar la reserva hacia el este para intentar
cortar la retirada del noveno ejercito alemdn. (3) Mantener las reservas en
sus posicion durante un dia y decidir después si ordenar ayudar o la cabeza de

playa si era atacada o enviarlas hacia el este.

El andlisis completo de la situacion le llevé a valorar los diferentes re-
sultados de acuerdo con la tabla siguiente, en la que las filas representan las

estrategias del general Bradley, y las columnas las estrategias del general von
Kluge.
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1. Atacar 2. Retirarse
Se mantiene Débil presion sobre
1. Reforzar .
la brecha la retirada alemana
Se produce Fuerte presion en
2. Mover .
el corte alemadn la retirada alemana
Se mantiene la brecha y Moderada presion
3. Esperar )
los alemanes son rodeados en la retirada alemana

Ldgicamente, la resolucion del conflicto dependerd de la valoracion de
los resultados v(i,j), i =1,2,3 y j = 1,2. El orden de preferencias de mejor a

peor segun la doctrina del ejercito americano era
v(3,1) > v(2,2) > v(3,2) >v(1,2) >v(1,1) > v(2,1),

por lo que al buscar la estrategia menos mala, maximin, el general Bradley es-
c0gio la tercera estrategia. Las valoraciones alemanas debian ser similares, pues
el general von Kluge decidio retirarse, pero nunca ejecuté su decision. Hitler,
a cientos de kilometros del campo de batalla, debié tener otras valoraciones del
conflicto y ordeno atacar y cerrar la brecha.

El resultado fue que Bradley resistic el ataque alemdn, y mantuvo la
reserva en el sur, lo que permitio enviarla el sequndo dia hacia el este; los
alemanes comenzaron la retirada, siendo rodeados por las armadas americana

y francesa, lo que llevd al suicidio al general alemdn.

Cada jugador puede ordenar las valoraciones y dar valores nimericos a

las consecuencias

U(Zaj) = (’l)[(i,j),U][(i,j))

En el caso de que las valoraciones se consideren de forma totalmente
opuesta por los jugadores, para uno supone ganancias y para el otro implique
pérdidas, éstas pueden expresarse v (i,7) = —vy(i,7), se dice que la situacién
corresponde a un juego de suma nula. Cuando esto no ocurre, la valoracién
del juego vendrd dada para cada resultado por dos nimeros, no necesaria-

mente relacionados pues suponen el reflejo de dos valoraciones independientes,
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llaméndose a estos juegos, por oposicién a los anteriores, juegos de suma mno
nula.

En otras ocasiones las valoraciones no pueden ordenarse, e incluso al
valorar las estrategias pueden tenerse en cuenta diferentes aspectos. En el
ejemplo 1.1, los generales podian valorar los resultados no sélo dependiendo
del curso de la guerra, sino también del impacto que se podria producir en la
poblacién civil y su entorno.

De hecho, muchos modelos se consideran con objetivos escalares debido
a la dificultad de resolver el modelo con objetivos multiples. Hay situaciones
en las que una misma estrategia debe ser empleada en diferentes escenarios,
por ejemplo, las politicas de produccién de dos empresas que compiten en un
mercado pueden valorarse escalarmente, pero si compiten simultdneamente en

varios mercados debe emplearse la valoracién vectorial.

Ejemplo 1.2 Morton D. Davis (1971) [27].

En un ano electoral los dos principales partidos politicos se encuentran
en el proceso de redaccion de sus programas. Hay una disputa entre las comu-
nidades X e Y relativa a ciertos derechos de aguas, y cada partido decide si
favorecer a X, a Y o soslayar la cuestion.

Los ciudadanos de las restantes comunidades no son indiferentes a la
cuestion, lo que nos lleva a un juego matricial vectorial, no pudiéndose sumar
los resultados de las diversas comunidades, ya que los votos repercuten local-
mente por comunidad, aunque la eleccion del programa sea para todas las co-
munidades. En la siguiente tabla se representan por filas las estrategias del

programa A, y por columnas las estrategias del programa B.

1. Favorecer X | 2. Favorecer Y | 3. Soslayar
1. Favorecer X v(1,1) v(1,2) v(1,3)
2. Favorecer Y v(2,1) v(2,2) v(2,3)
3. Soslayar v(3,1) v(3,2) v(3,3)

En este caso v(4,7) es un vector que nos indica en cada componente el

porcentaje de votos que se va a obtener en la comunidad correspondiente a esa
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componente. Nétese que como las diferentes comunidades tendran diferentes
sensibilidades frente al problema, dicho vector nimerico no podré reducirse
a un solo nimero, por lo que se trata de un juego con pagos vectoriales o
Jjuego multicriterio. En el caso en que las valoraciones en cada comunidad
sean complementarias para ambos partidos, el juego serd de suma nula, si sélo

representan aportaciones subjetivas no relacionadas serd de suma no nula.

Estos ejemplos ponen de manifiesto que al analizar los juegos matriciales
debemos de comenzar por los juegos bipersonales de suma nula escalares, ya

que en ellos la valoracién de las estrategias es mas simple.

Comenzaremos haciendo una breve descripciéon de los mismos, ya que
éstos han sido los juegos mas estudiados de toda la teoria de juegos, véase
por ejemplo Owen (1982) [71] y Thomas (1984) [91], para un tratamiento mas
general. Describimos los elementos basicos y necesarios para su extensién en
situaciones mas generales, en especial el concepto de nivel de seguridad, y la
interpretacion del valor de un juego cuando éste va a desarrollarse una sola
vez, ya que en este caso puede ser mas interesante considerar la probabilidad

de obtener un cierto pago, lo que llamamos juegos por objetivos.

Posteriormente analizamos los juegos de suma nula con pagos vectoriales,
donde la dificultad de su andlisis nace del hecho de que la limitacién entre los
pagos de los jugadores que el teorema minimax establece para juegos escalares
no ocurre necesariamente, por lo que es aconsejable recurrir a diferentes con-
ceptos de solucién. Introducimos la valoracién de las estrategias basandonos en

el concepto de nivel de seguridad, de forma similar al caso de juegos escalares.

El resultado principal de la seccién se relaciona con la determinacion de
las estrategias de seguridad no dominadas a través de la programacién lineal
multiple, con lo que conseguimos un paralelismo con el empleo de la progra-
macion lineal en el caso escalar. Dado que la soluciéon a este modelo viene dada
en forma de un conjunto de puntos no dominados, la aproximacién que hace-
mos al problema a través de los juegos multicriterio por objetivos nos permite
un andlisis més rico en estos juegos matriciales, en especial al desear destacar
alguna solucién no dominada por ponderaciones entre las diversas valoraciones

del juego. Vemos también como los teoremas clasicos sobre juegos continuos
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céncavos convexos pueden extenderse a juegos con pagos vectoriales.

2. Juegos de suma nula con pagos escalares

Los elementos que aparecen en la formulacién del juego en forma normal

son los siguientes:

1. Un conjunto finito de estrategias puras Ey = {I,I»,...,I,}, para el
jugador I, y un conjunto finito de estrategias puras para el jugador II,
E,={IL,IL,..., II,}.

2. Una matriz real de orden n xm, A = (a;5). Cada elemento de esta matriz
ai; es el pago para el jugador I cuando elige la estrategia I; y el jugador II
escoge la estrategia I1;. El pago para el jugador II en estas circunstancias

€S —a;;.

Una solucién de estos juegos especifica las estrategias éptimas que ju-

gadores racionales usaran y el pago que se obtiene con ellas.

La solucién o soluciones de un juego bipersonal de suma nula pueden
caracterizarse de dos formas: mediante las estrategias de seguridad y con el

concepto de punto de equilibrio.

2.1. Estrategias de seguridad

En los juegos de suma nula cuando un jugador intenta maximizar su
pago, a la vez estd intentando minimizar el pago de su oponente. Cada jugador
considera el peor resultado que puede conseguir con cada una de sus estrate-
gias y después escoge la estrategia que le proporciona el mejor de los peores

resultados.

Definicién 1.1 Para cada estrategia pura I; € Ei, el nivel de sequridad del
Jugador I es el pago que puede asegurarse con esa estrategia, prescindiendo de

las acciones del jugador II.

’U[(Ii) = mjn ai]'
J
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Para cada estrategia pura I1; € Esy, el nivel de sequridad del jugador II es el
pago que puede asequrarse con esa estrategia, prescindiendo de las acciones del
Jugador I.

U[[(IIJ') = maxX G;;
Definicién 1.2 El valor mazimin (o valor inferior del juego) del jugador I es

vy = maxvr(l;) = maxmina;;
3 3 i

Una estrategia de seguridad o estrategia mazximin es la que proporciona al ju-
gador su wvalor maximin. El valor minimaz (o valor superior del juego) del
jugador II es

vrr = minvyr(I1;) = min max a;;
j i

Una estrategia de seguridad o estrategia minimaz es la que proporciona al ju-

gador su valor minimaz.

Teorema 1.1 Para cada juego matricial de matriz A = (a;;) se verifica:
1. Los valores vy y vir son unicos.
2. Eziste al menos una estrategia de sequridad para cada jugador.

3. vr <wyr.

Definicién 1.3 Un juego matricial de matriz A = (a;;) tiene un punto de silla

en estmtegias puras cuando se veriﬁca que:
vr = vrr-

Este valor comin se llama valor del juego y es el menor elemento de su fila y

el mdximo de su columna. Se denota por v.

Definicién 1.4 Un punto de silla, si existe, es el pago correspondiente a una
pareja de estrategias de sequridad. Dichas estrategias, junto con el valor del

Jjuego, constituyen una solucion del juego.
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Ejemplo 1.3 M. Shubik (1955) [85]. Supongamos que dos empresas disponen,
cada una de ellas, de 1 millén de unidades monetarias (uv.m.) para realizar
publicidad de sus productos en una determinada drea de mercado. Para su
campana pueden utilizar radio, television y prensa. El efecto esperado que
producirdn las distintas posibilidades de publicidad viene recogido en la siguiente
tabla.

Radio | T.V. | Prensa | No publ.
Radio 0 -0.5 0 2.5
T.V. 2 0 1.5 5
Prensa 1 -0.5 0 3.5
No publ. -2 -4 -3 0

Si las empresas pueden invertir en un solo medio publicitario, se observa
que el juego tiene un punto de silla, correspondiente a las estrategias consis-
tentes en hacer publicidad en television. En este caso, el resultado neto que
consiguen ambas empresas es el mismo que consequirian si no hiciesen publici-
dad ninguna de las dos. Sin embargo, ninguna puede arriesgarse a elegir esta

estrategia pues en el caso de que su oponente no la escoja, saldria perjudicada.

Las estrategias que proporcionan los puntos de silla no tienen porqué ser
Unicas. Si existen mds de una pareja son equivalentes, es decir, proporcionan
el mismo valor del juego.

No todos los juegos de suma nula poseen un punto de silla en estrategias

puras como puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4 M. Shubik (1955) [85]. Supongamos que las empresas del ejem-
plo anterior pueden gastar su dinero en diferentes programas en los que se
utiliza mds de un medio publicitario. Si pueden elegir entre tres programas
diferentes, los efectos de las decisiones de ambas empresas vienen recogidos en

la siguiente tabla

Programa 1 | Programa 2 | Programa 3
Programa 1 2 4 -2
Programa 2 4 2 -2
Programa 3 -2 -2 3
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En este caso no hay punto de silla, ya que el valor maximin del juego,

vr, es -2 y el valor minimaz vir es 3.

En los juegos sin punto de silla, si un jugador descubre la estrategia
elegida por el otro, este dltimo puede salir perjudicado. Por ello, lo ideal es
mantener la eleccion de las estrategias a seguir, fuera del alcance del oponente.
Una forma de conseguir esto consiste en seleccionar las estrategias al azar. Es
decir, mezclar las estrategias de acuerdo con alguna distribucién de probabili-

dad en el conjunto de las estrategias puras del jugador.

Definicién 1.5 Una estrategia mizta para un jugador es una distribucion de

probabilidad en el conjunto de sus estrategias puras.

En general, si un jugador tiene n estrategias puras, una estrategia mixta
para él, es una n-tuplaz = (21,... ,2,) talque Y., 2; =1, 0 < z; <1, donde
z; indica la probabilidad con que el jugador seleccionara su i-ésima estrategia
pura.

El conjunto de estrategias mixtas siempre incluye a todas las estrate-
gias puras porque estas tltimas, pueden considerarse como un caso especial de
estrategia mixta en que la correspondiente estrategia pura se juega con proba-
bilidad 1 y todas las demds con probabilidad cero.

Sea A = (a;5),1 <i<mn,1<j<m,lamatriz de pagos del juego, X e

Y los conjuntos de estrategias mixtas de los jugadores I y II respectivamente.

X = {:L“E]R":Zmizl,xizo,izl,...,n}
i=1

Y = {yeR":) y;=1,y;>0,j=1,...,m}
j=1

Para analizar el resultado del juego cuando uno o ambos jugadores uti-
lizan estrategias mixtas, podemos utilizar el concepto de valor esperado. En

este caso la funcién de pagos del juego es

n m
v(z,y) =Y > miagy;, TE€X, yey

i=1 j=1
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que es el valor esperado de conseguir los pagos del juego con la combinacién de
estrategias mixtas x € X,y € Y.
Los distintos conceptos estudiados en estrategias puras pueden exten-

derse al caso de las estrategias mixtas.

Definicién 1.6 Para cada estrategia mizta v € X, el nivel de seguridad del
jugador I es el valor esperado que puede asequrarse con esa estrategia, prescin-

diendo de las acciones del jugador II.

vi(w) = mipv(z,y)

Para cada estrategia mizta y € Y, el nivel de sequridad del jugador II es el
valor esperado que puede asequrarse con esa estrategia, prescindiendo de las

acciones del jugador I.

vrr(y) = 5163}%(”(93,9)
Definicién 1.7 El valor maximin en estrategias miztas del jugador I es

vV = maxminv(z,y)
zeEX yey

Una estrategia de sequridad o estrategia mazximin es la que proporciona al ju-

gador su valor maximin.

El valor minimax en estrategias mixtas del jugador I es

v% = min maxv(z,y)
yeY xzeX

Una estrategia de sequridad o estrategia minmaz es la que proporciona al ju-

gador su valor minimax.

Teorema 1.2 En un juego matricial de suma nula se verifica:
M M oo
1. Los valores v;" y vy son dnicos.
2. Al menos eziste una estrategia mizta de sequridad para cada jugador.

3. Los niveles de sequridad en estrategias puras y miztas verifican: vy < vM

M
yvrr <vrr.
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Definicién 1.8 Las estrategias miztas x* € X, y* € Y son dptimas para los
jugadores I y II, respectivamente si

vM = minv(z*,y) = min 2" Ay, vM = maxv(z,y*) = max 2! Ay*
yeY yey reX zeX

El nivel de seguridad para una estrategia mixta & € X viene dado por
vr(%) = minyey &' Ay, cuya valoracién puede obtenerse por medio del problema

dual del anterior

max A(Z)
sa.  e\#) < #tA
zeX, Mz)eR
siendo e = (1,...,1)t. Las estrategias que proporcionan los mejores niveles de

seguridad son las que verifican
vV = maxwv;(x)
zeEX
Estas estrategias, asi como el valor del juego, pueden obtenerse a través

del siguiente problema de programacién lineal

max v
sa. evr <ztA
rzeX

Podemos realizar el mismo razonamiento para el segundo jugador. Al
tratar de minimizar su nivel de seguridad de forma que limite al otro jugador,

llegamos a otro problema de programacién lineal de la forma

min vrr
sa. Ay <wrre
yey

Si comparamos estos dos problemas vemos que son duales, por lo que
si ambos tienen soluciones éptimas z*, y* entonces v; = vj;, es decir, las

estrategias éptimas se autolimitan en lo que se conoce como teorema minimax.

Teorema 1.3 (Teorema Minimax) En todo juego bipersonal finito de suma

cero, existen estrategias miztas optimas x* € X, y* € Y, para cada jugador y

se verifica vM = vM = v* | siendo v* el valor del juego.
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Este resultado pone de manifiesto que las estrategias de seguridad 6ptimas
no s6lo optimizan los niveles de seguridad de cada jugador, sino que limitan los
pagos del oponente.

El teorema minimax fue demostrado por von Neumann en 1928, y poste-
riormente se han establecido diversas demostraciones entre las que destaca la de
Kakutani de 1941, empleando el teorema del punto fijo de Brouwer. Por medio
de la teoria de la dualidad de la programacién lineal, como se ha indicado
anteriormente, y a través del método del simplex se obtienen las estrategias

optimas de cada jugador y el valor del juego de forma rapida.

Ejemplo 1.5 M. Shubik (1955) [85]. Consideremos el juego descrito en el
ejemplo 1.4. Para encontrar las estrategias optimas, el jugador I debe resolver

el siguiente problema lineal:

max v

s.a. 2x7 +4xe —2x3 >0
4x1 + 229 — 223 >0
—2x1 — 222+ 323 >0
T+ a2 +23 =1
z; >0,i=1,2,3.

Mediante el método del simplex obtenemos la estrategia dptima del jugador I
x = (1/4,1/4,1/2) y el valor del juego v = 1/2. La estrategia consiste en
utilizar la primera estrategia pura con probabilidad 1/4, la sequnda estrategia
pura con probabilidad 1/4, y la tercera con probabilidad 1/2. Con esta estrategia
se obtiene un pago esperado de 1/2.

A veces, las estrategias de uno o mas jugadores estan sometidas a res-
tricciones adicionales, dando lugar a los denominados juegos restringidos. Este
tipo de juegos permiten una formulacién mads realista y practica de ciertos
problemas de decisién bajo incertidumbre. Asi, un jugador puede incorporar
al conjunto de sus estrategias restricciones que representen limitaciones de re-
cursos, relaciones técnicas, o considerar la posible informacién que un jugador
posea acerca de la frecuencia relativa con que su oponente utiliza sus estrate-

gias.
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Charnes (1963) [24] establecié la equivalencia entre ciertos problemas li-
neales y los juegos matriciales en los que las estrategias mixtas estan sometidas
a restricciones lineales. En algunos casos particulares interesantes, el conjunto
de restricciones adicionales puede representarse en funcién de sus puntos ex-
tremos, lo que permite el tratamiento del problema en términos de un juego

transformado ( Monroy, 1996 [61]), como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6 Consideremos el juego bipersonal de suma nula cuya matriz de

pagos es:

4
6
0

S = O

0
0
5

Las estrategias optimas, el jugador I se obtienen a partir del problema

lineal
max v
s.a. 4xy+6x2 >0
6x1 + 4x0 > v
dxr3 > v

T+ a2 +x3 =1
xz; >0,i=1,23.

La estrategia dptima para el jugador I es x = (1/4,1/4,1/2) y el valor
del juego v = 2.5.
Supongamos que la distribucion de probabilidad sobre el conjunto de las

estrategias puras del jugador I, estd sometida a la siguiente ordenacion
x>y > 23>0

y la distribucion de probabilidad sobre el conjunto de estrategias puras del ju-

gador II, estd ordenada de la forma
y12>2y2>y3 >0
Los jugadores I y II deben determinar respectivamente

max min z* Ay min max z* Ay
zeS yeT yeT zeS
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siendo
S={zeX x>z >x3>0}

T={yeY:y >y >ys3 >0}

Los conjuntos de estrategias S y T pueden representarse en funcion de
sus puntos extremos como

3
S={reX:x=Pa,a€R®, Y o;=1,0;>0,i=1,...,3}

i=1

3
T:{yEYy:Pﬁ,ﬂ€R3,25]21,5320,]:1,,3}

j=1

siendo P la matriz de puntos extremos

1 1/2 1/3
0 1/2 1/3
0 0 1/3

El problema se transforma en un juego sin restringir cuya matriz de

pagos es PLAP, dada por

4 5 10/3
5 5 10/3
10/3 10/3 25/9

Las estrategias dptimas de este juego transformado son
a* = (1,0,0) B* =(0,0,1)"
por lo que las estrategias optimas del juego restringido se obtienen como
z* = Pa® = (1,0,0) y* =PgB" =(1/3,1/3,1/3)

y el valor del juego es v* = 10/3.
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2.2. Puntos de equilibrio

Una de las propiedades mas interesantes de las estrategias éptimas en los
juegos matriciales, es que cuando ambos jugadores las utilizan, ninguno de ellos
se beneficia si cambia a otra estrategia, mientras que el contrario se mantiene
en la 6ptima.

Supongamos que los jugadores I y II juegan sus estrategias éptimas z*,
y*, respectivamente. Si el jugador II sigue jugando y* y el jugador I cam-
bia a otra estrategia z, no obtendrd méas ganancias que si continda jugando
x*, y reciprocamente. Estas estrategias forman en cierto modo, un equilibrio.

Establezcamos formalmente la definicién de par de estrategias en equilibrio.

Definicién 1.9 Un par de estrategias z* € X, y* € Y es un punto de equilibrio

para un juego matricial de matriz A si:
v(z,y*) <oz, y") <v(a®y) VeeX,VyeY

o bien:
rtAy* < x*Ay* <a2*Ay Ve e X, WyeyY

La primera desigualdad establece que z* es la mejor respuesta del jugador
I a la estrategia y* del jugador II, y la segunda establece que y* es la mejor
respuesta del jugador II a la estrategia x* del jugador I.

Puede ocurrir que un juego matricial tenga méas de un punto de equi-
librio, pero en este caso son intercambiables y equivalentes, es decir, pueden
combinarse entre si para formar un nuevo punto de equilibrio y ademas todos
proporcionan el mismo pago.

En los juegos de suma nula los conceptos de solucién considerados, es-

trategias 6ptimas y puntos de equilibrio, son equivalentes

Teorema 1.4 Sean x* € X, y* €Y , un par de estrategias de un juego matri-
cial, (x*,y*) es un punto de equilibrio del juego si y sdlo si (x*,y*,v*) es una

solucion del juego.

Este resultado establece que las estrategias éptimas forman pares de
estrategias en equilibrio y son los unicos puntos de equilibrio. El teorema 1.4,

puede reinterpretarse en términos de solucién de un juego como:
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Corolario 1.1 Si un juego matricial tiene mds de una solucion, todas propor-

cionan el mismo valor del juego.

Ejemplo 1.7 Una empresa tiene dos companias, A y B, que, en media, pagan
a Hacienda anualmente 4.000.000 u.m. y 12.000.000 u.m. respectivamente.
Para cada una de las companias, la empresa puede declarar sus ingresos reales
y pagar los impuestos correspondientes, o bien falsificar su contabilidad y evitar
el pago de impuestos. El servicio de inspeccion de Hacienda solo tiene medios
para investigar una compania cada ano. Si investiga una compania con ingre-
s0s falsos, descubrirdn el fraude, y la compania tendrd que pagar los impuestos
correspondientes mds una multa que serd el doble de lo defraudado. Se de-
sea obtener la estrategia optima para la inspeccion de Hacienda, si ésta desea
mazximizar los ingresos.

Las estrategias de Hacienda son:
I : Investigar la compania A.
I : Investigar la compania B.

Las estrategias de la empresa son:
II,: Declarar los ingresos reales de A y B.
I15: Declarar ingresos reales de A y falsos de B.
I113: Declarar ingresos reales de B y falsos de A.
I1,: Declarar ingresos falsos para A y B.

La matriz de pagos en millones de u.m. es

| L | 1 | 1
L| 16| 4 | 24 12
L | 16| 40| 12 | 36

El valor del juego es v = 16 y corresponde a las estrategias optimas
z*=(a,1—-a),1/3<a<2/3,y*=(1,0,0,0), es decir y* =11;.

Cuando se generalizan estos resultados, bien a juegos de n personas, con
n > 2, o bien a juegos de suma no nula, las propiedades de las estrategias en
equilibrio, de ser equivalentes e intercambiables se pierden. Es decir, un par

de estrategias maximin no tiene que ser necesariamente un par de estrategias
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en equilibrio, o viceversa. Todos los puntos de equilibrio no proporcionan
necesariamente el mismo pago, por lo que no hay un concepto tnico de solucién

del juego.
3. Juegos continuos escalares

En este apartado abordaremos el estudio de los juegos bipersonales con-
tinuos. En estos juegos cada jugador dispone de un continuo de estrategias
puras. Usualmente se las suele asociar con el intervalo [0,1]. Obviamente,
es cierto que existe una biyeccién entre todo conjunto con la cardinalidad del
continuo y el intervalo [0, 1]. Sin embargo, también es cierto que con esta trans-
formacién muchas de las propiedades de las funciones de pago del juego original
pueden perderse. Por ello a veces es méas razonable mantener la estructura del
conjunto original de estrategias y estudiar los juegos continuos en sus espacios
originales. De cualquier forma, el andlisis detallado de la problematica de es-
tas transformaciones esta fuera del alcance de este libro y en lo que sigue nos
reduciremos a considerar los juegos continuos sobre sus espacios originales.

Consideremos dos espacios de estrategias puras X e Y respectivamente
para los jugadores I y II. Supongamos que para todo par de estrategias puras
(z,y) € X x Y tenemos definida una funcién de pago K (z,y), usualmente lla-
mada nicleo. Una estrategia mixta en este juego serd una medida normalizada
(probabilidad) sobre el conjunto de estrategias puras. Supongamos que F' (res-
pectivamente G) es una probabilidad sobre X (respectivamente Y'), conjunto
de estrategias puras del jugador I (respectivamente II).

Si el jugador I juega su estrategia pura x y el jugador II su estrategia

mixta G el valor esperado del juego serd
E@.G) = | K(wp)iG)
Y

donde estamos integrando en el sentido de Lebesgue-Stieltjes con respecto a la
medida inducida por G.
Si el jugador II juega su estrategia pura y y el jugador I su estrategia

mixta F' el valor esperado del juego serad

EmwzéKmWNm
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Por lo tanto, si el jugador I juega segun F' y el jugador II segun G, el valor
esperado del juego vendrd dado por:

E(F,G) = . YK(m,y)d(FXG)

donde F' x G es la medida producto de las medidas F' y G definidas sobre los
conjuntos de estrategias puras de cada jugador.

Ahora siguiendo el mismo tratamiento que en el caso con un nimero
finito de estrategias puras podremos definir el valor del juego como el unico

valor (caso de existir) que verifica:

vy =vI1
siendo:
vy = supinf E(F,y)
F ¥
v = irGlfsupE(a:,G).

La pregunta légica es cudndo estos juegos tienen valor y més ain cudndo
existe una estrategia éptima. Esto es, establecer cuando existen valores para
los cuales los infimos y supremos anteriores se alcancen. A ambas cuestiones
es facil darle respuesta. En este sentido puede probarse el siguiente teorema
(véase Owen 1982 [71]).

Teorema 1.5 Si los conjuntos de estrategias puras de ambos jugadores son

conjuntos compactos y el nicleo K es una funcion continua, entonces:
1. Vr = 0yr
2. Los operadores inf sup y sup inf pueden sustituirse por min max y max min.

Adicionalmente, es posible cuestionarse bajo que condiciones puede al-
canzarse el valor del juego en estrategias puras. Esta pregunta se responde

introduciendo el concepto de juego céncavo-convexo.

Definicién 1.10 Un juego continuo es céncavo-convexo si su nicleo K(x,y)

es una funcién convexa en T para cada y fijo y concava en y pare cada x.
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Para este tipo de juegos, admitiendo ademds alguna hipétesis adicional
de continuidad es posible asegurar la existencia de estrategias éptimas en es-

trategias puras.

Teorema 1.6 Todo juego concavo-convexo con nicleo K continuo sobre con-
juntos de estrategias puras converos y compactos alcanza el valor del juego en

estrategias puras.

4, Juegos por objetivos

Un problema que surge inmediatamente con respecto al concepto de
estrategia mixta es su relevancia cuando el juego se juega una sola vez. Esto
deriva del hecho de que la nocién de pago esperado, es decir, la cantidad que
un jugador racional desea maximizar, parece sélo aplicable a un juego repetido
varias veces. Pero en un juego que se juega una sola vez puede no tener sentido
escoger una estrategia, de acuerdo con la distribucién de probabilidad asociada.
Una estrategia mixta z proporciona al jugador un valor esperado v(z) que es
una media ponderada y puede aceptarse si dicha estrategia se usa un gran
nimero de veces. Sin embargo, si se utiliza una sola vez la posibilidad de que
el jugador obtenga un valor menor que v(z) puede ser grande. Si con una
estrategia pura I; se obtiene un valor v(I;) muy préximo a v(x) no parece
razonable que el jugador se arriesgue tanto en obtener valores inferiores a uno
que tiene seguro, v(I;), por aumentar su nivel de seguridad, ya que al realizar
el juego una tnica vez es posible que salga perdiendo.

Parece, pues, un poco arriesgado el criterio de escoger entre las estrate-
gias mixtas. Seria mas adecuado que el jugador hiciera crecer su nivel de
seguridad, pero asegurandose una ganancia real cada vez que realice el juego.

Nosotros proponemos un nuevo enfoque en el estudio de los juegos, que
complementa al estudio tradicional, pues podremos asegurar la consecucién
de objetivos en una situacién conflictiva con una cierta probabilidad. Esta
perspectiva mejora el desarrollo clasico que se apoya en la repeticién de las
situaciones, que nunca suelen ser las mismas, ya que los conflictos suelen cam-

biar cuando cambian las situaciones. Cuando se conoce la probabilidad con
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que puede ocurrir un resultado, se consigue que los objetivos que se marquen

las partes en conflicto sean més realistas.
4.1. Juegos matriciales por objetivos

Consideremos un juego bipersonal, finito de suma nula, en forma normal.
Sea A = (ai;),1 <i<n,1<j<m,lamatriz de pagos del juego y X e Y los
conjuntos de estrategias mixtas de los jugadores I, y II, respectivamente.

Analizamos el problema desde el punto de vista del jugador I. Sea P € R
un objetivo establecido por dicho jugador. Para determinar las estrategias
basadas en la probabilidad de conseguir el objetivo P, formulamos un juego de

suma nula llamado juego matricial por objetivos.

Definicién 1.11 La funcién de pagos del juego por objetivos para cada par de

estrategias x € X, y € Y, viene dada por
U(:L’, y) = mtAPy

donde

1 si Qjj Z P
61']' =
0 en otro caso
v(z,y) es la probabilidad de obtener al menos P en el juego original
cuando el jugador I juega su estrategia z € X y el jugador II juega su estrategia

yeyY.

Como v(z,y) depende de la estrategia que juegue el jugador II, conside-
raremos el peor de los casos, es decir, supondremos que el jugador II escogerd
una estrategia y € Y que proporcione el valor minimo de v(z,y). Por ello, para
cada z € X, el jugador I obtendra:

n

_ . _ . t _ .
v(z) = minv(z,y) = minz' Apy = min zi0i;
yeY yey 1<j<m =
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Definicién 1.12 Fl nivel de sequridad del juego por objetivos para el jugador
I es la mdzima probabilidad de obtener el objetivo P que el jugador I puede

asequrarse prescindiendo de las acciones de el jugador II.

Viene dado por:

v = maxv(r) = max minv(z,y) = max minz’ Apy
reX zeX yeYy zeX yeYy

Definicién 1.13 Una estrategia x € X es una estrategia de sequridad de nivel

P para el jugador I, si v = minycy ' Apy

El siguiente resultado caracteriza a las estrategias de seguridad de nivel
P y proporciona un procedimiento para resolver los juegos de suma nula por

objetivos.

Teorema 1.7 Las estrategias de sequridad de nivel P y la mdzima probabili-
dad de obtener al menos el objetivo P vienen dadas por la solucion del juego

bipersonal de suma nula cuya matriz de pagos es Ap.

Demostracién: Para x = (z1,%2,... ,2,) € X, ey = (y1,Y2,.-- ,ym) €Y, el

valor esperado del juego de suma nula de matriz Ap es:

v(z,y) = 2' Apy = Z inyja,»j

i=1 j=1
Para cada i = 1,...,n sea Y; la suma de las y; en las columnas que

tienen un elemento igual a 1 en la fila i-ésima, es decir,

m

Yi:Zyjéi]- i:l,...,n

=1

La probabilidad de obtener un pago mayor o igual que P cuando los

jugadores utilizan las estrategias = e y es:

n n m
Z«TiYi = Z Z%%’@j = v(z,y)
i1

i=1 j=1
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Observacidén: Si existe un ¢ tal que d;; = 1, para j = 1,... ,m, entonces uti-
lizando la estrategia pura i-ésima de el jugador I, la probabilidad de conseguir
al menos el objetivo P es 1. Si existe j tal que §;; = 0 para i = 1,...,n,
entonces la probabilidad de conseguir al menos el objetivo P es 0, porque la
estrategia pura j-ésima del jugador II impide al jugador I obtener més de este

valor.

Ejemplo 1.8 Consideremos el juego bipersonal de suma nula con matriz de

pagos
2 15 8 4
0 7 2 7
8 4 10 7
7 14 4 11

Supongamos que el jugador I desea conocer la probabilidad de obtener el
objetivo P = 6, y las estrategias para lograrlo. La matriz A, inducida por P =

6 es

— = = O
—_ O =
S = O =
— = = O

y el problema que hemos de resolver es:

max v
8.a. To+ T3+ x4>0

Ty +To+ x4 >0

Ty +x3 >0

To+x3+T4 >0

T+ 2o +x3+1T4=1

2 >0,i=1,2,3.
cuya solucion es v =2/3 y z* = (1/3,1/3,1/3,0), es decir, la probabilidad de
conseguir al menos el objetivo P = 6 es 2/3, y la estrategia de nivel de sequridad
P es z* = (1/3,1/3,1/3,0). El valor esperado de este juego es v = 7,67619

que se consequiria con una probabilidad de 1/2.
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4.2. Descomposicién del espacio de objetivos

Hasta ahora hemos estudiado el problema para un objetivo conocido P,
pero podemos realizar un andlisis global cuando no disponemos de ninguna
informacién sobre el objetivo que el jugador quiere alcanzar. Los posibles
objetivos que el jugador puede obtener se encuentran entre el menor y el mayor
elemento de la matriz de pagos A. A este segmento lo llamamos espacio de
objetivos.

A su vez el espacio de objetivos puede particionarse, de forma que todos
los objetivos que pertenencen al mismo segmento se alcanzan con la misma pro-
babilidad. Para determinar estas probabilidades en cada uno de los segmentos
de la particién, aplicamos el teorema 1.7 de forma ordenada y consideramos
analisis de sensibilidad de programacién lineal.

Supongamos que la matriz A tiene r elementos distintos. Dichos elemen-
tos aj,as, ..., a,., se ordenan de manera creciente. Los conjuntos que forman

la particion del espacio de objetivos son

(i1, o) i=2,...,r
y el punto ay.
4.3. Proceso secuencial de resoluciéon

Consideramos la matriz Ap para el objetivo P = «,., y resolvemos el
juego bipersonal de suma nula con matriz de pagos Ap. El valor de este juego
es la probabilidad de que el jugador I obtenga un pago de al menos P en el
juego original, para cualquier P € (ay_1, a,].

En el siguiente paso, consideramos la matriz Ap para el objetivo P =
ay—1. Usando la informacién obtenida en el paso anterior, (base 6ptima),
resolvemos el juego bipersonal de suma nula con esta matriz de pagos. El valor
del juego es la probabilidad de que el jugador I obtenga al menos el objetivo P
en el juego original, para cualquier P € (ay_2,a,—1]. Si obtenemos la misma
solucién que en el paso anterior, los dos segmentos, (ay—1,a,] v (@p_2, ar_1],

pueden colapsarse en uno solo, (a,_2, a;].
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El procedimiento continda hasta la primera vez que se obtenga una ma-
triz Ap con todos los elementos de una fila igual a 1. Si esto ocurre para el
objetivo P = ay, entonces la probabilidad de alcanzar cualquier objetivo P tal
que P < a, es igual a 1.

El algoritmo siguiente proporciona los valores de estas probabilidades.

Algoritmo
Paso 1: Inicializar todos los elementos de Ap a cero.

Paso 2: Determinar la posicién (i j) correspondiente al mayor elemento en la ma-
triz. A ain no considerado. Poner un 1 en la posicién (i j) de la matriz
Ap.

Paso 3: ; Tiene Ap alguna columna con todos los elementos igual a 07
Si: ir al paso 2
No: ir al paso 4

Paso 4: Resolver el juego de suma nula de matriz Ap. Escribir la solucién.

Paso 5: ; Tiene Ap alguna fila con todos sus elementos igual a 17
Si: ir al paso 6
No: ir al paso 2.

Paso 6: Fin.

Con este procedimiento obtenemos el conjunto de soluciones para todos
los objetivos posibles P, y el jugador I escogera entre ellos segiin el riesgo que

quiera asumir.

Ejemplo 1.9 : Consideremos el juego bipersonal de suma nula del ejemplo

anterior, cuya matriz de pagos es

2 15 8 4
0 7 2 7
8 4 10 7
7 14 4 11

Los segmentos que forman la particion del espacio de objetivos son
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2, (2,4], (4,7, (7.8], (8,10], (10,11], (11,14], (14,15]

Las probabilidades de obtener los objetivos que pertenecen a cada seg-

mento y el correspondiente conjunto de estrategias de sequridad de nivel P

Segmento | Probabilidad Congjunto
2 1 X
(2,4] 1 conv{(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
(4,7] 2/3 conv{(1/3,1/3,1/3,0),(1/3,0,1/3,1/3)}
(7,8] 1/2 {(0,0,1/2,1/2)}
(8,10] 1/3 {(0,1/3,1/3,1/3)}
(10,11] 0 X
(11,14] 0 X
(14,15] 0 X

donde conv{a,b} es el cierre convezo de los vectores a,b. Grdficamente

2/38 —
1/2 —
1/3 —
3 7
4 7 8 10 15

Observemos que el jugador I obtendrd al menos el objetivo P = 7 con
probabilidad 2/3, VYx € conv{(1/3,1/3,1/3,0),(1/3,0,1/3,1/3)}, Vy € Y.
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Sin embargo, la probabilidad de conseguir el objetivo P = 9 es 1/3 con z =
(0,1/3,1/3,1/3), Yy € Y.

Noétese que para los juegos con niucleo continuo tratados en la seccién 3
también seria posible definir objetivos y su correspondiente anélisis como juego
por objetivos. Todos los argumentos expuestos anteriormente serian validos
sin més que definir para un objetivo P un nuevo nticleo K a través de la
expresion:

Kp(x,y):{ 0 si K(z,y)<P

1 si K(z,y) > P
Sin embargo, ahora no es posible asegurar el teorema minimax, ni tan siquiera
la existencia de estrategias dptimas puesto que con esta definicién el nuevo
ntcleo deja de ser continuo y no podriamos aplicar los resultados expuestos
previamente en esta secciéon. Es por tanto una cuestion interesante el estudio

de los juegos continuos por objetivos.



