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RÉSUMÉ. L’objectif de l’Analyse IsoGéométrique est de traiter la conception et l’analyse avec exac-
tement les mêmes modèles géométriques. Pour cela, les polynômes de Lagrange classiquement
utilisés pour l’interpolation sont remplacés par des fonctions B-Splines. Dans ce cadre, nous pré-
sentons dans ce travail une nouvelle méthode de type Galerkin Discontinue (GD), appliquée à la
résolution numérique des équations hyperboliques. La méthode est basée sur le choix d’une base
locale de Bernstein et des formules de Gauss-Legendre pour approcher les différentes intégrales.
Nous utilisons un schéma de Lax-Friedrichs pour calculer les flux numériques.

ABSTRACT. The objective of Isogeometric Analysis is to address the design and analysis with exactly
the same geometric patterns. For this, the Lagrange polynomials usually used in interpolation are
replaced by B-Splines functions. In this context, we present in this work a new Discontinuous Galerkin
(DG) method applied to the numerical solution of hyperbolic equations. The method is based on the
choice of a local Bernstein basis and Gauss-Legendre formulas to approximate the different integrals.
We use a Lax-Friedrichs scheme to calculate the numerical flux.

MOTS-CLÉS : Galerkin Discontinu, Analyse IsoGéométrique
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1. Les fonctions B-splines

1.1. Définition
On se donne une suite de points ξ0 ≤ ξ1 ≤ ... ≤ ξm de la droite réelle, appelés noeuds

(knots). Le vecteur Ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξm} s’appelle le vecteur des noeuds. La ième fonction
de base B-spline de degré p Ni,p est alors définie par récurrence :
Pour p = 0 :

Ni,0(ξ) =

{
1 si ξi ≤ ξ < ξi+1 pour i = 1, ..., k − 1
0 sinon (1)

Pour p ≥ 1 :

Ni,p(ξ) =
ξ − ξi

ξi+p − ξi
Ni,p−1(ξ) +

ξi+p+1 − ξ
ξi+p+1 − ξi+1

Ni+1,p−1(ξ) (2)

1.2. Quelques propriétés
Les fonctions de base des B-splines Ni,p satisfont les propriétés suivantes :
– Ni,p est un polynome de degré p à support compact [ξi, ξi+p+1].
– La positivité des fonctions B-splines : Ni,p(ξ) ≥ 0, ∀ξ ∈ [ξ1, ξm]

– Partition de l’unité : ∀ξ ∈ [ξp+1, ξm−p[,
∑m−p−1
i=1 Ni,p(ξ) = 1.

– Soit ξi un noeud de multiplicité r, alors, Ni,p(ξ) est de classe Cp−r en ξi .
– La dérivée d’une fonction de base B-spline est donnée par :

N ′i,p(ξ) =
p

ξi+p − ξi
Ni,p−1(ξ)− p

ξi+p+1 − ξi+1
Ni+1,p−1(ξ).

2. Courbes et surfaces B-splines

2.1. Définition
Une courbe B-splines de degré p est la courbe paramétrée définie par :

Xp(ξ) =

n∑
i=1

Ni,p(ξ)Pi

Pour construire une courbe B-spline de degré p à partir de n points de contrôle Pi, il faut
donc se donner m + 1 noeuds où m = n + p + 1, permettant de définir les fonctions de
bases Ni,p(ξ).

Une surface B-spline de degrés (p, q) associée aux paramètres ξ et η et aux points de
contrôle Pij est la surface paramétrée définie par produit tensoriel :

Sp,q(ξ, η) =

n1∑
i=1

n2∑
j=1

Ni,p(ξ)Nj,q(η)Pij .



2.2. Insertion de noeud
Ajouter un noeud consiste à se donner un nouveau noeud ξ̂ et à calculer un nouveau

polygone de contrôle qui donne la même courbe B-spline de degré p.

Propriété 2.1 Soit Ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξn+p+1} un vecteur de noeuds et P un polygone
de contrôle et soit ξ 7−→ Xp(ξ) la courbe B-spline de degré p correspondante. Soit
ξ̂ ∈ [ξk, ξk+1[ un noeud supplémentaire.
Les nouveaux n + 1 points de contrôle (P 1,...,Pn+1) sont formés à partir des points de
contrôle d’origine et sont donnés par :

P i = αiPi + (1− αi)Pi−1

αi =


1 1 ≤ i ≤ k − p

ξ̂−ξi
ξi+p−ξi k − p+ 1 ≤ i ≤ k

0 k + 1 ≤ i ≤ n+ p+ 2

(3)

3. Galerkin Discontinue dans le contexte isogéométrique
La méthode GD [1] fait le lien entre la méthode des éléments finis et la méthode

des volumes finis. En effet, un problème de départ (problème fort) est mis sous forme
variationnelle (problème faible) comme pour la méthode des éléments finis. Cependant
aucune continuité n’est imposée à la solution ni aux fonctions tests à l’interface entre
les éléments du domaine de calcul discrétisé. En raison de cette discontinuité, les flux
physiques sont approchés par des flux numériques aux interfaces comme pour la méthode
des volumes finis.

L’analyse isogéométrique [2] consiste à utiliser une base issue de la CAO pour repré-
senter exactement le domaine de calcul, et également la solution du problème selon une
formulation variationnelle.

3.1. Construction de fonction de base
On souhaite mettre en oeuvre une méthode de Galerkin Discontinue dans le cadre

isogéométrique, c’est à dire s’appuyant sur un domaine de calcul défini à partir d’une re-
présentation B-Spline [3]. Pour cela, il faut d’abord définir un ensemble d’éléments, qui
sont les supports d’une représentation polynomiale avec des discontinuités à chaque in-
terface entre éléments. Etant donné une surface B-Spline définissant le domaine de calcul,
on utilise l’insertions des noeuds p fois, pour chacun des noeuds intérieurs existants. Ce
faisant, le domaine de calcul est divisé en une série de patches de Bézier, sans modifica-
tion de la géométrie. Un patch de Bézier est un cas particulier de patch B-Spline, pour
lequel le nombre n des fonctions (et points de contrôle) est égal à p+ 1.

On considère finalement comme éléments l’ensemble des patches de Bézier créés par
le process d’insertion. Chaque élément Ωj est donc défini par (p+1)×(p+1) fonctions de
base, (ϕi,kj (x, y))i,k=1,...,p+1, qui peuvent être identifiés avec les polynômes de Bernstein
de degré p dans le domaine paramétrique :

ϕi,kj (x, y) =

{
ϕij(x(ξ))⊗ ϕkj (y(η)) = Bi,pj (ξ)⊗Bk,pj (η) si (x, y) ∈ Ωj
0 sinon

(4)



avec, Bi,pj le ième polynome de Bernstein de degré p, définis sur l’intervalle [0, 1] par :

Bk,n(t) = Cknt
k(1− t)n−k ∀ t ∈ [0, 1] k = 0, ..., n

Figure 1. Les fonctions de base 2D de degré 1, 2 et 3.

3.2. Méthode numérique
On considère comme problème modèle une équation d’advection pure 2D :{
∂tu(x, y, t) +∇ · (~cu(x, y, t)) = 0 ∀(x, y, t) ∈ Ω× [0, T ]
u(x, y, 0) = u0(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω

(5)

où ~c = (cx, cy) est un vecteur vitesse imposé.
Nous cherchons une solution approchée uh dans l’espace d’approximation global Vh de
dimension finie composé des fonctions continues polynômiales par morceaux de degré au
plus p sur chaque élément Ωk, défini par :

Vh = {vh ∈ L2(Ω), vh |Ωk
∈ Pp(Ωk)}

En adoptant une formulation variationnelle et la formule de Green, nous avons :∫
Ωk

∂tu(x, y, t)v(x, y)dΩk =

∫
Ωk

u(x, y, t))~c · ∇v(x, y)dΩk −
∫
∂Ωk

u(x, y, t)v(x, y)~c · ~n dΓk (6)



En discrétisant le problème sur la base de Bézier associée a l’élément, le problème s’écrit :
p+1∑
i,j=1

∂tu
k
i,j(t)(

∫
Ωk

Nk
i,j(x, y)Nk

q,l(x, y)dΩk) =

p+1∑
i,j=1

uki,j(

∫
Ωk

Nk
i,j(x, y)~c · ∇Nk

q,l(x, y)dΩk)

−
∫
∂Ωk

Nk
q,l(x, y)(~cu)? · ~n dΓk

On remarque que le problème local prend la forme d’un système linéaire de taille (p +
1)2 × (p+ 1)2, qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Mk∂tu
k = Rk.uk + F k ∀t ∈ [0, T ] ∀k (7)

Etant donné la double définition de la solution aux interfaces, un flux numérique local de
Lax-Friedrichs est utilisé pour le calcul du terme F k. L’intégration temporelle est réalisée
par la méthode de Runge Kutta d’ordre 2 et 4. La stabilité impose une condition de type
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) :

c∆t

h
≤ 1

2p+ 1

ou h est la taille caractéristique de l’élément.

Figure 2. Solution obtenue avec une base quadratique et six éléments.

3.3. Résultats
On présente des résultats pour un problème unidimensionnel, les développements pour

le cas 2D étant encore en cours :
∂tu+ c∂xu = 0 ∀(x, t) ∈ [−1, 1]× [0, T ]
u(−1, t) = uex(−1, t) ∀t ∈ [0, T ]
u(1, t) = uex(1, t) ∀t ∈ [0, T ]
u0(x) = uex(x, 0) = sin(2πx) ∀x ∈ [−1, 1]

(8)



on compare les solutions obtenues numériquement aux solutions exactes, pour des fonc-
tions de base de degrees 0, 1, 2, 3 et 4. La figure 2 représente la solution obtenue en
utilisant seulement six éléments et une base quadratique, et la figure 3 l’évolution de l’er-
reur logarithmique en norme L2. On constate un taux de convergence optimal, la méthode
étant d’ordre p+ 1 pour la norme L2.

Figure 3. Convergences en maillage avec la méthode GD dans le contexte isogéomé-
trique.
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