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1 Introduktion

Ved beregning af armerede betonkonstruktioner giesticitetsteorien anvender
man i reglen gvreveerdisaetningen eller nedreveemlisgen idet antallet af eksak-
te lgsninger er beskedent. @vreveerdisaetningen fisi@sninger, der, teoretisk

set, er pa den usikre side, mens nedreveerdilgsnitegeetisk set, giver sikre lgs-
ninger. Det er derfor neerliggende at sgge at ue\ikldreveerdilgsninger, der er-
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faringsmaessigt farer til et rimeligt armeringsfardprog rimelige skan for speen-
dingerne i betonen.

Mange lgsninger for plane spaendingstilstande egrbapa stringermetoden eller
homogene spaendingsfelter i trekantsomrader, s§3Rhg [4]. For murvaerks-
konstruktioner findes en del lgsninger i [1]. Debretiske grundlag findes f. eks. i

[5].

Denne artikel er udarbejdet i forbindelse med etidkursus i plasticitetsteori pa
DTU Byg med Per Goltermann som kursusansvarlig ampéns Peter Nielsen
som foreleeser. | artiklen gennemregnes en lgsuieger henvist til i [4], men
som ikke er gennemregnet der. Lgsningen anvendés gifnple tilfeelde. | det
ene tilfeelde sammenlignes resultatet med stringexfea.

2 Teori
2.1 Stringermetoden

Stringermetoden er som naevnt en nedreveerdilgsbiag.tager udgangspunkt i
Airys spaendingsfunktion [1, Afsnit 4.2]. Stringernoé@ens grundlaeggende princip
er illustreret pa figur 2.1, hvor normalspaendingesnog g, optages af steengerne
- stringerne - der er parallelle med henholdvigtningen og/-retningen, og hvor
forskydningsspeendingerng optages i de mellemliggende forskydningsfelter.
Alle belastninger teenkes at angribe i skeeringsunkt- knudepunkterne - mel-
lem stringerne. Herved kan forskydningsfelternenesgat have konstante for-
skydningsspaendinger. Stringerkraefterne vil dertotere retlinet mellem knude-
punkterne. Nar spaendingsfordelingen i et stringgesy skal bestemmes, sker det
lettest ved farst at bestemme forskydningsspeendingsaledes at de er statisk
tilladelige. Derefter er det muligt at bestemméngerkreefterne ved ligevaegtslig-
ninger for de enkelte stringere. Efter at forskydjisispaendingerne og treekkreef-
terne i stringersystemet er bestemt, kan den nglityerarmering findes. Ved ar-
mering af forskydningsfelterne anvendes armeringsrne, se afsnit 2.3.
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Figur 2.1: Spaendingstilstande oversat til stringermetoden.

Det ma naturligvis tilstreebes, at lgsninger i statibestemte tilfeelde giver et ar-
meringsforbrug, der ikke ligger for langt fra deptimale lgsning (min. arme-
ringsforbrug). Der er udarbejdet edb-programmebddtemmelse af den optimale
lgsning f. eks. af Rambgll Gruppen.

2.2 Homogene spaendingsfelter

Homogene spaendingsfelter i trekantomrader givea @ys nedreveerdilasning. |
eksemplet vist i figur 2.2 er et veegtlgst trekamtfet legeme pavirket af jeevnt
fordelte spaendinger pa de to af sidefladerne. [gailsvarende krzefter er i lige-
vaegt, vil der eksistere en homogen spaendingstilstasnit parallelle med trekan-
tens sider vil der veere de samme spaendinger saidgde. | figur 2.2 fas derfor
en enakset treekspaendiag= P/ht for det vaegtlase, trekantformede legeme.
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tykkelsen t

P S C
Figur 2.2: Trekantformet homogent spaendingsfelt, i vaegtlgsnie.

Nar spaendingerne skal bestemmes i en skive veg hajgdlomogene spaendings-
felter, indledes med at inddele skiven i trekamtfede omrader. Derefter beregnes
kreefterne pa de enkelte skivedeles rande ved siligglesegtsbetragtninger. Nar
alle kreefterne er bestemt, bestemmes de tilhgrepaedinger f. eks. givet ved
spaendingskomponenteriag, ¢, 0g &y i et retvinkletx, y-system. Efter at spaen-
dingerne er bestemt findes den ngdvendige armeeaddjeelp af armeringsform-
lerne, se afsnit 2.3.

Det er vigtigt at bemaerke, at trekantinddelingenmmadt ikke kan veelges vilkar-
ligt. Man ma altid sikre sig, at ligeveegt er mulig jeevnt fordelte spaendinger pa
alle trekantsider.

2.3 Armeringsformlerne

Bestemmelsen af armering i skiver kan ske ved aitelea af armeringsformler-
ne, jvf. [2], [3] og [4]. De spaendinger, der skatages elo;, gy 0g 7. For be-
stemmelse af armeringen indlaegges koordinatsystefitexdes, atx < g;. | Form-
lerne betydeAsx armeringen ix-retningen malt pr. leengdeenhed i y-aksens ret-
ning. Analog betydning fofs,. Flydespaendingen for armeringen i de to retninger
betegnes med hhvy, og f,,. Tykkelsen ert. Herved bliver A/t og A/t de

geometriske armeringsforhold i armeringsretningeN@malspaendingerng og
gy regnes positive som traekspaendinger. BetonspaendetEgness, der regnes
positiv som tryk.
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Tilfeelde 1:0x > —| 7y |

f
%wﬂrwl (2.1)
A f
3;: W=0-y+|z'xy| (2.2)
o,=2|r,, | (2.3)

Tilfeelde 2:0; < —| 1y |

Hvis ogsagy < 0, skal der kun armeres, nar

00,51 (2.4)
Armeringen bestemmes ved:
A, =0 (2.5)
f r’
A, yy:ay+I ol (2.6)
t lo, |

X

2
o, =|o, I(l{ﬁj J 2.7)
O-X

Hvis det viser sig atx ¢, > rxy2 bestemmes betontrykspsendingen ved:

1 1 '
o= ‘5 (o,+0,) —\/z(ax—ay)z +7% (2.8)

Formlerne giver optimal armering i tilfeeldg = fy,. Formler for optimal arme-
ring i tilfeeldetf,y # f,y findes i [2]. Der begas dog normalt ingen sterievied at
benytte ovennaevnte formler generelt.

Armeringen kan alternativt bestemmes ved formlerne:

f
%wwylrxyl (2.9)

'%yfyy=

1

(2.10)

1
O, :| Z-xy |(y+_]
14

(2.11)
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Hvor yer en positiv parameter som kan veelges frit, mah\&elges sa revnevid-
den ikke bliver for stor. Den kan bestemmes udefrkendt armering i den ene
retning, se f. eks. [2, side 124] eller [3, sid&]20

3  Rektangulaer skive

En rektangulaer skive er belastet med jaevnt foradgiéendinger som vist pa figur
3.1. For denne skive vil spaendingerne kun blivedeet ved hjselpe af homogene
spaendingsfelter. Derefter vil den ngdvendige ammgeklive bestemt for nogle
karakteristiske tilfeelde. Ved beregningerne sesboet fra egenvaegten. Tryklin-
jen er vist punkteret i figuren.

[=1]=]

P B x

SERRRRERERRRERRERRRERRRREREE.
\ d
\ u

N h

Figur 3.1: Skive opdelt i homogene spaendingsfelter.
3.1 Bestemmelse af det homogene spaendingsfelt
Indledningsvist bestemmes det homogene spaendihdsfeldet tilfselde, hvor

punktetA pa tryklinjen ligger som vist pa figur 3.1. Eftedehde findes de ho-
mogene spaendinger for en vilkarlig placering afkbeinA pa tryklinjen.
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Far spaendingerne findes, skal alle tre ligeveegisliger for det globale plane
system veere opfyldt. Lodret og vandret ligeveegtusesldelbart at veere opfyldt.
En momentligning onB giver:

P(E—Ej—vmo (3.1)
2 2
Sammenhangen melldPogV bliver derfor:
P:lh eller V= P(a- g (3.2)
a-c 2h

Kendes to af stgrrelseri® V og ¢, kan den ngdvendige stgrrelse af den tredje
findes. Det er naturligvis nadvendigtaer tilstraekkelig stor, sadledes at der ikke
sker knusning af betonen. Betonspaendingen skaldgbetingelsen:

o.<vf, (3.3)

Hvor v er effektivitetsfaktoren. Formler for denne find¢2].
3.1.1 Bestemmelse af spaendingerne, tilfaelde 1

Nar A ligger, som vist pa figur 3.1, findes fglgende yikitfor x ogy:

ah ac
= , X= 3.4
y a+c a+c (34)

Pa figur 3.2 er ligevaegten for de enkelte trekaifitestreret.

P,

L,

I fi“

P
Figur 3.2: Skive med kreefter pa trekanterne med de homogemedspgsfelter.

F
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KreefterneF; og F, bestemmes ved momentligeveegt lokalt for entenatrei
eller trekant 4.
Ved at betragte trekant 1 fas falgende.

F = aP-hVv (3.5)
a+c
aP-hVv
F=——om 3.6
s S (36)

Betragtes trekant 4 i stedet, fas udtryk Farog F», som umiddelbart afviger fra
ovenstaende. De er dog identiske pga. sammenhasngiéem P, V og ¢, som
beskrevet i formel (3.2).

Indseettes udtrykket fov i udtrykkene forF; og F, fas fglgende simple resultat,
uafhaengigt af om trekant 1 eller 4 betragtes.
P

F=F=— 3.7

1= 2= (3.7)
Det ses, at kreefterne pa alle trekanter opfyldereléigeveegtsbetingelser. Heref-
ter kan spaendingerrn®, g og 1, bestemmes. Spaendingerne fremgar af tabel 3.1,
og er bestemt ved at betragte henholdsvis lodogitgandrette snit i de enkelte
trekanter.

trekant O oy | Ty |
1 Ve _ P Vv
aht at at
. . Pla+e)
? l _ \ i
= 0 2act 0
3 _Via?—?)  Plate) Viate)
) ahct 2act act
4 _Va _F v
chi ot of

5 0 0 0

Tabel 3.1:Speendingerney, g, 0g .
3.1.2 Bestemmelse af speaendingerne, tilfeelde 2

For en vilkarlig placering af punktét pa tryklinjen bestemmes spaendingerne pa
samme made som i tilfeelde 1.

De globale ligeveegtsligninger er uaendrede, og kraedtF; og F, bestemmes
fortsat ved at betragte momentligeveegt lokalt faee trekant 1 eller trekant 4.
Ved at betragte trekant 1 fas falgende:
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r - P(x=8-Vy

= (3:8)
F, =Xy (3.9)
a

Ved simple geometriske betragtninger findes:

_ y a _ha-2%
x=(c-a—+— o y=———~
( a)2h 2 y a-c

Indseettes det tidligere fundne udtryk ¥6og udtrykkene fox ogy i udtrykkene
for F1 ogF, fas som tidligere fglgende simple resultat:
P
F=F=— 3.11
1= 2= (3.11)
Nar ligeveegten for de enkelte homogene spaendingsfal opstillet, kan spaen-

dingerneoy, g, og &, findes. Disse spaendinger fremgar af tabel 3.2.

(3.10)

Trekant Ty Ty Ty
] ve PV
ayt at at
2 _r ]
= 0 2xi 0
3 Via—c) P v
: T T xht rT z
Va r ¥
4 T elh—y)t Tef et

5 0 0 ]

Tabel 3.2:Speendingerney, g, 0g L.
3.2 Bestemmelse af den ngdvendige armering
De fundne udtryk for spaendingerne benyttes tilestémme den ngdvendige ar-
mering i de to tilfeelde. Geometri, laster og styr&efastlagt, og to placeringer af
det variable punkt4, er valgt. Det ene punkt er valgt svarende fisetitle 1, hvor
X < ¢. Det andet punkt er valgt saledesyat h/2, hvilket medfarer at > c.

De benyttede data fremgar af tabel 3.3.
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P Vv fe Ty a h o t X (]
Tilfeelde [kN] [kN] [MPa] [MPa] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm)]
1 1040 936 50 500 5200 2600 520 100 472,73  2363,064
2 10400 936 50 500 5200 2600 520 100 1430 1300

Tabel 3.3:De benyttede data.

Tilfaelde 1 Tilfeelde 2

Trekant 1 2 3 4 5 Trekant 1 2 3 4 5
Ay 2203096 0 0 0 0 A, [m2] 0720 0 0 0 0
Agy [mm] 0 0 0 0 0 Ay [m™] 0 0 0 0 0
o, [MPa] 3,62 11,00 46,64 4770 0 . [MPa] 3,62 364 1542 3790 0

Tabel 3.4:Den ngdvendige armering,20g Ay, samt betonspaendingen

Resultaterne i de to tilfaelde viser at puni&stplacering har indflydelse pa arme-
ringsmaengden og det maksimale betontryk. Flyttedkiet op ad tryklinjen gges
armeringsmaengden mens betontrykket formindske#teBlpunktet nedad fas den
modsatte udvikling. Herved kan en optimal positadnpunktetA findes ud fra
gkonomiske overvejelser. Typisk vil man streebe readminimering af arme-
ringsmaengden, men dette vil resultere i et betkrgdende mod uendelig, hvor-
for denne lgsning ikke kan benyttes. Man kan f. gkslge Igsningen svarende til
at betontrykket netop opfylder betingelsay= v f..

4  Indspeendt rektanguleer skive

Dernaest betragtes en indspaendt rektanguleer skiweerSer belastet med en for-
skydningskraftv for enden. For denne skive vil spaendingerne bleredmnet hen-
holdsvis ved brug af homogene spaendingsfelter dgstrengermetoden. Efterfol-
gende vil den ngdvendige armering blive bestemtdego metoder vil blive
sammenlignet for nogle karakteristiske tilfeelde d\l@regningerne ses der bort
fra egenveegten.

4.1 Bestemmelse af spaendingerne ved hjeelp af horeog spaendingsfelter
Der indledes med at bestemme spaendingerne ved ajdpmogene spaendings-

felter, og derfor inddeles den indspaendte rektamgrilskive i trekanter, som vist
pa figur 4.1.
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a
]

L x tykkelsen ¢

=

h

L= =

F

V

—@'”é - @ :[yo

ANNNNNNNNNRNN
@ \

Figur 4.1: Skive med homogene spaendingsfelter.

Figur 4.1 viser at der er en treek- og trykzonedsspeendingstvaersnittet. En mo-
mentligning omT giver:

-C Yo_h=% +Va=0= C:_ZaV (4.1)
2 2 h
Herefter giver lodret og vandret projektion:
2aVv
T=—""— 4.2
h (4.2)
F=V (4.3)

Derved er alle tre ligeveegtsligninger for det glebaystem opfyldt, hvorefter
ligeveegten for de enkelte trekanter kan opstilles figur 4.2 ses fordelingen af
kreefter pa trekanterne. Det ses at alle trekantepfdder de tre ligeveegtslignin-
ger.
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C Fy 2

F ?‘Jﬂ/o’
L n

0 0
.@. 0
[ '
0

Figur 4.2: Skive med trekanter med homogene spaendingsforeeling

KreefterneF; ogF; er bestemt til:

—v[1-Yo
K, —V(l " j (4.4)
F, =v% (4.5)

Speaendingerne er vist i tabel 4.1.

trekant Tr Ty |y
. 2al’
S = A 0
5 Vaih—2w)  V(h—ya) »
= hyo(h—yo )t yoat yot
: Vo v

3 0 “(h—yolat  (h—wo)i
4 _2aV _Vih—yo) v

hyot ypat Yot
I __aV ___Vm v
- (woh—yi)t th—yojat  (h—wo)i
G 0 0 0

Tabel 4.1: Speendingerney, g, 0g L.



Jens-Christian Kragh-Poulsen et al. To pésanv. af stringermet. og hom.spaendingsfeltr

4.2 Bestemmelse af spaendingerne ved hjeelp af sggrmetoden

Der placeres en vandret traekstringer i toppenigésk mens en vandret
trykstringer placeres midt i en trykzone med hgjgem praksis vil trykstringeren
ofte blive placeret i bunden af skiven.

a
|
|

tyvkkelsen ¢

|

OONOUONNNNNNNN

h
v

IC

Figur 4.3: Skive beregnet vha. stringermetoden. Trykstringeresptegnet som
en linje og treekstringerne som en enkelt kraftgtukket linje.

o

Foarst undersgges den globale ligeveegt. Ved vapdogtktion ses aT = C, og
ved lodret projektion at den lodrette reaktiorr V. Stgrrelsen af og C bestem-
mes ved at disse skal kunne optage det moMedter opstar ved indspaendingen,
og herved er momentligeveegten ogsa opfyldt. Deri@sd

M =Va (4.6)
T=M__Va (4.7)
zZ ph-X
2

Starrelsenz er den indre momentarm i indspaendingstveersnittetseDkraefter
giver en konstant forskydningsspaending i det falskygsfelt, som findes mel-
lem tryk- og treekstringeren. Denne spaending ert giwe:

Vv

@

r= (4.8)
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4.3 Bestemmelse af den ngdvendige armering

De fundne spaendingsudtryk undersgges i et enkieide med valgte veerdier,
som er vist i tabel 4.2.

Vv fe .fy a h t Yo
[kN] [MPa] [MPa] [mm] [mm] [mm] [mm]
422 5 30 500 3200 2600 100 520

Tabel 4.2:Valgte veerdier for tilfeeldet vist i figur 4.3.
4.3.1 Homogene speaendingsfelter

Spaendingerne i de enkelte trekanter bestemmesrefidr bestemmes den ngd-
vendige armering ved brug af armeringsformlernesuRatet er vist i tabel 4.3.

trekant 1 2 3 4 5 6
A 22 100 0,126 0,406 0 0o 0
Ay [m2%) 0 057 034 0 0 0
7. [MPa] 0 16,26 4,06 2361 1283 0

Tabel 4.3:Den ngdvendige armering, g Ay, samt trykspaendingen.

Det totale armeringsforbrug for begge retningdveregnet til:
R= 13,061 0 mni

Dette armeringsforbrug er beregnet ved at bengtst@rste armeringsarealer for
henholdsvis x- og y-retningen, og forudseette ated@svendes over hele skiven.
Dette gares ofte i praksis, da der ofte benyttedifpenonterede armeringsnet.

4.3.2 Stringermetoden

Ved stringermetoden fas henholdsvis en ngdveneifgarmering i toppen af ski-
ven, Ag, 0g en ngdvendig armering pa grund af forskydripgandingerne i for-
skydningsfeltetAsx 0g Asy.

A, =1155,6mnft

mnt
= =0,3612——
A, = A, o
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Det totale armeringsforbrug ved konstant armeritmgekstringeren er beregnet til:
R= 9,7081 G mni

Dette svarer til en reduktion af armeringsmaengde®57 % i forhold til lgsnin-
gen med homogene spaendingsfelter.
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Resumé

| denne artikel vises nogle Igsninger baseret pagphomogene spaendingsfelter i
trekanter. To eksempler pa anvendelse gennemregdesene eksempel betrag-
tes en skive med pavirkninger svarende til, hvad kam finde i en veeg i en hus-
bygningskonstruktion. | det andet eksempel betsgte indspaendt skive. Dette
eksempel gennemregnes ogsa vha. stringermetodseniplerne afsluttes med
bestemmelse af den ngdvendige armering.

Summary

In this paper solutions based on plane homogenstoess fields in triangular ar-
eas is developed. Two examples illustrating possdpplications are calculated.
In one example a wall acted upon by forces whichld/de typical in a high rise

building is considered. In the second example 4 wish one free and one fixed

end is treated. This example is also calculatethbgins of the stringer method. In
both examples the calculation of the necessaryai@ment is determined
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