GYURUK RADIKALJAIROL II.*

SZASZ FERENC
IV. JACOBSON-FELE RADIKAL

18. §. Irreducibilis modulusok, jobbprimitiv idealok,
modularis és kvazimodularis jobbidedlok

Az alabbiakban definialjuk a Jacobson-féle radikalt. E radikalnak hatékonysag
szempontjabdl gyakorlati vizsgalatokban mas konkrét radikalok kozt olyan a sze- '
repe, mint a vezérnek a szerepe a sakktabla tobbi figurdja kozt.

Legyen A tetsz6leges gyfirli és M tetszbleges A-jobbmodulus. A tovabbiakban
A-moduluson, ha csak nem hangsilyozunk mast, mindig A-jobbmodulust fogunk
érteni. Azt mondjuk, hogy M irreducibilis 4A-modulus, ha MA =0 és ha nincs
M-ben méas A-részmodulus, csak 0 és maga M. Ebbdl a definiciobdl tiistént folyik,
hogy barmely irreducibilis A-modulus még inkabb A-primmodulus is lesz a II. feje-
zetben levd értelmezést: felhasznalva, ugyanis, ha M egy irreducibilis 4-modulus,
tovabba ha x € M olyan nemzérus elem és B olyan ideal az A gy(irliben, hogy xB=0
teljesiil, akkor sziikségképpen fennall BS (0:M), is, ahol (0:M), jeloli az M an-
nihilatoridealjat az A4 gylirliben. Tovabba jeldlje a §-ban X, az Gsszes irreducibilis
A-modulus osztalyat, és legyen 2 = 2 .

Bebizonyithaté eléggé konnyen az, hogy X primmodulusoknak tn. specialis
osztalya (a II. fejezetben vett értelemben; pl. az is teljesiil, hogy ha B tetszdleges
ideal az A4 gyiirliben és ha M ¢ Xy, akkor MB€ X, stb. stb.). Minden gyfirlire nézve
legyen J(A) = ) (0:M)4, ahol X, miként el6bb is, az Osszes irreducibilis

Mes

€Xa
A-modulus osztalya. A TI. fejezet eredményeibdl kovetkezik, de kozvetleniil sem nehéz
belatni, hogy J(A4) ideal az A gylirliben, tovabba az A barmely J ideéljara J(I)=
=TTEA): :

Ezt a J(A) idealt az A gylir(i Jacobson-féle radikaljanak nevezziik. Ezt a radi-
kalt moduluselméletileg korabban Chevally és Goldman is igy definialta.

Ha X, iires, akkor A radikalgylir(i lesz, ha pedig J(4) =0, akkor A féligegyszerii
lesz Jacobson-féle. értelemben. Ha A4 radikalgy(irli, akkor 4 =J(A4), ha pedig A4
féligegyszerti, akkor 4 minden nemzérus a eleméhez létezik olyan M, € X, irreduci-
bilis A-modulus, amelyben a

Qaim —~ma

leképezés szintén nemzérus, tehat van olyan me M,, amelyre ma #=0.

A 1I. fejezet Andrunakievics-t6l szarmazo ama eredményeibdl, amelyek a specialis
radikalok és operatormodulusok kapcsolatat targyaljak, nyilvanvaléan kovetkezik
(és persze kozvetleniil is belathatd), hogy J(A4) radikal lesz Amitsur—Kuros-féle
értelemben, méghozza specialis radikal is lesz Andrunakievics-féle értelemben.

Tehat a J(A) Jacobson-féle radikal szupernilpotens radikal is.

Még azokat a majdnem nyilvanvald tényeket is megemlitjitk, hogy J(4) tehat

* Az irodalmi hivatkozéasokat az utolsé kozlemény végén fogjuk kozolni.

T*

99



Z-radikalideal, ahol ¥ =U X ,, ¥, az irreducibilis A-modulusok osztalya és J(4) =
=R(Z, A) tartalmazza A minden mas X-idealjat (azaz X-radikal idealjat), mikozben
A minden B idealjara (0:M),,;=((0:M),)/B is teljesiil.

Utébbi ténybdl trividlisan adddik az is, hogy az A/J(A) faktorgyiirii féligegy-
szerli, ami az Amitsur—Kuros-féle radikaloknak egyik fontos tulajdonsaga.

Ha az A gylirli P ideélja olyan, hogy hozza létezik legalabb egy olyan M€ X,
irreducibilis A-modulus, amelyre teljesiil P =(0:M),. akkor a P idealt jobbprimitiv-
nek, roviden primitivnek nevezziik.

Tovabba az A gyliriit jobbprimitivnek, roviden primitivnek nevezziik akkor,
ha benne a (0) ideal primitiv ideal.

Ferdetestek vagy a ferdetestek felett vett n X n tipusu teljes matrixgyfiriik igen
fontos példak primitiv gy(iriikre. Ezek specidlisan olyan primitiv gyfir{ik is, amelyek-
ben van nemzérus minimalis jobbideal. Ugyanis a konkrét vizsgalatokban tobbnyire
olyan primitiv gytiir(ik 1épnek fel, és éppen ezek a fontosabbak, amelyekben 1étezik
nemzérus minimalis jobbideal. Az ilyen primitiv gy{iriiknek mar elég jol kiépitett elmé-
lete van, és Dieudonné, Kaplansky, Mackey, és Litoff, de féképpen Jacobson mun-
kassaga nyoman viszonylag eléggé explicit struktara-tétel irja le a nemzérus mini-
malis jobbidealokat is tartalmazé primitiv gyfirlik szerkezetét.

Megjegyzendd, hogy Wiegandt Richard [359] igazolta azt, hogy olyan topolo-
gikus gytliriikben, amelyek primitivek és lokalisan linearisan kompaktok, létezik
mindig minimalis jobbideal.

Az is bebizonyithatd, hogy kommutativ primitiv gyiirli mindig test, tehat ekkor
is létezik a gyliriben minimalis jobbideal, ti. maga a gyfirti.

Nem nehéz igazolni azt, hogy barmely P primitiv ideal primideal is, vagyis
ha az 4 gylirli B és C tetszbleges idealjaira fennall BCS P, akkor BE P vagy CS P
is teljesiil.

Misfel6l nem minden primidedl lesz primitiv, ugyanis legyen 4 mindazon racio-
nélis szamok halmaza, amelyeknek a szamlaldja paros, a nevezdje paratlan egész
szam. A kozonséges egyenldségi, Osszeadasi és szorzasi definiciokkal 4 olyan kom-
mutativ gyliri, amely zérusosztomentes. Ezért (0) primidedl lesz az A gyiiriiben,
de megmutathatd, hogy (0) nem primitiv idedl A4-ban, s6t, azt sem nagyon nehéz
bebizonyitani, hogy ebben az 4 gylirliben egyik valddi idedl sem lehet primitiv.

Viszont barmely Artin-féle gyliri, sét altalaban barmely, a f&jobbidealokra
nézve minimum-feltételdi gyiir{ a szerz6 [309] dolgozata alapjan olyan, hogy benne
barmely primideal egyszersmind primitiv is.

Ha pedig egy Jacobson-féle értelemben erdsen féligegyszerii gyiirii olyan, hogy
barmely idealja idempotens (ilyen pl. barmely féligegyszerii, és féjobbidealokra
nézve minimum-feltétell gy(ird is), akkor a gyfiri barmely idealja egyenl6 az 6t tar-
talmazdé Osszes primitiv ideal metszetével.

A primitiv idedlok legfébb jelentésége abban rejlik, hogy a Jacobson-féle
J(A) radikal barmely A4 gylirliben egybeesik az Osszes primitiv idedl metszetével.

Ezért barmely Jacobson-féle értelemben féligegyszerii gy{irii primitiv gyiiriiknek
lesz egy szubdirekt Osszege.

Tovabba az is bebizonyithatd, hogy az Osszes primitiv gylirii osztalya un.-
specialis gylirtiosztaly (a II. fejezetben ismertetett definicid szerint), és hogy a Jacob-
son-féle radikal egybeesik azzal a speciélis radikallal, amely éppen ezzel a specialis
osztallyal meghatarozott felsé radikal.

Bar a Jacobson-féle radikél ezek szerint 6roklédd, azaz barmely A gyiiri bar-
mely B .ideéljara nézve

J(B)=BNJ(A)
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teljesiil, nem lesz minden Jacobson-féle féligegyszerli gylirli erésen féligegyszeri
(azaz féligegyszerli gylirinek minden homomorf képe ujra féligegyszerii), mert
pl. a racionalis egész szamok 7 gytriije féligegyszert, de az //41 faktorgyliri nem félig-
egyszerd. Ehhez csak azt kell latnunk, hogy ebben az / kommutativ gy{irliben az 6sszes
(p) primitiv ideal primszammal generalt féideal, és ezen idealok metszete nyilvan (0),
tovabba 21/41 ideal nilpotens az /41 faktorgytirtiben.

Tovabba egy Jacobson-féle féligegyszerti gylirlinek egy tetszbleges jobbidealja
vagy balideélja 4ltalaban szintén nem lesz féligegyszer{i, mert pl. a racionalis szam-
test felett vett Gsszes 2 X 2 tipusti négyzetes matrix gytirtijérél eléggé kdonnyen igazol-
haté, hogy Jacobson-radikalmentes, azaz féligegyszeri ebben az értelemben, de
ennek a gylirlinek az az A részgyliriije, amelyet az §sszes

[a, b

Q=20

alaki matrix general, olyan jobbideal a féligegyszerl gy(riiben, amelynek a Jacob-
son-féle radikalja az osszes

[0, b
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matrixbol allé J(A) halmaz, és A-nak a J(A) idealja nem zérus. Ez a J(A) egyébként
csak A-nak ideélja, a teljes matrixgylriinek nem idealja, s6t nem is jobbidedalja,
hanem annak csak Un. kvaziidealja lesz Steinfeld-féle értelemben [292]. (Az 4 gylirli
Q részgylirijét kvaziidealnak nevezziik akkor, ha AQMN QA Q teljesiil. Minden
jobbideal vagy balideal nyilvanvaléan még inkabb kvéziideal a gyfiriiben.)

Minthogy a primitiv gylirliknek és primitiv idedloknak strukturatételek szem-
pontjabdl az elézék szerint a fontossaguk igen nagy, és minthogy eddig a primitiv
idealoknak csak egy un. kiilsé definicidjat adtuk meg, ti. az Gsszes irreducibilis
A-jobbmodulus X, specialis osztalyaval megfogalmazott definicidt, hogy P akkor
primitiv ideal, ha P=(0:M),, ahol M€ X, ezért célszerli lesz belsé definiciét is
megadni a primitiv idealra és primitiv gy(irire. Ennél nem fogunk a 2, osztalyra
hivatkozni, hanem csak a gyiir(i belsé tulajdonséagait, elemeket, jobbidealokat stb.
fogunk felhasznalni. Természetesen az megengedett, hogy a kiilsé és belsé definialas
kozt legyen valami atvezetd hid, és ilyen lesz az un. erdsen ciklikus A-modulusnak
a fogalma. ,

Azt mondjuk, hogy az M A-modulus erésen ciklikus, ha létezik az M modulus-
nak olyan m eleme, amelyre M =mA. Ezt az m elemet M erds értelemben vett gene-
ratoranak nevezziik.

Nyilvanvalé az, hogy a racionalis egész szamok [/ gytirlije olyan, hogy I-nek,
mint onmaga felett tekintett /-jobbmodulusnak barmely részmodulusa erésen cik-
likus és persze f6jobbideal is. Megjegyzendd, hogy a szerzd [319], [320] meghatarozta
explicit modon az Gsszes olyan A gyiiriit, amelyben barmely valddi részgylir, illetve
barmely végesen generélt valédi részgylir(i- olyan jobbideal, amely mint A4-jobb-
modulus erésen ciklikus. (Ismertek egyébként teljes leirdssal azok a gyfir{ik is,
ezeket szerz6 hatarozta meg, amelyekben barmely végesen generalt valddi részgylirti
féjobbideal.)

Tovabba az A4 gylirli egy R jobbidealjat modularisnak nevezziik akkor, ha létezik
olyan a€ A elem, amelyre minden x€ A4 elemmel x—ax€ R teljesiil. A moduléris
jobbidealokat Segal definidlta el8szor, és latni fogjuk, hogy ezeknek nagy szerepe
van a J(A) Jacobson-féle radikél vizsgalataban. Megjegyzendd, hogy R#=A esetén
sziikségképpen a ¢ R all fenn a modularitis fenti definicidjaban szerepld a elemre.
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Szerz6t6l [323] szarmazik a kvazimodularis jobbideal fogalma. Korabban
Kertész Andor [185] vezette be bizonyos specialis jobbidealnak a fogalmat, amelyrél
igazolhatd, hogy egybeesik a kvazimodularis jobbideallal.

Azt mondjuk, hogy az 4 gylirlinek egy R jobbidealja kvazimodularis jobbideal,
ha az A™'R = {x; x€ A, AxS R} jobboldali idealhanyadosra 4=*RE R tartalmazas
all fenn. Megjegyzendd, hogy itt A~ 1R sziikségképpen kétoldali ideal az A gyuruben

Nem nehéz megmutatni azt, hogy barmely modularis jobbideal még inkabb
kvazimodularis.

Kertész Andor [185] konyvének 3. problémaja kérdezte azt (mas terminoldgiaval
és mas megfogalmazasban), hogy vajon létezik-e olyan A gylirii, amelynek egy kvazi-
modularis és maximalis jobbidealja nem modularis. Ez a kérdés azért fontos, mert
szorosan Osszefiigg a Jacobson-féle radikal egyik jellemzésével, pontosabban azzal,
hogy egy bizonyos jellemzés vajon csak formailag 0ij vagy pedig tartalmilag is.

Szerzé [323] megoldotta ezt a Kertész-féle fenti problémat, és explicit médon
megadott olyan A4 gyiir{it, amelynek legalabb egy R maximalis jobbidealja kva-
zimoduléris, de-nem modularis jobbideal A-ban. Szerzd az ilyen tulajdonsagu gytirti-
ket Q-gyfirliknek nevezte, és az Q-gyiiriik Iétezésének bebizonyitasa mellett vizsgalt
még bizonyos idedlelméleti kérdéseket, pl. idealhanyadosok egymashoz vald viszonyat
az Q-gylirlikben, tovabba explicite meghatarozta specialisabb Q-gyliriiknek az additiv
csoportjat, leirta ezeknek a gyfir(iknek a centrumat is, és vizsgalt még n. jobbrol
egy elemmel generalt Q-gyiiriiket, amelyek 4 =xA alakuak.

Késébb Jan Erik Bjork [61] megmutatta (sajto alatt levé dolgozatdban meg-
oldva a szerzé [323] egyik felvetett nyitott problémajat), hogy milyen kapcsolat
lehetseges egy gylirli modularis maximalis jobbidealjai halmazanak R, szamossaga
és a kvazi modularis és maximalis, de nem-moduléris jobbideadlok halmazanak N,
szamossaga kozt, és Bjork ehhez olyan primitiv gy{irliket vett alapul, amelyek egybe-
esnek a sajat minimalis balidealjaik Osszegével.

A szerz8 példaja [323], amellyel megmutatta az Q-gylirlik Iétezését, a kdvet-
kez6:

Legyen p =0 vagy primszam, K, egy p-karakterisztikdja primtest, m tetszdleges
végtelen szamossag, I” egy m-szémosségli indexhalmaz, és 9, a jol ismert Kronecker-
féle szimbSlum (azaz J,, =1 és o =  esetén pedig 6,5 =0). Legyen tovabba A az dsszes
Qs Tops Sapy bazis elemmel (a7f, y€I') a K, primtest felett generalt algebra, és legyen
R az Osszes 1y, €s g (B, 7, &1, 3€T) elemmel K, felett generalt részalgebra. Ertel-
mezziik a baziselemek szorzasat az alabbi szorzotablaval

ac rcu Saqa
a, a, 6:15'“11 515'(‘3
Yop Siia PR OpeSans
Sapy Sape ‘Syé.saﬂn 575'5“3

Ekkor megmutathat6, hogy ez a szorzas asszociativ, tovabba ez az algebra
monomialis lesz, azaz barmely két baziselemnek a szorzata egy alkalmas baziselemnek
egy skalarissal valo szorzataval esik egybe. Megallapithatd eme algebra egy tetszo-
leges elemének az un. kanonikus alakja, és ennek alapjan annak a sziikséges és elég-
séges feltétele, hogy egy adott elem benne fekiidjék az R részalagebraban.
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Be lehet latni azt, hogy az R részalgebra az A algebranak jobbidealja, tovabba
konkrét szamolassal azt is be lehet bizonyitani, hogy R olyan maximalis jobbideal
az A gylirliben, amely kvazimodularis, de nem modularis. Ezért A nyilvan Q-gytird.

Ezeknek a fogalmaknak a fontossagat a kovetkezé eredmények mutatjak.

Egy M A-jobbmodulus akkor és csak akkor irreducibilis, ha MA =0 és ha
M erésen ciklikus A-jobbmodulus minden m € M nemzérus elemmel, mint erds ér-
telemben vett generatorral. :

Tovabba, egy M A-jobbmodulus akkor €s csak akkor erdsen ciklikus, ha létezik
olyan R modularis (nem feltétleniil maximalis) jobbideal, hogy fennall az M =~ 4/R
operatorizomorfia a két A-jobbmodulusra.

Az szinte trivialis, hogy az A/R modulus, ahol R jobbideal az 4 gyliriiben, akkor
és csak akkor irreducibilis, ha A*>E R és ha R maximalis jobbideal az A gyfiriiben.

Azt is megemlitjiik, hogy az A gyiiri egy R jobbidealja akkor'és csak akkor
modularis az 4 gy(ri{iben, ha létezik olyan erdsen ciklikus M A-jobbmodulus, az
m erds értelemben vett generdtorral, hogy fennall R=(0:m),, tehat R az m elem
(jobb) annihilatora.

Egyébként az R modularis (nem feltétleniil maximalis) jobbidedlokra a kvazi-
modularitas teljesiilése csaknem trivialis madon igazolhatd.

Be lehet latni azt is, a Zorn-féle lemma felhasznalasaval, hogy barmely modula-
ris jobbideal bedgyazhaté a gylirlinek egy modularis maximalis jobbidealjaba.
Fontos észrevétel az is, hogy a maximalis modularis jobbideal egyszersmind modu-
laris maximalis jobbideal is (ugyanis pl. egy a kommutativ részgytiriik kozt maxi-
malis részgyliri, bar kommutativ lesz, de nem lesz feltétlen maximalis az 0sszes rész-
gytirti kozt stb.).

Tovabba egy M A-jobbmodulus akkor és csak akkor irreducibilis, ha létezik
az A gylirlinek olyan modularis maximalis R jobbidealja, hogy az M modulusokra
teljesiil az M =2 A/R operatorizomorfia.

Fontos tény az, hogy az 4 gyfiriinek egy P ideélja akkor és csak akkor primitiv,
ha létezik a gyliriinek olyan R moduldris maximalis jobbideélja, amelyre fennall
P=A"1R={x; xcAd, AxS R}.

Ezek szerint egy A gylir(i akkor és csak akkor primitiv, ha létezik a gy{ir{inek
olyan modularis maximalis R jobbideadlja, amelyre A4~'R=0, tehat {x; x€A4,
AxS R} =0.

Megjegyezziik, hogy ez a két legutbbi kritérium mar olyan, hogy ezek a pri-
mitiv ideal, illetve a primitiv gy{ir(i belsd jellemzéseként is tekinthetdk.

Szerzd [326] egyik eredménye szerint igaz az, hogy ha R tetszdleges kvazimodu-
laris maximalis jobbideal az A gy(irliben, akkor minden olyan x € 4 elemmel, amelyre
x¢ R, az

R.={x}'d={z;zc 4 xzc R}

jobboldali idealhanyados olyan jobbideél lesz, amely egyidejiileg maximalis és modu-
laris jobbideal az A gy(iriiben. Ezzel a mddszerrel barmely R kvazimodularis maxi-
malis jobbidealbdl lehet tehat szerkeszteni R, modularis maximalis jobbidealokat
minden x ¢ R elemre, amelyre x € A4, és ez az R, persze kvazimodularis is.

Jacobson [159] igen fontos eredménye az, hogy barmely A gyiiriben a J(A)
Jacobson-féle radikal egybeesik a gylir{i 6sszes modularis maximalis jobbidealjanak
a metszetével.

Tovabba, ha a gylir(i radikalgy{irli Jacobson-féle értelemben, akkor a gyliriinek
nincs sem valddi modularis jobbidealja, sem valddi primitiv ideélja.

Kertész Andor [185] meglepd eredménye az, hogy a Jacobson-féle radikal
egybeesik a gylirli 6sszes kvazimodularis maximalis jobbidealjanak a metszetével,
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bar Kertész Andor nem hasznalja a kvazimodularis elnevezést, hanem azt koriil-
irja. Kertész Andor ezt az eredményét egyébként igy bizonyitotta be, hogy 1épésrél
Iépésre megmutatta hisz feltételnek (ti. tiz feltételnek és ezek masik tiz bal-jobb
dualisanak) az ekvivalencidjat, és megjegyzendd, hogy e husz feltétel zome és ezek
ekvivalenciaja nagyrészt mar korabban is ismert volt.

A szerz6t onmagat is meglepte a szerzé [323] konstruktiv példaja az Q-gyliriik
létezésének a bizonyitasardl, amelybdl az is folyik, hogy Kertész Andor elébb
emlitett jellemzése a Jacobson-féle radikalrol nemcsak formalisan, hanem tartalmi-
lag is 0j (lasd ehhez Kertész [185] konyve 3. problémajat). Ugyanis barmely A
Q-gylirliben van kvazimodularis, maximalis, de nem modularis jobbideal, és masfeldl
minden gylirliben az 6sszes kvazimodularis maximalis jobbideal metszete nem szii-
kebb az 6sszes modularis maximalis jobbideal metszeténél, hanem ez a kétféle met-
szet egymassal egybeesik. A nem Q-gyliriik az Artin-féle és a kommutativ gyfiriik-
nek olyan kozos altalanositasai, mint amilyen kozos altalanositisai a véges osztalyu
csoportok a véges csoportoknak €s a kommutativ csoportoknak.
ideal és kvaziprimitiv gyfirii is.

Azt mondjuk, hogy az A gylirlinek a Q kétoldali idealja kvaziprimitiv, ha létezik
a gytiriiben olyan kvazimodularis maximélis R jobbidealja, amelyre fennall 0 = A~ 'R,
és ekkor persze QS R is.

Tovabba azt mondjuk, hogy az A gyliri kvaziprimitiv, ha benne (0) kvazi-
primitiv ideal.

Rogton lathat6’az, hogy barmely primitiv ideal méginkabb kvaziprimitiv ideal,
tovabba barmely kvaziprimitiv ideal egyszersmind primideal is.

Ezenkiviil belathaté eléggé konnyen, hogy egyrészt barmely kommutativ
kvaziprimitiv gylirli sziikségképpen test, masrészt jobbidedlokra nézve minimum-
feltételli barmely kvaziprimitiv gytir(i izomorf egy ferdetest felett vett teljes matrix-
gyurtvel.

Szerzd [326] megoldotta Steinfeld Otténak az egyik problémajat azzal, hogy
szerzd bebizonyitotta azt, hogy a Jacobson-féle radikal minden gy(riiben egybeesik
az Osszes kvaziprimitiv ideal metszetével.

Erre a tényre a szerz6 kétféle bizonyitast is adott. Az egyik, igen rovid bizonyitas
felhasznalja a gy(ir(i elemeit és erésebb fogalmakat, a masik, hosszasabb bizonyitas
négy metszet egybeesését mutatja meg, és kozben lényegében csak haldelméleti
fogalmakat és modszereket hasznal fel, de a gyf(ir(i elemeit lényegében nem hasznalja
fel.

Steinfeld Ottd [293], még kéziratban olvasva a szerz6 fenti bizonyitasait, meg-
mutatta azt, hogy barmely kvaziprimitiv ideal primitiv és ezért egyszersmind barmely
kvaziprimitiv gylrli primitiv is.

Szerzé [327] élesitette Steinfeld Otté elobbi eredményét. Az élesités szerint,
ha R tetszéleges kvazimodularis maximalis jobbide4l az A gy(irliben, akkor minden
X4 R, xcA elemre A 'R=(xA) 'R teljesiil és ekkor (x4)™'R primitiv ideal, tehat
a kvaziprimitiv 4 ~'R ideal is primitiv ideal lesz.

Steinfeld Otté a szerzével szobelileg kozolte azt a megallapitasat, hogy bar-
mely A gyliriben barmely kvazimodularis maximalis R jobbidedlnak megvan az
alabbi T tulajdonsaga: Minden a4 R (a€ A) elemhez és minden A€ A elemhez léte-
zik olyan b=b, .€ A elem, hogy fennall 2* —abc € R.

Steinfeld Otté azt is kérdezte a szerz6t6l, hogy megforditva a 7 tulajdonsag
a nemnilpotens gytirlikben vajon jellemzi-e a maximalis jobbidealok kozt a kvazi-
modularisokat.
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Nyilvanvaléan azért kell e kérdésben a nemnilpotens gytiriikre szoritkoznunk,
mert egyerészt nilpotens gytiriikben nincs valddi kvazimodularis maximalis jobbideal,
masrészt pedig a 7 tulajdonsag nilpotens gyfirliben minden maximalis jobbidealra
teljesiil.

Szerz6 [321] megoldotta Steinfeld Ottonak a fenti problémajat, és megmutatta,
hogy a T tulajdonsag olyan enyhe, hogy nem jellemzi a kvazimodularis maximalis
jobbidedlokat, hanem minden nemnilpotens gylirliben minden maximalis jobbideél
sziikségképpen T tulajdonsagu.

Ezért egy tetszbleges A gytiriiben az Osszes 7-tulajdonsagii maximalis jobbideal
metszete a @ Frattini-féle jobbrészmodulus, amely altalaban nem esik egybe a Jacob-
son-féle radikallal.

Megemlitjik még Kertész Andornak [188] azt az eredményét, amely kissé mas
megfogalmazasban ugy szol, hogy a Jacobson-féle J(A4) radikal a legbévebb olyan
K ideél az A4 gylirliben, amelyre AKC & teljesiil, ahol @ az 4 6sszes maximalis jobb-
idealjanak a metszte, vagy pedig 4 = @ akkor, ha nincs az A gy(ir{iben valédi, maxi-
malis jobbideal. Ezért J(4)=A~'d. Megint masféle megfogalmazasban J(A4) pon-
tosan mindazon x € A elemek halmaza, amelyekkel az yx szorzat minden y € 4 elem-
mel elhagyhaté a gylirinek, mint 6nmaga felett vett jobbmodulusanak barmely
generatorrendszerébol. Ennélfogva a Jacobson-féle J(A4) radikal bizonyos értelemben
Frattini-féle részmodulusként is felfoghatd. Tehat Kertész ezen kritériuma altala-
nositja Fuchs fontos, de majdnem trivialis észrevételét. Kertész kritériumanak
egyik felét Hille (Functional Analysis and Semigroups, New York, 1948) korabban
bebizonyitotta. Kertésznek ebbdl a tételébdl J(A) jellemzésérél 6t korollarium is
levezethetd:

1. Ha egy gyliriben az 6sszes maximalis jobbideal metszete nulla, akkor a gytir{
Jacobson-féle radikalja egybeesik a gyfirli jobbannihilator idealjaval.

2. Barmely A4 gylirliben az Osszes maximalis jobbideal @ metszete kétoldali
ideal.

3. Ha egy A gytiriinek az A4/® faktorgyiirlije jobbannihilatormentes, akkor
az A Jacobson-féle radikalja éppen .

4. Ha az A4 gylir(i egyszer(i (de nem zérdégytir(i) és ha 4 Jacobson-féle értelem-
ben radikalgytirti, akkor nincs az A gyiirliben valédi maximalis jobbideal, tehat
@ = A. llyen tulajdonsagu gylir(i 1étezését Sasiada példaval mutatta meg. Illyen példa
létezése még nyilt kérdés, ha A (erdsebben) nilgyfir(i is.

5. Minden n kitevore J(A)=(A")"'® és hasonléan J(A)= P, (A")~! teljesiil,
amelyek a Jacobson-féle radikal ujabb jellemzéseként is tekinthetdek (lasd ezekhez
szerz6 [323] dolgozatat).

Megemlitjiik, hogy egy A gytirliben a J(A4) Jacobson-féle radikalnak bizonyos
értelemben dualisa a gyliri mindazon R maximalis jobbidealjanak a D metszete,
amelyre R2 4710, teljesiil, ahol 4710 jelenti az A gylir(i jobbannihilator (kétoldali)
idealjat. Azt nem nehéz belatni, hogy ez a D jobbideal sziikségképpen ideal is az A
gyliriiben. Masfel6l az A= {a} gyliri, ahol a®*=pa=0, a®+#0, p primszam, azt
mutatja, hogy ez az A -~ D(A) hozzarendelés nem szolgaltat Amitsur-, és Kuros-
féle értelemben vett radikalt, ugyanis D({a}) = {a®} ahol az {a*} részgyiirli tényleg

idedl is, tovabba
D({a}/{a*}) = {a}/{a?}.

Megjegyezziik, hogy szerz6 [325] a zéruselemes félcsoportokban definialt hat
olyan idealt, amelyek hasonlo szerepet jatszanak félcsoportokban, mint a Jacobson-
féle radikal a gy(riikben. Szerz4 vizsgalta e hat ideal viszonyat a halmazelméleti
tartalmazas szempontjabol, €s specialis esetekben kimutatta ezek egybeesését. Ko-
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rabban Hoehnke [144] definialt és vizsgalt félcsoportokban kongruencidk segitsé-
gével egy radikalt. Szerz6 [225] azt a sejtést fogalmazta meg, hogy az 4ltala vizsgalt
hat ideal egymassal és a Hoehnke-féle radikallal is egybeesik, és Seidel [283] meg
tudta a hat idedl koziil négyrél mutatni azt, hogy ezek tényleg egybeesnek mindig
egymassal és a Hoehnke-féle ’radikél]al is, de a masik két idealrdl a kérdés altalanos-
sdgban még nincs elintézve. Erdekes volna vizsgalni, hogy e hat radikal tartalmazza-e
a Clifford-féle radikalt, azaz az Gsszes nilideal egyesitését.

Tovabba Kertész Andor [190] operatormodulusokban definialt egy olyan radi-
kalt, amelyrdl bizonyos specialis gyfirlik esetében megmutathatd, hogy a gyfiriinek,
mint onmaga felett vett modulusnak, ez a moduluselméleti radikalja egybeesik a gyfirii
Jacobson-féle radikaljaval. A Kertész-féle K(M) radikal tudvalevbleg az M A-jobb-
modulus mindazon x elemeinek a halmaza, amelyekre az x4 részmudulus benne
van M minden maximalis A-részmodulusdban, és K(M)= M akkor, ha nincs az
M modulusnak maximalis A-részmodulusa. Ha 4 kommutativ, vagy ha 4 egység-
elemes, akkor az A4 gyiirlikre, mint A-jobbmodulusra, K(A4)=.J(A) teljesiil, ahol
J(A) a Jacobson-féle radikalt jelenti.

Kertész Andor [190] kérdezte azt, hogy K(A) vajon minden A gyiirliben meg-
egyezik-e a K(A) a J(A) Jacobson-féle radikallal.

Szerzd [316] megoldotta, negativ iranyban, példak konstrualasaval Kertész
Andornak ezt a problémajat, mégpedig szerz6 a kovetkezd élesebb eredményt kapta:

Egy m tetszOleges (véges vagy végtelen) szamossaghoz mindig létezik olyan
A gyliri, amelynek m szamu eleme és olyan K(A) radikalja van, amely a J(4) Jacob-
son-féle radikalnal valédi médon sziikebb, tehat K(A)#J(A), K(A)S J(A), kivéve
akkor, ha m véges és négyzetmentes szam. Ha ugyanis m véges és négyzetmentes
szam, tovabba ha az A gyfirlinek m eleme van, akkor mindig teljesiil K(A4)=J(A),
mert ekkor 4 kommutativ.

A szerz§ altal kapott fenti példak olyan A gyfirlik, amelyekben létezik olyan
un. homoperfekt maximalis jobbideal, amely nem modularis. Megjegyzend6 ehhez
az, hogy homoperfektnek nevezziik az M A-jobbmodulusnak egy N A-részmodulusat
akkor, ha MAE N tovabba az R jobbideal az A gyfir{iben akkor tekintendd homo-
perfektnek, ha R az A-nak, mint 4-jobbmodulusnak homoperfekt A-részmodulusa,
tehat A2 R teljesiil.

Meg lehet emliteni még Kertész Andornak [190] azt a megallapitasat, hogy
a K(M) moduluselméleti radikal egybeesik az MA4-jobbmodulus 6sszes homoperfekt
maximalis részmodulusinak a metszetével.

Szerz6 [311] bebizonyitotta az alabbi eredményt, amely a Jacobson-féle értelem-
ben féligegyszerli és ugyanakkor az Osszes jobbidealra nézve minimum-feltételii
gylirtiknek adja meg egy moduluselméleti jellemzését, a K(M) Kertész-féle radikal
felhasznalasaval:

Egy gytiri 4 akkor és csak akkor jobbidealokra nézve minimum-feltételi és
Jacobson-féle értelemben féligegyszerii gylirli, ha az A gylirlire egyidejlileg teljesiil
az alabbi két feltétel:

1. A egységelemes és teljesiil a féjobbidedlok minimumfeltétele;
2. minden M A-részmodulus K(M) moduluselméleti radikaljara teljesiil a
K(M)A =0 feltétel.

M¢ég nyitott kérdés az, hogy 6nmagéban a 2. feltétel, az 1. feltétel nélkiil, a gyii-
riiknek milyen osztéalyat jellemzi Kertész Andor a szerz6 részére szébelileg olyan
sejtést kozolt, amely szerint mar 6nmagaban a 2. feltétel is valoszmuleg az Artin-
féle féligegyszerli gyliriik osztalyat jellemzi.
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19. §. Példa jobbrdl primitiv gytiriire, amely balrél nem pimitiv
és a Jacobson-féle radikal jellemzése kvdziregularis elemekkel

Elészor Bergman [59] fontos példajat targyaljuk olyan gyfirirél, amelyik
jobbrdl primitiv, de balrél nem primitiv. Ha létezik ilyen 4 gyiir{i, akkor létezik
olyan A irreducibilis jobbmodulus, amelyre (0:M), =0, viszont minden N irreduci-
bilis A-balmodulusra (0:N), #0 teljestil. Ilyen A4 gy(ir(i 1étezik, tehat a jobbprimitiv-
ség és balprimitivség gytlirliknek két kiilonbozd osztalyat hatirozza meg. Ennek
ellenére be fogjuk latni az un. kvaziregularis elemek segitségével azt, hogy az
Osszes jobbprimitiv idedlnak a metszete egybeesik az Gsszes balprimitiv ideal met-
szetével, €s ez a metszet éppen a Jacobson-féle radikal. Tehat a Jacobson-féle jobb-
radikal és balradikal egyenlé egymassal.

A Bergman-féle példa a kovetkez6. Legyen Q a racionalis szamtest, Q(x)
pedig az x-valtozds Osszes raciondlis tortfiiggvény teste, tovabba legyen o ennek
a testnek az a meromorfizmusa (6nmagaba valé izomorfizmusa), amelyre

o:r(x) >r(x?).

Legyen 4=0(x)[y] az y valtozés ,,polinomgyliri””, amelyben ugyan kozonséges
modon értelmeztiik az egyenlGséget és Osszeadast, kivonast az elemek kozt, de a szor-
zas a kozonségestdl eltérd, ugyanis legyen

yr(x) =r(x*)y =(a(r(x)))y.

Ekkor A4 egységelemes, nullosztomentes, nemkommutativ olyan gyfirli, amely balrél
féidealgyliri, tehat fobalidealgylirli, ugyanis benne baloldali, euklideszi osztési
algoritmus korlatlanul elvégezhet6. Meg lehet mutatni azt, hogy a Q test felett vett
A algebranak barmely olyan B részalgebraja, amelyre x € B és y € B, jobbrdl primitiv
gyiirli. Ebbdl a célbdl, megmutathatd, hogy megadhaté minden ilyen B részalgeb-
rahoz egy hii és irreducibilis B-jobbmodulus.

r(x)+r(—x)
! 2 i
Legyen most M az a B-jobbmodulus, amelynek elemei éppen Q(x) elemei, az Gssze-
adas Q(x) Osszeadasa, de az operatorszorzas legyen r(x)-q(x)=r(x)-q(x) gyliri-
szorzas, és ezenkiviil r(x)y =r*(x) definicié szerint.

Nem nehéz belatni, hogy teljesiil

Xt v"'—{xz_m.", ha 2"/
¥ 210 ha | 2™{n

Legyen most M, az x altal az M B-modulusban generalt B-részmodulus. Meg-
mutathatd, hogy M, irreducibilis B-jobbmodulus, és valamivel koriilményesebben
az is bebizonyithaté (mikozben egyenlGtlenségi becsléseket és elemi szamelméleti
meggondolasokat kell végezni), hogy M, hii B-jobbmodulus, azaz (0:M;)z=0.
Ezért az algebranak minden olyan B részalgebraja, amelyre x€ B és y € B teljesiil,
jobbrdl primitiv.

Annak a bizonyitasa, hogy A tartalmaz olyan B részalgebrat, amely balrél nem
primitiv, bar x, y€ B teljesiil, tgy torténik, hogy bizonyos v, értékelést (valuation)
definialunk minden n természetes szamra.

Legyen ugyanis p,(x) a Q racionalis szamtest felett vett n-edik korosztasi poli-

nom, vagyis
Pa(x) = [ (x* 1Y

d/n

Ha r(x)€ Q(x), legyen r*(x)€ Q(x) olyan elem, amelyre r*(x*) =
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ahol u(m) jelenti a jolismert Moebius-féle szamelméleti fiiggvényt, és a szorzas
az n szam Osszes d osztojara terjesztendd ki. Legyen tovabba v, az a kitevo értékelése
a Q(x) testnek, amelynek az alapeleme a p,(x) polinom. Tehat v,(p,(x))=1,
v((Pu(x))") =m €s v,(q(x))=0, ha (q(x), p,(x))=1, tovabba v,(@h)="0,(®)+v.(B),
ahol o, f€0(x).

Minden paratlan n szamra és minden r(x)€Q(x) elemre teljesiil v,(r(x))=
=0,(r(x?), ugyanis ekkor a p,(x2) =0 egyenlet gydkei éppen az Osszes olyan V9
és — )9 szam, amelyre p,(9) =0 teljesiil, tovabba, ha p(x)-nek és p,(x)-nek van kozds
gyoke, akkor p,(x)|p(x) és p,(x*) = p,(x)(p,| —x) miatt belathato uv,(f(x))=
=,(f(x?) paratlan n-re és polinom f(x)-re. De ebbdl folyik az emlitett egyenlSség
tortfliggvény r(x) értékelésére is. Marmost definialjuk a w, értékelést v, segitségével
az A algebran a kovetkezoképpen:

k
@, [2 r; (x)y‘] = minimum v, (r;(x))
1 1=i=n

Nem nehéz bebizonyitani azt, hogy ez a w, fiiggvény tényleg értékelés az A
algebran.

Legyen tovabba B,={z; z€ A4, w,(z) =0 minden paratlan n szamra}.

Igazolhatdé, hogy ez a B, halmaz részalgebra A-ban, és x€B,, y€B,, tehat
B, jobbrdl primitiv gyiiri az el6z6k szerint. Most véazoljuk annak a bizonyitasat,
hogy ez a B, részalgebra balrél nem primitiv gy(irli. B, minden L valédi maximaélis
balidedljara AL =A teljesiil, mert ha AL#A volna, akkor teljesiilne AL=(g),,
ahol :

g ao(x) o al(x)y T et am(x)ym’

és m=0, a,(x) #0, mert m=0 esetén (g),= A volna. Legyen marmost » olyan parat-
lan szam, amelyre w,(g)=0, ilyen n biztosan létezik. Ha egy a=Zb;y' elemre
J olyan index, amelyre w,(a@) =w,(b;), legyen d(a) az ilyen j szamok maximuma egy
a mellett. Belathato, hogy mindig teljesiil

5(Ad) = 8(c)+o(d),

tovabba d(g) =m, ahol g az AL fébalideal el6bbi generatora. Ha u tetsz6leges elem
AL-bdl, akkor belathaté d(u) =d(g) =0. Tovabba AL # A esetén B, = L+ Byp,(x)
volna, és ezért léteznék olyan b€ B, elem, amelyre '

b ="l-Fbp, ().
De ekkor egyrészt (1 —bp,(x)) =0, masrészt 6(/)=0 adédnék, ami ellentmondas,
tehat tényleg AL = A teljesiil B, minden L maximalis balidealjara. Ezért

1= >a;l;, ahol a;€4,lcL.
Jj=1

Létezik olyan nemzérus z € Q(x) elem, hogy w,(za;) =0 &ll fenn minden parat-

lan n-re, és minden j indexre, amelyre az 1=j=s feltétel teljesiil. Ekkor za;€ B,

és z=2z(Za;l;) € B,L < L. Minthogy létezik z-nek a z~! inverze A-ban, és minthogy
w,(z71z) = w,(t)

ezért zBy= Byz =1 olyan nemzérus ideal By-ban, amely az L tetszOleges maximalis
balidealban fekszik.
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Ezzel az erGsen vdzlatos gondolatmenettel belattuk azt, hogy B, olyan gyiir,
amely jobbrdl primitiv, de balrél nem primitiv.

Ezek utan ratériink az Gn. kvaziregularis elemek targyalaséra.

Minden A gy(irli minden @ eleméhez hozzarendelheté az Osszes x —ax alaka
elem halmaza, ahol x€ 4. Ez a halmaz jobbideél, éspedig modularis jobbideal, ame-
lyet formalisan (1 —a)A szimbSélummal fogunk jeldlni még akkor is, ha nincs egység-
elem az A4 gyiirliben. (Ekkor 1 operatorként foghato fel.)

Az a€ A elemet jobbkvaziregularisnak fogjuk nevezni akkor, ha (1—a)4 = 4
teljesiil.

Majdnem trivialis az, hogy akkor és csak akkor all fenn

(1—a)4 = A, ha ac(l—a)A.

Minthogy pedig a€ (1 —a)A esetén nyilvan —a€ (1 —a)A4, ezért ekkor 1étezik
olyan b€ A elem, amelyre —a = (1 —a)b, tehat

at+b—ab =0

all fenn.

Ezt a b elemet az a elem jobbkvaziinverzének nevezziik.

Egy elem akkor és csak akkor jobbkvaziregularis, ha létezik jobbkvaziinverze.
Ugyanis a+b—ab = 0 esetén (1 —a)d = A is teljesiil.

A jobbkvaziinverz elnevezést indikolni fogja az un. ,,kormiivelet” bevezetése,
amely egyszersmind konnyebbé is teszi a jobb-kvaziregularis elemek targyaldsat.

A kormiivelet definicidja ez:

aob = a+b—ab.

Ha pedig a o:a ~1 —a leképezést vessziik egységelemes gylirliben vagy nemegység-
elemes gyfirinek valamilyen egységelemes gyiiriibévitésében, akkor

(ao b)o =(ao)-(bo),
tehat
aob = (ac-bo)s™ 1.

Igazolhatd ezzel az is, hogy a kormiivelet asszociativ. A kérmivelettel barmely
gylirii elemei egységelemes félcsoportot alkotnak, és ao0=00a=a miatt éppen
0 lesz e félcsoportban az egységelem. Marmost @ pontosan akkor lesz jobbkvazi-
regularis, ha ebben a gyfiriit kisérd, egységelemes félcsoportban létezik jobbinverze,
vagyis, ha aob=0 teljesiil.

Tovabba kvaziregularisnak nevezziik az a elemet, ha ebben az egységelemes,
kormiiveletes félesoportban 1étezik kétoldali inverze, vagyis van olyan b elem, amelyre
teljesiil aob=>boa=0. Tehat a kvaziregularis elemek pontosan azok, amelyek egy-
idejlileg balkvaziregularisok és jobbkvaziregularisok is.

Nem nehéz belatni azt, hogy ha egy R jobbidealnak minden eleme jobbkvazi-
regularis az A gyliriiben, akkor R minden eleme kvaziregularis is. Az ilyen R jobb-
idealt kvaziregularisnak nevezziik.

Tetszbleges A gylirli barmely R niljobbidealja kvaziregularis jobbideél. Ugyanis
a"=0,a"""'#0é b = —a—a*>—... —a""! esetén nyilvan aob=boa=0.

Ervényes Jacobson ama fontos feltétele, amely szerint a J(A4) radikal minden
A gylirliben olyan kvaziregularis ideal, amely minden kvaziregularis jobbidealt
és minden kvazoregularis balidealt tartalmaz.

Egyébként J(A4) egybeesik egyrészt mindazoknak az x elemeknek a halmazaval
az A gylirliben, amelyre az xy szorzat minden y elem mellett jobbkvaziregularis,
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masrészt J(A) mindazon y elemek halmazaval is egybeesik, amelyekre az xyz szorzat
minden x €s z elem mellett kvaziregularis.

Minthogy J(A) minden kvéziregularis balidealt tartalmaz, a jobbrdl és balrol
(ti. jobbprimitivséggel és balprimitivséggel) értelmezett Jacobson-féle radikalnak egy-
massal egybe kell esni.

Az el6z6k alapjan az is vilagos, hogy J(4) minden niljobbidealt és minden
nilbalidealt tartalmaz. Megjegyezziik, hogy korabban Perlis [258] ¢s Baer [49] vizs-
galtak radikalokat, amelyeknek minden eleme kvaziregularis.

20. §. Gytirtikonstrukciok Jacobson-féle radikdlja

Mindenek el6tt az A4 gytir( felett vett Osszes n X n tipust matrix gytir(ijét, az 4,
teljes matrix-gy(iriijét vizsgaljuk a Jacobson-féle radikal szempontjabol.

Ervényes J(4,)= (J(A)),, tehat teljes matrixgyiirlinek a Jacobson-féle radikalja
egybeesik az alapgylirli Jacobson-féle radikalja felett vett teljes matrixgyiiriivel.

Erre a fontos tételre tobbféle bizonyitas ismeretes. Az egyik, amely Jacobsontdl
szarmazik, a gy(ri kvaziregularis elemeit €s a matrixgy{irii kvaziregularis matrixait
hasznalja fel. A masik bizonyitis, amely E. C. Posner [262]-t8] szarmazik, at-
utalja a tétel igazolasat a primitiv gy(ird felett vett teljes matrixgy{ir(ik vizsgalatara,
és ezért onmagaban is igen tanulsagos mddszert mutat be.

Legyen ugyanis M olyan A,jobbmodulus, amelyre MA,=M teljesiil, ahol
A, az A gylirii felett vett teljes matrixgyiirli, amelyben nincs frividlis részmodulus,
azaz mA,=0 esetén m=0, ahol m¢c M. Legyen /; mindazon matrixok halmaza
A,-bdl, amelyeknek i-edik oszlopa tetszéleges elemekbdl, a tobbi oszlopa pedig
csupa nullabol éll. Ekkor 7; balideél az A, gyfirliben és legyen M, = MI,, tovabba

érvényes M = ZEBM

Létezik olyan M A-jobbmodulus, hogy létezik n szamu f; izomorfizmus is,
fi:M —~M;c M, ahol M mint az 4, skalmatrixai felett vett 4-jobbmodulus tekintendd.
Tovabba MA—M és M akkor és csak akkor irreducibilis A,-jobbmodulus, ha M
irreducibilis.

M létezésének bizonyitasa Posnernél konstruktiv.

Mindezekbdl levezethetd az is, hogy az A4, teljes matrixgylrii akkor és csak
akkor primitiv, ha maga A is primitiv gy{iri.

Tovabba az A, teljes matrixgy(irlinek egy idealja akkor és csak akkor primitiv
ideal, ha ez P, alakt teljes matrixgy{irii, ahol P az 4 gylir{i egy primitiv ideélja.

Tudvalevéleg szemiprimnek, féligprimnek akkor neveziink egy Q ideélt az A4
gyliriiben, ha minden olyan B ideélra, amelyre B2C Q all fenn, mar ez erésebb
BC Q feltétel is teljesiil. Az ilyen tulajdonsagi Q idealokrdl a Zorn-féle lemma
segitségével nem nehéz bebizonyitani azt, hogy eldallithatok bizonyos primidealok
metszeteként, és tetsz6leges primidealok metszete mindig féligprimideal lesz.

Azt is be lehet bizonyitani, hogy az A, teljes matrixgy(lrlinek barmely félig-
prim idealja Q, alaki, ahol Q féligprim ideél az 4 gyiiriiben, és forditva, ha Q tetszo-
leges féligprim idedl az A gyliriiben, akkor ,Q, is féligprim ideal lesz az A4, teljes
matrixgylirtiben.

Minthogy pedig minden primitiv ideal primideal, és a Jacobson-féle radikal
pedig, 1évén az osszes primitiv ideal metszete, féligprim idedl, ezért az utdbbi tétel-
bél szintén kovetkezik J(A4,) =(J(A)),.

Ha R olyan altalanos radikaltulajdonsag, hogy minden A gylirliben az R(A)
radikal tartalmazza az Osszes R-jobbidealt is (pl. ilyen tulajdonsagi a Jacobson-
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féle, a Levitzki-féle és a Baer-féle alsé nil radikal), és ha A tetsz6leges R-félig-egyszerii
gylirli, akkor 4 barmely K jobbidealjanak az R-radikélja éppen a K gylir(i bal-
annihilatora lesz.

Ennek bizonyitasa szinte trivialis, ugyanis az R(K)-K szorzat egyrészt az A
gytrtinek is jobbidealja, masrészt R(K)KE R(K) miatt ez a szorzat R-radikalgy(rii,
és R(A) miatt fennall R(K)-K =0, amit bizonyitani kellett.

Tehat specialisan, tetszéleges, Jacobson-féle féligegyszerli gylirli barmely jobb-
idedljanak a Jacobson-féle radikalja egybeesik a jobbidedlnak ©Gnmagaban vett
balannihilatoraval.

Ha A olyan tetszbleges gytir(i, amely nem egységelemes, és ha 7 jel6li a raciona-
lis egész szamok gyfirtijét, akkor tudvalevéleg létezik A-nak egységelemes A* gytir(i-
bovitése, amely A* = A +1 alakt, ahol AANI=0, és A-nak barmely jobbidealja,
balidealja vagy idealja ugyanilyen tipust ideal marad a bévebb A* gytiriiben is.

Belathatd, hogy J(A*)=J(A). Ehhez elegend6 arra hivatkozni, hogy egyrészt
J 6roklédé radikal, tehat barmely A gy(irli barmely B idealjara

J(B)= BN J(A)

teljesiil, masrészt pedig a racionalis egész szamok I gyliriijére nyilvan J(I)=0 tel-
jestl, mert a primitiv idealok éppen a (p) féidedlok, ahol p primszdm és az Osszes
(p) metszete pedig (0).

A tetszGleges A gylirli felett vett A[A] polinomgylirli Jacobson-féle radikal-
jardl altalanossdgban még nincs annyira teljes eredmény, mint pl. az 4* egység-
elemes gy(riib6vités radikaljarol, mert A[1] vizsgalata ebbdl a szempontbdl Hssze-
hasonlithatatlanul nehezebb. Amitsur kapott erre vonatkozdan sspecialis, de fontos
eredményt, amely a kovetkezo:

Ha az A gyfir(iben nincs nemzérus nilideal, akkor az 4[] polinomgyfirii félig-
egyszerti Jacobson-féle értelemben.

Amitsur eme tételét alkalmazva arra a szélsGséges esetre, amikor 4 zérusoszto-
mentes (tehat még inkabb nilidealmentes), de radikdlgyiirii Jacobson-féle értelemben,
adodik, hogy ekkor A[4] féligegyszerii lesz Jacobson-féle értelemben. Megjegyezziik,
hogy pl. az 6sszes paros szamlaléju és paratlan nevezdjii tort részgylirtije (a racionalis
szamtestben) olyan gyfiri, mely zérusosztomentes, és Jacobson-radikalgy{irii, mert
a trivialis

2k 2k 2k 2k

ST R T TR0 G, T Y TN e

azonossag alapjan minden ﬂ— tortnek van —2](—-—
£.2%4) 20+1 2k—D)—1

fogva radikalgyfirli felett vett polinomgyf{irii lehet féligegyszeri Jacobson-féle érte-
lemben.

Egyébként Amitsur a fenti tételét tigy bizonyitotta be, hogy feltette azt, hogy
J(A[2]) radikal nemzérus, és ezzel a feltétellel meg tudta mutatni az 4 gyfirliben
egy nemzérus nilidedl létezését, mikozben felhasznalta az alabbi, 6nmagiban is
érdekes lemmajat:

Ha B tetszdleges ideal az A[A] polinomgyfiriiben, és ha p(1) = ay+ @A+ ... +
...+a,", a,#0, egy legalacsonyabbfokii nemzérus polinom a B ideilban, tovabba
ha r(Z) olyan polinom A[A]-bdl, amelyre egy k=1 kitevével az akr(A)=0 feltétel
teljesiil, akkor fennall a%~!p(2)r(A)=0 is (ahol az esetleges 0-adik hatvanyon ter-
mészetesen az 1 operator értendd, még akkor is, ha nincs egységelem az A gyfiriiben).

kvaziinverze. Ennél-
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21.8. Algebradk Jacobson-féle radikdlja

Mar megmutattuk az I. fejezetben azt, hogy barmely A algebranak az R-radi-
kalja egybeesik az operatortartomany nélkiil tekintett 4 gyiirlinek az R radikal-
javal barmely R altalanos radikéltulajdonsaggal. Ebben a §-ban egy & test felett
vett algebranak a Jacobson-féle radikaljat vizsgéljuk. Ekkor A egy ®-vektortér,
amelyben a J(A) radikal részvektortér.

A @ test felett vett 4 algebranak az a elemét @ felett algebrainak nevezziik, ha
az a elemmel generalt {a} részalgebra @ felett végesrangli részvektortér. Tovabba
az a elemet transzcendensnek fogjuk nevezni akkor, ha az {a} részalgebranak a rangja
végtelen a @ test felett. Megjegyzendd, hogy az {a} részalgebranak minden eleme

bizonyos > «a' alakl polinom, ahol o; € &.
i=1

Ervényes az a fontos tétel, hogy a @ test felett vett tetszéleges A algebra J(A4)
Jacobson-féle radikaljanak minden eleme vagy nilpotens,, vagy transzcendens.

A @ test felett vett A algebrat algebrainak nevezziik akkor, ha 4-nak minden
eleme algebrai @ felett. :

Az el6z6kbol adodik, hogy algebrai A algebra J(A4) Jacobson-féle radikalja
nilidedl. Tehat barmely algebrai algebraban az 6sszes niljobbideédl 6sszege kétoldali
nilideal, és minden niljobbideal beagyazhaté nilidealba.

Utobbi ténynek az érvényessége tetszbleges gylirliben még nyitott kérdés.

Most Amitsur bizonyos eredményeit targyaljuk, amelyhez bizonyos érdekes
eldkésziileteket tesziink.

Ha a @ test felett vett A algebranak nincs egységeleme, jelolje A* az A leg-
sziikebb egységelemes algebra-bovitését felett. Ekkor A* = A+ @1 és A d1=0
miatt A* rangja eggyel nagyobb A rangjanal, ha az utdbbi véges; és A* rangja egyenld
A rangjaval, ha ez a rang végtelen @ felett. Hasonldéan jeldlje {a}* az {a} részalgebra
legsziikebb egységelemes algebrabdvitését, ha nem volna {a} egységelemes. Vilagos,
hogy az a elem akkor és csak akkor algebrai @ felett, ha {a}* véges rangn. Ha @[]]
a J-valtozds polinomgylirli @ felett, akkor a

p:l—-1

VY:Ai—-a

megfeleltetések Kiterjesztése a @[1] gylirlinek {a}*-ra valé olyan homomorfizmusa
lesz, amelynek a magja egy (u(4)) fideal, mert @[] euklidesi-gyirii 1évén egyszer-
smind féidealgylir(iis. Az a elem akkor és csak akkor algebrai @ felett, ha u(1) #0.
Ekkor u(a)=0 all fenn, és ezt a u(4) polinomot az a elem minimalis polinomjanak
nevezik. Fel szabad tételezni, hogy (1) legmagasabbfoku tagjanak az egyiitthatdja 1.
Ha v(a) € {a}*, ahol (%) € D[], akkor u(4) és v(2) relativ primsége, azaz (u(4),v(2) =1
ekvivalens azzal a feltétellel, hogy létezik a v(a) elemnek {a}*-ban multiplikativ
inverze. Azt mondjuk, hogy az o« € @ elem az a-elem o(a) spektrumahoz tartozik,
ha az a—al elemnek nincsen inverze az A algebraban. Tovabba a o(a) spektrum
komplementer halmazat az @ testben rezolvens halmaznak nevezziik, és g(a) szim-
bolummal jeloljiik. Tehat g(a) mindazon « € @ elemnek a halmaza, amelyre létezik
az A algebraban az (a—ol)~! inverz.

Megjegyzendd, hogy o € o(a) akkor és csak akkor teljesiil, ha a u(4) minimalis
polinom oszthaté a linearis A — o binommal. Ez pedig pontosan akkor all fenn, ha
w()=0. Tehat a a(a) spektrum minden eleme gydke a minimalis polinomnak.
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Fontos a kovetkezd lemma:
Ha A egy & test felett vett algebra, €s ha

Ol Ol st

kiilonb6z6 elemek egy adott, tetszéleges a elem o(a) rezolvens halmazabol, akkor
vagy @ felett linearisan fiiggetlenek lesznek a megfeleld

(@=L (@—a )7, ..., (a—a 1)

inverz elemek, vagy pedig a olyan algebrai elem, mely minimalis polinomjanak
a fokszama legfeljebb r —1.

Ebbdl a lemmabdl levezethetd Amitsur-nak az a tétele, amely szerint ha A4 olyan
algebra a végtelen @ test felett, hogy @ szamossaga nagyobb az 4 rangjanal, akkor
a J(A) Jacobson-féle radikal sziikségképpen nilideal.

Minthogy a végesen generalt algebranak a rangja vagy véges vagy megszamlal-
hatdéan végtelen, ezért az el6bbi tételbdl korollarinmként adédik a kovetkezé ered-
mény:

Nem megszamlalhatoan végtelen szamossagu @ test felett vett barmely végesen
generalt 4 algebranak a J(A4) Jacobson-féle radikalja nilideal.

Ennek pedig tovabbi, nem egészen trividlis kovetkezménye az, hogy ha @ nem
megszamlalhatéan végtelen szamossagu test, és ha N nilalgebra @ felett, akkor az
N felett vett n Xn tipust N, teljes matrix-gy(irti is nilalgebra @ felett.

Megjegyzendd ezzel kapcsolatban az, hogy bar J(4,)=(J(4)),, a Jacobson-
radikalra, és minden A gyiird felett vett A4, teljes matrixgytiriire teljesiil, még nyi-
tott kérdés U(4,) :(U(A)),, érvényessége 4altalaban, ahol U(A) jeloli az 4 gyfirfi felsé
nilradikaljat.

22.8. Példa olyan primitiv gyliriire, amelynek minden valédi homomorf képe
nilpotens, és példa olyan egyszerti gyliriire, amely nem primitiv

A. G. Kuros [204] vetette fel 1953-ban azt a problémat, hogy vajon a Jacobson-
féle radikal egybeesik-e azzal a felsé radikallal, amelyet az Osszes egyszerii és ugyan-
akkor primitiv gylirlinek az osztalya hataroz meg. Ha J a Jacobson-féle radikal,
és J* az utdbbi radikal, akkor a defiinicié alapjan szinte trivialisan teljesiil a J=J*
egyenlotlenség.

Ha létezik olyan A gylirli, amely Jacobson-féle értelemben fééigegyszerti, de
amelynek minden valédi homomorf képe nilpotens, akkor A sziikségképpen pri-
mitiv gylirii, és akkor J=J*

Fenti tulajdonsagu A4 gyiirii létezését 1962-ben Sasiada és Sulinski kozos [280]
dolgozata bizonyitotta be. Az ebben a dolgozatban explicit megadott gyfirli mar
korabban is jol ismert volt (lasd pl. Jacobson [160], de korabban nem targyaltak
e gyliripéldanak azt a tulajdonsagat, hogy olyan primitiv gyiirii, amelynek minden
valédi homomorf képe nilpotens.

Most bemutatjuk ezt a példat.

Legyen K tetszOleges nullkarakterisztikaji test, tovabba a S testnek végtelen-
rendli automorfizmusa. Tehat S" minden n=1 Kkitevére olyan testautomorfizmus,
amely nem az identitds. Ha pl. K a valds szamtestnek végtelen sok, egymas kozt
algebrailag fiiggetlen, transzcendens x; elemmel vald testbOvitése, ahol

U ] e A e
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és ha x§ =x;,,, tovibb4d ha rS=r minden r valds szamra, akkor mmden n#l
kitevo esetén S™ olyan automorfizmus, amely nem az identités.
Legyen tovabb4 R a z hatirozatlanban az Gsszes jobbegyiitthatds

a,+za; +z2%a,+ ... + z"a,

polinomndk a halmaza, ahol g; € K, tovabba az =za® minden a€ K elemre, és a poli-
nomok egyenléségét, 6sszeadésa’1t, kivonasat kozonséges modon értelmezziik. igy
R egy asszociativ gylirii lesz, amelyben az™=z"a". Ezt az R gylri(it K[z, S] szim-
bolummal is jelolhetjiik. Ebben a gyiirliben van minden polinomnak foka, és ez
a gylir(i zérusosztomentes. Minthogy a baloldali euklidesi osztasok e gyfirliben
korlatlanul elvégezhet6k, minden balideal sziikségképpen féideél lesz, és minthogy
a jobboldali euklidesi osztasok is mindig elvégezhetSk lesznek a K[z, S] gyfiriiben
levé polinomokkal, ezért a gy(irii egyszersmind féjobbideélgylirii is lesz, tehat min-
den jobbideal féjobbideal.

Igazolni lehet szdmolassal azt, (és kozben kihasznaljuk azt, hogy n#1 esetén
S" soha nem lesz az identikus automorfizmus,) hogy ha I kétoldali ideil a K[z, S]
gylrtiben, és ha I=f(z)R=Rg(z), akkor sziikségképpen f(z) és g(z) csak egy K
testbeli faktorban térhetnek el egymastdl, és kell, hogy f(z))=z*a (a€K) alaki
legyen. Ezért

I=Rz==2FR:

Azt, hogy R primitiv gylir{i, Ggy lehet megmutatni, hogy szamolassal igazolhatd
az, hogy (1 — z)R moduléris minimalis jobbideal az R gyiiriiben, és hogy R=! (1 —z)R
idedlhanyados sziikségképpen nulla.

Az R primitiv gylirlinek a T=zR idedlja szintén primitiv. Minthogy T tartal-
mazza az R gylir(i z*R idedljait, ahol k=1, 2, 3, ..., ezért T nem egyszerii gyfir(i.
Legyen S a T gylirlinek tetszleges nemzérus ideélja, és S* pedig az S éltal az R
gytriiben generalt ideél, tehat

S* = S+RS+ SR+ RSR, ahol SES*

és belathatd, hogy fennall az (S*)*C S tartalmazési relacié is. Minthogy a gyf{iriik
egyik izomorfia-tétele alapjan

T/S = (zR/z* R)/(S/z** R).

és (S*)P=z%RC S alapjan a tetszdleges 7/S valédi homomorf kép nilpotens, mert
(z*R)*S z%R, ezért T olyan primitiv gylirli, amelynek minden valédi 7/S homomorf
képe nilpotens. Ennélfogva J = J*.

Felvethet6 a J* radikal definicidjaval kapcsolatban, de egyébként is felvethetd
az az érdekes kérdés, hogy létezik-e olyan egyszerii gy(ir(i, amely nem primitiv.
Az ilyen tulajdonsagu A gyiriiben 4% 0, tovabba csak A maga és 0 kétoldali.ideal,
és A egybeesik a J(A) Jacobson-féle radikallal.

Egy A egyszerii gylirti egyébként akkor és csak akkor radikalgytirti Jacobson-
féle értelemben, ha nincs az A4 gyfirlinek maximalis valddi jobbidealja. Ez annak
alapjan lathatd be, hogy 4 J(4)< @ all fenn minden A gyliriiben a J(A4) Jacobson-
féle részmodulusa, tehat az 4 gylirli 6sszes maximalis valddi jobbidedljanak a met-
szete, és @ = A, ha nincs az A gylirliben maximalis valddi jobbideal.

Sasiada adott meg el6szor olyan egyszerii gyiiriit explicit médon, amely radikal-
gylrli Jacobson-féle értelemben. Sasiada konstrukcidjaban egy lemmaénak a bizo-
nyitasa igen alapvetd szerepet jatszik, és késGbb Sasiada és P. M. Cohn [279]
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kozosen irt-dolgozata ennek a lemmanak a bizonyitasat attekmthetobbe elemibbé
¢és egyszeriibé tette.

Maga a Sagsiada-féle konstrukcié a kovetkezd. Legyen K tetszoleges test, x és y
egymassal nem felcserélhetd hatarozatlanok, R az x és y valtozd Osszes formalis,
végtelen hatvanysoranak a gyiiriije és I az Osszes, zérus konstanstagu kétvéltozc')s
formalis végtelen hatvanysorbdl allé idedl az R gylirliben. Az emlitett, elemibb
bizonyitasuva tett lemma kimondja azt, hogy x nincs benne az x — yx%y elemmel
R-ben generalt (x — yx2%y)g féidealban. Ezért x nincs benne az illeté elemmel az 7
gylirliben generalt (x—yx?y), féidedlban sem. Legyen M az [ gylirli mindazon
M idealjanak a halmaza, amelyekre x ¢ M és M 2 (x — yx?y);egyidejiileg all fenn. Mint-
hogy (x —yx2y); € M, ezért M nem iires halmaz. Belathatd, hogy az It halmazra alkal-
mazhaté Zorn lemmaéja, amelynek az alapjan létezik az 9t halmazban egy maximalis
M, ideél, amely az I gyiirii idealja. Az M, maximalitasa miatt az I/ M, faktorgy(lri
szubdirekt irreducibilis, mert Z/M, minden nemzérus idealja tartalmazza az x+ M,
‘elemet, és éppen (x),/M, lesz az I/M, szubdirekt irreducibilis gytirlinek a szive,
vagyis az Osszes nemzérus idedlnak a nemzérus metszete. Ez a sziv idempotens lesz,
mert ha zZ = z+ M,, akkor x—xy*x€ M, miatt nyilvan teljesiil X =yx-xy, tehat
X #0 miatt a sziv nem zérégylir(i, s ennélfogva a sziv tényleg idempotens. Ebbdl
pedig levezetheté az, hogy a sziv egyszerii gylir(i lesz. Masfel6l a Jacobson-féle
radikal 6rékl6ds. Minthogy pedig az I ideal radikalgylirii Jacobson-féle értelemben,
ti. éppen az R gyiirlinek a radikélja, és minthogy (x); ideal I-ben, ezért (x); €s vele
egyiitt az (x);/M, homomorf kép is radikalgytiri.

Tehat (x);/M, olyan egyszerii gylir(i, amely radikalgyiir{i Jacobson-féle értelem-
ben.

23. §. Jacobson siiriiségi tétele a primitiv gytirtikrol,
és az osszes primitiv gylirii specidlis osztalya

Az el6z6ekben lattuk azt, hogy egy A.gylirli akkor és csak akkor primitiv gy(irti,
ha létezik az A gyfiriben olyan modularis maximalis R jobbideal, amelyre fennall
A7'R=0, ahol az A7'R={x; x€ A, AxS R} idedlhanyados ideal. Ekkor az 4/R
A-jobbmodulus olyan G Abel-féle csoport, amelynek az E(G) teljes endomorfizmus-
gylirlijébe az A gylirli A~1R =0 miatt izomorf médon bedgyazhatd, amelynek soran
az a€ A elemet azonositjuk az a-val indukalt jobbszorzassal, mint G egyik endomor-
fizmusaval.

I. Schur fontos és majdnem trivialis lemméaja, mas megfogalmazéasban, meg-
- allapitja azt, hogy az A/R=G Abel-féle csoport E(G) teljes endomorfizmusgyfiriijé-
ben az A részgyiir(i centralizatora egy S ferdetest, ahol A centralizatora definicid
szerint az A Osszes elemével multiplikativ felcserélhet6 endomorfizmusnak a rész-
halmaza E(G)-ben. Ekkor G felfoghaté S-jobbmodulusként, vagy felfoghaté S’-bal-
modulusként is, ahol S’ jelenti az S egyik antiizomorf képét. Minthogy S ferdetest,
ezért S’ is ferdetest, tovabba a ferdetest felett vett operatormodulus nyilvan vektor-
tér lesz.

Beblzonylthato n szerint végzett tCl_]CS indukcidval az a tétel, hogy ha H tetszo-
leges n-rangl részvektor az A/R =G jobbvektortérben (n természetes szam) és ha
vEG tetszOleges olyan elem, amelyre v¢ H, akkor létezik az A részgytiriiben olyan
a elem, amelyre, mint G-nek S-endomorfizmusara va 0, de minden h€ H elemre
ha=0 teljesiil.

Ezzel a tétellel kapcsolatban megemlitjiikk a siirli részgytirlinek a kovetkezd
fogalmat. Azt mondjuk, hogy az A gylirli egy S ferdetest felett vett V vektortér
linearis transzformacidinak (azaz S-endomorfizmusainak) siir(i részgyfiriije, ha bar-
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mely véges sok, az S felett linearisan fiiggetlen x,, x,, ..., x, € ¥V vektorhoz, és bar-
mely elére megadott y;, ys, ..., € V vektorhoz létezik olyan a€ A elem, amelyre
teljesiil

X138 = Y15 XoQ = Vo5 ooy Xp@ =Yg

Az elébbi tétel segltségevel bebizonyithaté Jacobson siiriiségi tétele:

Barmely primitiv gyfirii izomorf egy ferdetest felett vett vektortér Gsszes line4ris
transzformamop gyurujének egy alkalmas siirii részgy(riijével, és minden sfirii
részgylir(i primitiv gy(rii.

Ugyanis, ha x;, x,, ..., x, tetszoleges, véges sok és S felett linearisan fiiggetlen
elem a G =A/R vektortérben, ahol 4 a primitiv gyiir{i, akkor legyen H; az Gsszes
olyan x; altal generalt részvektortér, amelyekre j#i. Minthogy x;¢ H;, létezik olyan
t;€ A elem, hogy x;t;, =z, #0 és h,x; =0, ahol z; bizonyos adott elem a G vektortér-
ben és A; befutja H; minden elemét. Minthogy G irreducibilis 4-jobbmodulus €s
A/R operatorizomorf z;A-val, van olyan u; € A4, amelyre zu; = y;, ahol y; tetszbleges,
adott elem (i=1, 2, ..., n). Ha pedig

akkor x;a=y;, X0 =5, ..., X,d=Y,-

Megjegyzendd, hogy Jacobson [161] konyvében a fenti, vazlatos, bizonyitastol
Iényegesen eltérd tipust bizonyitds talalhato.

Ennek a sfiriségi tételnek megfeleléen barmely 4 Jacobson-féle értelemben
féligegyszerii gylir(ihoz léteznek olyan S, ferdetestek és G, S,-vektorterek, hogy A
izomorf lesz olyan A, gyliriiknek (y € I') egy szubdirekt dsszegével, amelyek izomorfok
a G, vektortér linearis transzformacidinak (azaz S,-endomorfizmusainak) egy sfirii
részgytirtjével.

Végiil megjegyezziik azt, hogy az Osszes primitiv gylirlinek az osztalya specialis
gylirtiosztaly, és az a fels6 radikal, amelyet az Osszes primitiv gylir(i osztalya hata-
roz meg, olyan specialis radikal, amely egybeesik a Jacobson-féle radikallal. Ezzel
szemben az Osszes olyan egyszeri gy(irlinek az osztilya, amelyek primitivek is,
olyan gyiirti osztaly, hogy az ezzel meghatarozott felsé radikal — miként lattuk —
valédi médon nagyobb a Jacobson-féle radikalnal. Egyébként a 26. §-ban részlete-
sebben fogunk foglalkozni bizonyos egyszerii gylirlik osztalydval meghatarozott
felsé radikallal.

O PAJIMKAJIAX KOJIEL. II.
®. CAC

ON RADICALS OF RINGS II.
F. SZASZ ;

116



	1969 / 1-2. szám
	Szász Ferenc: Gyűrűk radikáljairól II.

	Oldalszámok
	1-2. szám
	99
	100
	101
	102
	103
	104
	105
	106
	107
	108
	109
	110
	111
	112
	113
	114
	115
	116



