Radikalbegritfe fiir Halbgruppen mit Nullelement,
die dem Jacossonsehen ringtheoretischen Radikal dhnlich siml

Herrn Joser NaAs zum 60. Geburtstag am 16. 10. 1966 gewidmet

Von FereNc A. Szdsz in Budapest

(Eingegangen am 26. 6. 1966)

Wohlbekannt (siehe z. B. JAconsox [15]) ist, welch eine wichtige Rolle
das Jacossoxsche Radikal 7 eines assoziativen Ringes 4 hinsichtlich der
Ringstruktur spielt. Das Jacossonsche Radikal I cines Ringes 4 mift
ndmlich in gewissem Sinne die Singularitdt von 4, und jeder Ring, in dem
das Jacossonsche Radikal 7 = (0) ist, liBt sich als eine subdirekte Summe
solcher Ringe darstellen, deren jeder einem dichten Unterringe des Ringes
aller linearen 'Transformationen eines Linksvektorraumes iiber einem
Schiefkérper isomorph ist. Diese dichten Unterringe stammen aus einer
Darstellung eines primitiven Ringes B in eiuem treuen irrduziblen B-Rechts-
modul M, wobei unter einer Darstellung eines Ringes i. a. stets ein Ring-
homomorphismus des Ringes in einen Endomorphismenring einer ABEL-
schen Gruppe verstanden wird. Ist dieser Ringhomomorphismus ein Iso-
morphismus, so heiflen die Darstellung und der Modul M treu. ,

Fiir Halbgruppen hat kiirzlich (1961) E.J. Tuvivry, Jr., [27], den
Begriff einer Darstellung eingefiihrt und diskutiert; dabei wird in Struktur-
fragen nicht tief eingedrungen. Unabhéngig von ihm hat H.-J. HoEHNKE,
ausgehend (1962/63) von einer interessanten und bedeutenden Arbeit [4],
die Darstellungstheorie der Halbgruppen, die Theorie der primitiven Kon-
gruenzen bzw. modularen Rechtskongruenzen, die Theorie des Jaconson-
schen Radikales Rad 9H fiir Halbgruppen und die Theorie weiterer mit
diesen verkniipften Fragen fiir Halbgruppen in einer Folge von grundlegen-
den Arbeiten [A]. [6]. [T]. [8]. [9]. [10]. [11]. [12] ausfithrlich aufgebaut.
Riche daza auch noeh L Swoers D20 122 uond W0 Hoenxse-1, Seiner,
[14]. Inzwischen wurde mamlich von T Swpen [22] die links-reehts sym-
metrische Eigenschaft des Hosnzkusehen Radikales Rad °/7 der Halbgruppe
mit der Hilfe von quasireguliren Halbgruppenelementen gezeigt. Alle die
erwidhnten Arbeiten benutzen statt der Ideale hauptsichlich Kongruenzen.
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Das Ziel dieser Note ist es weitere, im folgenden explizit delinierte
Radikale I, I., I, I, I; und I; in einer Halbgruppe H mit Nullelement
einzufiihren, einige Eigenschaften derselben zu bestitigen und die folgende
Vermutung auszusprechen.

Yermutung. In jeder Halbaruppe I it 0 soll

RudVH=I, =1 =IL=1;,=I,=1;

bestehen, wobei die Radikale 7, (i = 1, 2, 3, 4. 5, 6) spiter definiert werden

" und Rad® H das Hoenxkmsche Radikal [4] von H bezeichnet.

Beziiglich der halbgruppentheoretischen Begriffe verweisen wir auf
Crirrorp-PresTox [1], Lyariy [18], REéper [19] und REES [20]. Fir die
Definitionen von Iy, I, I3, I, I; und I benutzen wir auch weitere Begriffe.
So bezeichne z. B. @, (und @) den Durchschnitt aller maximalen Rechts-
ideale (bzw. maximalen Linksideale) der Halbgruppe H. Dann ist @, eine
Frarrinische Unterstruktur in dem Sinne, dall @, die Menge derjenigen
Flemente # von H ist, fiir die aus (v, S), = I (bei beliebigem S) stets
S, = H folgt, wobei S, das durch die Untermenge S in H erzeugte Rechts-
ideal bezeichnet. Weiterhin hedeuten fiir beliebige Untermengen X, 1 bzw.
R, L von H die Symbole X~ R und LY ! die Mengen

{h; h€H, Xh< R} bzw. {g;9€H, g Y < L}.

Sind R ein Rechtsideal, L ein Linksideal, X, Y beliebige Untermengen
von H, so sind Xt R ein Rechtsideal und LY ! ein Linksideal der Halb-
gruppe H. Sind R und X Rechtsideale, L und Y Linksideale von H, so sind
X-1 R und LY~ zweiseitige Ideale der Halbgruppe H. Fiir ein Rechts-
ideal R von H ist beispiclsweise H | R ein Tdeal von I1.

Ausgehend von den Noten [24] und [25] des Verfassers wird ein Rechts-
ideal R von H quasimodular in H genannt, wenn H~' RS R gilt. Jedes
modulare Rechtsideal ist nach Satz 13 von HOEBHNKE [4] ein guasimodu-
lares Rechtsideal der Halbgruppe H.

Ein belichiges zweiseitiges Ideal @ der Halbgruppe H nennen wir
quasiprimitiv in H, wenn ein quasimodulares maximales Rechtsideal R
von H mit Q — H-! R existiert. Eine Halbgruppe H mit 0 heil3t quasi-
primitiv, wenn (0) in ihr ein quasiprimitives Tdeal ist. Offenbar ist jedes
quasiprimitive Tdeal ¢ von I ein Primideal in dem Sinne, dafl aus ABS @
fiir Ideale 4 und B von H stets 4 S @ oder B < @ folgt, und jede kommu-
tative quasiprimitive Halbgruppe I mit 0 ist die Vereinigung einer kommu-
tativen Gruppe G und eines Elementes 0 mit g-0 = 0. g = 0 fiir jedes
g €EG.

Nun kénnen die Radikale I, in einer Halbgruppe H mit Nullelement
folgendermaBien definiert werden:




Szdsz, Radikalbegriffe fiir Halbgruppen mit Nullelement

I, sei H-1 @,

I, sei @, H 1, ;

I, sei der Durchschnitt aller (rechts) quasiprimitiven (zweiseitigen)
Ideale von H,

I, sei links-rechts dual zu I definiert,

I, sei der Durchschnitt aller quasimodularen maximalen Rechtsideale
von H,

I, sei links-rechts dual zu I definiert.

Wir definieren eine *-Halbgruppe, als eine solche Halbgruppe H mit 0,
in der die Linkskiirzungsregel gilt: aus k %= 0 und ha = hy folgt also
@ = y. Bine **-Halbgruppe sei eine Halbgruppe mit 0 und mit der Rechts-
kiirzungsregel.

Nun gilt beziiglich I, Iy und I;, als eine Folge von rechtsseitigen Be-
hauptungen in Halbgruppen mit 0 in *-Halbgruppen, der folgende Satz.
(Den dazu links-rechts dualen und in Halbgruppen mit 0 bzw. in **-Halb-
gruppen giiltigen Satz beztiglich I, I, und I; werden wir weder formulieren
noch Dbeweisen.)

Satz. I, ist ein zweiseitiges Ideal von H, fir das I\ S I, = I gilt. In
einer *-Halbgruppe H ergibl sich @, = I, und jedes Rechisideal R von H,

iy das @, RS I, gilt, ist ein zweiseitiges Ideal von H. Ist weiterhin H
r g

eine *-Halbgruppe und ist R, = {z} ' R quasimodular in H filr jedes quasi-
modulare maximale Rechtsideal R und fir jedes Element z € H2mit z& R, soist I;
ein zweiseitiges Ideal von H. Ist schlieflich H eine *-Halbgruppe, und ist
R, — {¥} ' R quasimodular in H fitr jedes mavimale Rechisideal R und fir
jedes v & R, so erhilt man I, — Iy — I;.
Beweis. I, ist wegen HI, S ®,, HHI)S ®, und
H(I, H)Z &,

ein zweiseitiges Ideal von H. Im Falle x & I; gibt es ein quasiprimitives
Ideal @ mit x & @ und somit ein quasimodulares maximales Rechtsideal
R von H mit Q = H-' R, woraus wegen @ ¢ Q gewill [l x ¢ R, also [l x ¢ D,
und @ ¢ I, folgt. Hiernach ergibt sich im Falle x € /, auch z € I, was genau
die Relation I, = I, bedeutet. Wegen der Definitionen der Quasimodularitt
und Quasiprimitivitdt erhdlt man @ = H-! RS R, und somit [y & I5. —
Es sei H im folgenden stets eine *-Halbgruppe. Da man im Falle eines quasi-
modularen maximalen Rechtsideales R fir das Rechtsideal § = RH!
cowill RS | oalso 8 B oerhilt, so gibt es zu jedem a € [1omit
¢ Reiny € Hmitawy ¢ R, alsomit y & £, - {u} ' R Wir werden zeigen,
daB R, ein maximales Rechtsideal von H ist. lst némlich » € H ein be-

liebiges Element mit # & R, . so ergibt sich wegen » % & R, der Maximalitét -

und der Quasimodularitit von R in 11 gewill wwll v R = 1. IHir jedes
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» € I erhilt man hiernach wv € w 11w R, folglich nach Definition der
#_albgruppen » € w1 oder v € 12,. Dadiese Behauptung mit [l — wllv R
fiquivadent ist, denno C 1St helichig gewilit, ist I, cin maximales Reehts-
ideal von H. Wegen wy & It und der Quasimodularitit von /I gibt es ein
» € H mit zay & R. Dann bestehen 'y ¢ R, = {z}7' R und

y& R, =1z ! R,

Wogen o CHzed found dor Vorausselzung beziiglieh £ und R, ist
K, quasimodualar in /1 Ware nun £, kein 2w eiscitiges Ldeal von 41 so withe
es Klemente w € 1, y € dymita y & 15, folglich existierte em quasimodulares
maximales Rechtsideal R mitay @ R und ein Blement z € H mitzzy &€ B
und y € R,,. Da nach Voraussetzung It,, maximal und quasimodular in f
ist, bestiinde wegen y ¢ R,, auch y g I, was einen Widerspruch zu y € I;
bedeutet. Also ist dann I ein zweiseitiges Ideal von H. — Zum Schluf} sei H
cine *Halbgruppe, in der R, {oj 'R quasimodular in I fiir jedes
maximale Rechtsideal R und fiir jedes @ € H mit ¢ R ist. Angenommen,
es sei Iy = I;. Da wir L S & 15 schon bewiesen haben, geniigh es zu
voraussetzen, daB ein Element a € I; mit ¢ I, vorhanden ist. Wegen
a & I, besteht H x & @,, und somit oxistieren ein Element y € H und ein
maximales Rechtsideal B von H mity ¢ R,y & . Nach der Voraussetzung
soll dann R, = {y} ' R quasimodular in H sein, und wegen ¥ ¢ R, ergibt
gich 2 € I, also ein Widerspruch zu @ € I;. Daher muB8 I, = I5und somit
I, = I; = I; bestehen, w. z. b. w.

Bemerkungen

1. Die Grundlage der Definitionen der Halbgruppenradikale 7, Iy, I,
I,, I; und I bilden gewisse ringtheoretische Tatsachen. Ist niamlich X
ein assoziativer Ring, und verstehen wir in der Definition von I; unter einem
einseitigen Ideal stets ein solches des Ringes H, so stimmen nach Hinue [3]
(Seite 486, Theorem 22.13. 3.), Kerriisz [16], [17] und Verfasser [24],
[25], [26], weiterhin STEINFRLD [23], alle Radikale [; mit dem JACOBSON-
schen Radikal I des Ringes [l iiberein.

9 Tm Zusammenhang mit einem Beweis oder einer Widerlegung der Ver-
mutung, die dem Satz vorangestellt wurde, konnen weitere offene Fragen
beziiglich I, I, I5, 11, I5 und I; aufgeworfen werden. Ks wire interessant
zu untersuchen, in welchem Zusammenhang die rechtsquasiprimitiven
sweiscitigen Tdeale mit den linksquasiprimitiven zweiseitigen Idealen einer
Halbgruppe mit 0 stehen. Nicht bhekannt ist ferner cin genates ISriterinm
dafiir, daB in ciner Halbgruppe H mit 0 die Bedingungen [y, = Iy, Iy = I,
und Iy = Igbzw. I, = Iyoder I = I, weiterhin Iy = I bzw. @, = Rad' H
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bestehen. Bs wire wiinschenswert, auch ein genaueres Kriterium dafiir zu
haben, daB I, und I, zweiseitige Ideale der Halbgruppe f/ mit 0 sind. Die
riltigkeit von I; & Rad °H ist ebenfalls eine offene Frage.
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