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LOSUNG EINES PROBLEMS BEZUGLICH
EINER CHARAKTERISIERUNG
DES JACOBSONSCHEN RADIKALS

Von
F. SZASZ (Budapest)
(Vorgelegt von L. REDEID)

§ 1. Einleitung

Der Begriff des Radikals, als eines Ideals, welches das MaB der Singularitit
eines Ringes in irgendeinem Sinne kennzeichnet, spielt in der Ringtheorie bekannt-
lich eine wichtige Rolle. Das Radikal wurde zuerst fiir Algebren endlichen Ranges
tiber dem Grundkérper definiert. Spédter wurden verschiedene Definitionen fiir
das Radikal eines beliebigen (assoziativen) Ringes ohne Endlichkeitsbedingungen
empfohlen, und es wurde auch eine allgemeine Radikaltheorie aufgebaut. Unter
den verschiedenen Typen der Radikale zeigte sich das Jacobsonsche Radikal am
meisten nutzbar (JACOBSON [6]).

Im Buch [4] (Seite 486, Theorem 22. 15. 3) von E. HILLE ist bewiesen' (1948),
daB der Frattinische Untermodul®> @, eines Ringes 4, als eines 4-Rechtsmoduls A4,
ein zweiseitiges Ideal von A ist, fiir das AJ< @, gilt, wobei J das Jacobsonsche
Radikal von A bezeichnet. Es gilt freilich auch J4 S @,. Da offenbar @,<J und
&, S J bestehen, ergibt sich im speziellen Fall, wenn 4 ein Linkseinselement hat
(vgl. Fucas [1]), bzw. x € Ax fiir jedes x € 4 oder 4J=J gilt, ®,=J. Neulich hat
A. KerTEsz [7] dieses Resultat von Hille’s Buch folgendermaBen verschirft: Das
Jacobsonsche Radikal J von A ist die Menge derjenigen Elemente x von A, fir
die yx fur jedes y € 4 aus jedem Erzeugendensystem von A, als von einem A-Rechts-
modul A4, weggelassen werden kann. Mit diesem Resultat von KErTESZ [7] ist die
folgende Behauptung dquivalent: Das Jacobsonsche Radikal J eines Ringes A ist
maximal in der Menge derjenigen ldeale K von 4, fiir die AKC &, gilt.

Ein Rechtsideal R eines Ringes A nennen wir quasimodular in A, wenn es zu
jedem Element x€A4 mit x¢ R ein Element y(€ 4, ¢ R) mit yx¢ R gibt. Offenbar
ist jedes modulare Rechtsideal auch quasimodular in 4. Aus der erwihnten Kertész-
schen Charakterisierung J = {x; x€ 4, Ax S ®,} folgt unmittelbar auch eine andere
Kennzeichnung von KERTESZ [8] des Jacobsonschen Radikals J, nach der J mit
dem Durchschnitt D aller quasimodularen maximalen Rechtsideale R des Ringes

! Mit anderen Bezeichnungen und Benennungen.

2 Die Frattinische Untergruppe @ ciner Operatorengruppe G mit dem Operatorenbereich Q
ist die Menge derjenigen Elemente g ¢ G, fiir die go fiir jedes « € 2 aus jedem Erzeugenden system
von G weggelassen werden kann. Damit ist dquivalent (vgl. z. B. M. HALL [3]), daBB @ der Durch-
schnitt aller maximalen zuldBigen Untergruppen von G bzw. @ = G ist, je nachdem, ob G eine
maximale zulidssige Untergruppe besitzt, oder nicht. Ahnlich werden die (rechtsseitigen bzw. links-
seitigen) Frattinischen Untermoduln @, und @, eines als A4-Rechtsmodul bzw. A4-Linksmodul
betrachteten Ringes A, definiert.

Acta Mathematica Academiae Scicntiarum Hungaricae 18, 1967



262 F. SZASZ

A iibereinstimmt.® Die quasimodularen maximalen Rechtsideale spielen hiernach
von dem Gesichtspunkt einer Charakterisierung des Jacobsonschen Radikals aus
eine wichtige Rolle.

Im Buch [8] von A. KerTEsz ist folgendes Problem (in anderer Abfassung)
aufgeworfen:

Gibt es einen Ring A, der ein quasimodulares maximales Rechtsideal R besitzt,
das in A nicht modular ist?

Einen (assoziativen) Ring A nennen wir Q-Ring, wenn A ein solches quasi-
modulare maximale Rechstideal R besitzt, das in 4 nicht modular ist. Die quasi-
modularen maximalen, aber nicht modularen Rechtsideale eines Q2-Ringes werden
ausgezeichnet genannt. Ein Q-Ring A wird beziiglich cines ausgezeichneten Rechts-
ideales R reduziert genannt, wenn A4 kein von Null verschiedenes, in R liegendes
zweiseitiges Ideal besitzt.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist der Beweis der Existenz von Q-Ringen, woraus
die Losung des erwihnten Problems von A. Kertfsz folgt (vgl. §2). Aus diesem
Existenzbeweis fiir Q-Ringe ergibt sich auch die Tatsache, daB3 die in [8] gegebene
Charakterisierung fir J, und zwar der Beweis von D =J, eine nicht nur formal,
sondern auch inhaltlich neue Kennzeichnung fiir J bedeutet. Weiterhin werden
wir auch die wichtigsten Eigenschaften der Q-Ringe und der reduzierten Q-Ringe
bestitigen (vgl. § 3 und 4) und auch einige offene Fragen beziiglich der Q-Ringe
erwihnen. Zum AbschluB folgen einige weitere Bemerkungen beziiglich des Jacobson-
schen Radikals (vgl. § 95).

Hinsichtlich der nétigen Grundbegriffe verweisen wir (auller den FuBnoten)
auf die Handbiicher [2], [3], [6] und [9].

§ 2. Die Existenz der Q-Ringe

In diesem § beweisen wir durch eine explizite Konstruktion die Existenz von
Q-Ringen, d. h. wir geben eine Losung des im § 1 erwihnten Problems von A.
KErTESZ an. Insbesondere folgt aus der Existenz der Q-Ringe, daB3 die in [8] gege-
bene Charakterisierung fiir das Jacobsonsche Radikal auch inhaltlich (nicht
nur gestaltlich) neu ist.

Es gilt der folgende

SATZ 2. 1. Fiir jede unendliche Mdchtigkeit wm gibt es einen Q-Ring A mit einem
ausgezeichneten Rechtsideal R, derart, dafi A eine Algebra mit Rang A =Rang R=m
itber einem Primkdrper ist.

3 Im (bald erscheinenden) Buch [8] von A. KErTEsz wird D =J in einem solchen Satz bestitigt,
der das Jacobsonsche Radikal durch eine Folge miteinander diquivalenter Bedingungen kennzeichnet,
und dessen Beweis zyklisch ist. Es kann aber D=J auch direkt bewiesen werden. Da DS J gilt,
geniigt cs zeigen, daB D= J unmoglich ist. Gibt es ndmlich ein Element jeJ mit j¢ D, so existieren
ein quasimodulares maximales Rechtsideal R und ein Element @€ A mit aj¢ R, a¢ R. Wegen der
Maximalitit von R in A gibt es ein Element b€ A mit a+ R = ajb+ R, woraus durch ein leichtes
Rechnen a ¢ R, also ein Widerspruch zu « ¢ R folgt, denn jb ist wegen jeJ quasiregular. Gilt nimlich
Jb+-c—jbe = o mit einem ce A, so ergibt sich a = a—a(jb+c—jbc) = a(1—jb)—a(l —jb)cc R,
Aus diesem Widerspruch erhdlt man D = J.
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EINE CHARAKTERISIERUNG DES JACOBSONSCHEN RADIKALS 263

BEwEls. Es seien p=o oder p gleich einer Primzahl, K, ein Primkdorper, m
eine unendliche Michtigkeit, I' eine Index-Menge der Michtigkeit m, J,, das
Kroneckersche Delta-Symbol,* 4 eine Algebra iiber K, mit den Basiselementen
Ay, Tgys Sepp (o B, y, 8, m, 9€T) und R die tiber K, mit simtlichen ry,, s,,, erzeugte
Teilalgebra von A. Definieren wir die Multiplikation der Elemente der Basis durch
die folgende Tabelle:

R
| | e ey L gy
a, a, i Ous*@, | .O.as [
i ‘ 5 o iy
| Fap ‘ Sapec pe*Fan o/}a'h»;a
|
= | H TP |
| Sapy ‘ Sxpc 0" Sogm = . 50558008 ‘

Diese Algebra ist offenbar monomial (im Sinne von REDEI [9]). Jedes Element
von A liaBt sich in der Gestalt

- N7 T
() a= 2¥ma,+ >* 0ijlsp,+ :«k kS B
i i,J b,

darstellen, wobei m;, ¢;;, 6,5, € K, und alle drei Summen >* endlich sind. Es gilt
ferner a€ R dann und nur dann, wenn in () n;=o fir jedes i besteht.

Auf Grund der Multiplikationstabelle kann bewiesen werden, daf3 die Multipli-
kation in A assoziativ ist.

Es ist leicht einzusehen, daB3 die Teilalgebra R ein Rechtsideal, und zwar ein
maximales Rechtsideal des (ohne den Operatorbereich K, angesehenen) Ringes
A ist.

Aus der Multiplikationstabelle folgt namlich unmittelbar, daB R ein Rechts-
ideal in A ist. Gilt nun a¢ R fir ein a€ 4, so existiert in (% ) ein 7;€ K, mit 7w, #0,
woraus sich  a(n; 'or, ;) =cag+r’ (r’€R) fir jedes fcI" und ¢€K,, folglich
aR + R=A ergibt. Also R ist wirklich ein maximales Rechtsideal in A.

Es wird jetzt gezeigt, daBl R in 4 nicht modular ist.

Es sei namlich « ein beliebiges Element von A. Ist a€ R, so ergibt sich wegen
(1—a)a,=a,—aa,§ R gewiB (1 —a)AER. Ist aber a¢ R, so gibt es in () ein
i mit ;% 0, woraus man (1 —a)(—n; 'r, ) =ag+r"¢ R (r"€ R), folglich (1 —a)AER
erhélt. R ist also gewiss nicht modular in A.

Wir beweisen, daB R in A ein quasimodulares Rechtsideal ist.

Es sei nimlich @ ein Element von 4 mit a¢ R. Nehmen wir an, dall a,a=r*€R
fiir einen Index « €' gilt. Dann hat ¢ offenbar eine Gestalt a = > m;a +r mit end-

i
licher Summe 3’ und r€R. Da a,r = — > ma, +r* ist, hat r die Form
i
= E* O‘i"aa; =+ Z* Tijsllﬂjai +ra
i e

4 Es gilt also d,;=1 fiir «=p und d,5=0 fiir a=p.
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mit ¢;, 7;; € K, und mit endlichen Summen >*, weiterhin mit r,€ R und a,r, € R.
Folglich gilt fir r, eine Darstellung:

o * Se gl n *aql.p * 77
(* %) Fo = 2 nij(’an Saﬂjvi)+2 Gijlpiy;+ .Z;‘ TijkeSein; 01>
i J iJ i Js

wobei m;;, 67;, 1 € K,, f;i #a, g;# o, und alle drei Summen >* endlich sind.
Wegen der Endlichkeit dieser Summen und wegen |I"|=m gibt es einen Index ¢ €I
mit e#o und derart, dal & von sdmtlichen in (% %) links stehenden Indizen f;
und ¢ verschieden ist. Dann erhdlt man wegen a,r,=a,r=o0

.,
aa= 3* ma,, ¢ R,
T

woraus folgt, daBl R quasimodular in A ist.
Es gilt offenbar Rang A =Rang R=m (iiber K.
Somit ist der Satz bewiesen.

§ 3. Untersuchung der Q-Ringe

In diesem und den folgenden § werden wir die Q-Ringe (welche die Losungen
des im § 1 erwidhnten Problems von A. KErTESZ sind), im allgemeinen unter-
suchen und auch einige weitere offene Fragen beziiglich der Q-Ringe erwihnen.>

SATZ 3. 1. Ein ausgezeichnetes Rechtsideal R eines Q-Ringes A ist kein Ideal
von A, und daher ist jeder Q-Ring nichtkommutativ.

Bewess. Ist R ein Ideal im Q-Ring A4, so hat der Faktorring A/R kein nicht-
triviales Rechtsideal, und somit ist A/R entweder ein Schiefkorper oder ein Zeroring
von Primzahlordnung. Ist A/R ein Schiefk&rper, so ist R modular in 4, und ist
A[R ein Zeroring, so ist R gewi3 nicht quasimodular in 4. Da aber R ein aus-
gezeichnetes Rechtsideal ist, ist R gewill kein Ideal in A. Freilich ist dann 4 kein
kommutativer Ring, w.z.b.w.

SATZ 3.2. Ein Q-Ring A ist kein halbpimdirer Ring und somit ist A kein
Artinscher Ring.

BEwels. Nach dem Satz von KEertEsz [8] gilt JS R fir das Radikal J und
fiir jedes ausgezeichnete Rechtsideal R von A4, denn J ist der Durchschnitt aller
ausgezeichneten Rechtsideale. Dann ist A/J ebenfalls ein Q-Ring. Ist nun A/J ein
Artinscher Ring, so besitzt 4/J ein Einselement, woraus der Widerspruch folgt,
dal R modular in A ist. Also ist A/J fiir einen Q-Ring A kein Artinscher Ring.

SAtz 3. 3. Jeder Q-Ring A besitzt ein homomorphes Bild, der ein halbeinfacher
und beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R reduzierter Q-Ring ist.

5 Die Klasse der nicht 2-Ringe ist eine gewissermaflen dhnliche Verallgemeinerung der kom-
mutativen Ringe und der Artinschen Ringe, wie auch die Klasse der FC-Gruppen (d. h. Gruppen
mit endlichen Klassen von konjugierten Elementen) eine Verallgemeinerung der kommutativen
Gruppen und der endlichen Gruppen ist.
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EINE CHARAKTERISIERUNG DES JACOBSONSCHEN RADIKALS 265

BeEwers. Es sei K die Summe derjenigen Ideale 7 von 4, die im Rechtsideal
R enthalten sind. Dann ist K ein solches Ideal von A4, dal A4/K ein beziiglich R
reduzierter Q-Ring ist. Da nach KerTESZ [8] J & R besteht und J ein Ideal von A ist,
ist A/K halbeinfach.

LEMMA 3. 4. Ldpt sich ein Rechtsideal der Gestalt R=(1 —x)A={a—xa; ac A}
durch ein idempotentes Element e erzeugen, d.h. gilt R=eA, so enthdlt A ein Links-
einselement.

BEwels. Wegen (1—x)4=eA4 erhilt man (1—e)(l —x)4 = o, folglich
y=(e+x—ex)y fir jedes y € A, woraus sich ergibt, dal f=e+x —ex cin Links-
einselement von A ist.

SATZ 3. 5. In einem beziiglich R reduzierten Q-Ring A ist (1 —x) A fiir jedes
x€A kein minimales Rechtsideal.

BeEweis. Wegen der Reduziertheit ist A4 halbeinfach (vgl. dem Beweis von
Satz 3. 4). Ist nun (1 —x)A fiir ein x€A4 ein minimales Rechtsideal, so gibt es ein
e€A mit e?=e#0 und (I —x)4=ecA, woraus sich nach dem Lemma 3.4 die
Existenz eines Linkseinselementes, folglich die Modularitit von R in A4 ergibt.
Das ist aber ein Widerspruch, denn R ist in A ausgezeichnet. Also ist (1 —x)A4 kein
minimales Rechtsideal.

SATZ 3. 6. Besitzt ein beliebiger Q-Ring A ein idempotentes Element e +# o,
so gibt es schon in jedem ausgezeichneten Rechtsideal R, ein idempotentes Element
Jio.

Bewels. Es gilt A =R, + (1 —e)A fir jedes R,, denn R, ist maximal und nicht
modular in A. Es gibt also Elemente r, € R, und a,€ A mit e=r, (1 —e)a, woraus
man e=er,, e=er,e, (r,e)>=r,e+o0 und f,=r,e€R, erhilt, w.z.b.w.

Satz 3. 7. In jedem Q-Ring A gelten sowohl aR,+ R,= A als auch (1 —a)R,+
+ R, = A fiir jedes ausgezeichnete Rechtsideal R, und fiir jedes ac€ A mit a¢ R,.

Es gilt aR,+(1 —a)R,=A fiir jeden Q-Ring A, fir jedes ausgezeichnete
Rechtsideal R, und fiir jedes ac A mit a¢ R,.

BEwels. Die Menge S, derjenigen Elemente x € A4, fiir die x4 € R, gilt, bildet
ein Rechtsideal von 4 mit R, & S, E 4. Da aber R, quasimodular in A4 ist, ist S, # A4,
woraus wegen der Maximalitit von R, in 4 gewil} S,= R, folgt.

Also erhilt man a4 + R, = A fiir jedes a € A mit a{ R,. Folglich gibt es Elemente
b,€A und r,€ R, mit a=ab,+r,, woraus sich a(l —b,)A=r,A< R, ergibt. Da R,
maximal und nicht modular in A4 ist, gewinnen wir 4= R,+ (1 —b,)4, und daher
auch a4<aR,+ R, und aR,+ R,SaA+R,SaR,+ R, d.h. A=aR,+ R,. Ist nun
(1—a)R,ER,, so erhilt man ar,€ R, fir jedes r,€R,, was nach dem obigen nur
im Falle a € R, moglich ist. Also besteht (1 —a)R,+ R,=A fiir jedes a¢ R, (ac A)
w.z.b.w.

Das Rechtsideal S=aR,+ (1 —a)R, enthilt sowohl R, als auch aR,, und
somit gilt nach dem ersten Teil von Satz 3. 7 gewill S=4, w.z.b.w.

DEerFINITION 3. 8. Es sei 4 ein -Ring und R, ein (festes) ausgezeichnetes Rechts-
ideal von A. Dann sei R ={y; y€ A4, xy€R,}.
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Offenbar ist R ein ,,Rechtsidealquotient™ in 4, und zwar selbst ein Rechts-
ideal von A.

SATZ 3.9. R = A gilt dann, und nur dann, wenn x € R, ist. Fiir x¢ R, bestehen
sowohl R & R, als auch R,9- R®, und D,= [ R ist ein solches zweiscitige Ideal

x€EA
von A, fiir das A|D, ein halbeinfacher, beziiglich R, reduzierter Q-Ring ist.

Bewgeis. Im Falle R(Y = A4 besteht x4 € R,, folglich x¢€R,, denn im Falle
x¢ R, gilt nach dem Satz 3. 7 schon xR,+ R, = A. Umgekehrt erhilt man offenbar
xACR, fir jedes x¢R,, folglich ist dann R{® = A4. Also ergibt sich R = A4 fiir
x ¢ R,. Wenn wir zeigen, daB fiir x¢ R, R\ & R, ist, so folgt darausauch R(* P R,.
Wie wir bei dem Beweis des Satzes 3. 7 schon gesehen haben, gibt es zu jedem R,
und jedem a € A mit a¢ R,ein Element b, mit « — ab, € R,. Da aber R, nicht modular in
A ist, existiert ein y, € A mit y, —ay, ¢ R,. Wegen a(y, —b,y,) € R, gilt y,— b, y, € R},
also auch R{” & R,. Es sei nun d ein beliebiges Element von D,= | R{¥. Dann

x€A

gilt xd€ R, fiir jedes x€ A4, also AdS R,. Da R, quasimodular in 4 ist, erhilt man
d€R,, folglich D,SR,. Wegen der Definition von D, folgt aus Ay < R, trivial
y€D,, und wegen A°D, S AD,< R, auch AD,< D,. Somit ist D, ein Ideal von A4,
das in R, liegt. Ist nun 7 cin Ideal von 4 mit /< D,, so gibt es cin Element f¢€ /7
mit f¢ D,, und somit ein x€ 4 mit /¢ R{®. Dann besteht x/¢ R,, was wegen x/¢/
bedeutet, daBBl 79- R, ist. Also gilt entweder /< D, oder I R, fiir jedes zweiseitige
Ideal 7 von A. Hiernach ist 4/D, wirklich ein beziiglich R, reduzierter und somit
halbeinfacher Q-Ring, w.z.b.w.

SAt1z 3. 10. Sind A ein Q-Ring mit einem ausgezeichneten Rechtsideal R,,D,=
= N R¥ und R, ein Rechtsideal von A mit R, D,, so gibt es ein ac A mit ad R,

xcd

derart, daff aR{+ R,=A gilt.

Bewels. Wegen R, 4. D, existiert ein ry € R, mit r, ¢ D,, folglich ein a€ A4
mit 7, ¢ R\, woraus sich ar, ¢ R, ergibt. Da aR, % R, besteht, erhilt man wegen

% 2

der Maximalitit von R, in A die Gleichung aR, + R,=A, w.z.b.w.

Satz 3. 11. Ist A einbeziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R, reduzierter
Q-Ring, so ist (0), das einzige in R, liegende Linksideal von A.

Bewgeis. Ist L ein Linksideal von 4 mit LER,, so gilt wegen LA < R, und
der Reduziertheit von A4 bezliglich R, LA =0, denn LA ist ein Ideal in R,. Da aber
A wegen der Reduziertheit halbeinfach ist, ergibt sich L =0, w.z.b.w.

SA1z 3. 12. Sowohl der Rechtsannullator A, als auch der Linksannulator A, eines
ausgezeichneten Rechtsideales R, eines beziiglich R, reduzierten € -Ringes A stimmen
mit (o) iiberein.

BewEis. Ist x€A4,, so gilt R,x=o, folglich Ax=o0, denn man nach Satz 3.7
VR, + R,=A fir jedes y¢ R, (y € A) erhilt. Wegen der Halbeinfachheit von 4 folgt
aus Ax =o trivial x =o0. Ist nun z € 4, so gilt zR, = o, folglich z € R, nach dem Satz 3. 7,
denn im Falle z¢ R, wiirde zR, - R, und somit zR, o bestehen. Also gilt 4, S R,,
und da A4 ein Linksideal von 4 in R, ist, folgt wegen der Reduziertheit von 4 be-
ziiglich R, A,=o0, w.z.b.w.
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SATZ 3.13. Es sei A ein beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R, re-
duzierter Q-Ring. Dann gilt R.e# R, fiir jedes idempotente Element e von A. Weiter-
hin folgt x =0 sowohl aus Rix=o0 als auch aus xRX = o fiir jeden Exponenten k.

BEwEis. Ist R.e= R, fiir ein idempotentes Element e € 4, so ergibt sich wegen
aR,+ R,= A fir jedes a¢ R, (a€ A) gewill Ae=A. Also ist e ein Rechtseinselement
von A4, und da A halbeinfach ist, ist e ein zweiseitiges Einselement in 4. Da aber
R, nicht modular in A4 ist, hat 4 kein Linkseinselement. Es gilt also R,e#R,. Ist
nun xR¥=o0 (Rkx=o0), so ergibt sich xR¢~'C 4, (RE"'xS A4,y und wegen 4,=o0
(4,=0) (vgl. Satz 3.13) xR:k-1=0 (RE-'x —o) Nach endlich vielen Schritten
erhilt man xR,=0 (R,x =0), fo]gllch x=o0 nach dem Satz 3. 13, w.z.b.w.

SATZ 3. 14. Es seien A ein beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R,
reduzierter Q-Ring und R, ein Rechtsideal von A mit R, & R,, weiterhin D= [ R =
XERy
={y; R, ySR,}. Dann gilt D,=o. Ist nun I ={y; RyS R®™}, so ergibt sich
I =o. Ferner ist (0) das einzige in R\ liegende zweiseitige Ideal von A.

BEweis. Wegen R;+R,=A und wegen R D; SR, erhilt man AD;ER,,
folglich D} =o0, weil A, D, ein zweiseitiges in R, liegendes Ideal von A4, 4 reduziert
und halbeinfach ist. Wegen R,I{® SR und R™® + R,=A (vgl. Satz 3. 10) gilt
AIP S R™, folglich xAI® S R,, und wegen xR, + R,=A (fir jedes x€A4, x¢ R,)
ergibt sich AI¥ CR,. Da aber AI® ein Ideal des halbeinfachen reduzierten
Q-Ringes A ist, erhidlt man 4, I =o und somit I{® =o. Es sei / e¢in Ideal von 4 in
R, Wegen AIC R{® gilt dann x4/< R,, folglich wegen xR, + R, = A (vgl. Satz 3.7)
auch AI< R,, woraus sich 4/=0 und /=0 ergibt.

SATZ 3.15. Es seien A ein beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R,
reduzierter Q-Ring, x ein Element von A mit x¢ R, und R, ein Rechtsideal von A
mit R, ER™. Dann gelten (xR,)*+R,=xRX+R,=(1 —x)RE+R,=A fiir jeden
Exponenten k. Im Falle o# RY € R, besteht auch (1 —x)Rk +R,=A. Ist KXV =
={y; y€A, RkyS R}, so gilt K& =o fiir jeden Exponenten k.

BEweis. Nehmen wir an, daB (xR,)**'S R, und (xR,)*% R, ist. Dann gilt
wegen R, & R offenbar xR, & R, und somit wegen der Maximalitit von R, in
A auch xR, + R, = A. Daher gilt k£ = 1. Nach der Voraussetzung besteht (xR, )* + R, =
=4, und wegen (xR, )**1 S R, auch AxR; S R,. Da A reduziert und halbeinfach
ist, ergibt sich AxR, =0 und xR, =0, obwohl nach der Voraussetzung (xR,)* < R,
und k=1 bestehen. Also gilt (xR,)*+ R,=A fiir jedes k=1. Wegen (xR, )"C xXR%
erhilt man auch xR% + R, = A fiir jedes k=1. — Wegen R, £ R® besteht xR% & R, .
Folglich gibt es ein rleR, mit xr; § R,. Ist nun (1 —x)RE SRa, so erhdlt man im
Falle der Voraussetzung Rf S R, auch xR{C R,, was der Bedingung xr,¢R,
widerspricht. Also folgt aus R € R, und R, & R die Gleichung (1 —x)R} + R, = A.
— Wegen REKPC R™  gilt xREK&PICR,, und wegen xR% + R,=A auch A.
K& C R woraus K50 —o folgt, denn A4, K*® ist ein Ideal von 4 in R,, und 4
ist reduziert und halbeinfach.

BEMERKUNG 3. 16. Die Voraussetzungen des Satzes 3. 16 beziiglich R, gelten
freilich auch fiir R, selbst. Also gelten auch (xR,)*+ R,=xRk+ R,=(1 —x)RE+
+R,=A fiir jedes k=1. Mit Hilfe einer vollstindigen Induktion nach k& kann
auch (4x)*¢ R, fiir jeden beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales R, reduzier-
ten Q-Ring 4 und fir jedes k =1 bewiesen werden.

Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae 18, 1967



268 F. SZASZ

§ 4. Fortsetzung der Untersuchung der Q-Ringe

Wir betrachten hier weitere Eigenschaften der Q-Ringe. Es gilt der folgende

SATZ 4. 1. Das Zentrum Z jedes beziiglich eines ausgezeichneten Rechtsideales
R, reduzierten Q-Ringes A ist {0}.

BEweEIs. Ist z ein Element des Zentrums Z von A4, so gilt wegen zR, = R,zC R,
und nach dem Satz 3. 7 offenbar z € R,, denn im Falle z ¢ R, wiirde zR, £ R, bestehen.
Wegen Z < R, ist dann /=ZA = AZ ein in R, liegendes Ideal von 4, woraus ZA4A =o

und Z = {o} folgt, weil A reduziert und halbeinfach ist.

SATZ 4. 2. Die additive Gruppe A" eines beziiglich eines ausgezeichneten Rechts-
ideales R, reduzierten S3-Ringes A ist entweder eine elementare p-Gruppe (d.h. es
gilt pA=o0), oder A* ist torsionsfrei mit At =nA+ + R, fiir jede von Null verschiedene
ganze rationale Zahl n, weiterhin ist R, eine reine (servante) Untergruppe der
Gruppe A™.

Bewers. Es sei A[p] fiir jede Primzahl p die Menge aller Elemente x der Ordnung
p, d.h. mit px=o. Ist A% nicht torsionsfrei, so existiert ein p mit A[p]#o. Da A[p]
ein Ideal von A, A reduziert und R, maximal in A4 ist, gilt A =A4[p]+ R,. Hiernach
ist pA=pR,<E R,. Da aber A beziiglich R, reduziert und pA ein Ideal von 4 in R,
ist, gilt pA = o. Ist aber A™* torsionsfrei, so gilt n4 # o fiir jede von Null verschiedene
ganze rationale Zahi n, woraus wegen n4 & R, trivial A =nA + R, folgt. — Im Falle
pA=o ist R} ein direkter Summand, also auch eine reine Untergruppe von A*.
Im torsionsfreien Falle besteht a4 R, aber na€ R, fiir eine von Null verschiedene
ganze rationale Zahl ». Dann gilt aber aR,+ R,= A, woraus nA < R, folgt, was
der Reduziertheit von 4 beziiglich R, widerspricht, denn nA4 ist ein Ideal von 4 in
R,. Also ist R im beiden Féllen eine reine Untergruppe in A*.

BEMERKUNG 4. 3. Ist 4 ein Q-Ring, der beziiglich eines ausgezeichneten Rechts-
ideals R, reduziert ist, so ist 4* nach dem Satz 4.2 dann und nur dann teilbar
(divisible), wenn R, teilbar ist.

SATZ 4. 4. Es seien R, ein ausgezeichnetes Rechtsideal eines Q-Ringes A, der
beziiglich R, nicht notwendig reduziert ist, und x ein solches Element von A, fiir welches
X ¢ R, und xR = R, bestechen. Dann ist x ein Linksteiler jedes Elements a ¢ A, aber
kein Linkseinselement von A, und es gilt xR=xA= A. Weiterhin ist der Unterring
{x} unendlich, es gilt {(x)R,+ R,= A fiir jedes Element o+ f(x)€{x}, und es gibt
ein Element y von A mit y¢ R, und mit (y —f(x))R,+ R,=A fiir jedes f(x)€ {x}.

Beweis. Wegen R & R, und der Maximalitit von R, in A ist R + R, = A,
woraus man wegen xR C R, offenbar R, +xR,=xA erhiilt. Da aber R,+xR,=A4
fir jedes x ¢ R, gilt, ergibt sich x4 = A. Folglich gibt es eine Losung @ jeder Gleichung
xa=h (a, b€ A), wenn xR =R, ist. Es sei ¢ ein Element von 4 mit xc¢=x. Dann
ergibt sich 4 =R,+ (1 —c)A, denn R, ist maximal und nicht modular in 4. Wegen
x(1 —c)=o0 gilt hiernach x4 =xR,=A. x ist also ein Linksteiler jedes Elementes
a von A, aber kein Linkseinselement von A4, denn R, ist nicht modular in A. Es gilt
dann x"R,= A fiir jede natiirliche Zahl n. Gibt es nun Exponenten m und n mit
m#=n und x"=x" so existiert ein idempotentes Element ¢ =x* in der Menge aller
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Potenzen von x (vgl. z.B. REDErs Buch [9]), und dann ist e ein Linkseinselement
von A=x¥4=eA, was unmdéglich ist, denn R, ist in 4 nicht modular. Im Falle
m#n gilt also x™# x", und somit ist der Unterring {x} unendlich. Nehmen wir
jetzt an, daB f(x)€ R, fiir ein f(x) € {x} mit f(x) #o gilt. So besteht

() koxX +hkyxit1+ ... +k,x*"€ R,

wobei k; €1, und I der Ring der ganzen rationalen Zahlen ist. Im Falle p4 =o fiir
eine Primzahl p lif3t sich offenbar k, =1 (mod p) annehmen, woraus

(1+g))ER,  (g(x)e{x})

folgt. Dann ist aber R, wegen x'4=A und (1+g(x))4 < R, modular in A, was
unmoglich ist. Im Falle pA = o gilt daher f(x)R, + R, = A fiir jedes f(x) (€ {x}, #o0).
Ist aber 4+ torsionsfrei, so ergibt sich nach dem Satz 4.2 4=nA+ R, fiir jede
ganze Zahl n#0. Da sich k, in () offenbar als von Null verschieden annehmen
liBt, gilt auch A=koA+R, und somit x'=koy;+r; mit y;€A4 und r;€R,
(i=1, 2, ..., n), folglich )

ko(l+y)x'€R,  (y€A).

Da aber R, nach dem Satz 4. 2 eine reine Untergruppe in 4" ist, ergibt sich wegen
ko # 0 auch .
(I+Y)X'€R,,

was wegen x'A=A und (1+y)4< R, genau die Modularitit des Rechtsideales
R, in A bedeutet. Letzteres ist aber unméglich, und dieser Widerspruch beweist
S(X)R,+R,=A auch im torsionsfreien Falle (f(x)€ {x}, f(x)=0, xR{® =R,).
Nehmen wir an, daB es zu jedem y € A4 ein Element f(x) € {x} mit y —f(x) € R, gibt.
Aus dieser Voraussetzung werden wir einen Widerspruch ableiten. Im Falle
y—f(x) € R,ergibtsich namlich y =f(x) +r mit r € R,. Da wegen xR, = A ein Element
r*€ R, mit xr* =x existiert, erhdlt man nach der Voraussetzung fiir ein beliebiges
y€A die Beziehung y(l1—r*)x = (f(x)+r)(1 —r*)x = r(l—r*)x, folglich
A(l—r*) A=A —r*)xASR,. Aus A(l —r*)A< R, ergibt sich wegen der Quasi-
modularitit von R, in 4 gewiBl (1 —r*)4 S R,, denn es gilt Az % R, fir jedes z = R,
(z€ A). Da aber R, nicht modular in A ist, gilt (1 —r*)4 % R,, und somitist (1 —r*)4<
€ R, ein Widerspruch. Also gibt es ein y€A mit (y—f(x))R,+R,=A fiir jedes
J(x)€{x} w.z.b.w.
Am Ende dieses Paragraphen mochten wir einige Probleme aufwerfen.

PrROBLEM 1. Gibt es einen Q-Ring 4, der sich als Ring, durch ein ausge-
zeichnetes Rechtsideal R und durch endlich viele Elemente a,, a,, ..., a, erzeugen
1aBt?

PrOBLEM 2. Gibt es einem Q-Ring 4 mit einem ausgezeichneten Rechtsideal R
und einer endlichen Teilmenge a,, a,, ..., a, von A, derart, daB fir jedes x € A mit
x¢ R eine der Relationen a;x¢ R (i=1,2, ...,n) gilt? (Dasselbe Problem auch
fir n=2.)

PrROBLEM 3. Gibt es einen Q-Ring, der ein MHR-Ring ist, d.h. in dem die
Minimalbedingung fiir Hauptrechtsideale gilt? (vgl. Verfasser [11]).
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ProBLEM 4. Man untersuche in einem Q-Ring den Zusammenhang zwischen
der Michtigkeit m der Menge aller modularen maximalen Rechtsideale und der
Miichtigkeit n der Menge aller ausgezeichneten Rechtsideale!

§ 5. Weitere Bemerkungen iiher das Jacobsonsche Radikal

Die Resultate dieses Paragraphen sind Folgerungen des Satzes von KERTESZ [7].
Ein Teil der hier erwdhnten Sitze ist nicht ganz neu, aber wir betrachten in
diesem § auch solche, schon bekannte Ergebnisse, die sich mit der Hilfe des Fratti-
nischen Untermoduls @, eines Ringes (vgl. FuBnote 3) eleganter beweisen lassen.
Es gilt der folgende

SATZ 5. 1. Es sei A ein assoziativer Ring. Gilt @, R< J fiir ein Rechtsideal R,
fiir den Frattinischen Untermodul ®, des als A-Rechtsmodul aufgefassten Ringes
A und fiir das Jacobsonsche Radikal J, so ist R ein zweiseitiges Ideal von A.

Beweis. Nach HiLLe [4] bzw. Kertész [7] gilt AJ< @,, folglich auch ARC
S P, SR, wz.b.w.

SAtz 5. 2. Sind fir die natiirlichen Zahlen m, n (=1) die Mengen 1I,, K,, L,, ,
in einem Ring A folgendermafen definiert:

L= xed A"xC @),
K,={y; y€A, yA"S &},
Ly,={z;z€4, A"zA" S M}
wobei M= ®, oder ®, bzw. ¢, @, so gilt
Tl =Rt ,

fiir das Jacobsonsche Radikal J von A.

Beweis. Wegen der Ahnlichkeit der Beweisteile, werden wir nur J=L,, ,
beweisen. Nach HILLE [4] bzw. KErTEszZ [7] gilt offenbar JEL,, . Ist nun z€L,, ,,
und ist zB. M =&, ®,, so bestehen sowohl A"zA"< &, als auch A"zA"C @,,
woraus man nach [7] A"~ 1zA"SJ bzw. A"zA"=' & J erhilt. Da aber A/J halbein-
fach ist, hat 4A/J keinen von Null verschiedenen linksseitigen oder rechtsseitigen
Annullator, deshalb ergibt sich 4"~ 1z4"=1<J und nach endlich vielen dhnlichen
Schritten AzEJ bzw. z4 S J, woraus z€J und somit L, ,&J folgt. Es ist also
J=F

m,n*

SAtz 5.3. Ein Ring A ist dann und nur dann ein Radikalring im Sinne von
Jacobson, wenn der Faktorring A|/®, von A nach dem Frattinischen Untermodul @,
des als A-Rechtsmodul betrachteten Ringes A, ein Zeroring® ist. Gilt in einem Ring
A die Bedingung @, = o, so enthdlt das Jacobsonsche Radikal J von A nur die Rechts-

6 Ein Ring A4, in dem das Produkt xy fiir jedes x, y € A Null ist, heiBBt Zeroring.
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annullatoren von A. Ist A ein von Null verschiedener einfacher Radikalring” mit A> = A,
so besitzt A kein maximales echtes Rechtsideal, also gilt ®,= A.

BEWEIS. IstJ= A4, so erhilt man wegen 4J € &, die Inklusion 4> S @,, und somit
ist dann 4/®, ein Zeroring. Ist umgekehrt 4/®, ein Zeroring, so gilt 4> < &,, woraus
sich nach KERTESZ [7] gewill 4 =J ergibt. — Besteht nun @, =o, so enthélt J wegen
AJ< @, nur die Rechtsannullatoren von 4. — Hat A4 ein maximales echtes Rechts-
ideal, so gilt @, A. Ist nun A4 insbesondere ein einfacher Radikalring, so ergibt
sich @, =0, denn @, ist ein Ideal mit @, 4. Da 4> < &, nach dem obigen fiir jeden
Radikalring gilt, erhdlt man A?=o0, was wegen A?>=A4 den Widerspruch 4=o
bedeutet. Also hat jeder von Null verschiedene einfache Radikalring 4 mit A% =4
kein maximales echtes Rechtsideal, w.z.b.w.

SATZ 5. 4. Gilt J? # o fiir das Jacobsonsche Radikal J eines beliebigen Ringes A,
so besitzen der rechtsseitige Frattinische Untermodul @, und der linksseitige Fratti-
nische Untermodul @, des A-Rechtsmoduls bzw. A-Linksmoduls A einen von Null
verschiedenen Durchschnitt.

BeEwels. Nehmen wir an, daB @, @, =0 ist. Dann erhilt man wegen 4JC &,
und JA S @, offenbar J2 < @, und J? S @,, folglich J>< &, &, =0. Es ergibt sich
also im Falle J? # 0 notwendigerweise @, @, o.

BEMERKUNGEN 5. 5. In jedem kommutativen Ring 4 mit &,50 ist trivial
D, D, =P, =P 0. Jeder Matrizenring iiber einem Schiefkorper, der offenbar
halbeinfach ist, ist ein Ring, fiir den J> =J=0 und &,= &, = &,() &, =0 bestehen.

Es gibt aber auch nichthalbeinfache Ringe, und zwar schon solche mit sechszehn
Elementen, fiir die 0= &, # @20, ¢,V P, =0 und J=&,+ &, mit J2=o0 gelten.
Ein solcher Ring ist z.B. die Algebra 4 ={a,, a,, b,, b,} mit 24=0 (d.h. x+x=0
fir jedes x € A) und mit der Multiplikationstabelle

‘ a ‘ az ’ b1 ‘ bz
= A‘”’Z”“Ty' FEr%
ax ‘ o as 0 b2
b, ‘ by 0 0 ] o

‘bz—‘ ) 0 0 0

In diesem Ring A gelten wegen @, = {b,} und @,= {b,} die Bezichungen &, &, =0
und J?=o fiir das Radikal J=®,+ @,.

Es sei B die durch a, und b; erzeugte Teilalgebra der obigen Algebra
A={a,, ay, by, b,}.Im Ring B={a,, b, } gilt B>(= B) & R fiir jedes maximale Rechts-
ideal R des Ringes B, denn a, ist ein Linkseinselement von B. Da aber b, ¢ {a,}
und xb; =o€ {a,} fiir jedes x € B bestehen, ist das maximale Rechtsideal {@,} von
B nicht quasimodular in B.

7 Die Existenz der einfachen Radikalringe 4 mit A2= A0 wurde in SASIADA [10] gezeigt.
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Die Eigenschaft B?+ R=B ist also fiir ein maximales Rechtsideal R eines
Ringes B von der Quasimodularitit von R in B verschieden.

Ist A zum SchluB} ein einfacher Radikalring, so bestehen wegen J=®&, =@, = A4
die Ungleichungen J2+0 und @, ®,0 (vgl. SASIADA [10]).

(Eingegangen am 22. April 1966.)
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