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Einleitung

Unter einem Ring verstehen wir in dieser Arbeit immer einen assoziativen 
Ring. Bezüglich der nötigen allgemeinen Begriffe wird es auf [2], [10], [13] und [18] 
verwiesen. D ie im  Titel dieser Arbeit erwähnten Ringe werden kurz M //Á -Ringe 
genannt. Diese Ringe wurden in der Dissertation und in der Arbeit [21] des Ver­
fassers ausführlich betrachtet, und es werde hinsichtlich der MHR -Ringe noch 
auf die in [21] angegebene Literatur verwiesen. Ein MHXR -Ring bedeutet einen 
Ring mit M inimalbedingung für diejenigen Rechtsideale, die in Hauptrechts­
idealen liegen. In der vorliegenden Arbeit werden weitere Ergebnisse bezüglich 
der MJTR-Ringe betrachtet, und auch einige offene Fragen erwähnt.

Im § 1 untersuchen wir gewisse Mächtigkeitsbeziehungen zwischen dem Rechts­
idealverband VA und dem Linksidealverband A V eines Artinschen Ringes A (d. h. 
eines Ringes A m it Minimalbedingung für Rechtsideale). Bedeute A (nt, n) =  t für  
beliebige Kardinalzahlen nt und n die Existenz eines Artinschen Ringes A mit den 
Bedingungen |VA\ = n t und \AV\ = n , wobei \X\ die Mächtigkeit einer Menge X  
bezeichnet. In § 1 werden wir sowohl A(n, R„) =  f, als auch A (^ v, X„) =  t beweisen, 
wobei и S 3  eine beliebige natürliche Zahl, Rv, beliebige unendliche Mächtig­
keiten sind. (Vgl. Satz 1. 2, 1 .3 , 1 .4.) D ie dafür angegebenen Artinschen Ringe 
haben Einselement, und lassen sich mit Hilfe eines interessanten Stellenringes 
A(F, cp) aufbauen (der kein Artinscher Ring ist). Es wird auch ein Ring A mit  
\A\ =  Rv, \VA\ =n , \AV\ = 2 S” konstruiert, und zwar derart, daß Rv solche Links­
ideale von A existieren, die eine absteigende (aufsteigende) Kette bilden (n beliebige 
natürliche Zahl S 3 , und Rv beliebige unendliche Mächtigkeit).

Im § 2 betrachten wir die Ringe mit endlich vielen Rechtsidealen. Jeder 
Radikalring Я m it I VA\ <  ist endlich. Es werden auch die halbeinfachen Ringe 
A mit I VA\ <  Ko beschrieben. Ferner bestimmen wir bis auf Faktorsysteme und 
Endomorphismensysteme sämtliche Ringe A m it \VA\ = 3 . Es werden auch die Ringe 
A mit \VA\= 3  und \AV\ S c h a r a k te r is ie r t .  Insbesondere hat jeder Ring A mit  
1 ^ 1 = 3  und \AV\ S z w e i s e i t i g e s  Einselement. Aus \VA\= 3  folgt die M inimal­
bedingung für Hauptlinksideale. Jeder Ring A mit | VA\ = 3  und ohne von Null 
verschiedene Linksannullatoren (Rechtsannullatoren) enthält Einselement (ein 
Linkseinselement). Ferner ist A(3, 4) =  |,  denn aus /1(3, m) =  t erhält man m =  3, 
oder nt =  5 bzw. m ^  R0 • D ie Untersuchung von A (m, n) = t für beliebige natürhche 
Zahlen m und n scheint mit additiven zahlentheoretischen Fragen in engem Zu­
sammenhang zu sein. Als eine leichte Folgerung der Sätze von § 2 ergibt sich: Jeder 
Ring nur m it endlich vielen Unterringen ist selbst endlich.
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lm  § 3 wird bewiesen, daß eine transfinite Potenz des Jacobsonschen Radikales 
jedes MHR-Ringes das Nulüdal ist. Ferner ist jeder Unterring eines M/7) R-Radikal- 
ringes ebenfalls ein M / / ( /?-Ring, und es gilt in jedem A/T/jR-Radikalring A auch 
die Minimalbedingung für diejenigen additiven Untergruppen von A + , die in Haupt­
rechtsidealen von A liegen. Bekanntlich wurden allgemeine Radikale für beliebige 
assoziative Ringe von A 3о 7 6 8>  [1] und K 8> х 6 ‘ е  [16] betrachtet. Nun werden wir 
im § 3 die allgemeinen Radikale im  Sinne von K 8> х 6 ‘ е  [16] für die K lasse der 
MHR-Ringe untersuchen. Es wird ein Kriterium dafür bestätigt, daß ein allgemeines 
Radikal im Sinne von K 8> х 6 ‘ е  für MHR-Ringe mit dem Jacobsonschen Radikal 
übereinstimmt. Dabei erwähnen wir weitere Behauptungen und Probleme. Für 
diese Untersuchungen werden im § 3 außer dem Divinskyschen Radikal D noch 
weitere spezielle Radikale M  und T  betrachtet. Im halbgeordneten System aller 
allgemeinen Radikaleigenschaften blieben aber zwei Ordnungsfragen bezüglich des 
Radikales M  offen.

Zum Schluß machen wir im § 4 einige Bemerkungen bezüglich der rechtsseitig 
vollständig reduziblen Ringe, die freilich auch MHR-Ringe sind. Dabei wird zuerst 
eine unbewiesene Bemerkung aus [21] berichtigt. Ferner wird im § 5 die Klasse der 
Artinschen halbeinfachen Ringe in der größeren Klasse der M7/R-Ringe m it Eins­
element modultheoretisch, und zwar mit Hilfe des Kertészschen Radikales der 
beliebigen Operatormoduln charakterisiert: Ein MHR-Ring A mit Einselement ist 
genau dann ein halbeinfacher Artinscher Fing, wenn für das Kertészsche Radikal 
R(M ) von jedem Л-Rechtsmodul M  die Bedingung R(M)A  = 0  gilt.

Für die Hilfe in der Abfassung meiner Resultate danke ich Prof. L. F 8‘ е 6 .

§ 1. Über Mächtigkeitsbeziehungen zwischen den Rechts­
und Linksidealverbände eines Artinschen Ringes

Für einen Ring A bezeichne VA und AV den Rechtsidealverband bzw. Links­
idealverband von A. Bekanntlich sollen sowohl VA als auch A V gewisse verbands­
theoretische Bedingungen (z. B. Modularität, Vollständigkeit, kompakt Erzeug- 
barkeit usw.) erfüllen. Meines Wissens ist das folgende schwere Problem bisher 
noch ungelöst: Zu welchen Verbandspaaren (F x, V2) existiert ein Ring A mit  
VAas Vy und A V-= V21 In diesem § werden wir ein anderes aber ähnliches Problem 
betrachten. Es wird nämlich untersucht, in welchem Masse die Mächtigkeiten 
\VA\ und \AV\ voneinander abhängen. D ieses Problem wird für die Paare (tfv, rí) 
und (üM, Kv) vollständig gelöst (и*=К0). D ie als Lösungen vorkommenden Ringe 
lassen sich auch aus der Klasse von Artinschen Ringen wählen.

D / > о 1о 7 о х 1  1.1. Für ein Paar (m, n) von Mächtigkeiten m und n bezeichne 
A (m, n) = !  (bzw. A (m, n) =  i) die Existenz (Nichtexistenz) eines Artinschen Ringes 
A mit \VA\= m  und \AV \=n.

Offensichtlich ist A (m, n) =  t mit A (n, m) =  t äquivalent. Wie wir sehen werden, 
gilt auch A(m, n) =  t für jede Mächtigkeit m.

Der Ring A(F, <p). Es sei F  ein Schiefkörper, <p ein Isomorphismus von F  in 
sich, und z ein transzcendentes Element über F. D ie Menge aller formalen Rechts­
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potenzreihen

P =  Z z kf k (M F , z° =  l£F ).
k= 0

wird zu einer (F , F)-Doppelalgebra A(F, cp), falls

bzw.

2 zkfk + 2 zkSk - 2 zk(fk+gk)
k = 0  k = 0 k = 0

f z  =  z f \  fzk - z kf r k

erklärt wird. (Hierbei bedeutet „Rechtspotenzreihe”, daß die Elemente f k Rechts­
operatoren für zk sind. Wegen der Definition f z  =  zß ist aber F  zugleich ein Links­
operatorbereich für A(F, cp).) Es sei nun R ein beliebiges Rechtsideal von A(F, cp)

und rk=  2 zif j  е 'п solches Element von R, für das f k ^ 0  und к  minimal ist. Dann
jmk

hat jedes Element von R die Gestalt r =  £  zjgj (gj £ F). Da sich die Gleichungen
j-sk

fkh  о =  Sk

fk h 1 +fk+\ho = gk + l

fk hi +fk+ihi +fk+iho  — gk+2

bezüglich der Unbekannten h0, ht , h2, ... lösen lassen, erhält man rk- f f  zlh, =  r
1 =  0

und somit (rt)r2 i? . Da offenbar R ^(rk)r gilt, ergibt sich R = (rk)r. A lso ist in 
A(F, cp) jedes Rechtsideal ein Hauptrechtsideal zk-A(F, cp), das ein zweiseitiges 
Ideal ist. D iese Ideale bilden eine abzählbare absteigende Kette. Der Linksideal­
verband von A(F, cp) hängt stark vom Isomorphismus cp des Schiefkörpers F 
M A (F , cp)/z'A(F, cp)) ab. A(F, cp) ist offensichtlich ein Stellenring (d. h. lokaler 
Ring).

B / 3 / > _ 8 1 0 / 1  1.1.
I. Es sei cp ein vom identischen verschiedener Automorphismus von F. Dann 

ist A(F, cp) nichtkommutativ, obwohl jedes Rechtsideal und jedes Linksideal ein 
Ideal ist.

II. Nehm en wir |F |^ X 0 und F ’V F  an. Dann existieren in F  zwei linear 
unabhängige Elemente f  und f"  über F>'. Es sei Lf =  A (F, <[i)-z-(f + f rf f").  Die 
Hauptlinksideale Lfl  und Lfi  sind für f k ^ f 2 gewiß verschieden, denn aus Lf l Q  
g L /2 erhält man f k= f2. Somit folgt aus |F | S K 0 auch \r ^\  =  N0 für A —A(F, cp).

III. Der Fall |F | =  und 2 S [F :F * ] <  zeigt z f(x0 , Xv) =  1, und A =  A(F,cp) 
besitzt dabei folgende Eigenschaften:

a) |̂ 41 — b4v° und A hat Einselement;
b) jedes Rechtsideal von  A ist ein Hauptrechtsideal und ein Ideal; diese Ideale 

bilden eine abzählbare absteigende Kette;
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c) laF | =  Kv und die Länge von AV ist K0 ;
d) А hat Kv Linksideale, und jede Hauptlinksidealkette ist abzählbar.

Wir zeigen jetzt, daß |F | =  KV und [F:F'l] =  n  für jedes feste n mit 2 g n < ü 0 
möglich sind. Es sei nämlich К  ein Primkörper, F  eine rein transzendente Körper­
erweiterung von К  vom Transzendenzgrad x v. Ist nun T = { . . . ,  ty, ...}  (y £ F )  eine 
Transzendenzbasis von F  über K, so gilt |7 j  =  tfv und jede Abbildung Ф von T 
in F, für die

4>td
tö, wenn ö =  y
td, wenn ö A-y {y fest)

läßt sich zu einem Körperisomorphismus <py von F in sich fortsetzen, so daß 
[ F : F f v ] =n  und |F | =  KV.

IV. Es sei jetzt |F | =  [F :F T]  =  Xv, dann erhält man für A —A(F,  cp):
a) |̂ 4| =  ^v° und A  hat Einselement;
b) jedes Rechtsideal von A ist sowohl ein Hauptrechtsideal, als auch ein Ideal, 

diese Ideale bilden eine abzählbare absteigende Kette;
c) \aY l = 2 Sv und AV hat die Länge tfv;
d) in A existieren Xv solche Linksideale, die eine absteigende (aufsteigende) 

Kette bilden;
e) in A gibt es Kv Hauptlinksideale, und in A existiert eine abzählbare abstei­

gende Hauptlinksidealkette.

Es wird jetzt die Erfüllbarkeit von |F | =  [F:F?] =  KV gezeigt. Eine Abbildung 
Ф der in III betrachteten Transzendenzbazis T  von F  in F  sei durch

Фгy =  ty für jedes y £ F

definiert. Ф kann offensichtlich zu einem Körperisomorphismus cp von F  in sich 
mit [F: Fr]  =  |F | =  Kv fortgesetzt werden.

�_ ■ O  1. 2. Für jede natürliche Zahl и ^  3 und für jede unendliche Mächtigkeit 
gilt A(n, Hv) =  t. Es gibt nämlich einen Artinschen Ring A mit den folgenden Eigen­

schaften:
a) \A I =  und A hat Einselement;
b) \VA\—n, Vл ist eine Kette, und jedes Rechtsideal ist ein zweiseitiges Haupt­

ideal;
c) \r  У\ — und a  L lst von endlicher Länge;
d) A hat Xv. Hauptlinksideale.

Zum Beweis genügt es A =A (F , cp)/zn~1-A(F, cp), |F | =  KV und 2 ^ [F , F i ] <  
zu wählen (Fssy4(F , cp)/z-A(F, cpj).

Jetzt zeigen wir, daß für einen Ring A mit \A \ — Kv und | VA\ <  die Mächtigkeit 
\AV\ ihr mengentheoretisches Maximum 2S” aufnehmen kann, und daß aus \ VA\ <  K0 
nicht die Minimalbedingung für Linksideale folgt.

S_ ■ O  1.3. Zu jeder natürlichen Zahl и ё 3 und jeder unendlichen Mächtigkeit 
Kv gibt es einen Ring A mit den folgenden Eigenschaften:

a) |/1| =  NV, \VA\ =n, \AV\=2^v, und A hat Einselement;
b) die Länge von AV ist Kv;



ÜBER RINGE MIT MINIMALBEDINGUNG 451

c) in A existiert eine absteigende (aufsteigende) Kette von Kv Linksidealen;
d) A hat Xv Hauptlinksideale, und die Längen aller Hauptlinksidealketten sind 

endlich, sogar beschränkt.

Zum Beweis genügt es den Faktorring A =A (F , (p)/zn~l -A(F, ip) mit |F | =  
=  [F: Frf~\ — zu betrachten.

S _ ■ O  1. 4. Für jedes Paar von unendlichen Mächtigkeiten gilt A , Kv)  =  t .

B / < / о 6. E 6  seien Ali m=A(F, (p)/zm~1A(F, <p) für |F | =  x ^  und 2 ^ [ F : F i ’] < ^ 0 ,  
ferner Avn= A (F 1, q)1)lzn- 1A(Fl , cpt) für 1 ^ | =  und 2 S [ F ) :Е Т ']< Kv. D a  
Aß m und jedes antiisomorphe Bild Bvn von Avn Einselement haben, besitzt die 
direkte Summe A = A lim®B^„  die Eigenschaften j/4| =  K„, |F^| =  RV und 1лЕ| =  К„,  
wobei Ss =  m a x ( ^ ,  biv) ist. A ist offensichtlich ein links-rechtsseitiger Artinscher 
Ring, w. z. b. w.

Es wäre interessant die Ringe A zu untersuchen, für die sowohl VA als auch 
AV Ketten sind.

P > х = ! / 3  1. 5. Gibt es zu jeder überabzählbaren Mächtigkeit einen nicht­
kommutativen Ring A mit Einselement darart, daß sowohl jedes Rechtsideal, als 
auch jedes Linksideal ein zweiseitiges Hauptideal ist, und daß diese Ideale eine 
absteigende Kette von der Länge Kv bilden?

P > х = ! / 3  1. 6. Gibt es zu jedem Paar $ß, K v von überabzählbaren M ächtig­
keiten einen direkt unzerlegbaren Ring A mit Einselement, für den \VA\ =  S:,, und 
\a V | =  » , gilt?

§ 2. Über Ringe mit endlich vielen Rechtsidealen

Offensichtlich ist jeder Ring mit endlich vielen Rechtsidealen ein rechts Artinscher 
Ring, also auch ein MHR-Ring, aber wegen des Satzes 1 .3  i. a. kein linksseitiger  
Artinscher Ring. Ferner haben sowohl die endlichen Ringe, als auch die direkten 
Summen von endlich vielen Schiefkörpern nur endlich viele Rechtsideale, und 
dabei nur endlich viele Linksideale. Bekanntlich ist jeder Ring mit genau zwei 
Rechtsidealen (d. h. ohne nichttriviale Rechtsideale) entweder ein Schiefkörper, 
oder ein Zeroring von Primzahlordnung. Hat also ein Ring A wenigstens drei Rechts­
ideale, so hat A auch wenigstens drei Linksideale.1 Insbesondere gilt hiernach, 
daß jeder Ring mit unendlich vielen Linksidealen wenigstens drei Rechtsideale 
besitzen soll. Für beliebige natürliche Zahl n ^  3 und für beliebige unendliche 
Mächtigkeit S*v wurde А (n, üv) =  t im Satz 1. 2 gezeigt.2

1 Sow ohl diese Behauptung, als auch die äquivalente vorige Behauptung fo lgt leicht aus dem 
W edderburn-A rtinschen Struktursatz. S{/ ! /  [25] hat für diese Behauptung einen elem entaren Be­
weis gegeben. Bezüglich eines elem entaren, wesentlich kürzeren Beweis w ird noch au f L em m a 1 
der N o te  [20] verw iesen. Ferner hat S7 / о 1>/ ! ^  [19] gezeigt, wie in einem  R in g  m it w enigstens drei 
Rechtsidealen ein  nichttriviales L inksideal explizit gefunden werden kann .

2 T. S{/ ! /  hat gefragt (1949), ob ein R ing m it endlich vielen R echtsidealen nur end lich  viele 
Linksideale haben so ll. (Vgl. auch R é^ / о [18], S. 211, bzw . „Problem 3”  von  [21].) In der N ote  [24] 
habe ich die L ösung, und zwar A(3, stv) =  t für jedes „ T veröffentlicht, und  dann wußte ich  noch 
nicht, ob  aus |VA\ < s 0 die M inim albedingung für L inksideale nicht fo lg t, w ie ich d iese F rage in
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S_ ■ O  2. 1. Jeder Radikalring A mit |КЛ|< ^ 0 *st endlich.

F£ £ R _ R á F R  2. 2. Es gilt für jeden Radikalring A m it \VA\ & n 0 auch | VA \ Mü 0.

B / < / о 6 des Satzes 2. 1. Wegen I VA\ <  N0 ist der Radikalring A ein nilpotenter 
Artinscher Ring, und somit ist A nach einem Satz von S { / ! /  [26] periodisch und 
von endlichem Rang.3 Da jedes Z(p°°) nach F 8 ‘ е 6  und S { / ! /  [12] im zweiseitigen 
Annullator von A liegt, fo lgt aus \VA\ <  ü0, wirklich |ri| <  K0 .

Der Beweis der Folgerung 2. 2 ist nach dem Satz 2.\1 klar.

S_ ■ O  2. 3. Es sei A ein halbeinfacher Ring mit \VA \ < X 0 . Es gilt eine direkte 
Zerlegung А — A l ®A2, wobei A, ein endlicher halbeinfacher Ring und A2 die 
direkte Summe von endlich vielen unendlichen Schiefkörpern ist. Umgekehrt hat jede 
solche direkte Summe A l (BA2 nur endlich viele einseitige Ideale.

B / < / о 6. N ach der Voraussetzung gilt \ VA\ für A. Nach dem Wedderburn- 
Artinschen Struktursatz ist A die direkte Summe von endlich vielen vollen Matrizen­
ringen (F (i>)n. des Typs ni X  и ; über Schiefkörpern F(i). Bekanntlich hat (F (,))„. 
für |F (i,|&Ko und й ,-ё 2 unendlich viele einseitige Ideale, und hiernach gilt ni =  1 
für |F (i> |& ii0 . Somit ist der Satz bewiesen, denn die weiteren Behauptungen sind 
klar.

L_ „„_  2. 4. Jeder Ring A mit \VA\= 3  ist rechtsseitig direkt unzerlegbar. Jeder 
nichtnilpotente Ring A mit \VA\ =  3 hat ein Linkseinselement.

B / < / о 6. G ilt А =  Rt +  R2 mit O ARfi Va , 6 х  ergibt sich wegen 0 ,R l t R2, 
A L VA gewiß \ Vr \^ 4 3 A lso ist А im Falle \VA\= 3  rechtsseitig direkt unzerlegbar. 
G ilt nun N А A für das Radikal N  von A, so ist A/N  wegen \VA\—3 ein Schiefkör- 
per. Es gibt a lso ein idempotentes Element eAO in A. Da А — eA +( 1 — e)A gilt, 
ergibt sich A = eA , w. z. b. w.

Nun gilt der folgende

S_ ■ O  2. 5. Jeder Ring A mit drei Rechtsidealen ist einem der folgenden Ringe 
isomorph:

I. ein Ring {a} mit den definierenden Relationen p2a =  a2 —pda = 0 für d\p, 
oder pa=a3 — 0 wobei p eine Primzahl und { } Ringerzeugung ist,

II. ein Ring A mit dem Radikal N, für den A/N ein Schief körper, N2 = 0 und 
N ein (A/N, A /N)- Bimodu! ist. Ferner soll der A /N-Rechtsmodul N  in Falle N-(A/N) АО 
einfach sein, d. h. es gilt N — n-(A/N) für jedes n(fiN, А0). Im Falle N-(A/N) =  0 * 2 3

der Fußnote (* ) von  [24], S. 47 erw ähnt habe. Später habe ich ein interessantes Problem von 
A . H _ ' F _ £  gelöst: F ü r  jede unendliche M ächtigkeit tu  gibt es einen R in g  A mit a v E lem enten.

2 Sv Linksidealen, der nur drei R echtsideale besitzt. (In  d iesem  R ing A g ilt n icht die M inim albeding­
u n g  für L inksideale.) Ende N ovem ber 1962 hat m ich L. F á 6 O M  darauf aufm erksam  gem acht, daß 
B £ á R „ _ ! 9  [4], S. 27 e in  Beispiel A m it | VA! =  3 und ohne M in im albedingung für Linksideale angibt. 
(N a ch  diesem B ourbak i’s Beispiel w ird aber /1(3, a 0) =  t ,  A (3, к ш) =  * /1 (3 , к ю + га) = 1  usw. und 
A(n, iu )  =  t für 4 M„ < ü£  nicht bew iesen .) In dieser A rbeit wird eine gem einsam e Verallgem ei­
nerung Bourbaki’s B eisp iels und m einer ursprünglichen Lösung [24] betrachtet. Übrigens lassen 
sich  in  [24] bei Bem erkung 6 statt und ó0rív = rjv6v auch d ie mildere Bedingungen
coóoövó»—i)or)v<5v£v un(j 8oSoVvSv=eoVvevöv fordern. — Ich danke Prof. G . H _ ' ó M  für eine 
interessante Bem erkung bezüglich m einer R ingkonstruktion.

3 Nach [26] gilt näm lich in A*  d ie M inim albedingung für Untergruppen.
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ergibt sich aber A = {a , b} mit pa =  pb =  a2 — b2 — b = ab — ba — а =  0 für eine 
Primzahl p.

B_ R _ 9M. EM sei A ein Ring mit | VA\ =  3 und N  sein Radikal. N ach dem Lemma 
2. 4 gilt W O , denn im Falle N  =  0 gilt für den halbeinfachen Ring A entweder 
\Va\= 2 oder |F x | s 4 ,  weil A dann rechtsseitig vollständig reduzibel ist. A lso ist 
gewiß N �g0.

Es sei zuerst N — A. Dann ist A nach dem Satz 2. 1 und Lemma 2. 4 ein end­
licher nilpotenter p-Ring m it p 2A — 0. Ferner besteht der Rechtssockel von A aus 
einem einzigen nilpotenten minimalen Rechtsideal M  mit M 2 =  0 und \M \—p 
bzw. \A /M \=p. Also ist \A \= p2. Im Falle pA?± 0 erhält man A —{a} mit p 2a = 
=  a2—dpa, d\p für ein passendes ahA. Daher wird a2 = 0  für d = p und a2—pa 
für d = 1 gewonnen, und in letzterem Fall ergibt sich {a} =  p(l/(p3)). Ist aber pA =  0, 
dann erhält man wegen \A \ = p 2, |F ^ |= 3  und nach dem Lemma 2. 4 gewiß Л2 ^  0, 
und A3 = 0 . A lso ist A = {a } , ра =  аъ— 0 für jedes a £A mit a $ A 2.

Es sei jetzt N ^ A .  Dann ist A /N = F  ein Schiefkörper, und A hat nach dem 
Lemma 2 .4  ein Linkseinselement. Wegen | VA\ =  3 erhält man N 2 = 0, und daher 
ist das Radikal N  ein (F, Fj-Bimodul, denn im Falle al —a2£N ergibt sich пал =  
= na2 und axn — a2n für jedes n^N.  Ebenfalls wegen \VA\ = 3  gilt |A | — p für NF =  0, 
und N =nF  für NFA 0 mit beliebigem n(A= 0, £N). Es sei jetzt NF=0. Dann gilt 
auch NA = 0 ,  |iV| —p. Ist nun fn  = 0  für ein festes n( ?^0, 6 N) und für ein/ ( ^ 0 ,  6 F), 
so ist das annullierende Linksideal für n im Schiefkörper F  selbst F, woraus wegen 
A = { n }  auch A N = F N = 0 folgt. Diese Bedingung widerspricht der Existenz eines 
Linkseinselementes ein A (vgl. Lemma 2. 4). A lso ergibt sich fn^O  für jedes n A0 
und f  А 0, und daher gilt auch f xn A f2n für / j  ^ / 2, folglich |F | =  [tV[ =p. Hiernach 
gilt A = {a , b) und auch pa =  pb = a2 =  b2 — b = ba — а =  ab = 0 für jedes 
O ^a^N  mit b =  e.

B_ „ _ R ! á F R _ F  2. 6.

I. Im Falle NF^  0 läßt sich jeder im Satz 2. 5 bei II vorkommende Ring А 
mit der H ilfe der Everettschen Ringerweiterungstheorie [9] etwas expliziter, aber 
i. a. nicht absolut explizit bestimmen. Der Ring A ist nämlich eine Erweiterung von 
N  mit F —A/N. Man kennt aber das additive Faktorsystem, das multiplikative  
Faktorsystem und die Endomorphismensysteme dieses Erweiterungsverfahrens i. a. 
nicht explizit, denn man sollte dafür gewisse Funktionalgleichungen in Ringen 
lösen. Jedoch sei erwähnt: Jeder im Satz 2. 5 bei II vorkommende Ring A ist im 
Falle N F = N A 0 bis auf Ringisomorphie die Menge aller formal verschiedenen 
Paare

( fo .f i)  ( f £  F — A/N),

wobei I/ ein additiver Isomorphismus von F+ auf eine Gruppe N + ist, und die Ver­
knüpfungen in dieser M enge folgendermaßen erklärt sind :

( * )  ( fo .f l)  4  (? o , gi) = (fo +  go , [ /о , go]'' -hfl  +  g l)

(*■  * )  (fo, f l) - (go, g i)  =  (fo-go, (fo , go)4 + (Jogi)" +  (flgo)").

15 A cta M athem atica X IV /3 4
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Hierbei ist cp ein Isomorphismus des Schiefkörpers F  in  sich, ferner sind [ / 0 , g 0] 
und (f0,go) Abbildungen von  F x F  in F, für welche die Bedingungen

[ 0 , / l= < 0 , / )  =  < /,0 ) =  0

^ 2 ; [ f i  > j - A  =  \ J i  > J A

[ f i  + f i , / 3] + Lf i  > / 2] = U i , f i  + /3] + U i , / 3]

« 4 : </1 + /2 , / 3) ■ + U i , /a l/з  =  [/1 /3 , /2/3] +  </1, /з> +  ( J i , /3)

ß 5: </1 , /2  + /3) + /1^ / 2 ,/ 3] = [ / 1/ 2 ,/ , / 3] + ( f i , f i )  +  ( f i , / 3}

«6: ( f i  J i f i )  + f t ( f i  , / 3) =  </1 /2  , / 3) + </i , f i ) f 3

erfüllt sind.

II. Ist eine elementare Abelsche /»-Gruppe, oder eine torsionsfreie teil­
bare Gruppe, so läßt sich in  I immer identisch [ /0, £0 ] =  0 wählen. Dafür ist aber 
p F = 0 im allgemeinen nicht hinreichend, wie dies z. B. der Ring { a }  mit a 2 — a  =  

=  p 2a =  0 zeigt. Kann aber identisch [ f 0, g 0] =  0 gewählt werden, so ist z. B .  

( f o >  S o ) — —/0  h g Q ( h ein festes Element von F )  eine spezielle Lösung der Gleichun­
gen Q1} ... ,C26  ,und dann erhält man über der direkten Summe F +  F ’’  die Ring­
multiplikation

( *  *  * )  ( f o J M g o . g ’l )  =  (/ого, - U S h g o y + U Z g i y + U i g o ) 4)

für die genau ( 1 , /г’1) das Einselement des entsprechenden Ringes A mit | VA\ — 3 
ist. Im Falle (0 5^ )Ff F  und | i r| =  Sv gilt m it (-*- X X ) auch \AV \=  X„-(Agl. Satz 
1. 2, ferner [4], S. 27, und [27].)

S) 7 {  2. 7. Jeder Ring A mit \ VA\ = 3  und \AV\ ё  K0 ist einem im Satz 2. 5 bzw. 
Bemerkungen 2 .6 , I erwähnten Ring mit F = A /N, N F =N , |F |£ ^ 0, [F:F'1]  s 2 
isomorph. Jeder Ring A mit \VA\= 3  und \A V\ ^  N0 hat Einselement. Jeder Ring А 
mit \VA\ =  3 und ohne von Null verschiedene Linksannullatoren hat Einselement. 
Jeder Ring A mit \ VA\ =3 und ohne von Null verschiedene Rechtsannullatoren hat ein 
Linkseinselement. Es gilt in jedem Ring A mit \ VA\ =  3 die Minimalbedingung für 
Hauptlinksideale.

B / < / о 6 ist nach den Vorigen klar.

B / 3 / > _ 8 1 0 / 1  2 . 8.

I. Gilt A (m, ri) =  \ für die natürlichen Zahlen m und n, so gilt auch A (km, kn) = t 
für jede natürliche Zahl k.

Das folgt daraus, daß der Faktorring Ak =  I/(pk) des Ringes I  der ganzen ra­
tionalen Zahlen nach dem Ideal (pk) Einselement enthält, und die Eigenschaft 
\VAk\= \AkV\ —k  hat. Es genügt nun im Falle \VB\=m  und \BV \=n  den Ring 
A = B @ A k zu betrachten.
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II. Es seien p eine beliebige Primzahl, k, m, n beliebige natürliche Zahlen mit 
m >  n. Ist nun

m i n (m -  j  + l ) k n__1

bzw.

n i n (n  — j + l ) k n

/ 2  =  1 +  2  П '
i = t  j =  1

( m - n ) k n  i n ( ( m - n ) n - j + l ) k__ 1

+ ж  Д  - y - 1

so läßt sich ^ ( / i , /2 ) =  t oder * fragen.
III. Gilt Л(3, m) =  t für eine Mächtigkeit m, so er hält man m = 3 , oder m =  5 

bzw. m 5 S 0 . Insbesondere gilt also auch A(3, 4) =  i.
Das ist eine Folgerung der Vorigen.
IV. Hat ein Ring A nur endlich viele Unterringe, so ist A selbst endlich.

Die in IV erwähnte Ringeigenschaft (d. h. die Existenz nur endlich vieler Un­
terringe) erbt jeder Unterring und jedes homomorphe Bild von A. Es sei zuerst 
A halbeinfach. Dann ergibt sich nach dem Satz 2. 3 А =  At ® A2, wobei \At \ <  
und A2 die direkte Summe von endlich vielen Schiefkörpern ist. Jeder Schief­
körper in A2 hat eine Charakteristik p und ist absolut algebraisch. Wegen der Maxi­
malbedingung für Unterringe erhält man M2|*=X0 ur>d somit \A\ <  K0, wenn А 
halbeinfach ist. Es sei jetzt A nilpotent. Dann erhält man nach dem Satz 2. 1 gewiß 
|/4 |< K 0 . Ist nun A weder halbeinfach, noch nilpotent, so gilt nach den Vorigen 
|/4 /V j< K 0 und |V |< K 0 folglich auch |/4|-=X0 ( N  ist das Radikal von A).

P > х =! / 3  2. 9. Für welche endliche Paare m, n gilt A(m, ri) =  t? (m und n sind 
natürliche Zahlen.)

P > х =! / 3  2 . 1 0. Man bestimme sämtliche endliche Ringe mit distributiven 
Verbänden VA und AV.

P > х =! / 3  2. 11. Gilt die Minimalbedingung für Hauptlinksideale in jedem 
Ring A mit

Problem 2. 12. 1st A ein direkt unzerlegbarer Ring mit \VA\ und \а У I =  No> 
so soll VA ein distributiver Verband sein?

P > х =! / 3  2. 13. 1st AV  für einen Ring A mit distributiv, so soll auch
bestehen?

P > х =! / 3  2. 14. Hat jeder Ring A mit \VA\ < & 0, \AV\ und ohne von Null 
verschiedene Linksannullatoren (Rechtsannullatorer.) Einselement (bzw. ein Link­
seinselement)?

P > х =! / 3  2. 15. Ist A ein Ring mit dem Radikal N, und gelten p A ^ N  (für  
eine Primzahl p )  und \VA\= 3  bzw. \A V\ ^  # 0 , so läßt sich das in Bemerkungen 
2 .6  1 betrachtete additive Faktorsystem [ /0 ,gol immer identisch Null wählen?

15*
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§ 3. Über die Radikale der MHR-Ringe

Wir haben in [21] bewiesen, daß in jedem MHR-Ring das Baersche untere 
Nilradikal [3] mit dem Jacobsonschen Radikal [13] und somit auch mit dem Le- 
vitzkischen Radikal [17] bzw. mit dem oberen Nilradikal [13] von A übereinstimmt.4 
Dabei wurde in [21] sowohl das Brown—McCoysche Radikal [5] als auch das 
Fuchssche Zeroidradikal [11] der MHR-Ringe mit Rechtseinselement betrachtet. 
(Vgl. noch [22].) In diesem § werden allgemeine Radikale im Sinne von K 8> х 6 ‘ е

[16] für die Klasse der Л/7/R-Ringe untersucht und dabei das Jacobsonsche Radikal 
eines MHR-Ringes betrachtet.

Eine Klasse К  assoziativer Ringe wird nach K 8> х 6 ‘ е  [16] eine Klasse von 
Radikalringen genannt, wenn für К  die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. jedes homomorphe Bild eines Ringes aus К  liegt ebenfalls in K;
2. jeder assoziative Ring A enthält ein Ideal В derart, daß für jedes in К  fal­

lende Ideal C von A die Beziehung C^=B gilt;

3. ist В durch 2 bestimmt, so ist Q — B/B das einzige zu К  gehörende Ideal 
des Faktorringes A/В von A nach B.

Ist nun К  eine beliebige Klasse von Radikalringen im Sinne von K 8> х 6 ‘ е � 
so sind genau die Ringe aus К  die K-Radikalringe, wobei К die durch die Klasse 
К  definierte Radikaleigenschaft ist.

Sind nun К  und L  zwei K lassen von Radikalringen und gilt K^=L,  so definie­
ren wir für die entsprechenden Radikaleigenschaften durch K ^ L  eine Halbord­
nung. A lso gilt K ^ L  genau im  Falle КЯ=Ь.  D ie Klasse K0 , die nur aus dem Ring 
А =  0 besteht, ist das minimale Element, und die Klasse K1 aller assoziativen Ringe 
ist das maximale Element im  halbgeordneten System aller Klassen von Radikal­
ringen. Es gilt also K o S X s K ,  für jede Radikaleigenschaft X. Gilt nun X ^ Y  
für zwei Radikaleigenschaften, so erhält man für das X-Radikal Ax € X  von A und 
das Y-Radikal Ay £Y von A offensichtlich А x A Y für jeden Ring A.

Es seien jetzt P und Q zwei beliebige Ringklassen, die i. a. keine Klassen von 
Radikalringen im Sinne von K 8> х 6 ‘ е  sind. Nehmen wir an, daß jedes von Null 
verschiedene Ideal jedes Ringes aus Q sich auf einen von Null verschiedenen Ring 
aus Q homomorph abbilden läßt. Dann können nach K 8> х 6 ‘ е  [16] gewisse Radi­
kaleigenschaften P  und Q mit den folgenden Bedingungen definiert werden :

1. jeder Ring aus P ist ein P-Radikalring, und es gilt P ^ x  für jede Radikal­
eigenschaft X, für die jeder Ring aus P ein X-Radikalring ist;

2. jeder Ring aus Q ist Q-halbeinfach (d. h. das Q-Radikal ist für jeden Ring 
aus Q das Nullideal), und es gilt Q =5 Y für jede Radikaleigenschaft Y, für die jeder 
Ring aus Q ein Y-halbeinfacher Ring ist.

P  (bzw. Q) wird die durch die Klasse P (bzw. Q) erklärte untere (bzw. obere) 
Radikaleigenschaft genannt.

Nun betrachten wir einige Spezialfälle.

4 W ie üblich, wird unter dem  klassischen Radikal Ni(A) eines R inges A d ie Summ e aller 
nilpotenten R echtsideale von A verstanden, das für A rtinsche R inge bekanntlich m it dem  Jacob­
sonschen R adikal A j von A übereinstim m t. Ist nun Nß + ,/Nß = N, (A/Nß) und N« = [J Nß für

ß <a
eine L imeszahl a, so  läßt sich fragen : G ib t es zu jeder Ordnungszahl ö einen А /Я Л-N ilring A mit  
N e = A und A für y-=d?
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Es sei Z die durch die Klasse aller Zeroringe von Primzahlordnung erzeugte 
untere Radikaleigenschaft.

Es sei D  die durch die Klasse deijenigen nilpotenten Ringe erzeugte untere 
Radikaleigenschaft, die (Jacobsonsche) Radikale Artinscher Ringe sind; offen­
sichtlich ist AB in A das Divinskysche Radikal [8].

Es sei В die durch die Klasse aller nilpotenten Ringe erzeugte untere Radikal­
eigenschaft; AB ist in A bekanntlich das Baersche untere Nilradikal [3].

Es sei M  die durch die Klasse derjenigen Nilringe erzeugte untere Radikal­
eigenschaft, die (Jacobsonsche) Radikale von MHR-Ringen sind.

Es sei N  die durch die Klasse aller Nilringe erzeugte untere Radikaleigen­
schaft; *n  ist offensichtlich das obere Nilradikal von А [13].

Es sei U  die durch die Klasse aller Artinschen einfachen Ringe erzeugte obere 
Radikaleigenschaft.

Es sei T die durch die Klasse aller einfachen MHR-Ringe erzeugte obere Radikal­
eigenschaft.

Nun gilt der folgende

S_ ■ O  3 .1 . Für jeden MHR-Ring A stimmt eine Radikaleigenschaft R  dann 
und nur dann mit dem Jacobsonschen Radikaleigenschaft J  überein, wenn M  S  R S  T 
gilt.

B_ R _ 9M. Ist *r  5  *� für jeden MHR-Ring A, so sind alle J-halbeinfachen 
einfachen MHR-Ringe auch R-halbeinfach, und somit gilt nach der Definition  
von T offensichtlich T  ^  R. Ferner ist jeder solche Nilring, der das Jacobsonsche 
Radikal eines Л/7/A-R inges ist, ebenfalls ein R-Radikalring, woraus nach der D e­
finition von M  auch R s M  folgt.

Bestehe nun umgekehrt M S R S T , und sei A ein beliebiger MHR-Ring. Es 
gilt nach der Voraussetzung *�^ * r ^ * t , und nach der Definition von T ergibt 
sich auch A jQ A T. Andererseits ist A/Aj  nach [21] die direkte Summe von J-halb­
einfachen einfachen M7/A-Ringen, und AT/Aj  ist ein Ideal dieser direkten Summe. 
Hiernach kann AT im  Falle Ат А Ал  homomorph auf einen T-halbeinfachen ein­
fachen MHR -Ring abgebildet werden, was unmöglich ist. A lso gilt AT= A j .  Fer­
ner ergibt sich wegen M  ^  J  auch AM ^ A j . Da Aj  ein Nilring und das Jacobson­
sche Radikal eines MHR -Ringes ist, erhält man nach der Definition von M  offen­
sichtlich AM =  A j . Somit gelten AT =  A.T =  AM und wegen M ^ R s T  auch AR= A j , 
w. z. b. w.

Bezeichnet (B\A)l (bzw. (B:A)r)  die Menge aller x£A mit хАЯ=В  (bzw. 
A x^B )  für ein zweiseitiges Ideal В eines beliebigen Ringes A, so ergibt sich der 
folgende

S _ ■ O  3 .2 . Ist A ein MHR-Nilring, in dem В A (B:A)l Г) (B:A)r für jedes echte 
zweiseitige Ideal В von A gilt, so ist A ein Z-Radikalring.

B_ R _ 9 M. Nach der Voraussetzung existiert ein x$B  mit xA c= ß und Ах £  В 
für jedes Ideal В von A. Dann läßt sich das Ideal (x +  B) des Faktorringes AI В  
von A nach В auf einen Zeroring von Primzahlordnung homomorph abbilden, 
woraus folgt, daß A „vom  zweiten Grade über die Klasse Z ” im Sinne von Kt; R ö M6 O  
[16] ist. A lso ist A nach [16] ein Z-Radikalring, w. z. b. w.
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B_ „ _ R ! á F R _ F  3. 3. Nach einem Beispiel von D 9 T 9 F M! á  [8] existiert ein Artin-  
scher Ring A derart, daß A kein N-Radikalring ist, und dass A3 ein Z-halbeinfacher 
Ring ist. Ferner gilt offensichtlich

Z ^ D s l V I s B á N í J g T s U .

D 9T 9F M! á  [8] hat 0 r D gezeigt. Ob D = M  oder D ^ M  gilt, ist noch eine offene 
Frage. Ferner wissen wir ebenfalls nicht, ob M  =  B oder M ?£B besteht. Existiert 
aber ein R ing A mit AMAAB, so gibt es schon einen М ЯЛ-Ring Ä  mit A'M r  AB. 
Von B_ _ R  [3] wurde B ^ N  bewiesen. Ferner zeigt das Beispiel aller rationalen  
Zahlen mit ungeraden Nennern die Beziehung N  A J. Es seien A der Ring aller 
Unearen Transformationen eines Vektorraumes von der Dim ension F 0 über einem 
Schiefkörper, und A0 das Ideal aller linearen Transformationen von endlichem 
Rang. Dann gilt in F=AIA0 offensichtlich F j ^ F r ,  und somit ergibt sich J ^ T .  
Da im Ring A0 aber (A0)T A (A0)v gilt, erhält man T AU.

Es gilt der folgende

S) 7 {  3. 4. Ist A j das Jacobsonsche Radikal eines MHR-Ringes A, so existiert 
eine Ordnungszahl я mit A$ = 0.

B_ R _ 9M. Es sei A (A 0) ein beliebiger MHR-Ring. D a jedes von Null verschie­
dene Rechtsideal eines beliebigen von Null verschiedenen homomorphen Bildes 
von A ein von  N ull verschiedenes minimales Rechtsideal enthält, existiert nach 
B _ _ R  [3] eine Ordnungszahl ß m it Aß =  A, wobei Al = A i (A)  der Rechtssockel 
von A und Ay+1/Ay = A,(A/Ay) bzw. As =  (J Aß für eine Limeszahl <5. Ebenfalls

ß<ö
nach B _ _ R  [3] gilt Ay-Ay3 =0 für jedes y, und insbesondere auch Aß-A§ =  0. Daher 
gewinnen wir Af}+1=  A yA ß3 Q A-Aß, =  Aß-Afj =  0 und somit auch Aft =  0.

Ist nun я eine minimale Ordnungszahl mit A3 = 0, so ergibt sich A } r 0 für
у -=a.

S) 7 {  3. 5. Es sei A ein beliebiger MH^R-Radikalring. Dann ist jeder Unt er ring 
В von A ebenfalls ein MH1R-Ring. Ferner gilt in einem MH\R-Radikalring A die 
Minimalbedingung für diejenigen additiven Untergruppen von A + , die in einem Haupt­
rechtsideal von A liegen.

B_ R _ 9M. A ist nach [21] ein Nilring, und es gibt nach dem Satz 3. 4 eine Ord­
nungszahl я m it A*=  0 und Aß А 0 für ß <  я. Es sei Z,, der Linksannullator von 
Ay. Dann gilt Zßl £ Zß2 für ß { S ß 2 und ZX =  A. Nehm en wir an, daß В kein MHtR- 
R ing ist. Dann existiert ein minimaler Index ß0 derart, daß es ein Element b0 f  R 
und eine echt absteigende unendliche Rechtsidealkette

( ^ )  R 1 z> R2Z )R3z dR4.Z) ...

des Ringes В m it R i ^ z ß0 und F j  + b 0F gibt. Die Existenz eines solchen
Indexes ß0 folgt aus der Voraussetzung, und aus b0£Za =  A. Wegen der MinimaU- 
tä t ist ß0 keine Limeszahl. Ferner kann auch ß0 = 2 folgendermaßen bewiesen 
werden. Im Falle ß 0 = 1 ist nämlich R1^ Z 1, und wegen RtA =  0 (/ =  1 , 2 ,3 , . . . ) 
ist jedes Rt ein Rechtsideal schon von A, und die Existenz solcher Kette ( * )  in 
A ist für einen M H 3R-Ring A unmöglich. A lso gilt wirklich ß0= 2 und dabei ist 
ß0 keine Limeszahl. Hiernach gibt es einen Index у mit ßQ = у +  L Es sei jetzt
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О  =  C +  CA für jeden Unterring C von A ; offensichtlich ist Cf das durch C in 
A erzeugte Rechtsideal. D a A ein MH1R-Ring ist, und {b0} f^ R i  2  Щ+1 für jedes 
i, existiert ein Index k mit Щ =  R'k für jedes l^ k .  Wegen RiAQZßoA =  Zy+iA <= Zy 
ergibt sich I

R, +  Z.t =  Rk +  Zy für jedes 1шк.

Da der Untergruppen verband von A+ modular ist, erhält man wegen ( ^ )  offen­
sichtlich die echt absteigende unendhche Kette

D k ^>Dk + i ZDÜk + 2  +3  • • •

der Rechtsideale Dt — Rt П Zy von В in Zy, das wegen ß0 <  у und D t 2  {h0} +  bQß 
der Minimalität von ß0 widerspricht. A lso muß В ebenfalls ein MH1 R-Ring sein. 
Die letzte Behauptung des Satzes 3. 5 läßt sich ganz ähnlich beweisen.

B/ 3 / > _ 810  3. 6. In [21] wurde ein Beispiel für einen MI/R-R'mg gegeben, 
der kein MH1R-Ring ist. Es ist aber eine offene Frage, ob es einen M //R -N ilring  
gibt, der kein MH1R-Ring ist.

P > х =! / 3  3. 7. Ist jeder M #R-N ilr ing ein Z-Radikalring ?

P> х =! / 3  3. 8. Ist jeder M-Radikalring auch ein D-Radikalring ?

P> х =! / 3  3. 9. Ist jeder B-Radikalring auch ein M-Radikalring?

(Hierbei können wegen D ^ B  nicht beide Probleme 3 .8  und 3 .9  mit „ja”  
beantwortet werden.)

§ 4 . Über die rechtsseitig vollständig reduziblen Ringe

Ein Ring A heißt rechtsseitig vollständig reduzibel, wenn er als Л-Rechts- 
modul vollständig reduzibel ist, d. h. A ist eine diskrete direkte Summe seiner mini­
malen Rechtsideale. Ein solcher Ring braucht nicht halbeinfach im  Sinne von 
J) ‘ х =6 х 1  {8  sein. Jeder vollständig reduzible Ring ist ein MHR-Ring. Das Umge­
kehrte ist nach dem Beispeil des Faktorringes I/(p2) des Ringes /  der ganzen ratio­
nalen Zahlen nach seinem Ideal (p2) ungültig. Jedoch ist jeder halbeinfache MHR- 
Ring rechtsseitig vollständig reduzibel.

Zuerst möchte ich die erste Behauptung aus den „Bemerkungen” meiner Ar­
beit ([21], S. 421) berichtigen, wobei ich ein Glied D weggelassen habe. D ie richtige 
Behauptung lautet folgendermaßen:

B / е ) 8’ 7 810  4. 1. Ist jedes Rechtsideal R eines Ringes A, als eines A-Rechts- 
moduls ein rechtsseitiger direkter Summand, dann ist A rechtsseitig vollständig re­
duzibel, und zwar gilt: А — В +  C +  D, wobei В, C und D Rechtsideale von A, fer­
ner В ein halbeinfacher MHR-Ring, C ein Zeroring auf einer elementaren Gruppe
[10] und D eine Summe von nilpotenten minimalen Rechtsidealen R* von A mit R*A = 
=  R* ist.

Der Beweis dieser Tatsache kann durch übliche Methoden erledigt werden 
(s. z. B. J) ‘ х =6 х 1  [13], C ) > 7 ) 1 —Eо ! / 1=/ > 0  [6] bzw. K / > 7 é 6 {  [14]).
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Nun zeigt das folgende Beispiel, daß D im allgemeinen nicht weggelassen 
werden kann:

Im Matrizenring des Typs 3 X 3  über dem rationalen Zahlkörper K0 nehmen 
wir den durch die Matrizen

aufgespannten Vektorraum A =  K0M X+  K0M2, der ein Unterring ist. Dann sind 
sowohl K0M X, als auch K0M2 minimale Rechtsideale von A, also ist A rechtsseitig 
vollständig reduzibel. Dann gilt für D =  K0M2 offensichtlich DA  0, D2 — 0, DA = D 
und D + ist dabei keine elementare Gruppe.

Wir möchten jetzt die Artinschen halbeinfachen Ringe in der Klasse der MHR- 
Ringe mit Einselement modultheretisch charakterisieren.

Für einen Ring A (der i. a. kein Einselement zu besitzen braucht) und für  
einen A-Rechtsmodul M sei Ф (М) der Frattinische Untermodul von M, und 
K(M ) die Menge aller m € M mit mA U Ф(М).  Offensichtlich ist K(M)  ein ^ -U nter­
modul von  M,  den in  seiner Arbeit [15] A . K / > 7 é 6 {  ausführlich betrachtet hat. 
K(M)  hat Radikaleigenschaften, und K(M)  heißt KertÉszsches Radikal des A- 
Moduls M. In [23] habe ich gezeigt, daß K(Ä) in einem Ring A (als in einem A- 
Rechtsmodul A) i. a. vom Jacobsonschen Radikal verschieden ist. Jedoch wurde 
früher für gewisse Ringe A von K / > 7 é 6 {  [15] AT(A) =  A j gezeigt.

D / > о 1о 7 о х 1  4. 2. Ein beliebiger R ing A wird ein A'-Ring genannt, wenn für 
jeden /f-Rechtsmodul M  das Kertészsche Radikal K(M ) der Bedingung K(M)-A =  0 
genügt.

Es gilt der folgende

S) 7 {  4. 3. Ein MHR-Ring A mit Einselement ist dann und nur dann ein K-Ring, 
wenn A ein halbeinfacher Artinscher Ring ist.

B/ < / о 6. EM sei der MHR-Ring A m it Einselement ein А-Ring. Dann gilt ins­
besondere auch K(A)-A =  0, und wegen I £A auch K(A)=0. Ebenfalls wegen 
l£ A  ergibt sich Ф (А) = A j .  D a wegen A f (A)=0  aus a-AQAj immer a =  0 folgt, 
erhält man wegen A�A/ A � auch A j = 0 .  Somit ist A ein halbeinfacher MHR- 
Ring, und wegen 1 £ A ist auch A ein halbeinfacher Artinscher Ring.

Umgekehrt sei A ein halbeinfacher Artinscher Ring. Dann gilt 1 £ A, und für  
jeden A-Rechtsmodul M  ergibt sich die Peircesche Zerlegung M = M0 +  M x mit  
M0A = 0  und m2'1 =  mx für jedes mx <E M x. D a nach [15] K(M)  =  K(M 0) +  
+ K(M X) gilt, und da offensichtlich K(M0) =  M0 und K(Mx) = 0  bestehen, erhält 

man K(M) =  M0 und somit K{M)-A  =  0, w. z. b. w.

B/ 3 / > _ 810  4. 4. Es sei A ein halbeinfacher und einfacher MHR-Ring, eA 
(e2 =eA0) ein idempotentes minimales Rechtsideal von A. Bekanntlich ist dann 
S =  eAe ein Schiefkörper. Jetzt möchte ich offene Fragen aufwerfen.

V

P> х =! / 3  4. 5. Haben der Linksvektorraum eA und der Rechtsvektorraum 
Ae über S immer dieselbe Dimension?
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P> х =! / 3  4. 6. Gibt  es einen A^-Ring,  der kein MHR-Ring mit  Einselement 
ist? (Es sind alle K-Ringe explizit zu bestimmen!)

MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT

DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
BUDAPEST

(Eingegangen am 7. April 1962; — in veränderter Form am 20. März 1963.)
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