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Einleitung

Unter einem Ring verstehen wir in dieser Arbeit immer einen assoziativen
Ring. Beziiglich der notigen allgemeinen Begriffe wird es auf [2], [10], [13] und [18]
verwiesen. Die im Titel dieser Arbeit erwidhnten Ringe werden kurz MHR-Ringe
genannt. Diese Ringe wurden in der Dissertation und in der Arbeit [21] des Ver-
fassers ausfiihrlich betrachtet, und es werde hinsichtlich der MHR-Ringe noch
auf die in [21] angegebene Literatur verwiesen. Ein MH,R-Ring bedeutet einen
Ring mit Minimalbedingung fiir diejenigen Rechtsideale, die in Hauptrechts-
idealen liegen. In der vorliegenden Arbeit werden weitere Ergebnisse beziiglich
der MHR-Ringe betrachtet, und auch einige offene Fragen erwihnt.

Im § 1 untersuchen wir gewisse Michtigkeitsbeziehungen zwischen dem Rechts-
idealverband ¥, und dem Linksidealverband ,V eines Artinschen Ringes A (d. h.
eines Ringes 4 mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale). Bedeute A(m, n)=1 fiir
beliebige Kardinalzahlen m und n die Existenz eines Artinschen Ringes 4 mit den
Bedingungen |V, =m und |,V |=n, wobei |X| die Michtigkeit einer Menge X
bezeichnet. In § 1 werden wir sowohl A(n, 8,) =4, als auch A(R,, 8,) =1 beweisen,
wobei n=3 eine beliebige natiirliche Zahl, &,, 8, beliebige unendliche Michtig-
keiten sind. (Vgl. Satz 1.2, 1.3, 1.4.) Die dafiir angegebenen Artinschen Ringe
haben Einselement, und lassen sich mit Hilfe eines interessanten Stellenringes
A(F, ¢) aufbauen (der kein Artinscher Ring ist). Es wird auch ein Ring 4 mit
[A]=R,, V4l =n, |4V|=2% konstruiert, und zwar derart, daB &, solche Links-
ideale von A existieren, die eine absteigende (aufsteigende) Kette bilden (n beliebige
natiirliche Zahl =3, und &, beliebige unendliche Michtigkeit).

Im §2 betrachten wir die Ringe mit endlich vielen Rechtsidealen. Jeder
Radikalring 4 mit |V,| <R, ist endlich. Es werden auch die halbeinfachen Ringe
A mit |V, <=8, beschriecben. Ferner bestimmen wir bis auf Faktorsysteme und
Endomorphismensysteme simtliche Ringe 4 mit | V4| =3. Es werden auch die Ringe
A mit |[V,]=3 und |, V|=R, charakterisiert. Insbesondere hat jeder Ring 4 mit
[V4=3 und |, V|=8, zweiseitiges Einselement. Aus |V,|=3 folgt die Minimal-
bedingung fiir Hauptlinksideale. Jeder Ring 4 mit |V, =3 und ohne von Null
verschiedene Linksannullatoren (Rechtsannullatoren) enthdlt Einselement (ein
Linkseinselement). Ferner ist 4(3,4)=}, denn aus A4(3, m)=* erhidlt man m=3,
oder m=5 bzw. m=§,. Die Untersuchung von 4(m, n) =1 fiir beliebige natiirliche
Zahlen m und n scheint mit additiven zahlentheoretischen Fragen in engem Zu-
sammenhang zu sein. Als eine leichte Folgerung der Sitze von § 2 ergibt sich: Jeder
Ring nur mit endlich vielen Unterringen ist selbst endlich.
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Im § 3 wird bewiesen, dal3 eine transfinite Potenz des Jacobsonschen Radikales
jedes M HR-Ringes das Nullidal ist. Ferner ist jeder Unterring eines M H, R-Radikal-
ringes ebenfalls ein M H;R-Ring, und es gilt in jedem MH,R-Radikalring 4 auch
die Minimalbedingung fiir diejenigen additiven Untergruppen von A+, die in Haupt-
rechtsidealen von A liegen. Bekanntlich wurden allgemeine Radikale fiir beliebige
assoziative Ringe von AMITSUR [1] und KURrROSCH [16] betrachtet. Nun werden wir
im § 3 die allgemeinen Radikale im Sinne von KuroscH [16] fiir die Klasse der
MHR-Ringe untersuchen. Es wird ein Kriterium dafiir bestétigt, daB ein allgemeines
Radikal im Sinne von KURrOscH fiir M HR-Ringe mit dem Jacobsonschen Radikal
tibereinstimmt. Dabei erwdhnen wir weitere Behauptungen und Probleme. Fiir
diese Untersuchungen werden im § 3 auBer dem Divinskyschen Radikal D noch
weitere spezielle Radikale M und 7' betrachtet. Im halbgeordneten System aller
allgemeinen Radikaleigenschaften blieben aber zwei Ordnungsfragen beziiglich des
Radikales M offen.

Zum SchluBB machen wir im § 4 einige Bemerkungen beziiglich der rechtsseitig
vollstidndig reduziblen Ringe, die freilich auch M HR-Ringe sind. Dabei wird zuerst
eine unbewiesene Bemerkung aus [21] berichtigt. Ferner wird im § 5 die Klasse der
Artinschen halbeinfachen Ringe in der gréBeren Klasse der M HR-Ringe mit Eins-
element modultheoretisch, und zwar mit Hilfe des Kertészschen Radikales der
beliebigen Operatormoduln charakterisiert: Ein MHR-Ring A mit Einselement ist
genau dann ein halbeinfacher Artinscher Ring, wenn fiir das Kertészsche Radikal
R(M) von jedem A-Rechtsmodul M die Bedingung R(M)A =0 gilt.

Fiir die Hilfe in der Abfassung meiner Resultate danke ich Prof. L. Fucss.

§ 1. Uber Miichtigkeitsbeziehungen zwischen den Rechts-
und Linksidealverbiinde eines Artinschen Ringes

Fiir einen Ring A4 bezeichne ¥V, und ,V den Rechtsidealverband bzw. Links-
idealverband von 4. Bekanntlich sollen sowohl ¥, als auch ,V gewisse verbands-
theoretische Bedingungen (z. B. Modularitit, Vollstindigkeit, kompakt Erzeug-
barkeit usw.) erfiillen. Meines Wissens ist das folgende schwere Problem bisher
noch ungeldst: Zu welchen Verbandspaaren (V, V,) existiert ein Ring A mit
V4=V, und ,V=V,? In diesem § werden wir ein anderes aber dhnliches Problem
betrachten. Es wird ndmlich untersucht, in welchem Masse die Michtigkeiten
|V,] und |,V| voneinander abhingen. Dieses Problem wird fiir die Paare (8,, n)
und (R,, 8,) vollstindig geldst (n<R,). Die als Lésungen vorkommenden Ringe
lassen sich auch aus der Klasse von Artinschen Ringen wihlen.

DeriNiTION 1. 1. Fiir ein Paar (m, n) von Michtigkeiten m und n bezeichne
A(m,n) =1 (bzw. A(m, n) =) die Existenz (Nichtexistenz) eines Artinschen Ringes
A mit |V =m und |, V]|=n.

Offensichtlich ist 4 (m, n) =+t mit A4 (1, m) =1+ dquivalent. Wie wir sehen werden,
gilt auch A(m, n)=1* fiir jede Michtigkeit m.

Der Ring A(F, ¢). Es sei F ein Schiefkdrper, ¢ ein Isomorphismus von F in
sich, und z ein transzcendentes Element iiber F. Die Menge aller formalen Rechts-
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potenzreihen

oo

p= 3  (Hi€F, 2°=1¢F).

k=0
wird zu einer (F, F)-Doppelalgebra A(F, ¢), falls

2 20+ k;; g = 2 Z*(fi+gw

k=0 = k=0

fe=zf%, frr=zZf"

<2 Z"fk>-<2 Z’gl> = 2 Z’"< 2 fk‘"g:)
k=0 1=0 m=0 m=k+l1

erkldart wird. (Hierbei bedeutet ,,Rechtspotenzreihe™, daBl die Elemente f, Rechts-
operatoren fiir z¥ sind. Wegen der Definition fz =zf7 ist aber F zugleich ein Links-
operatorbereich fiir A(F, ¢).) Es sei nun R ein beliebiges Rechtsideal von A4 (F, ¢)

oo

bzw.

und r, = 2 z/f; ein solches Element von R, fiir das f; #0 und k& minimal ist. Dann
i=k

oo

hat jedes Element von R die Gestalt r= Z zig; (g;€ F). Da sich die Gleichungen
Jiho = & =
Séhi+fixrho = gisn
f_f‘zhz +fiv1h1+fis2ho = 8k+2

beziiglich der Unbekannten hg, A, h,, ... 10sen lassen, erhédlt man rk-j Zhy =
=0

und somit (r,),2R. Da offenbar R2(r,), gilt, ergibt sich R=(r,),. Also ist in
A(F, ¢) jedes Rechtsideal ein Hauptrechtsideal z*-A4(F, ¢), das ein zweiseitiges
Ideal ist. Diese Ideale bilden eine abzidhlbare absteigende Kette. Der Linksideal-
verband von A(F, ) hdngt stark vom Isomorphismus ¢ des Schiefkorpers F
(= A(F, ¢)/z-A(F, ¢)) ab. A(F, ¢) ist offensichtlich ein Stellenring (d. h. lokaler
Ring).

BEMERKUNGEN 1. 1,

I. Es sei ¢ ein vom identischen verschiedener Automorphismus von F. Dann
ist A(F, @) nichtkommutativ, obwohl jedes Rechtsideal und jedes Linksideal ein
Ideal ist.

II. Nehmen wir |F|=R, und F?# F an. Dann existieren in F zwei linear
unabhingige Elemente f* und f” iiber F?. Es sei L, =A(F, ¢)-z-(f +f7f"). Die
Hauptlinksideale L, und L, sind fiir f; #f, gewil verschieden, denn aus L, S
S L, erhilt man f; =f,. Somit folgt aus |F| =R, auch [,V |= R, fiir 4=A4(F, ¢).

III. Der Fall |F|={, und 2=[F: F] < &, zeigt A(Rq, 8,)=1t, und 4 =A(F, ¢)
besitzt dabei folgende Eigenschaften:

a) |A| =8 und 4 hat Einselement;

b) jedes Rechtsideal von A ist ein Hauptrechtsideal und ein Ideal; diese Ideale
bilden eine abzdhlbare absteigende Kette;
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¢) |4V|=8, und die Linge von ,V ist R¢;
d) A hat §&, Linksideale, und jede Hauptlinksidealkette ist abzihlbar.

Wir zeigen jetzt, daBB |F| =8, und [F: F]=n fiir jedes feste n mit 2=n—<g,
moglich sind. Es sei ndmlich K ein Primkorper, F eine rein transzendente Korper-
erweiterung von K vom Transzendenzgrad R,. Ist nun T'={...,7,, ...} (y€T) eine
Transzendenzbasis von F iiber K, so gilt || =8, und jede Abbildung & von T
in F, fur die

Bt = t;, wenn d&=7
> |t5, wenn 8#7y (y fest)

1dBt sich zu einem Korperisomorphismus ¢, von F in sich fortsetzen, so daB
[F:F*]=n und |F|=§,.

IV. Es sei jetzt |F|=[F:F?]=4§,, dann erhélt man fiir 4=A(F, ¢):

a) |A| =8} und 4 hat Einselement;

b) jedes Rechtsideal von A ist sowohl ein Hauptrechtsideal, als auch ein Ideal,
diese Ideale bilden eine abzidhlbare absteigende Kette;

¢) [4V|=2% und ,V hat die Linge N,;

d) in A existieren &, solche Linksideale, die eine absteigende (aufsteigende)
Kette bilden;

e) in A gibt es 8, Hauptlinksideale, und in A4 existiert eine abzidhlbare abstei-
gende Hauptlinksidealkette.

Es wird jetzt die Erfiillbarkeit von |F|=[F:F7]=§, gezeigt. Eine Abbildung
@ der in III betrachteten Transzendenzbazis 7 von F in F sei durch

dity:tf fir jedes yer

definiert. @ kann offensichtlich zu einem Korperisomorphismus ¢ von F in sich
mit [F: F7]=|F|={, fortgesetzt werden.

SATZ 1. 2. Fiir jede natiirliche Zahl n=3 und fiir jede unendliche Mdchtigkeit
8, gilt A(n, 8,)="1. Es gibt ndmlich einen Artinschen Ring A mit den folgenden Eigen-
schaften:

a) |A|=8, und A hat Einselement;

b) |V, =n, V, ist eine Kette, und jedes Rechtsideal ist ein zweiseitiges Haupt-
ideal;

¢) L V=R, und .V ist von endlicher Ldinge;

d) A hat 8, Hauptlinksideale.

Zum Beweis geniigt es A=A (F, ¢)/z"~1-A(F, @), |F|=8, und 2=[F, Ff]<R,
zu wihlen (F= A(F, ¢)/z-A(F, ¢)).

Jetzt zeigen wir, daB fiir einen Ring 4 mit |4| =&, und |V,| < &, die Michtigkeit
| 4V'| ihr mengentheoretisches Maximum 2% aufnehmen kann, und daB aus |V,| <&,
nicht die Minimalbedingung fiir Linksideale folgt.

SATZ 1. 3. Zu jeder natiirlichen Zahl n=3 und jeder unendlichen Mdchtigkeit
N, gibt es einen Ring A mit den folgenden Eigenschaften:

a) |A|=8,, |V =n, |,V|=2%, und A hat Einselement;

b) die Ldnge von ,V ist §,;
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c) in A existiert eine absteigende (aufsteigende) Kette von R, Linksidealen;

d) A hat 8, Hauptlinksideale, und die Lingen aller Hauptlinksidealketten sind
endlich, sogar beschrdnkt.

Zum Beweis geniigt es den Faktorring A =A(F, ¢)/z"~'-A(F, ¢) mit |F|=
=[F: F?]={, zu betrachten.

SATZ 1. 4. Fiir jedes Paar ¥, X, von unendlichen Mdchtigkeiten gilt A(8,, 8,)=1.

BewEss. Es seien 4, ,,=A(F, ¢)/z"~'A(F, @) fir |F|=8, und 2=[F:F?]<R,,
ferner A,,=A(Fy, ¢y)/z""'A(Fy, ¢;) fir |F,|=8, und 2=[F;:F{']<RK,. Da
A, » und jedes antiisomorphe Bild B, , von 4,, Emselement haben, besitzt d1e
direkte Summe 4 =4, ,® B, , die Eigenschaften 4] =¥,, [V4 =8, und |,V|=
wobei 8, =max (§8,, 8,) ist. ‘A ist offensichtlich ein lmks—rechtsseitiger Artinscher
Ring, w. z. b. w.

Es wire interessant die Ringe A4 zu untersuchen, fiir die sowohl V, als auch
4V Ketten sind.

PrOBLEM 1. 5. Gibt es zu jeder iiberabzdhlbaren Michtigkeit &, einen nicht-
kommutativen Ring A4 mit Einselement darart, daB sowohl jedes Rechtsideal, als
auch jedes Linksideal ein zweiseitiges Hauptideal ist, und daB diese Ideale eine
absteigende Kette von der Linge &, bilden?

ProBLEM 1. 6. Gibt es zu jedem Paar 8,, 8, von iiberabzihlbaren Michtig-
keiten einen direkt unzerlegbaren Ring 4 mit Einselement, fiir den |V,|=§&, und
V=8, gilt?

§ 2. Uber Ringe mit endlich vielen Rechtsidealen

Offensichtlich ist jeder Ring mit endlich vielen Rechtsidealen ein rechts Artinscher
Ring, also auch ein MHR-Ring, aber wegen des Satzes 1.3 i. a. kein linksseitiger
Artinscher Ring. Ferner haben sowohl die endlichen Ringe, als auch die direkten
Summen von endlich vielen Schiefkdrpern nur endlich viele Rechtsideale, und
dabei nur endlich viele Linksideale. Bekanntlich ist jeder Ring mit genau zwei
Rechtsidealen (d.h. ohne nichttriviale Rechtsideale) entweder ein Schiefkorper,
oder ein Zeroring von Primzahlordnung. Hat also ein Ring 4 wenigstens drei Rechts-
ideale, so hat 4 auch wenigstens drei Linksideale.! Insbesondere gilt hiernach,
daB jeder Ring mit unendlich vielen Linksidealen wenigstens drei Rechtsideale
besitzen soll. Fiir beliebige natiirliche Zahl n=3 und fiir beliebige unendliche
Michtigkeit &, wurde 4(n, 8,)=* im Satz 1.2 gezeigt.”

t Sowohl diese Behauptung, als auch die dquivalente vorige Behauptung folgt leicht aus dem
Wedderburn-Artinschen Struktursatz. SzeLg [25] hat fiir diese Behauptung einen elementaren Be-
weis gegeben. Beziiglich eines elementaren, wesentlich kiirzeren Beweis wird noch auf Lemma 1
der Note [20] verwiesen. Ferner hat STEINFELD [19] gezeigt, wie in einem Ring mit wenigstens drei
Rechtsidealen ein nichttriviales Linksideal explizit gefunden werden kann.

2 T. SzeLE hat gefragt (1949), ob ein Ring mit endlich vielen Rechtsidealen nur endlich viele
Linksideale haben soll. (Vgl. auch Réper [18], S. 211, bzw. ,,Problem 3’* von [21].) In der Note [24]
habe ich die Losung, und zwar A(3, &,)=* fiir jedes %, verdffentlicht, und dann wuBte ich noch
nicht, ob aus |V.4| <, die Minimalbedingung fiir Linksideale nicht folgt, wie ich diese Frage in
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Satz 2. 1. Jeder Radikalring A mit |V 4| <&, ist endlich.
FOLGERUNG 2. 2. Es gilt fiir jeden Radikalring 4 mit | V| =&, auch |V ,|=R,.

BeEweEls des Satzes 2. 1. Wegen |V,| < 8, ist der Radikalring 4 ein nilpotenter
Artinscher Ring, und somit ist 4 nach einem Satz von SzELE [26] periodisch und
von endlichem Rang.? Da jedes Z(p~) nach FucHSs und SzELE [12] im zweiseitigen
Annullator von A4 liegt, folgt aus |V, | <&y, wirklich |4] <{,.

Der Beweis der Folgerung 2. 2 ist nach dem Satz 2.1 klar.

SATZ 2. 3. Es sei A ein halbeinfacher Ring mit |V, | <R,. Es gilt eine direkte
Zerlegung A = Ay ®A,, wobei A, ein endlicher halbeinfacher Ring und A, die
direkte Summe von endlich vielen unendlichen Schiefkorpern ist. Umgekehrt hat jede
solche direkte Summe A, ® A, nur endlich viele einseitige Ideale.

Beweis. Nach der Voraussetzung gilt |V, | <8, fiir 4. Nach dem Wedderburn-
Artinschen Struktursatz ist A4 die direkte Summe von endlich vielen vollen Matrizzn- ~
ringen (F®), des Typs n;Xn; iiber Schiefkorpern F®. Bekanntlich hat (F?),,
fir |FW| =8, und n;=2 unendlich viele einseitige Ideale, und hiernach gilt n;=1
fiir |F®|=8,. Somit ist der Satz bewiesen, denn die weiteren Behauptungen sind
klar.

LEmMMA 2. 4. Jeder Ring A mit |V 4| =3 ist rechtsseitig direkt unzerlegbar. Jeder
nichtnilpotente Ring A mit |V 4| =3 hat ein Linkseinselement.

Beweis. Gilt 4 = R+ R, mit 0#R;€V,, so ergibt sich wegen 0, R,, R,,
A€V, gewill |V, | =4. Also ist 4 im Falle |V 4| =3 rechtsseitig direkt unzerlegbar.
Gilt nun N # A fiir das Radikal N von 4, so ist A/N wegen |V | =3 ein Schiefkor-
per. Es gibt also ein idempotentes Element e #0 in 4. Da 4 = ed+(1 —e) A gilt,
ergibt sich 4 =eA, w. z. b. w.

Nun gilt der folgende

SATZ 2. 5. Jeder Ring A mit drei Rechtsidealen ist einem der folgenden Ringe
isomorph:

1. ein Ring {a} mit den definierenden Relationen p*a= a* —pda = 0 fiir d|p,
oder pa=a’®=0 wobei p eine Primzahl und { } Ringerzeugung ist,

IL. ein Ring A mit dem Radikal N, fiir den A|/N ein Schiefkiérper, N* =0 und
N ein(A|N, A/N)-Bimodul ist. Ferner soll der A| N-Rechtsmodul N in Falle N-(A/N) #0
einfach sein. d. h. es gilt N=n-(A/N) fiir jedes n(€ N, #0). Im Falle N-(A/N) = 0

der FuBnote (+) von [24], S. 47 erwihnt habe. Spiter habe ich ein interessantes Problem von
A. HAINAL gelost: Fiir jede unendliche Michtigkeit %, gibt es einen Ring 4 mit x, Elementen.
28 Linksidealen, der nur drei Rechtsideale besitzt. (In diesem Ring A4 gilt nicht die Minimalbeding-
ung fiir Linksideale.) Ende November 1962 hat mich L. FucHss darauf aufmerksam gemacht, daB
BoursaAkI [4], S. 27 ein Beispiel A mit |V 4! =3 und ohne Minimalbedingung fiir Linksideale angibt.
(Nach diesem Bourbaki’s Beispiel wird aber A(3, %0)= 1, A(3, xm)= 4 AQG, No+o)=1 usw. und
A(n, 8,)=14 fiir 4=n<2yo nicht bewuesen) In dieser Arbeit wird eine gemeinsame Verallgemei-
nerung Bourbaki’s Beispiels und meiner urspriinglichen Loésung [24] betrachtet. Ubrigens lassen
sich in [24] bei Bemerkung 6 statt &o?,=1%.e, und do7,=17.0, auch die mildere Bedingungen
&000Dv0v=00?0ve, und doconvev==¢onve,0, fordern. — Ich danke Prof. G. Haibs fiir eine
interessante Bemerkung beziiglich meiner Ringkonstruktion.
3 Nach [26] gilt ndmlich in 4+ die Minimalbedingung fiir Untergruppen.
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ergibt sich aber A ={a, b} mit pa = pb = a* = b*—b = ab = ba—a = 0 fiir eine
Primzahl p.

BeEweErs. Es sei 4 ein Ring mit |V, =3 und N sein Radikal. Nach dem Lemma
2.4 gilt N#0, denn im Falle N=0 gilt fiir den halbeinfachen Ring 4 entweder
[V4 =2 oder |V,|=4, weil 4 dann rechtsseitig vollstindig reduzibel ist. Also ist
gewill N=0.

Es sei zuerst N=A. Dann ist A nach dem Satz 2. | und Lemma 2. 4 ein end-
licher nilpotenter p-Ring mit p?>4 =0. Ferner besteht der Rechtssockel von 4 aus
einem einzigen nilpotenten minimalen Rechtsideal M mit M2 =0 und |M|=p
bzw. |4/M|=p. Also ist |A|=p?. Im Falle p4 =0 erhilt man 4 ={a} mit pa =
= a® —dpa, d|p fiir ein passendes a€A. Daher wird ¢>=0 fir d=p und &’ =pa
filr 4 =1 gewonnen, und in letzterem Fall ergibt sich {a} = p(I/(p?)). Ist aber p4 =0,
dann erhilt man wegen |4| =p?, |V4| =3 und nach dem Lemma 2. 4 gewill 4?0,
und 43 =0. Also ist 4 ={a}. pa=a*=0 fiir jedes a€ 4 mit ad 4°.

Es sei jetzt Nz A. Dann ist A/N=F ein Schiefkorper, und 4 hat nach dem
Lemma 2. 4 ein Linkseinselement. Wegen |V 4| =3 erhilt man N2 =0, und daher
ist das Radikal N ein (F, F)-Bimodul, denn im Falle a; —a, € N ergibt sich na, =
=na, und a,;n=a,n fiir jedes n € N. Ebenfalls wegen |V,| =3 gilt |[N|=p fiir NF =0,
und N=nF fiir NF#0 mit beliebigem n(#0, € N). Es sei jetzt NF=0. Dann gilt
auch NA =0, |[N|=p. Ist nun fn =0 fiir ein festes n(#0, € N) und fiir ein (20, € F),
so ist das annullierende Linksideal fiir » im Schiefkorper F selbst F, woraus wegen
N ={n} auch AN =FN =0 folgt. Diese Bedingung widerspricht der Existenz eines
Linkseinselementes e in A (vgl. Lemma 2. 4). Also ergibt sich fn #0 fiir jedes n#0
und f#0, und daher gilt auch fin#f,n fir f; #f,, folglich |F|=|N|=p. Hiernach
gilt A={a, b} und auch pa = pb =a*> = b>—b = ba—a = ab = 0 fir jedes
0#a€cN mit b=e.

BEMERKUNGEN 2. 6.

I. Im Falle NF#0 1d6t sich jeder im Satz 2.5 bei I vorkommende Ring A
mit der Hilfe der Everettschen Ringerweiterungstheorie [9] etwas expliziter, aber
i. a. nicht absolut explizit bestimmen. Der Ring A ist ndmlich eine Erweiterung von
N mit F=A/N. Man kennt aber das additive Faktorsystem, das multiplikative
Faktorsystem und die Endomorphismensysteme dieses Erweiterungsverfahrens i. a.
nicht explizit, denn man sollte dafiir gewisse Funktionalgleichungen in Ringen
16sen. Jedoch sei erwidhnt: Jeder im Satz 2. 5 bei II vorkommende Ring 4 ist im
Falle NF=N 0 bis auf Ringisomorphie die Menge aller formal verschiedenen
Paare

(fosf) (fi€ F=AIN),

wobei 7 ein additiver [somorphismus von £+ auf eine Gruppe N* ist, und die Ver-
kniipfungen in dieser Menge folgendermafBen erkldrt sind:

(%) (fo, /1) + (g0, 81) = (fo+go, [fo,gol" +/1 +g1)

(* ¥) (fo,£1)-(g0, 1) = (fo-go, (fo, go)"+ (fog1)" + (f180)").

15 Acta Mathematica XIV/3 -4
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Hierbei ist ¢ ein Isomorphismus des Schiefkdrpers F in sich, ferner sind [fo, go]
und (fy, go) Abbildungen von FX F in F, fiir welche die Bedingungen

Q,: [0, f1=(0, /) =(f, 0)=0

Q,: Ui, f2l =112, /1]

Q5. U1 +12, [s1+ U o) = fo + 5]+ 1 £

Q,: (i +has )+ U flfs = UnSs Lol + s f3) + 2. f3)
Qs: s ot f3) +hHol2s 5] = Uit sl +f1s S2) +{f10 f3)
Qe (fi:fofs) +filf2 13) = (fifas So) +{frs S2) 5

erfiillt sind.

II. Ist A* eine elementare Abelsche p-Gruppe, oder eine torsionsfreie teil-
bare Gruppe, so 1dft sich in I immer identisch [f;, go]=0 wihlen. Dafiir ist aber
pF=0 im allgemeinen nicht hinreichend, wie dies z. B. der Ring {a} mit a*> —a =
= p*a = 0 zeigt. Kann aber identisch [f,, go]=0 gewidhlt werden, so ist z. B.
(fo,80) = —f&hgo (h ein festes Element von F) eine spezielle Losung der Gleichun-
gen Q, ...,Q, ,und dann erhélt man iiber der direkten Summe F+ F" die Ring-
multiplikation

(% * %) (fo,/1):(go, 1) = (fogo, — (fohgo)"+ (fog1)"+ (f180)")

fir die genau (1, #") das Einselement des entsprechenden Ringes 4 mit |V,|=3
ist. Im Falle (0 %) F*# F und |F| =\, gilt mit (% % %) auch |, V|=R,.(Vgl. Satz
1. 2, ferner [4], S. 27, und [27].)

SATZ 2. 7. Jeder Ring A mit |V | =3 und |,V | =R, ist einem im Satz 2. 5 bzw.
Bemerkungen 2.6, 1 erwdhnten Ring mit F=AIN, NF=N, |F|=R,, [F:F7]=2
isomorph. Jeder Ring A mit |V | =3 und |,V|=R, hat Einselement. Jeder Ring A
mit |V, =3 und ohne von Null verschiedene Linksannullatoren hat Einselement.
Jeder Ring A mit |V | =3 und ohne von Null verschiedene Rechtsannullatoren hat ein
Linkseinselement. Es gilt in jedem Ring A mit |V, | =3 die Minimalbedingung fiir
Hauptlinksideale.

BEWEIS ist nach den Vorigen klar.

BEMERKUNGEN 2. 8.

1. Gilt 4 (m, n) =1 fir die natiirlichen Zahlen m und n, so gilt auch A (km, kn) =1
fiir jede natiirliche Zahl k.

Das folgt daraus, dal der Faktorring A, =I/(p*) des Ringes / der ganzen ra-
tionalen Zahlen nach dem Ideal (p*) Einselement enthilt, und die Eigenschaft
|Va4l=l|4VI=k hat. Es geniigt nun im Falle |V3|=m und |[pV|=n den Ring
A=B®A, zu betrachten.
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II. Es seien p eine beliebige Primzahl, k, m, n beliebige natiirliche Zahlen mit
m =>n. Ist nun

(m—j+1)kn __ 1
i=1 j=1 pikn—1 *
bzw.
p(n—j+ Lykn __ | (m—m)kn i p((m—n)"—.i+1)k_ 1

e i + - —I& 9 9
=1 jod pikn—1 i:Z; j]Jl pF—1

so 1dBt sich A(f;,f;)=1* oder | fragen.

III. Gilt 4(3, m)=1 fiir eine Méchtigkeit m, so erhdlt man m =3, oder m=35
bzw. m=§,. Insbesondere gilt also auch A(3,4)=|.

Das ist eine Folgerung der Vorigen.
IV. Hat ein Ring A nur endlich viele Unterringe, so ist A selbst endlich.

Die in IV erwidhnte Ringeigenschaft (d. h. die Existenz nur endlich vieler Un-
terringe) erbt jeder Unterring und jedes homomorphe Bild von A. Es sei zuerst
A halbeinfach. Dann ergibt sich nach dem Satz 2.3 4 = 4, ®A4,, wobei (4| <R,
und 4, die direkte Summe von endlich vielen Schiefkorpern ist. Jeder Schief-
korper in A, hat eine Charakteristik p und ist absolut algebraisch. Wegen der Maxi-
malbedingung fiir Unterringe erhilt man |[4,| <8, und somit |4|<§8,, wenn A4
halbeinfach ist. Es sei jetzt A4 nilpotent. Dann erhédlt man nach dem Satz 2. 1 gewil3
|A] <8,. Ist nun 4 weder halbeinfach, noch nilpotent, so gilt nach den Vorigen
|A/N| <8, und |N| <, folglich auch |4| =¥, (N ist das Radikal von A).

PrOBLEM 2. 9. Fiir welche endliche Paare m, n gilt A(m, n)=1%? (m und n sind
natiirliche Zahlen.)

ProBLEM 2. 10. Man bestimme sdmtliche endliche Ringe mit distributiven
Verbanden ¥V, und V.

ProBLEM 2. 11. Gilt die Minimalbedingung fiir Hauptlinksideale in jedem
Ring 4 mit |V, <8¢?

Problem 2. 12. Ist 4 ein direkt unzerlegbarer Ring mit |V ,| <&, und [, V| =R,,
so soll V, ein distributiver Verband sein?

PrROBLEM 2. 13. Ist ,V fiir einen Ring A4 mit |V, < §, distributiv, so soll auch
[4V] <R, bestehen?

PROBLEM 2. 14. Hat jeder Ring A4 mit |V | <8,. [4V| =8, und ohne von Null
verschiedene Linksannullatoren (Rechtsannullatoren) Einselement (bzw. ein Link-
seinselement)?

PrOBLEM 2. 15. Ist A ein Ring mit dem Radikal N, und gelten pA S N (fiir
eine Primzahl p) und |V,|=3 bzw. [,V|=R,. so ldBt sich das in Bemerkungen
2.6 1 betrachtete additive Faktorsystem [f,, g,] immer identisch Null wihlen?

15*
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§ 3. Uber die Radikale der M H R-Ringe

Wir haben in [21] bewiesen, daB in jedem MHR-Ring das Baersche untere
Nilradikal [3] mit dem Jacobsonschen Radikal [13] und somit auch mit dem Le-
vitzkischen Radikal [17] bzw. mit dem oberen Nilradikal [13] von A4 iibereinstimmt.4
Dabei wurde in [21] sowohl das Brown—McCoysche Radikal [5] als auch das
Fuchssche Zeroidradikal [11] der MHR-Ringe mit Rechtseinselement betrachtet.
(Vgl. noch [22].) In diesem § werden allgemeine Radikale im Sinne von KuURrosCH
[16] fiir die Klasse der M HR-Ringe untersucht und dabei das Jacobsonsche Radikal
eines M HR-Ringes betrachtet.

Eine Klasse K assoziativer Ringe wird nach KuURrRoOsCH [16] eine Klasse von
Radikalringen genannt, wenn fiir K die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. jedes homomorphe Bild eines Ringes aus K liegt ebenfalls in K;

2. jeder assoziative Ring A4 enthdlt ein Ideal B derart, daB fiir jedes in K fal-
lende Ideal C von A die Beziehung C < B gilt;

3. ist B durch 2 bestimmt, so ist 0 =B/B das einzige zu K gehdrende Ideal
des Faktorringes A/B von A nach B.

Ist nun K eine beliebige Klasse von Radikalringen im Sinne von KUROSCH,
so sind genau die Ringe aus K die K-Radikalringe, wobei K die durch die Klasse
K definierte Radikaleigenschaft ist.

Sind nun K und L zwei Klassen von Radikalringen und gilt K< L, so definie-
ren wir fiir die entsprechenden Radikaleigenschaften durch K=L eine Halbord-
nung. Also gilt K=L genau im Falle K< L. Die Klasse K, die nur aus dem Ring
A =0 besteht, ist das minimale Element, und die Klasse K; aller assoziativen Ringe
ist das maximale Element im halbgeordneten System aller Klassen von Radikal-
ringen. Es gilt also Ko=X=K, fiir jede Radikaleigenschaft X. Gilt nun X=Y
fiir zwei Radikaleigenschaften, so erhilt man fiir das X-Radikal Ax € X von 4 und
das Y-Radikal Ay € Y von A offensichtlich Ax & Ay fiir jeden Ring A.

Es seien jetzt P und Q zwei beliebige Ringklassen, die i. a. keine Klassen von
Radikalringen im Sinne von KUROSCH sind. Nehmen wir an, daB3 jedes von Null
verschiedene Ideal jedes Ringes aus Q sich auf einen von Null verschiedenen Ring
aus Q homomorph abbilden 14Bt. Dann konnen nach KuUroscH [16] gewisse Radi-
kaleigenschaften P und Q mit den folgenden Bedingungen definiert werden:

1. jeder Ring aus P ist ein P-Radikalring, und es gilt P =X fiir jede Radikal-
eigenschaft X, fiir die jeder Ring aus P ein X-Radikalring ist;

2. jeder Ring aus Q ist Q-halbeinfach (d. h. das Q-Radikal ist fiir jeden Ring
aus Q das Nullideal), und es gilt Q =Y fiir jede Radikaleigenschaft Y, fiir die jeder
Ring aus Q ein Y-halbeinfacher Ring ist.

P (bzw. Q) wird die durch die Klasse P (bzw. Q) erklirte untere (bzw. obere)
Radikaleigenschaft genannt.

Nun betrachten wir einige Spezialfille.

4 Wie ublich, wird unter dem klassischen Radikal N,;(A4) eines Ringes A die Summe aller
nilpotenten Rechtsideale von A4 verstanden, das fiir Artinsche Ringe bekanntlich mit dem Jacob-
sonschen Radikal Ay von A4 tbereinstimmt. Ist nun Ng./Ng=N:(4/Ng) und N.= |J Ny fiir

B<a
eine Limeszahl «, so 146t sich fragen: Gibt es zu jeder Ordnungszahl 6 einen MHR-Nilring 4 mit
Ns;=A und N, = A4 fiir y<6?
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Es sei Z die durch die Klasse aller Zeroringe von Primzahlordnung erzeugte
untere Radikaleigenschaft.

Es sei D die durch die Klasse derjenigen nilpotenten Ringe erzeugte untere
Radikaleigenschaft, die (Jacobsonsche) Radikale Artinscher Ringe sind: offen-
sichtlich ist Ap in A4 das Divinskysche Radikal [8].

Es sei B die durch die Klasse aller nilpotenten Ringe erzeugte untere Radikal-
eigenschaft; Apg ist in A4 bekanntlich das Baersche untere Nilradikal [3].

Es sei M die durch die Klasse derjenigen Nilringe erzeugte untere Radikal-
eigenschaft, die (Jacobsonsche) Radikale von AMHR-Ringen sind.

Es sei N die durch die Klasse aller Nilringe erzeugte untere Radikaleigen-
schaft; Ay ist offensichtlich das obere Nilradikal von 4 [13].

Es sei U die durch die Klasse aller Artinschen einfachen Ringe erzeugte obere
Radikaleigenschaft.

Es sei T die durch die Klasse aller einfachen M HR-Ringe erzeugte obere Radikal-
eigenschaft.

Nun gilt der folgende

SATz 3. 1. Fiir jeden MHR-Ring A stimmt eine Radikaleigenschaft R dann
und nur dann mit dem Jacobsonschen Radikaleigenschaft J iiberein, wenn M=R=T
gilt.

BEweEss. Ist Ag=A; fir jeden MHR-Ring A4, so sind alle J-halbeinfachen
einfachen MHR-Ringe auch R-halbeinfach, und somit gilt nach der Definition
von T offensichtlich T =R. Ferner ist jeder solche Nilring, der das Jacobsonsche
Radikal eines MHR-Ringes ist, ebenfalls ein R-Radikalring, woraus nach der De-
finition von M auch R=M folgt.

Bestehe nun umgekehrt M=R=T, und sei 4 ein beliebiger MHR-Ring. Es
gilt nach der Voraussetzung Ay € Agr © Ay, und nach der Definition von T ergibt
sich auch Ay < At. Andererseits ist A/ Ay nach [21] die direkte Summe von J-halb-
einfachen einfachen M HR-Ringen, und Ay/Ajy ist ein Ideal dieser direkten Summe.
Hiernach kann At im Falle At # Ay homomorph auf einen T-halbeinfachen ein-
fachen M HR-Ring abgebildet werden, was unmdéglich ist. Also gilt Ay = Aj. Fer-
ner ergibt sich wegen M =J auch Ay & Ay. Da Ay ein Nilring und das Jacobson-
sche Radikal eines M HR-Ringes ist, erhilt man nach der Definition von M offen-
sichtlich Ay; = Ay. Somit gelten A= Ay = Ay und wegen M=R=T auch Ar=4;,
w. z. b. w.

Bezeichnet (B:4), (bzw. (B:4),) die Menge aller x€A4 mit xAS B (bzw.
Ax € B) fiir ein zweiseitiges Ideal B eines beliebigen Ringes A, so ergibt sich der
folgende

SATZ 3. 2. Ist A ein MHR-Nilring, in dem B#(B:A),(\(B:A), fiir jedes echte
zweiseitige Ideal B von A gilt, so ist A ein Z-Radikalring.

BEwEIS. Nach der Voraussetzung existiert ein x¢ B mit x4A<EB und AxEB
fiir jedes Ideal B von A. Dann 14Bt sich das Ideal (x+ B) des Faktorringes A4/B
von A nach B auf einen Zeroring von Primzahlordnung homomorph abbilden,
woraus folgt, daBl 4 ,,vom zweiten Grade iiber die Klasse Z*’ im Sinne von KUROSCH
[16] ist. Also ist A nach [16] ein Z-Radikalring, w. z. b. w.
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BEMERKUNGEN 3. 3. Nach einem Beispiel von DivINsKY [8] existiert ein Artin-
scher Ring A derart, daB 4 kein N-Radikalring ist, und dass A4 ein Z-halbeinfacher
Ring ist. Ferner gilt offensichtlich

Z=D=M=B=N=J=T=U.

Divinsky [8] hat Z#D gezeigt. Ob D=M oder D #M gilt, ist noch eine offene
Frage. Ferner wissen wir ebenfalls nicht, ob M =B oder M #B besteht. Existiert
aber ein Ring A mit Ay # Ag, so gibt es schon einen MHR-Ring A’ mit Ay = Af.
Von BAEr [3] wurde B=N bewiesen. Ferner zeigt das Beispiel aller rationalen
Zahlen mit ungeraden Nennern die Beziechung N #J. Es seien 4 der Ring aller
linearen Transformationen eines Vektorraumes von der Dimension {, iiber einem
Schiefkorper, und 4, das Ideal aller linearen Transformationen von endlichem
Rang. Dann gilt in F=A4/A, offensichtlich Fj# Fr, und somit ergibt sich J#T.
Da im Ring 4, aber (4o)r #(A4,)yu gilt, erhdlt man T U.
Es gilt der folgende

SATZ 3. 4. Ist Ay das Jacobsonsche Radikal eines M HR-Ringes A, so existiert
eine Ordnungszahl o mit A$=0.

Bewers. Es sei A(7#0) ein beliebiger M HR-Ring. Da jedes von Null verschie-
dene Rechtsideal eines beliebigen von Null verschiedenen homomorphen Bildes
von A ein von Null verschiedenes minimales Rechtsideal enthilt, existiert nach
BAER [3] eine Ordnungszahl f mit A,=A, wobei 4, =4,(4) der Rechtssockel
von A und A,,,/A,=A,(4/A,)) bzw. A;= |J A, fiir eine Limeszahl . Ebenfalls

B<o
nach Bagr [3] gilt 4,-4%=0 fiir jedes y, und insbesondere auch 4;-4% = 0. Daher
gewinnen wir A4*'= A;-A5 S A-A% = A,-Af = 0 und somit auch 44=0.

Ist nun o eine minimale Ordnungszahl mit 45=0, so ergibt sich 4%#0 fir
y <a.

SATZ 3. 5. Es sei A ein beliebiger MH,R-Radikalring. Dann ist jeder Unterring
B von A ebenfalls ein MHR-Ring. Ferner gilt in einem MH,R-Radikalring A die
Minimalbedingung fiir diejenigen additiven Untergruppen von A*, die in einem Haupt-
rechtsideal von A liegen.

BeEweErs. A4 ist nach [21] ein Nilring, und es gibt nach dem Satz 3. 4 eine Ord-
nungszahl « mit 4*=0 und 4% 0 fir f<a. Es sei Z, der Linksannullator von
A?. Dann gilt Z, & Z,, fiir §; =f, und Z,= A. Nehmen wir an, daB8 B kein MH,R-
Ring ist. Dann existiert ein minimaler Index f, derart, daBl es ein Element b,€ B
und eine echt absteigende unendliche Rechtsidealkette

(*) R13R23R3DR4D...

des Ringes B mit R, SZ; und R, S{b,}+boB gibt. Die Existenz eines solchen
Indexes f, folgt aus der Voraussetzung, und aus b, € Z, = A. Wegen der Minimali-
tdt ist f, keine Limeszahl. Ferner kann auch f,=2 folgendermaBlen bewiesen
werden. Im Falle B,=1 ist ndmlich R, £Z,, und wegen R, A=0 (i=1,2,3,..))
ist jedes R; ein Rechtsideal schon von A, und die Existenz solcher Kette () in
A ist fiir einen MH,R-Ring A unmoglich. Also gilt wirklich f,=2 und dabei ist
fBo keine Limeszahl. Hiernach gibt es einen Index y mit f, = y+ 1. Es sei jetzt



UBER RINGE MIT MINIMALBEDINGUNG 459

C? = C+ CA fiir jeden Unterring C von A; offensichtlich ist C? das durch C in
A erzeugte Rechtsideal. Da 4 ein MH,R-Ring ist, und {b,}? 2 R} 2 R}, fir jedes
i, existiert ein Index k mit R} = R}, fiir jedes /=k. Wegen RRASZ, A = Z,,,ASZ,
ergibt sich|

R+Z, = R+2Z, fir jedes I=k.

Da der Untergruppenverband von A+ modular ist, erhdlt man wegen () offen-
sichtlich die echt absteigende unendliche Kette

Dy oDy 125422 D533 55

der Rechtsideale D; = R;(\Z, von Bin Z,, das wegen i<y und D; S {b,} +boB
der Minimalitit von B, widerspricht. Also muB3 B ebenfalls ein MH, R-Ring sein.
Die letzte Behauptung des Satzes 3. 5 1Bt sich ganz dhnlich beweisen.

BEMERKUNG 3. 6. In [21] wurde ein Beispiel fiir einen MHR-Ring gegeben,
der kein MH, R-Ring ist. Es ist aber eine offene Frage, ob es einen MHR-Nilring
gibt, der kein M H, R-Ring ist.

PROBLEM 3. 7. Ist jeder MHR-Nilring ein Z-Radikalring?
PrOBLEM 3. 8. Ist jeder M-Radikalring auch ein D-Radikalring?
PROBLEM 3. 9. Ist jeder B-Radikalring auch ein M-Radikalring?

(Hierbei konnen wegen D #B nicht beide Probleme 3.8 und 3.9 mit ,,ja”
beantwortet werden.)

§ 4. Uber die rechtsseitig vollstindig reduziblen Ringe

Ein Ring A heiBt rechtsseitig vollstindig reduzibel, wenn er als A-Rechts-
modul vollstindig reduzibel ist, d. h. 4 ist eine diskrete direkte Summe seiner mini-
malen Rechtsideale. Ein solcher Ring braucht nicht halbeinfach im Sinne von
JACOBSON zu sein. Jeder vollstindig reduzible Ring ist ein MHR-Ring. Das Umge-
kehrte ist nach dem Beispeil des Faktorringes 7/(p?) des Ringes I der ganzen ratio-
nalen Zahlen nach seinem Ideal (p?) ungiiltig. Jedoch ist jeder halbeinfache M HR-
Ring rechtsseitig vollstindig reduzibel.

Zuerst mdchte ich die erste Behauptung aus den ,,Bemerkungen’ meiner Ar-
beit ([21], S. 421) berichtigen, wobei ich ein Glied D weggelassen habe. Die richtige
Behauptung lautet folgendermalen:

BEHAUPTUNG 4. 1. Ist jedes Rechtsideal R eines Ringes A, als eines A-Rechts-
moduls ein rechtsseitiger direkter Summand, dann ist A rechtsseitig vollstindig re-
duzibel, und zwar gilt: A = B+ C+ D, wobei B, C und D Rechtsideale von A, fer-
ner B ein halbeinfacher M HR-Ring, C ein Zeroring auf einer elementaren Gruppe
[10] und D eine Summe von nilpotenten minimalen Rechtsidealen R* von A mit R*A =
=R* ist.

Der Beweis dieser Tatsache kann durch iibliche Methoden erledigt werden
(s. z. B. JacoBsoN [13], CARTAN—EILENBERG [6] bzw. KERTESZ [14]).
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Nun zeigt das folgende Beispiel, dal D im allgemeinen nicht weggelassen
werden kann:

Im Matrizenring des Typs 3 X3 iiber dem rationalen Zahlkorper K, nehmen
wir den durch die Matrizen ‘

010 001
M,——-(Olo) und MZ:(OOO)
001 000

aufgespannten Vektorraum 4 = KoM + K,M,, der ein Unterring ist. Dann sind
sowohl K,M,, als auch K,M, minimale Rechtsideale von 4, also ist 4 rechtsseitig
vollstindig reduzibel. Dann gilt fiir D = K,M, offensichtlich D0, D?* =0, DA =D
und D* ist dabei keine elementare Gruppe.

Wir mochten jetzt die Artinschen halbeinfachen Ringe in der Klasse der M HR-
Ringe mit Einselement modultheretisch charakterisieren.

Fiir einen Ring A4 (der i. a. kein Einselement zu besitzen braucht) und fiir
einen A-Rechtsmodul M sei ®(M) der Frattinische Untermodul von M, und
K(M) die Menge aller m € M mit mA S &(M). Offensichtlich ist K(M) ein A-Unter-
modul von M, den in seiner Arbeit [15] A. KErRTESZ ausfiihrlich betrachtet hat.
K(M) hat Radikaleigenschaften, und K(M) heiBt Kertfszsches Radikal des A-
Moduls M. In [23] habe ich gezeigt, daB K(A) in einem Ring 4 (als in einem A4-
Rechtsmodul A) i. a. vom Jacobsonschen Radikal verschieden ist. Jedoch wurde
frither fiir gewisse Ringe A4 von KERrTESz [15] K(A4) = Ay gezeigt.

DEerFINITION 4. 2. Ein beliebiger Ring A4 wird ein K-Ring genannt, wenn fiir
jeden A-Rechtsmodul M das Kertészsche Radikal K(M) der Bedingung K(M)-A = 0

geniigt.
Es gilt der folgende

SATZ 4. 3. Ein MHR-Ring A mit Einselement ist dann und nur dann ein K-Ring,
wenn A ein halbeinfacher Artinscher Ring ist.

BeEwers. Es sei der MHR-Ring A mit Einselement ein K-Ring. Dann gilt ins-
besondere auch K(A4)-4 = 0, und wegen 1€A4 auch K(A)=0. Ebenfalls wegen
1€ A4 ergibt sich #(4)=A;. Da wegen K(A)=0 aus a-4< Ay immer a=0 folgt,
erhdlt man wegen A;4 S Ay auch 4;3=0. Somit ist 4 ein halbeinfacher MHR-
Ring, und wegen 1€ 4 ist auch 4 ein halbeinfacher Artinscher Ring.

Umgekehrt sei 4 ein halbeinfacher Artinscher Ring. Dann gilt 1€ 4, und fiir
jeden 4A-Rechtsmodul M ergibt sich die Peircesche Zerlegung M = M+ M, mit
MyA=0 und m,-1 = my fir jedes my; € M,;. Da nach [15] K(M) = K(M,)+
+K(M,) gilt, und da offensichtlich K(M,)=M, und K(M,;)=0 bestehen, erhilt
man K(M)= M, und somit K(M)-4A = 0, w. z. b. w.

BEMERKUNG 4. 4. Es sei A ein halbeinfacher und einfacher MHR-Ring, eA
(> =e#0) ein idempotentes minimales Rechtsideal von A. Bekanntlich ist dann
S =ede ein Schiefkorper. Jetzt mochte ich offene Fragen aufwerfen.

PrOBLEM 4.5. Haben der Linksvektorraum eA und der Rechtsvektorraum
Ae iiber S immer dieselbe Dimension?
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PROBLEM 4. 6. Gibt es einen K-Ring, der kein M HR-Ring mit Einselement
ist? (Es sind alle K-Ringe explizit zu bestimmen!)

MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT

DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
BUDAPEST

(Eingegangen am 7. April 1962; — in verdnderter Form am 20. Mirz 1963.)
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