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Resumen. Este trabajo esta dedicado a mostrar los primeros resultados obtenidos en simulacién de
problemas acoplados de dindmica de fluidos y de transferencia de calor usando el método de particulas
llamado Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH). La técnica empleada consiste en la solucién simul-
tdnea de las ecuaciones de dindmica de fluidos y de transferencia de calor en formulacién Lagrangiana
usando una discretizacién tipo SPH desarrollada en el CIMEC. Aqui se presentan las primeras validacio-
nes del modelo y los primeros ejemplos de su aplicaciéon. En el trabajo se podrd apreciar como influyen
los fenémenos de adveccion en la transferencia de calor. Los ejemplos y el cddigo han sido corridos en
una plataforma de simulacién también desarrollada en el CIMEC. La plataforma permite cambiar inter-
activamente propiedades fisicas del fluido, condiciones de contorno como el movimiento de paredes, o su
temperatura, todo ello interactivamente mientras transcurre la simulacién. El desarrollo permitira la solu-
cién y simulacién interactiva de variados e interesantes problemas de conveccion natural y transferencia
de calor.
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1. INTRODUCCION

Smoothed particle hydrodynamics (SPH) es un método de particulas basado en la convolu-
cién de propiedades puntuales de un campo y un kernel de interpolacion. Fue inventado para
simular fendmenos astrofisicos (Lucy, 1977; Gingold y Monaghan, 1977). En los dltimos afos
el método ha sido extendido con singular éxito al campo de la mecénica de los fluidos Liu y
Liu (2003); Monaghan (1992, 2005). También se ha utilizado dicho método en la solucién de la
Ecuacién del Calor Jeong et al. (2003); Cleary (1998); Cleary et al. (1998); Cleary y Monaghan
(1999); Rook et al. (2008). Ademas, se han realizado aplicaciones recientes en simulacién de
fenémenos de escalas miultiples Koumoutsakos (2005). SPH posee interesantes caracteristicas
que lo hacen extremadamente atractivo: 1) Puede ser aplicado a diversas ecuaciones diferen-
ciales, 2) Es de sencilla formulacién, 3) Permite incorporar complicados fenémenos fisicos, 4)
Es un método sin mallas, 5) Su formulacién permite desarrollar c6digos en paralelo con mayor
facilidad que otros métodos clasicos.

En este trabajo se describe una formulaciéon SPH desarrollada por los autores orientada a
resolver problemas acoplados de mecénica de fluidos y de transferencia, transporte y conduc-
cion del calor. Esto implica la solucién simultdnea de las ecuaciones de Navier-Stokes y de la
Ecuacion de Calor en forma Lagrangiana. Para presentar los resultados se utiliza una plataforma
de simulacién y visualizacién que permite configurar experimentos que validan y dan soporte
al método. En particular, aqui se ha procedido a realizar las primeras validaciones comparadas
con soluciones numéricas obtenidas usando el Método de Elementos Finitos para el caso de
conduccién del calor pura (fluido en reposo) y se muestran los efectos en la distribucion de tem-
peratura debido a los fendmenos de transporte y adveccion. Los experimentos se han realizado
en la famosa cavidad cuadrada.

2. SMOOTHED PARTICLE HYDRODYNAMICS

SPH se basa en la aplicacion sucesiva de dos conceptos fundamentales a los términos de una
ecuacion diferencial: representacion integral y aproximacion de particulas. El primero se refiere
a la representacion de una cantidad fisica mediante la convolucién con un Kernel o funcién
de suavizado. El segundo concepto es la aproximacion que permite llevar al mundo discreto
la representacion integral. Para més detalles sobre la formulacion que aqui serd presentada ver
Limache y Rojas-Fredini (Dec 2010). Para detalles sobre la implementacion en paralelo ver
Rojas-Fredini y Limache (Jan 2011).

2.1. Representacion Integral

Una funcién f(z) puede ser representada en un entorno de radio / alrededor de x utilizando
una funcién de suavizado, mas comunmente llamado, Kernel W de la siguiente manera:

< f(x) >= /Vf(:p')W(x — ', h)dV’ (1)

h es el soporte de la funcién de Kernel. Si el kernel W se elige igual a la funcién Delta de Dirac
d(z — ') entonces la representacién es exacta en x:

< f(@) >= / F(@)d(x — 2)dV’ = f(x) @)
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De la misma forma, es posible aproximar el gradiente de una funcion, mediante la convolucion
con el gradiente de la funcién de Kernel:

< Vi(z) >= — /V F@) VW — 2, h)| dV’ 3)

2.2. Aproximacion de particulas

En SPH los fluidos se representan como un conjunto finito de particulas donde cada particula
P; posee una masa m; y ocupa un volumen dV;. Por conservacién de masa dicho volumen puede
ser representado en funcion de la densidad alrededor de F; de la siguiente manera:

m;
av; = — 4)
Pi
La aproximacion de particulas consiste en calcular las representaciones integrales de la sec-
cién 2.1 como una sumatoria de las contribuciones de los volimenes discretos alrededor de cada
particula. Entonces las integrales discretas de las Ecs. (1) y (3) evaluadas sobre F; se calculan
como:

< fi >=< f(x;) > ijfﬂww (5)

J
< Vf >=< Vf(z;) > ijﬁjvw,], (6)

respectivamente donde:

fi = f(z;) (7)
VVij = W(Uﬁz — Ty, h) (8)
VW, = 0 w h 9
i "j_a_xl-[ (@i — 2, h)] ©)

Existen otras approximaciones discretas al gradiente (Liu y Liu (2003); Monaghan (2005)). Las
mas comunmente usadas son:

<Vfi> Z fJ fl VWi (10)
<Vf> ij<fﬂp+fz>vww (11)
J
1 = fi
p = Pi ’j

NOTA: En general, de aqui en adelante, denotaremos por f;; a la diferencia de cantidades es

decir: fij = fz — fj-
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2.3. Funciones de Kernel

Existen varias alternativas para la eleccion del kernel. Cuanto més parecido sea a la funcion
Delta mas correcta serd nuestra aproximacion ya que como se mostré en Monaghan (2005) el
error crece cuadriticamente con h. Para el presente trabajo se utilizan dos kernels. El spiky
Kernel definido como:

2—q)? 0<qg<2

o [ @—a)7, <q<

W (r, h) = h—TZ (13)
0, 2 <q

Y el cubic kernel definido de la siguiente manera:

(2—-¢qP°—-4(1—-¢q)?° 0<¢<1
0, 2 <q

donde ¢ se define como ;. En 2 dimensiones ny = 2 las constantes de normalizacién son
K; = 16% y Kg = %, respectivamente. El soporte de ambos kernels es de 2h. El uso de
dos kernels diferentes ha mostrado reducir notablemente inestabilidades en la presion. Para més

detalles ver Limache y Rojas-Fredini (Dec 2010).

3. ECUACIONES DE NAVIER-STOKES Y DE TRANSFERENCIA DE CALOR
3.1. Forma SPH de Conservacion de Masa

Usando la descripcion lagrangiana y bajo la aproximacién de pseudo-incompresibilidad, la
ecuacion de conservacion de masa se escribe de manera explicita mediante el computo de la
densidad. Si se aplica la aproximacion (5) a la densidad se obtiene que la misma puede ser
determinada mediante la suma ponderada de la masa de las particulas en el soporte del Kernel:

N
Pi = ijwij (15)
j=1

3.2. Forma SPH de las Ecuaciones Navier-Stokes

Por otro lado, la ecuacioén de Navier-Stokes propiamente dicha escrita en forma de divergen-
cia Limache et al. (2008) es:
Dv

p_
Dt
T . .
donde 7 = uw es el tensor viscoso. Se ha asumido que las fuerzas externas de volumen

son nulas para simplificar la presentacion de las ecuaciones. Usando (11) para computar la
divergencia se obtiene:

=—-Vp+V-7 (16)

DU? N Di + Pj 8WU N Tiaﬁ + Tja/B 8WU
Sem e S,

= m
Dt 7 pip; Oz o T opip; 0d?

(17)

j=1

donde las letras griegas «, § se usan para denotar las componentes cartesianas de vectores y
tensores. De este modo, v{* denota la componente o ={1, 2 6 3} del vector velocidad de la
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F se refiere a la componente («, 3) del tensor viscoso 7. Las componentes carte-

particula 4, 77"
sianas (o, [3) del gradiente de velocidad 3”72 necesario para calcular Tf‘ﬁ se computan usando la
aproximacién (10)
N
=—> m—2— (18)
pj Ox;

j=1
3.3. Ecuacion de estado

En fluidos compresibles y pseudo-incompresibles la presion y la densidad se encuentran
relacionadas a través de la ecuacion de estado. En este trabajo se utilizé la siguiente forma para

dicha ecuacion:
p Y
pz/{((—) —1) (19)
Po

donde ~ se define en funcion de la velocidad del sonido ¢, como:

2

)= 2% (20)
v
Noétese que la inversa de dicha ecuacion es:
P L/
p=r(E+1) e

La ecuacion de estado (19) es la forma mas comtinmente usada en SPH para aproximar el limite
incompresible. Y tiene la ventaja que se reduce a la ecuacion de gases ideales con una apropiada
eleccion de las constantes v y k.

3.4. Forma SPH de las Ecuaciones de Transferencia de Calor

La ecuacién de conduccién y transporte de calor puede ser escrita en forma Lagrangiana
Cleary y Monaghan (1999) de la siguiente manera:

DT
Py = V- (kVT) (22)

donde T es la temperatura, c, es la capacidad de calor por unidad de masa y x es el coeficiente
de conductividad térmica. Usando expresiones similares a las presentadas en la Seccion 2.2 para
discretizar el término V - (kVT') puede llegarse a la siguiente forma discreta para la velocidad
de cambio de la temperatura:

N
DT, T, —1T;
“Dr T Zjl My et b 2y
where F}; es definida como Fj;r;; = %Vfg con r;; = x; — ;

3.5. Viscosidad artificial

En SPH es comun agregar un término de viscosidad artificial a la ecuacién de momento.
Basado en los trabajos de Cleary (1996) y Monaghan (2005) este término se define como:

N
oW,
o E I, —2 24
fz p mJ j a‘r? ( )
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con II;; dado por

fl]<, . 7"‘.4
M = v —2 9 25
’ <\7"¢j\2+772> >
dénde _ _
V= hig acs — ,B—hijvij iy (26)
P\ il n?

3.6. Condicion de borde

En SPH generalmente se utilizan particulas artificiales para simular las condiciones de borde
(Liu y Liu, 2003). Para evitar la interpenetracion algunos autores utilizan una fuerza artificial
ejercida por las particulas de borde sobre las de fluido (Monaghan, 2005; Becker y Teschner,
2007). Los autores han seguido el trabajo de (Thiagarajan y Rafiee, 2009) que permite simular
las condiciones de borde mediante particulas ghost. Una de las grandes ventajas de este método
es que se evita el uso de fuerzas sin significado fisico. El incremento de presion debido a dichas
particulas de borde es el que naturalmente permite que las particulas reales no traspasen la
frontera. Los autores implementaron particulas ghost reflejando las particulas reales usando
conceptos similares a los utilizados en el método de las imdgenes en electroestatica. Es decir, se
realiza un espejado a lo largo de la frontera de manera tal que las particulas fuera de la misma
sean un espejo tanto en posicién como en propiedades de las particulas internas. Las densidades
de las particulas ghost se calculan como:

Pghost = Pa

siendo p, la densidad de la particula real. Mientras que sus velocidades vy, Y temperaturas se
fijan de acuerdo a la siguiente extrapolacion:

Vghost = 2uwall — Vg

Tghost = 2T‘wall - Ta

donde a1 Y Twarr sON las velocidades y temperaturas impuestas de la pared, respectivamente,
y donde v, y T, son las velocidades y temperaturas de la particula real, respectivamente. Si la
pared se encuentra en reposo entonces: u,,; = 0. Debe notarse que sélo es necesario crear
particulas fantasmas de las particulas q estan a una distancia menor igual que el soporte del
Kernel (h). Por lo tanto, el nimero de particulas ghost varia dindmicamente, pero el espesor de
la capa de particulas es siempre menor que h.

4. RESULTADOS NUMERICOS

A continuacion se presentan resultados numéricos obtenidos usando nuestra plataforma de
simulacidn interactiva. Mediante la plataforma uno puede interactuar y cambiar las propiedades
fisicas y numéricas del problema a medida que la computadora simula el proceso. Si el niimero
de particulas es de 10000 se ha logrado correr simulaciones interactivas que también transcurren
en tiempo real mediante computadoras con 6 cores/12 threads o mds. Por ejemplo usando una
computadora con procesador Intel 17-980X extreme edition. El flujo en una cavidad cuadrada
es un problema clasico de la mecénica de fluidos asi como también lo es su equivalente en
conduccién de calor. La configuracién y geometria tipica de ambos problemas se muestran en
la Fig. 1. Aunque la formulacién presentada aqui permite la solucién acoplada de dindmica de
fluidos con transferencia de calor. A modo de validacion de la metodologia SPH y del codigo

Copyright © 2011 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXX, pags. 391-402 (2011) 397

implementado primero se considera el problema de la solucion del problema clasico puro de
conduccion del calor. En las simulaciones presentadas, las propiedades fisicas del fluido son:
p = 1000, . = 100, ¢, = 1 and x = 20, todas ellas expresadas en el Sistema Internacional de
Medidas. La cavidad tiene dimensiones unitarias.

T=Tup  V=Vup

T=Tl
V=Vl

T=Tr
V=Vr

%\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\
ZINMNMIIImmmmMMNNNR

_

T=Tlo V=Vlo

Figura 1: Square Cavity: Flow and Heat Conduction

4.1. Validacion de SPH usando Conduccion del Calor

En este caso, el material dentro la cavidad estd en reposo. Las paredes de la cavidad no se
mueven Vi, = 0, Vierr = 0, Vigwer = 0 and Vy55, = 0. El fluido se asume que tiene inicialmente
temperatura 7" = 0. Las paredes de la cavidad son isotérmicas e inicialmente tienen temperatura
igual a cero (T, = 0, Tiepr = 0, Tiower = 0 and 1545, = 0). A partir de un tiempo ¢ > to, la
pared de la derecha se pone a una temperatura 7,45, = 80. Después de aproximadamente dos
minutos, la distribucién de temperaturas alcanza la solucién estacionaria, como se muestra en
la Fig. 2. En la figura las particulas han sido coloreadas de acuerdo a su distribucion final de
temperaturas.

Q00000000000 00000000000000

Figura 2: Solucién estacionaria del problema puro de conduccion del calor. Las paredes son
isotermas con temperaturas: T, = 0, Ticps = 0, Tigper = 0y Trigne = 80
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En la Fig. 3, se muestran el perfil de temperaturas alcanzado en el sector medio de la cavidad
que corresponde a una linea horizontal en y = 0,5. Con el proposito de validar nuestra formu-
lacidn, el perfil de temperaturas se compara con el obtenido usando el método de Elementos
Finitos. Se muestra la gran concordancia entre ambas soluciones.

80

e o SPHTemp
wt|m = FEMTemp ® |

GO -

50 - a

40

Temperature

30+

20 - ]

Figura 3: Perfil de temperaturas del problema puro de conduccién del calor en y = 0,5. Las
paredes son isotermas con temperaturas: T, = 0, Tje5r = 0, Tigper = 0y Trigne = 80

Un segundo ejemplo fue corrido, seleccionando una distribucion no-simétrica de temperatu-
ras: Ty, = 20, Tiery = 40, Tioyer = 60 and 1545, = 80. En la Fig. 4 se muestra la distribucion
estacionaria de temperaturas resultante con las particulas coloreadas de acuerdo a su tempera-
tura.

Wradius: 0.
TimeStey

Partiqles:
N:20.

203:
Time:2.71969

Figura 4: Solucion estacionaria del problema puro de conduccién del calor. Las paredes son
isotermas con temperaturas: 1., = 20, Tj.p; = 40, Tigwer = 60y Trigne = 80
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En la Fig. 5, se muestran el perfil de temperaturas alcanzado en el sector medio de la cavidad
que corresponde a una linea horizontal en y = 0,5. Con el propoésito de validar nuestra for-
mulacion el perfil de temperaturas se compara con el obtenido usando el método de Elementos
Finitos. Se muestra la gran concordancia entre ambas soluciones.

80

e o SPHTemp
_—||m m FEMTemp ® |

70+

65+ ™

60

Temperature

85+

501 ]

45+ ]

b0 02 01 05 08 T0

Figura 5: Perfil de temperaturas del problema puro de conduccién del calor en y = 0,5. Las
paredes son isotermas con temperaturas: 1., = 20, Tj.p; = 40, Tigper = 60y Trigne = 80

4.2. Soluciones numéricas con dinamica de fluidos y transferencia del calor

En esta seccién se muestran los resultados de las simulaciones obtenidas donde ahora el
fluido dentro de la cavidad si estd moviendose de acuerdo a las leyes de moviento (i.e. de
acuerdo a las ecuaciones de Navier-Stokes). En este caso la transferecia de calor no solo ocurre
por conduccidn sino también por adveccion. En los casos que se presentan el fluido se mueve
como en el problema clasico de la cavidad cuadrada, es decir: Vi, = 1, Viepy = 0, Vigyer = 0
y Viigne = 0. En la Fig. 6 se muestra la distribucion de temperaturas resultante para el caso en
que Ty = 0, Tiepr = 0, Tiower = 0y Trigne = 80 (compérese este caso con el caso de fluido
en reposo mostrado en Fig. 2). La diferencia en el comportamiento termico puede apreciarse
mads claramente en la Fig. 7 donde puede compararse el perfil de temperaturas resultantes en el
sector medio de la cavidad para el caso de fluido en movimiento (en rojo) con el caso de fluido
en reposo (en azul).
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Desired dt: 0.00723
Parti 103170

Time:

Figura 6: Solucién pseudo-estacionaria del problema mixto de dindmica de fluidos con transfe-
rencia del calor. Las paredes son isotermas con temperaturas: T,,, = 0, Ticr = 0, Tjoper = 0y
Tright =380

80

e o Temp with moving flow
7| m m Temp without moving flow

60 - °
i ®
50 - o |
®
g ap [
® e ® L]
g ®
g °
g 30f [
° [ ]
[}
20 - ® ]
®
® n
10 ° n

g 0.2 0.1 0.6 0 10

Figura 7: Perfil de temperaturas del problema mixto de dindmica de fluidos con transferencia del
calor en y = 0,5. Las paredes son isotermas con temperaturas: T, = 0, Tjcps = 0, Tigper = 0y
Tright = 80

Similarmente, en la Fig. 8 se muestra la distribucién de temperaturas resultante para el caso
de distribucién no simétrica de temperaturas en que T, = 20, Tjepy = 40, Tijower = 60y
Tyigne = 80 (compdrese este caso con el caso de fluido en reposo mostrado en Fig. 4). La
diferencia en el comportamiento termico puede apreciarse mas claramente en la Fig. 9 donde
puede compararse el perfil de temperaturas resultantes en el sector medio de la cavidad para el
caso de fluido en movimiento con el caso de fluido en reposo.
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Desired dt; 0.00723
T 103170

i
Wra

Figura 8: Solucién pseudo-estacionaria del problema mixto de dindmica de fluidos con transfe-
rencia del calor. Las paredes son isotermas con temperaturas: 15, = 20, Tjc ¢ = 40, Tjpyper = 60
y Tright =80

80

e o Temp with moving flow
1| m m Temp without moving flow P

65 m®

60 +

50 ®

Temperature

50 + L u

a5t L4

40

30 0.2 0.1 0.6 0 10

Figura 9: Perfil de temperaturas del problema mixto de dindmica de fluidos con transferencia
del calor en y = 0,5. Las paredes son isotermas con temperaturas: 1, = 20, Tj.yy = 40,
Tiower = 60 y Tright = 80

5. CONCLUSIONES

Se presentd una formulacion basada en SPH para simular problemas de dindmica de fluidos
y de transferencia del calor. La formulacién ha sido valida en el problema clasico de conduccién
del calor en la cavidad cuadrada y aplicada exitosamente cuando ambos fendmenos, dindmica de
fluidos y transferencia de calor, se combinan a través de adveccion. Los resultados son realmente
promisorios con grandes perspectivas si se tienen en cuenta la simplicidad de la formulacién,
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su extensibilidad y su computo en paralelo usando mas de un procesador. Se planea continuar
el presente trabajo, realizando mas validaciones y simulaciones numéricas en problemas que
incluyen conveccion natural, geometrias mds complejas y condiciones de contorno mixtas.
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