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安定群の上の位相について

田 中 克 己

Sometopologiesonstablegroups

KatsumiTANAKA

lnthetheoryofLirlearalgebraicgroups,Zariskitopo】ogyplaysacrucia一role.Weintroducesome

topologiesongeneralabstractgroupsgeneralizingZariskitopologyinsomesense.Especiallywefocus

onstablegroups,becausenotonlythesimilarityofthenlWithrespecttosomestructuretheoremsbut

alsoweareinterestedinstablegroupsfortheirownright.

InLinearalgebraicgroups,theyhaveadescendingchainconditiononclosedsebsets.Hencewemay

introducesometopologiesonstablegroupsinordertosatisfythedescendingchainconditionsonclosed

subsetswhateverthetopologyis.Accordingtothis畠uidelineweintroducesometopologiestostable

groupsandomega-stablegroups.
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安定群の重要な例である,代数的閉体上の代数

群の理論では,ザ1)スキー位相が重要な役割を果

たす｡これはモデル理論の言葉で言えば,基礎に

ある体の言語における論理式による定義可能な集

合を閉集合としている｡しかし,一般に群の構造

について議論するときには,やはり,その群の性

質を記述する言語を使って考えるのが自然であろ

う｡

Ⅰ.Kaplanskyは,一般の群の上にザリスキー位

相を一般化した次のような位相を定義した1)｡群

GにTl一位相が入り,閉集合について極小条件を

みたし,かつ,つぎの3種類のGからG-の写像 :

g- g~1,g- ga,g→ ag

がGの各元aにたいして連続となるとき,群 G

をZ群という｡

また,群GにTl一位相が入り,上の3種類の写

像に加え,写像 g一 g~1agがGの各元aにたいし

連続となるとき,群GをC群と言う｡さらに,同

り位相のもとで,GがC群かつZ群となるとき,
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GをCZ群と言うo
R.M.Bryantは,群Gの上に次のように閉集合

を定めてやることにより,Gにverbaltopology
と呼ばれる位相を定義した2)0 atomicformulaに

よりGで定義可能な集合をこの位相の閉部分基

とする｡この時,任意の閉集合はatomicformula

のfinitedisjunctionにより定義される集合の無

限個のintersectionとなる｡

一点からなる集合〈a)はGの閉集合になる｡こ

れは Ⅹ -aなるatomicformulaで定義される｡G

の任意の部分集合Aにたいし,Aの中心化群は閉

集合になる｡実際,Aの各元 aにたいLXa-axと

いうatomic formulaにより定義される集合の

intersectionとして表される｡この場合,任意の閉

集合が定義可能になるとは限らない｡なぜなら,

このintersectionの数は無限個になるかもしれな

い｡

tをterm,少をatomicformulaとするとき,

少(t(g))もatomicformulaになるから,GからG
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-の写像g-t(g)は連続となる｡Gの任意の元a

にたいし,写像g-g~1,g-ga,g-ag,g一g~l

agは連続となり,GはC群となる｡

例. 代数群はザリスキー位相について,CZ群に

なる｡

定理(Bryant)2). 群Gはそのverbaltopology

において閉部分集合について極小条件をみたせば

CZ群になる｡

例. 線形群3),局所有限なabelian-by-nilpotent-

by-finitegroups,abelian-by-finitegroupsはver-

baltopologyにおいて閉部分集合について極小条

件をみたすので,みなCZ群になる2)0

Fact14,5). 60安定群は定義可能な部分群につ

いての極小条件をみたす｡

Fact25･6). 安定群はuniformに定義可能な部

分群のintersectionについての極小条件をみたす｡

定義. 集合F-〈aHb:H- (1〉orC｡(C),a,

b,C∈G)を閉集合についての部分基として与えら

れる位相をM｡一位相という｡

定理. 安定群はM｡一位相についてZ群になる｡

M｡一位相がT1-位相になることは明らか｡また

Fの定義より,3種類の写像が連続になることも

明らか｡この定理の証明の残りは,閉集合につい

ての極小条件だが,そのためには,部分基につい

て極小条件が成り立つことを示せば十分｡このこ

とは,次の2つの補題から導かれる｡

補遺1. 集合 Fの任意の元aHbはあるH串の

cosetに等しい｡

証明. H-CG(C)のとき,

aHb-abb~lHb-ab(b~lHb)

-abC｡(b~lcb)

H- く1)のとき,aHb-ab(1)0

輔題2. 集合Fは極小条件をみたす｡

証明. 〈H:H-(1)orC｡(C),C∈G)をJと

おくと,Factより,Jは極小条件をみたす｡

また,補題 1より,Fの各元はcHという形をし

ている｡いま仮に,Fが極小条件をみたさないとす

る｡すると,無限下降列

cIHljc2H23...3cnHn3...
が存在する｡このとき,

Hl>H2>...>Hn>...

となり,uniformに定義可能を部分群の無限下降

列ができてしまいFact2に矛盾する｡よって,F

は極小条件をみたす｡

W安定群については,もっと強い位相について

Z群になる｡

定義. S-(aHb:Hは定義可能な群,a,b∈G)

を閉集合の部分基として与えられる位相をS位

相という｡

定理. 60安定群はS位相についてZ群になる｡

証明は,前の定理と同様でFact2の代わりに

Factlを使えばよい｡

Z群の一般論か ら,u安定群 におけるcon-

nectedという概念が,本来のトポロジーの意味の

connectedと一致することが確認される｡以下,証

明はZ群について知られてはいるが,自己完結の

意味でここに繰り返しておく｡

命題 1. 安定群 GのM｡一位相における任意の

opendensesubsetUについて,G-UUとなる｡

証明. Gの任意の元Ⅹにたいし,UとU~lXは空

でない開集合である｡Gは既約であるからUnU~1Ⅹ
は空でない｡よって,Ⅹ∈UU｡

命題2. Gを安定群とすると,そのM｡一位相に
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ついて,1を含むGのcomponentCは,Gの正

規部分群となり,Gのなかで指数有限となる｡こ

のとき,CをGoであらわす｡

証明. Gの既約分解 をG-SIU･･･USnとするo

主張1. 各Sたちは交わらない｡

いまⅩ∈S.nS2とする｡Gの任意の同相写像は各

Sの置換になる｡Gの任意の元yにたいし,Ⅹをy

にうつす同相写像が存在する｡つまり,Slの任意

の元はSZからSnの少なくともどれか 1つに含ま

れている｡したがって,

Sl-(SlnS2)U".U(SlnSn).

各 SlnS乙は閉集合でしかもS.よりたしかに小さ

い｡これはS.の既約性に矛盾する｡

主張2. Slは群である｡

Slの任意の元Xについて,S.xとS.とは確かに交

わる｡共通部分はSたちのどれかでなければ なら

ない｡よって,SIX-Sl.同様に,SIJl-Slとな

り,S.は群になる｡もちろんSlは連結でもある｡

主張3. SlはGの正規部分群である｡

S2からSnはS.のcosetと交わるので,実際,ある

cosetと一致する｡Gの任意の元Xにたいし,Ⅹ~l

SIXも連結で1を含む｡ゆえに,Ⅹ~1SIXはSlに包

含される｡

以上により,GにおけるSlの指数は有限とな

る｡

命題3. Gを案定群とすると,そのM｡一位相に

ついてGの既約成分はGOのcosetへの分解ただ

1とおりとなる｡

以上の命題は,a)安定群についても位相をS位

相にしてやることにより成立する｡

最後にまだ未解決の問題を1つあげておく｡

問題. 任意の GD安定群をCZ群とするような位

相の入れ方があるか｡
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