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Inversion of normal mode frequencies for estimation of lateralheterogeneity

of the earth's elasticitystructure: A numerical test
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An investigation was made on effect of lateral heterogeneity of the earth's elasticity structure on the normal mode

frequencies. The lateral heterogeneity is expressed by an expansion of spherical harmonic functions,

Pιm(cosθ)sinm<{> and Pιm(cosθ)cosm(j), up to the second order harmonics (ι< 2). Free oscillation frequencies of the

heterogeneous earth were computed by the xyz algorithm. Further we derived an analytic expression of partial

derivatives of eigenfrequency with respect to the expansion coefficients, and performed a numerical test to verify

whether or not it is possible to estimate the heterogeneity of the earth's structure by the inversion of normal mode

frequencies.

When the earth is assumed to be elastically isotropic spheroid with short polar and long equatorial radii, frequency

spectra affected by longitudinal heterogeneity terms, Pιm(cosθ)(sinm<j>, cosmcj)) (m≠ 0), for given values of ι and m

coincide with each other, because these two terms describe the same heterogeneity when the earth is rotated by π/2m

around rotation axis. In such a case, we cannot determine accurately the expansion coefficients of the two

heterogeneity terms by inversion of normal mode frequencies, whereas the coefficients of the latitudinal heterogeneity

P; (cosθ) can be precisely determined. Therefore it is difficult to estimate of lateral heterogeneity of the earth's

elasticity structure by the inversion of normal mode frequencies.
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§１．は　じ　め　に

従来、地球振動を研究する場合には地球を球対称

として取り扱ってきた。しかし、実際の地球は自転

をしており、形状は回転楕円体に近い。また、地震

波速度構造は深さ方向だけではなく水平方向にも不

均質である。このような球対称でない地球構造の影

響は、地球振動の固有周波数のスペクトルに反映さ

れる。即ち、球対称地球の場合には正規モードの

周波数は縮退しているが、球対称が成り立たない地

球の場合には、それは異なった固有周波数に分裂す

る。従って、固有周波数の分裂パターンは、地球内

部構造の不均質性に関する情報を含んでいると考え

られ、地球振動の固有周波数から地球構造の不均質

性を求めることを試みることは重要である。

　非球対称地球モデルの正規モード解を求めるため

には、球対称地球モデルからの違いに着目した1次



の摂動法が用いられてきた[Zharkov　and

Ｌyubimoｖ(1970a、1970b)、Madariaga

(1972)､Woodhouse and Dahlen (1978)]。し

かし、一次摂動法を使う限り、奇数次の不均質構造

が地球振動の固有周波数へ及ぼす影響を見積もるこ

とが不可能であるので[Woodhouse and Dahlen

(1978)1、地球振動の固有周波数から奇数次の不均

質性を推定することも困難であった。そこで、不均

質地球モデルの正規モード解を高い精度で得る方法

として変分法が考案され、不均質地球構造を推定す

るための固有周波数や波形のインバージョンに用い

られるようになった[Park (1986)､Park and

Gilbert (1986)、Morris　et a1. (1987)、Tuboi

and Geller (1989月。　この方法は、モード間のカ

ップリングを考えているために、奇数次の不均質性

も偶数次と同程度の解像度で求められるという利点

がある。

　近年、異方性単結晶試料の弾性率を測定するため

に球共振法が開発された[Suzuki et al.バ1992]]。

これは、球形試料の共振周波数から弾性率を決定す

る方法である。この方法を用いるためには、異方性

弾性体の共振周波数を計算する必要があり、変分法

に基づいた正規モードの計算方法が開発されてきた

[例えば、Mochizuki (1988)1。特に、Visscher

et al.(1991)が開発したxＹＺ法は他の計算方法に

比較して共振周波数の計算速度や精度において卓越

しているﾚjヽ田・Visscher (1994)]。 xＹＺ法は単

結晶試料の均質球だけでなく不均質な弾性球の正規

モードの固有周波数の計算にも適用できると考えら

､れる。

　本研究では、地球構造の不均質性がその正規モー

　ドの周波数に及ぼす影響をxＹＺ法を用いて調べる。

　また、地球振動の固有周波数から地球の不均質性を

推定することが可能かどうかを数値実験によって検

討する。そのため、不均質性を表すパラメータによ

る固有周波数の偏微分係数の解析的表現も導く。

§２．変分法を用いた不均質地球の固有周波数

　地球振動の計算では自転や重力の影響を考慮しな

ければならなが、ここでは議論を簡単にするためこ

れらの効果を無視する。従って、ここで取り扱う地

球は単純な弾性体とみなすことができる。このこと

は、本研究で得られる結論に影響を及ぼさない。

　体積Ｖの弾性体が定常振勁しているときのラグラ

ンジアンＬを次のように定義する．

　ここで、被積分関数の第一項は運動エネルギー密度、

第二項は歪エネルギー密度を表す。９は密度、ωは

固有角周波数｀qjkιは弾性率である゜また｀uiは

変位ベクトルのｉ成分（i゛’ yＪ）を表し、ui､jは変

位ベクトルuのxjに関する偏微分を意味する゜

さらにヽ＊は複素共役を意味し、重複する添字i､j、

k､ιについては総和規約を適応する。

　Rayleigh-Ritz　法によれば、ラグランジアンＬ

に対してハミルトンの変分原理［Lancros (1964)］

を適用することにより、自由振勁の固有角周波数ａ）、

変位uを求めることができる。このときヽ変位u

を既知の基底関数φλを用いて次のように展開する．

　uiニΣａλiφλ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

aλiは未知の展開係数である。基底関数Φλのとり方

は任意であるが､ここではVisscher　et a1. (1991)

に従って直交座標x、ｙ、ｚのべき乗の積で表す。

　　　　　　　　　　　　　　　　ここで、ι､ｍ、ｎ　は負でない整数であり、λは１組

の（ι､ｍ、ｎ）で決まる正の整数である。（2）の展



開係数３λiを求めるために、ラグランジアンＬにハ

ミルトンの変分原理、

を適用すると、一般化固有値方程式が得られる。

ここで、Ｅ、Ｇの行列要素は

で定義でき｀簡はクロネッカ‾のデルタ下ある゜

弾性体の正規モード解を得ることは(5)を解くこと

に帰着する。即ち、固有値方程式の固有値(よ)2から

固有角周波数(IJが決まりヽ展開係数町iを成分とす

る固有ベクトルａを(2)に代入することにより、

正規モードの変位を得ることができる。

　地球の不均質性は、均質な地球モデルからの弾性

率の違いで表される。そこで、弾性率の違いを

Ｃ(1)りk/とし、それを球面調和関数によって次のよ

うに展開する。

ここでヽ（r、0､φ）は球座標を表し(Fig. 1参照）、

P戸（ｃｏsO）はルジャンドル陪関数ヽC戸h（hはsま

たはｃのどちらかを取る）は展開係数を表す。今回は

議論を簡単にするためＣ（1）Uk/は二次までの球関

数で展開し、

d1)りk/は緯度、経度の方向のみに変化すると考え、

半径方向ｒには変化しないとした。また、Ｋりｋ/は

四次のテンソルでありヽＰ/O(ｃｏsO)を緯度に依存す

る不均質項ヽP戸(ｃｏsO)(ｃｏs“1φ､si n mφ)を経度

に依存する不均質項とよぶことにする。均質な地球

の弾性率をＣ(O)ijk(とするときヽ不均質な地球の弾

性率qjｗは次のように表される。

(10)を(7)に代入して行列Ｇを計算し、これを(５)

に代人して解けば、不均質地球モデルに対するの正

規モードの周波数を計算することができる。

　不均質地球モデルの９個の弾性率は球面調和関数

で表されているので、展開係数が定ま

れば任意の点(0､φ)でのＣ(jk/が決まる゜展開係

数を観測固有周波数から定めるために、展開係数が

わずかに変化したときの固有周波数の変化6ωを考

える。このとき、固有ベクトルも6aだけ変化する

から、正規モードのエネルギー方程式は次のように

表される。



ここで、ａtはａの転置行列であり、6Gは

で表される。△q)O～△(i2sは展開係数の微小変化を

表しヽまたヽ行列Ｇ戸hの要素は次式で表される。

ここで、ｈはsin関数とｃｏs関数に対応してｓまた

はｃで表されるものとする。エネルギー方程式(11)

を展開し、微小変化量の２次以上の項を無視すると

で表される。(15)の係数Ａごhは(13)と(16)を

用いて計算することができるから既知量である。従

って、展開係数に微小な変化（△q）o～Ac22s）を与

えればそれによる固有周波数の変化乱）を求めるこ

とができる。また、固有周波数の変化6ωを様々な

振動モードについて測定できれば、（9）の展開係数

の微小変化△r" mhを最小二乗法で求めることもで

きる。

§３、非球対称地球の自由振動

　地球構造の不均質性が固有周波数に及ぼす影響を

調４るためにヽ（9）の不均質項の係数（C00～ｑ2s）

の値を1.0としたときに、各々の不均質項が固有周

波数に及ぼす影響の大きさを計算する。計算に用い

た非球対称地球モデルは、等方体の回転楕円体、等

方体の三軸楕円体、斜方晶系の回転楕円体である。

回転楕円体(偏平率が1％)の場合には、Ｚ軸を回転

軸とし赤道半径を長軸とした。議論を簡単にするた

め、基準となる地球を半径１Ｃｍの球と仮定し、弾

性率Ｃ(o)りk(には等方体の弾性串λニμべ00 GPaを

与えた。各々の地球モデルに用いるＫりk/の値と楕

円体の主軸の半ax,ay,azの値をTable 1に示

す。正規モードの周波数の計算には(十ｍ十ｎ≦4を

満たす99個の基底関数を用いた。従って、固有値の

収束は十分ではない。しかし、このことが以下の結

果に影響を及ぼすことはない。

　地球を等方体で回転楕円体とした場合、不均質性

が地球振動の周波数スペクトルヘ及ぼす影響を不均

質項別にFig. 2に示す。最上段にある周波数スペク

トルは基準となる均質地球の固有周波数のスペクト
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Figure 4. Frequency spectra of the lowest five modes of laterally heterogeneous earth with

spheroidal shape. Earth model is the same as that used in the Figure 2, except for that elasticity

perturbation from reference earth is orthorhombic.

ルである。不均質地球の固有周波数と基準となる周

波数の差が不均質性の影響を表していることになる。

不均質項が周波数スペクトルに及ぼす影響は各々異

なっているように見える。しかし、ルジャンドルの

陪関数が同じでsin関数とｃｏs関数が異なるとき、

この二つの不均質項が固有周波数の分布に及ぼす影

響は全く同じになっている。これは、スフェロイダ

ルモード、及びトロイダルモードに関係なく全ての

モードで見られ、次のように解釈できる。すなわち、

等方体のｚ軸に短軸を持つ回転楕円体の場合、

P戸(ｃｏsO)が同じであれば゛軸の周りに到2 111だけ

回転させると、s i n md)とcosmd)で表される経度方

向の不均質性が一致するからである。このように考

えると、緯度のみに依存する不均質項PZO(ｃｏsO)

が周波数スペクトルヘ及ぼす影響は互いに異なるこ

とは容易に理解できる。

　そこで、Ｚ軸の周りに回転させても不均質性が一

致しない弾性体として等方体の三軸楕円体と斜方晶

系の回転楕円体を選び、その固有周波数を計算した。

計算結果をFig. 3とFig. 4に示す。いずれのモデ

ルの場合にもヽＰパ（cosO戸sinmc})､cosmφ）の二

つの不均質項が固有周波数に及ぼす影響は互いに異

なっていることが見て取れる。このことは、上で述

べた解釈の正しさを示唆している。また、偶数次の

影響ほど大きくないが、いずれの地球モデルにおい

ても奇数次の不均質項(/=1の項）による固有周波数

の影響が明かに見られる。このような奇数次の不均

質項の影響は、従来の摂勁法では見積りが困難であ

った。

§４．固有周波数をデータとした不均質性の推定

　(15)に基づいた固有周波数のインバージョンに



よって、(９)の不均質項の係数q)o～r 2sを求め

る数値実験を行った。数値実験では、あらかじめ係

数に値を与えて計算した固有周波数を観測データωｏ

とした。従って、与えた係数の値と固有周波数のイ

ンバージョンで得られた係数の値が一致すれば、不

均質性がうまく見積もられたことになる。インバー

ジョンには99の正規モードを用いた。係数C00～

(ら2sに与えた値をTable 2に示す。

　弾性的に等方体で回転楕円体の地球モデルの計算

固有周波数を観測データωｏとして、(９)の不均質項

０係数％0～C22sを求めた。あらかじめ与えた係数

の値とインバージョンによって得られた値との相対

的な差を係数についてFig. 5にプロットした。係数

を求める計算には反復法を用い、Fig. 5にに示した

結果は10回の反復計算によって得られたものである。

このときの固有周波数の観測値と計算値の差の分散

は10‘５ＭＨｚでヽある。不均質項のうち、緯度のみに

依存してｏる不均質項の係数q)o､ clo､ qo は正

確に求められているが、経度に依存する項の係数は

正確に求められていない。この結果はインバージョ

ンに用いる係数の初期値に依存しない。C00､ C10、

(lo以外の係数の値が正しく求められないのは次の

ように解釈できる。 Fig. 2で見たように、不均質項

のＰ戸(ｃｏsO)が同じでsin関数とｃｏs関数が異な

る場合には、回転楕円体の弾性率の不均質性がその

固有周波数に及ぼす影響は全く同じである。このこ

とはヽ固有周波数のデータからC､゜s､ Ｃ戸cの解を

一意に定めることができないことを意味しいる。

　そこでバ

■(m=l、2)の項を除いて計算した固有周波数を観測

データとして、残り６個の不均質項の係数を求める

数値実験を行った。結果をFig. 5に示す。６個の

不均質項の係数は正しく求められていることが示さ

れている。従って、回転楕円体の場合には、

Ｐ(゜(cosθ)(sinmφ､cosmφ)の不均質項が周波数

スペクトルに及ぼす影響の一致が、固有周波数から

経度に依存する不均質項の係数を正しく求めること

を困難にしているといえる。

　このように考えると不均質項がＺ軸周りの回転で

一致しなければ、経度に関する不均質項の係数が正

しく求められると考えられる。そこで、Ｚ軸周りに

回転させても各々の不均質項が一致しないような不

均質性を持つ弾性体として、等方体の三軸楕円体と

斜方晶系の回転楕円体を考える。そして、これらの

弾性体の固有周波数から％O～(ら2sの９個の不均質

項の係数が正しく求められるかどうか、同様な数値

実験を行った。結果をFig. 6に示す。いずれの場合

にも、９個の係数は正しく求められている。このこ

とより、弾性率の不均質性を表す項がｚ軸の回転に

よって一致しない弾性体であれば、全ての不均質項

の係数は固有周波数のインバージョンによって求め

ることができる。

　従来、奇数次の不均質項を固有周波数から推定す

ることは困難であったが、ここで開発されたインバ

ージョン法では一次の不均質項が正しく推定されて



Figure 5. Relative difference between assumed and obtained

values of heterogeneity coefficients for the case of

elastically isotropic spheroid. The frequency inversions

were made for nine (top) and seven (bottom) unknown

coefficients in Eq.(9).

いる。これは、正規モードの周波数の計算に変分法

を用いたために奇数次の不均質項の影響を見積もる

ことが可能となったためである。

§５．お　わ　り　に

　地球振動の固有周波数から地球内部構造の不均質

性を求めるための数値実験を行った。ここでは、地

球内部の不均質な弾性率の分布を球面調和関数で展

開して表し、各々の不均質項が地球の正規モードの

周波数に及ぼす影響を吟味した。さらに、正規モー

ドの周波数のインバージョンによって球面調和関数

で表された不均質項の係数を求めることができるか

を数値実験によって確かめた。結果は以下のように

まとめることができる。

1.地球を等方体の回転楕円体とした場合、経度に依

　存する二つの不均質項P謬(ｃｏsO)(s i 11111φ、

　cosmΦ))がその周波数スペクトルに与える影響は

　同じである。これは、回転楕円体の場合にＺ軸周

　りに適当な回転を考えると、この２つの不均質性

　は一致するからである。しかし、三軸楕円体や異

　方性回転楕円体の場合には、これらの不均質性は

　一致しないので、その周波数スペクトルヘの影響

Figure 6. Relative difference between assumed and obtained

values of heterogeneity coefficients for the cases of

elastically isotropic ellipsoid (top) and orthorhombic

spheroid (bottom). Nine unknown coefficients in Eq.(9)

were determined by frequency inversion.



　は互いに異なる。一方、緯度に依存する不均質項

　Ｐ/O(ｃｏsO)はヽ地球の形状や弾性率の性質にかか

　わらず、異なった影響を周波数スペクトルに与え

　る。

2.等方体の回転楕円体では、経度に依存する二つの

　不均質項P/'^(cose)(sinmφ､cosmφ)がその周

　波数スペクトルに与える影響は同じであるために、

　正規モードの周波数のインバージョンで経度に依

　存する不均質性を求めることはできない。しかし、

　緯度に依存する不均質性は正しく見積もられる。

　一方、三軸楕円体や異方性回転楕円体の場合には、

　不均質項が周波数スペクトルに与える影響は互い

　に異なるので、正規モードの周波数のインバージ

　ョンによって全ての不均質項の係数を決定できる。

3.地球は異方性が強くない回転楕円体であるので、

　固有周波数のインバイージョンによって、緯度に

　依存する不均質性は正しく見積もることはできる

　が、経度に依存する不均質性を求めることは困難

　である。

4.不均質性の奇数次の項による正規モードの周波

　数への影響を評価したり、逆に固有周波数からこ

　の展開係数を求めることができた。
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