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UNE NOTE SUR L’AXIOME (T5) DE SEPARATION"
TAKESHI INAGAKI

Comme on le sait, le théoréme de séparation généralisée due &3 M.
Tychonoff et cellui de frontiére relative? jouent un réle important dans
la Théorie de dimension.

L’objet de cette Note est de donner une relation parimi ces deux
théorémes et I’axiome (T;) de séparation :

Théoréme 1. Dans un espace topologique R, les trois conditions
suivantes sont equivalentes deux a deux :

(1) Laxiome (T) se lieu.

(2) Sideux ensembles A et B sont réspectivement fermés velative-
ment @ la somme M = A + B, alors il existe, pour un ensemble ouvert
W2 A — AB, un ensemble ouvert U tel qu'il satisfait aux conditions:

«) A—ABcCc UCW, 3 MU= AU.

{3) Etant donnés un ensemble M el un ensemble ouvert W, il
existe un ensemble ouvert U satisfaisant aux trois conditions :

1 UCW, & MW=MU & FdW)=MFU>.

Démonstration. (1) entraine (2). Supposons que deux ensembles
A et B sont réspectivement fermés relativement a la somme M =A + B.
11 existe alors deux ensembles fermés Fy et F. tels que A= F M et B=
F.M. 1l en résulte, par excmple, que A — AB(B — AB) = MF, — MF, F+
(MFz—' MFle) c IWFJMF-:(R - F1) C F; (R - F]) == F1 (R— F]) ==@; d’oll
A—-AB(B—AB)==(. De méme, on a (A— AB) (B— AB)==@Q. Par
conséquent, on voit que A — AB et B — AB sont séparés. Donc, il existe
selon 1'axiome (T;) deux ensembles ouverts et disjoints U, et U. tels que

A—ABCU; et B—'ABCUQ.

1) Deux ensembles A et B sont dits séparés, lorsque AB + AB =@, Nous dirons
qu’un espace topologique vérifie I'axiome (Tp) de séparation, lorsque si deux ensem-
bles A et B sont séparés, il existe deux ensembles ouverts et disjoints auxquels A
et B sont réspectivement intérieurs.

2) Voir, par exemple, Kar Menger : Dimensionstheorie, Leipzig und Berlin, (1928).
pp. 31 et 39.

3) Fuq (W) désigne la frontiére de I’ensemble W relativement a 1’ensemble M,
cad. Fu(W)=M MW M—W. En particulier, si W est ouvert, on a Fa(Wj)= M.
MW-—w.

F(U) désigne la fronti¢re de U, ca-d. F(U)=U R—U.

1

Produced by The Berkeley Electronic Press, 1955



Mathematical Journal of Okayama University, Vol. 5[1955], Iss. 1, Art. 1

2 TAKESHI INAGAKI

En posant U= U, W, U est ouvert et vérifie la condition «).

Ensuite, en tenant compte du fait que UcC U, et U U, = (J, on a
UB — AB)=@. 1l vient donc UB c UAB C UA; d'oa UM = U-
(A+ B)=UA + UB= UA. Ce qui montre que la condition A3 est
vérifiée. .

(2) entraine (3). Posons A=M MW et B=M M — W. Alors,
A et B sont fermés relativement a l'ensemble M et il vient A + B =
MMW +MM—W=MMW+M-W)=MMW+ (M- W) =
MM==M; doncona

M==A+ B.
Or, il vient d’'une part A — AB=MMW — MMWA!__—_W———‘ MMW—
M — Wet d’autre part MW=M - (M- W)DMMW - (M- W)
MMW — R-W=MMW- (R—-W)=MMWW=MW. On adonc

A-—AB=MMW-M-W=MWcCW.

En tenant compte des résultats obtenus au dessus, on peut employer
la supposition (2) aux ensembles A, B et W et il existe alors un ensemble
ouvert U de fagon que: . . )

W) A—AB=MWcC UCW, A MU= AU.
De plus, on a immédiatement selon «) les deux relations:
) UcCcW, 8) MU=MW.
Ensuite, on a selon ), 4) et «)

MF(U)=MUR=U=MUR - U)=MU - MUU =
MU - MU=MU — MW=AU — MW = MMWU — MW =
MMW — MW==MMW — W= F, (W)

(3) entraine (1). Supposons que deux ensembles A et B sont
séparés. En posant M=A + Bet W=R — B, W est ouvert ¢t on a

(*x) MW=(A+B)(R—B)=A+B - B=A.

Donc, on peut employer la supposition (3) aux ensembles M et W et il
existe un enscmble ouvert U satisfaisant aux conditions y), 4)ct ).

D’aprés' ) et la formule (), il vient BU=(M — A) U = MU
— AU=MU — MW U= MU — MUU==MU — U. Donc on a selon ¢)
BU = B(MU — U)=B(MMW —W)C BMW ==BA =@; d'ot BU=
@. Par conséquent, en posant V=R — U, V est ouvert et BcC V.
D’autre part, il est claire que U est ouvert et A — U. 1l en résulte que
la supposition (1) est établie, c.q. f. d.
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Ensuite, nous donnons une application du théoréme 1.

Théoréme 2. Soit R un espace topologique verifiant I'axiome (T;)
et soit E C R. Pour que dim,E < n -+ 1, il faut et il suffit que, pour
un voisinage quelcongue VI(p) de point p, il existe un ensemble ouverlt
Gilel que pe= GCV(p) et dim (E F(G) < n.

Démonstration. Supposons que din, E< 12 +1. Alors, par défini-
tion il existe, pour un voisinage quelconque V(p) de point p, un ensemble
ouvert W tel que p € WC V(p) et dim Fr (W) < a2

Comme I'espace considéré vérifie I'axiome (T;), il v a selone (3) du
théoréme 1 un ensemble ouvert G tel que p= GCW et Fo(W)=E-
F(G); doudim(EFG)) < n.

Reciproquement, soit p € E et soit V(p) un voisinage quelconque du
point p. Supposons i présent qu’il existe un ensemble ouvert G de fagon
que pE G CV(p)etdim{EF(G))=n. Alors, il vient EF(G)=E (G-
G)DEG — EGDEEG — EG = F,(G). On adonc dimF,(G)<n,c.q.
f. d.

En tenant compte du théoréme 2, nous pouvons établir la Théorie de
dimension” dans un espace a structure uniforme satisfaisant aux con-
ditions convenables, soit la condition (D).

1) Voir, par exemple, Kuratowski: Topologie I (1952). p. 162.

2) Cf. notre article: Contribution a la topologie II, Ce journal vol. 2 (1953). p.
171.
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