View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by fCORE

provided by Okayama University Scientific Achievement Repository

Mathematical Journal of Okayama
University

Volume 11, Issue 1 1962 Article 1
MARCH 1962

Sur les representations unitaires des groupes
de Lie resolubles

J. Dixmier*

*Université De Paris

Copyright (©)1962 by the authors. Mathematical Journal of Okayama University is produced by
The Berkeley Electronic Press (bepress). http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou


https://core.ac.uk/display/12532408?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Dixmier: Sur les representations unitaires des groupes de Lie resolubles

SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LIE RESOLUBLES

par J. DIXMIER

1. Introduction et exemples.

Soit G un groupe localement compact. Une représentation unitaire =
de G est dite de type I si =(G) engendre une algébre de von Neumann de
type I. Le groupe G est dit de type I si toute représentation unitaire de G
est de type I. Si la topologie de G est i base dénombrable (le seul cas qui
sera envisagé dans ce mémoire), il revient au méme de dire que les repré-
sentations unitaires factorielles de G (c'est-a-dire celles pour lesquelles les
opérateurs de la représentation engendfent un facteur) sont de type I. Les
groupes de type I ont un dual lisse [6], et la décomposition de leurs repré-
sentations unitaires en représentations irréductibles s’effectue de maniére
particuliérement simple [9].

Les groupes de Lie semi-simples, les groupes de Lie linéaires algébri-
ques, sont de type I [8,3]. Que sait-on dans le cas des groupes de Lie
résolubles ? D’abord, il peut arriver, d’aprés Mautner, qu‘un tel groupe
ne soit pas de type I. Rappelons l'exemple de Mautner. Soit § un espace
vectoriel sur R admettant une base (e, e, es, ;). (On notera R l'ensemble
des nombres réels, R* l’ensemble des nombres réels >0, C l'ensemble des
nombres complexes, Z l’ensemble des entiers rationnels, Q l’ensemble des.
nombres rationnels). Soit # l'endomorphisme de Y défini par u(e)=e,,
u(e,)= e, ules)=">0e, u(es)=—0fe;, ou § est un nombre irrationnel. Soit
g=Y%9+Re, l'algébre de Lie, produit semi-direct de l'idéal §) et de la sous-
algébre Re,, définie par adbe.,=u. Soit G le groupe résoluble simplement
connexe d’algébre de Lie g. Alors, G n’est pas de type I.

Pour énoncer les résultats positifs, rappelons [2] la notion de racine
d‘une algébre de Lie résoluble réelle g. L'algébre de Lie complexifiée g @Qr
C:admet une suite de composition dont les quotients sont de dimension 1
sur C. Ces quotients sont des (g @ gC)-modules, donc définissent chacun
une forme linéaire sur g @ zC.- Soient ¢i, ¢, ***, ¢» ces formes linéaires
(n=dim g). Elles sont indépendantes (2 l'ordre prés) de la suite de com-
position choisie. Pour tout xe g, les valeurs propres de adgr sont sal(x);
-s+, ¢u(x). Les restrictions des ¢; a g, qui sont des formes R-linéaires 2
valeurs complexes, sont les racines de g. Il est clair qu’elles s‘annulent sur
l'algébre dérivée [g, g] de g. Posons ¢ ,=¢',+i¢"(j=1, -, n), olrg';, ¢";
sont a valeurs réelles. Ceciposé, si¢'\=ai¢', -+, ¢"v=awp", (a1, =, 2, ER),:.
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Takenouchi a montré que G est de type I [14]. En particulier, si toutes
les racines de g sont réelles, G est de type I. Plus particuliérement encore,
si g est nilpotente, G est de type I [4].

Dans le cas de l'exemple de Mautner, les 5 racines sont de la forme 0,
ip, —ip, if¢, —if¢p, ¢ étant réelle sur g. On peut donc penser que le fait
pour G d'étre de type I est lié & des propriétés de rationalité des racines
imaginaires pures. Cependant, considérons l'algébre de Lie réelle g de
dimension 7, admettant par rapport a la base (e, ey, **+, ¢;) la table de multi-
plication suivante :

Len, es]=es [ey es]=—es, [, eal=e1, [es er]=—es [e, es]=0es

les crochets non écrits étant nuls ou déduits des précédents par antisymeétrie.
On voit facilement que les racines sont 0, 0, 0, i¢, —ig, iy, —iy, ol

gp(el) =1, 90(32) =$0(93)=¢ (34) =¢(25)= ¢ (€)= ¢ (en) =0,
Yr(es)=1, r(e))=1(es)=n(e)= yr(es) =+ (es) =+ (er)=0.

Soit G le groupe résoluble simplement connexe d’algébre de Lie g. On a
montré ailleurs [ 5] que G n'est pas de type I, et ceci malgré le comporte-
ment apparemment inoffensif des racines de g.

D'autre part, modifions la table de multiplication de g, en remplagant
simplement la formule [¢,, e.] =¢; par la formule [¢,, ¢,.]=0. Les racines ne
changent pas, et pourtant le groupe résoluble simplement connexe corres-
pondant est maintenant de type I. En effet, I'algébre de Lie est maintenant
produit de Re;, et des algébres de Lie isomorphes Re,+Re,+Re;, Re,+
Res;+Re;; et le groupe simplement connexe d’algébre de Lie Re, + Re,+Re;
est de type I comme on le voit facilement, par exemple en appliquant le
th. 8.1 de [10].

Ceci prouve qu'il n’existe pas de condition nécessaire et suffisante,
portant sur la structure vectorielle des racines d’une algébre de Lie résolu-
ble g, exprimant que le groupe simplement connexe correspondant G soit
de type I. Dans le présent mémoire, nous donnerons une condition vectori-
elle sur les racines de g, suffisante pour que G soit de type I. Cette condi-
tion est plus large que celle de Takenouchi rappelée plus haut. Comme
dans [14], on appliquera la théorie de Mackey a des sous-groupes distin-
gués de petite dimension de G. Mais la situation est plus compliquée que
dans [14], a cause des deux faits suivants : 1) il faut considérer des sous-
groupes distingués non abéliens de G; 2) certains des stabilisateurs qui
interviennent sont non connexes.

2. La propriéte (P).

Soient g une algébre de Lie résoluble réelle, ¢, --*, ¢, les racines de
g. Posons ¢,=¢';+i¢", avec ¢';, ¢’ réelles. Nous considérerons la
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propriété suivante :

(P) Quels que soient les indices &, j € {1, 2, ---, n}, il existe a, b€ Q
non tous les deux nuls, et ¢, dER, tels que ap"+b¢";+c¢'+de';=0.

Plus briévement, ¢, et ¢'’; sont linéairement dépendantes sur Q
modulo ¢’ et ¢';.

Il est clair que la propriété de Takenouchi entraine la propriété (P).
Nous prouverons que, si g posséde la propriété (P), tout groupe de Lie
connexe d'algébre de Lie g est de type I. On notera qu'il existe des algébres
de Lie possédant la propriété (P) et qui ne sont l'algébre de Lie d’aucun
groupe algébrigue ; par exemple, l'algébre résoluble de dimension 5 définie
par la table de multiplication [e,, e.1=e¢s, [, €;] =es, [,, e,] = e, a toutes ses
racines réelles ; pourtant il est facile de voir que son plus grand idéal nilpo-
tent Re; 4 Re, + Re; n’admet aucun supplémentaire qui soit une sous-algébre,
donc cette algébre de Lie n'est l'algébre de Lie d’aucun groupe algébrique.
11 existe aussi des groupes de Lie algébriques résolubles dont l'algébre de
Lie ne posséde pas la propriété (P), par exemple le produit du groupe des
déplacements du plan par lui-méme.

Lemme 1. La propriété (P) équivaut a la propriété suivante:

(P") Si xeq et si A, A sont deux valeurs propres imaginaires pures de adgx,
alors X et A' sont linéairement dépendants sur Q.

Supposons que g vérifie (P). Soient x & g et 1, A’ des valeurs propres
de adgr. Il existe des indices k, j tels que A=¢u(x), i'=¢,(x). Soient a,
beQ, c¢,deR, tels que &*+b'%0, a¢'v+bg'y+ce'x+de'y=0. Si et 2
sont imaginaires purs, on a ¢1+b./=0, donc 1 et i’ sont linéairement
dépendants sur Q.

Supposons que g vérifie (P/). Soient &, j={1, 2, -*+, n}. Soit E l'ensem-
ble des x Elg tels que ¢'i(x) = ¢'s(x)=0. Alors les restrictions ¢’ |E et
¢';|E de ¢!y, ¢y & E sont linéairement dépendantes sur R: sinon, il exis-
terait un *&E tel que les nombres ¢"i(x), ¢";}(x) soient linéairement
indépendants sur Q; or ¢«(x)=ip"(x), ¢;(x)=1i¢",(x) sont deux valeurs
propres de adgx, et ceci contredirait la propriété (P’). Un nouvel emploi
de (P') montre qu'en fait ¢';|E et ¢';|E sont linéairement dépendantes
sur Q. I existe donc @, 56€Q non tous les deux nuls tels que a¢":+be";
s'annule sur E, et par suite soit combinaison linéaire de ¢'; et ¢',.

Lemme 2. Soit g une algébre de Lie résoluble réelle possédant la
propriété (P). Toute sous-algébre de g, toute algébre quotient de g, toute
extension centrale de g posséde la propriété (P).

Soit g’ une sous-algébre de g. Si xE¢’, adgx est la restriction de
adgx a g/, donc les valeurs propres de adyx sont des valeurs propres de
adgx. Si g’ est un idéal de g, et si y,Eg/g' est l'image canonique de y € g,
adg/g'y: se déduit de adgy par passage au quotient, donc les valeurs propres
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de adg/g’y; sont des valeurs propres de adgy. Sil) est une extension centrale
de g, et si z=g est I'image canonique de 2,0, adyz, a pour valeurs propres
0 (si.h5=q) et les valeurs propres de adpz. Ceci posé, le lemme résulte
aussitot de 'équivalence des propiétés (P) et (P').

3. Formes commensurables i g.

Soit g une algébre de Lie résoluble réelle. Nous dirons qu’ une forme
linéaire réelle +f» sur g est commensurable a g si: 1°)4([g, 3])=0; 2°) pour
toute racine ¢'+i¢g" de g (¢/, ' réelles), +» et ¢/’ sont linéairement dépen-
dantes sur Q modulo ¢’. Comme pour le lemme 1, on voit que la condition
2°) équivaut a la suivante: si x € g et si 1 est une valeur propre imaginaire
pure de adgx, alors 2 et iy-(x) sont linéairement dépendants sur Q. Sig
posséde la propriété (P), toute racine imaginaire pure de g est commen-
surable a g.

Soient G un groupe résoluble simplement connexe, g son algébre de
Lie, ¢ une forme linéaire réelle sur g nulle sur [g, g], et g’ le noyau de ¢,
qui est un idéal de g. Soit G', le sous-groupe fermé connexe de G d'algébre
de Lie g/. (On rappelle une fois pour toutes que, dans un groupe résoluble
simplement connexe, tout sous-groupe analytique est fermé et simplement
connexe, et que l'espace homogéne correspondant est simplement ‘connexe-
[1;11]). 11 existe un homomorphisme & et un seul de G dans U (le
groupe des nombres complexes de module 1) tel que ®{exp x)=e¢"" pour
rEg. Ona ®(s)=1 pour s€ G, et d définit par passage au quotient un
caractére de G/ G, qui est isomorphe a3 R si G5 G clest-a-dire si ¢ 0.
Donc le noyau G’ de @ est un sous-groupe fermé de G dont la composante
neutre est G, et qui admet, si ¢ %0, une infinité de composantes con-
nexes. Nous dirons que G' est le sous-groupe de G associé a ¢.

Les sous-groupes de G associés aux formes commensurables a g vont
jouer un réole important dans la suite. Etablissons quelques propriétés de
permanence de ce type de groupes.

Lemme 3. Soient G un groupe résoluble simplement connexe, g son
algebre de Lie, ¢ une forme linéaire commensurable a g, et G'le sous-
groupe de G associé a ¢.

(1) Soient H un sous-groupe de G fermé connexe, Yy son algébre de
Lie. Alors, G' N\ H est le sous-groupe de H associé a& une forme linéaire
sur Y commensurable a V).

(ii) Soient K un sous-groupe fermé distingué connexe de G contenu
dans G', t son algébre de Lie. Alors G'|K est le sous-groupe de G/ K
associé a-une forme linéaire sur g/t commensurable a gft.

Soit +» la restriction de ¢ a'[). Soient x& §) et i une valeur propre
imaginaire pure de adyx; alors A est valeur propre de adgx, donc 1 et
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i¢ (x)=iyr(x) sont linéairement dépendants sur Q. Donc +» est commensur-
able a f. Pour prouver (i), il suffit de montrer que G'M\H est le sous-
groupe de H associé a . Or, soit @ l'homomorphisme de G dans U tel
que d(exp x)=e"" pour x € g. Soit ¥ sa restriction 2 H. On a #(exp x)
=™ pour x =0, et G'NH est le noyau de #, d’oll notre assertion. La
partie (ii) du lemme s’établit de maniére analogue.

Lemme 4. Soient G un groupe résoluble simplement connexe, g son
algeébre de Lie, ¢ une forme linéaire sur g commensurable a g, et G'le
sous-groupe de G associé a ¢. On suppose que q posséde la propriété (P).
Soit H' une extension centrale de G' par R. 1l existe un groupe résoluble
simplement connexe H dont l'algébre de Lie |) posséde la propriété (P), et
une forme linéaive  sur Y) commensurable a ), tels que le sous-groupe
de H associé a +r soit isomorphe, comme groupe de Lie, a un sous-groupe
de H' contenant la composante neutre de H' et d'indice fini dans H'.

(On prendra garde que H n'est pas une extension centrale de G prolon-
geant lextension centrale H' de G').

Soient G', et H', les composantes neutres de G' et H'. Le noyau de
1’homomorphisme w: H' — G' est un sous-groupe K de H' isomorphe:a R
donc contenu dans H',, et H', est extension centrale de G'; par K. Soient
g' l'algébre de Lie de G' et de G, (c’est-a-dire le noyau de ¢), ' l'algébre
de Lie de H'et de H', t l'algébre de Lie de K, qui est un idéal central de
%’. L'homomorphisme « de H'sur G' définit un homomorphisme, que nous
noterons encore w, de 0 sur g’, dont le noyau est f. Nous supposerons
¢ 5 0, car le lemme est trivial pour ¢ =0.

K t
|\ H*——H l
ml s b
l Hl — HI l @

, L ¥ ———g
Go > G > G

Soit x un élément de g tel que exp x et G', engendrent G'. Soit s un
élément de H' tel que w(s)=exp x. Alors s et H'; engendrent H'. Soit # =
Adys, qui est un automorphisme de l'algébre de Lie Y. Il existe ([12], p.
5—6) un entier » > 0 et une dérivation D de )/ possédant les propriétés
suivantes: 1) #*=exp D; 2)si ® désigne le groupe algébrique d’automor-
phismes de Iy engendré par «”, D appartient 2 l'algébre de Lie de ®. On
peut maintenant construire une algébre de Lie §) et un élément y de ) tels
que h=1Y%+Ry, que §’ soit un idéal de codimension 1 de 0, et que adyy=D.
Cette algébre de Lie est résoluble. Soit H le groupe de Lie résoluble simple-
ment connexe d'algébre de Lie §. Il contient H', comme sous-groupe dis-
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tingué fermé de codimension 1. Soit s’=exp yEH. On a
(1) Adys'=exp adyy =exp D = «" = Adys".

Soient H'* le sous-groupe de H engendré par H; et s/, et H; le sous-

groupe de H' engendré par H, et s". Ces deux groupes admettent H; pour

composante neutre, H'*/H, et H';/H, sont isomorphes 2 Z, et l'égalité (1)

prouve que s’ et s” définissent le méme automorphisme de Hj;; donc ces

deux groupes sont isomorphes. Par ailleurs, H; est d’indice » dans H'.
Soit

go={0}Cg,C++Cgi1=3'RrCg,=gRrC

une suite de composition de g@xC dont les quotients successifs sont de
dimension 1 sur C. En prenant les images réciproques par «, on obtient
une suite de composition de §'@zC

b= {0} Ch=tRrCCH,C - Ch,_.=HRxC.

Comme g, ***, gn—1 sont des idéaux de g®gC, ils sont stables par exp adgx
=Adg'w(s); donc bh_,, B, +--, h._, sont stables par Adys=wu, donc par D
puisque D appartient 2 l’algébre de Lie de . Donc, en posant §,=H&gC,
(9-1, Bo, By, +++, ) est une suite de composition de HQxC. Chaque quotient
B,/ 9;-1 définit une racine +; de §; pour j=n, c'est la racine nulle; pour
7=0, cest aussi la racine nulle (car, comme # induit l'identité dans f et
que D appartient & l’algébre de Lie de &, D induit O dans f, et f est donc
dans le centre de §). De méme, chaque quotient g;/g;-, définit une racine
¢y de g; pour j=mn, c'est la racine nulle. Pour j=1, ---, n—1, et pour
2E€Y, on a y(z) = ¢s(w(2)). D'autre part, exp ady(nx)= Adgy(exp x)" se
déduit par passage au quotient de Adys"=exp adyy, donc e®s"=¢"sV,
donc ng,(x)=n+r(y) (mod. 2ix). Ceci posé, soit z=ay+z (@ER, zEY)
un élément de 0), et yr;, i deux racines de h telles que +(2), +r«(2) soient
imaginaires purs. On va montrer que +fr, (z) et +n(2) sont linéairement
dépendants sur Q. On peut évidemment supposer 1<j, k<< n—1. Si
a=0, ona

s (2)= yrs (z)= e (21)) ‘]l‘x(z) = ‘\Il'lc(zl) = (Pk(w (2))

d’ol notre assertion puisque g posséde la propriété (P) (hypothése qu’on
utilise pour la premiére fois). Si @540, on peut supposer ¢=1. Alors r;(2)
=ars(y) +4rs(21) est congru modulo 2iz 3 ne(x)+ ¢ w(z))=¢,(nx+ o (21);
de méme, +(2) est congru modulo 2ix & gu(nx+ (z1)). Donc ¢y(nx+w(z)
et gu(nx+ w(2z,) sont imaginaires purs. Par ailleurs, ¢(nx+w(2)))=n¢(x)
~=2zn. Comme ¢ est commensurable 4 g (hypothése qu’on utilise pour la
premiére fois), on a ¢;(nx+w(z)), ex(nr+w(2))E2ixQ. Donc ry2), r(2)
€2ir Q, ce qui montre que +,(2), (2) sont linéairement dépendants sur
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Q. On a ainsi montré que ) posséde la propriété (P).

Enfin, soit +» la forme linéaire sur §) égale a O sur ) et & 2z en y. Il
est clair que H'* est le sous-groupe de H associé a +». La démonstration du
lemme sera donc achevée si on prouve que + est commensurable a §. Or,
soit z=ay-+2z, (@ER, z;EY’) un élément de b, et 4, une racine de ) telle que
4rs (2) soit imaginaire pur. Il faut montrer que ,(2) et iys(2) sont linéaire-
ment dépendants sur Q. On peut évidemment supposer 1<j<n—1. Si
a=0, on a (2) =0, d'ol notre assertion. Si a5 0, on peut supposer
a=1. Alors iyr(2) = iy-(y)=2ix, et on a vu plus haut que +,(2) € 2ix Q,
d’ot encore le résultat annoncé.

4. Existence de certains sous-groupes distingués.

Avant d'énoncer les lemmes 5 et 6, faisons quelques rappels.

Soit L un groupe localement compact a2 base dénombrable opérant con-
tinfiment dans un espace localement compact 4 base dénombrable X, et
définissant dans X une relation d’équivalence R. Pour que X/R soit dénom-
brablement séparé (c’est-a-dire pour qu'il existe une suite de parties boréli-
ennes de X saturées pour R qui séparent les classes d’équivalence), il suffit
[7] que chaque orbite de L dans X soit ouverte dans son adhérence. (Ceci
est facile. La condition est aussi nécessaire [ 7], mais nous n'aurons pas
besoin de ce résultat beaucoup plus difficile).

Si G est un groupe localement compact et H un sous-groupe fermé
abélien distingué de G, G opére dans H par automorphismes intérieurs,
donc dans le dual H de H. On dit que H est réguliérement contenu dans G
sj l'espace quotient de H par la relation d’équivalence que définit G dans
H est dénombrablement séparé. On renvoie 4 [10] pour cette notion.

Rappelons enfin qu‘il existe, 4 un isomorphisme prés, un seul groupe
nilpotent non abélien simplement connexe de dimension 3, que son centre
est de dimension 1, et que son algébre de Lie est définie par la table de
multiplication [e;,, e,]=¢s [, es)=[e, e:]=0.

Nous démontrerons en méme temps les deux lemmes suivants:

Lemme 5. Soit G un groupe résoluble simplement connexe de dimen-
sion =2, dont l'algébre de Lie g posséde la propriété (P). Il existe un
sous-groupe fermé connexe distingué H de G tel qu'on ait l'une des pro-
briétés sutvantes :

a) H est abélien, réguliérement contenu dans G, et, pour tout £ EI;,
on est dans l'un des cas que voici:

al) GE est orthogonal & un sous-groupe fermé connexe de H, dis-
tingué dans G, non réduit & {e};

a2) le stabilisateur de £ dans G est contenu dans un sous-groupe
Jermé connexe de G distinct de G ;
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a3) le stabilisateur de E dans G est contenw dans un sous-groupe
de G associé & une forme non nulle commensurable & q.
b) H est de dimension 3, nilpotent, non abélien, el son centre est
contenu dans le centre de G.

Lemme 6. Soit G un groupe résoluble simplement connexe de dimen-
ston = 3 ou de dimension 2 et non abélien, dont I'algébre de Lie g posséde
la propriété (P). Soient ¢ une forme linéaire réelle non nulle sur g com-
mensurable a g, et G'le sous-groupe de ‘G associé¢ & ¢. Il existe un sous-
groupe fermé connexe distingué H de G contenu dans G' tel qu'on ail
l'une des propriétés suivantes:

a) H est abélien, réguliérement contenu dans G', et, pour tout EEI-;',
on est dans I'un des cas que voici:

al) G E est orthogonal & un sous-groupe fermé connexe de H, dis-
tingué dans G, non réduit & {e};

a2) le stabilisateur de £ dans G est contenu dans un sous-groupe
fermé connexe de G distinct de G.

b) H est de dimension 3, nilpotent, non abélien, et son centre est
eontenu dans le centre de G.

c¢) H estde dimension 2 et contenu dans le centre d'un sous-groupe
fermé distingué de G', d’indice fini dans G', contenant la composante
neutre de G'.

Dans le cas du lemme 6, nous noterons G', la composante neutre de
G' et g’ son algébre de Lie. Considérons une suite d'idéaux de g:

G={0}CauC - Cgui=¢g'Cagn=g,

les quotients de cette suite étant abéliens et de dimension 1 ou 2. Comme
dim g==2, on a g;Cg'. Nous distinguerons deux.cas suivant que dim g,=1
ou 2. Sidim g;=1, nous distinguerons deux cas suivant que g; est ou non
contenu dans le centre de g. Sidimg,=1 et si g, est contenn dans le centre
de g, on a g;5~¢’, car, si on avait g,=g’, 'algébre de Lie. g serait abélienne
de dimension 2, contrairement a ’hypothése; done g.Cg'; nous distingue-
rons alors deux cas suivant que dim g, =2 ou 3. Dans le cas du lemme 5,
on distinguera de méme quatre cas, sans avoir a tenir compte des inclusions
dans g’

Cas A: il existe un idéal abélien mintmal Y de.q de dimension 2
(contenu dans g' dans le cas du Jemme 6).

Soit H le sous-groupe fermé connexe de G d’algebre de Lie ). 1l existe
une base (f;, f.) de § telle que, pour tout x €& g, la matrice de adyx par
rapport a cette base soit du type

( 2(x) " (x))

—n (x) 2(x)
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iet o étant des formes linéaires réelles sur g nulles sur [g, g] (1 + iz,
4 —iu sont des racines de g). On a 2% 0, car pour . =0 I'idéal }) ne serait
pas minimal. On identifiera f) 4 H par I'application exponentielle, de sorte
que ( f1, f2) est une base de l’espace vectoriel H. Soit (/, f7) la base duale
de H il sera commode de munir H d'un produit scalaire tel que cette base
soit orthonormale. Pour tout s & G, soit #(s) 'automorphisme de H défini
par s. Alors #(G) est contenu dans le groupe des similitudes de H. Comme
tout groupe abélien connexe est égal a 'exponentielle de son algébre de
Lie, on a 6(G)=0(exp g). Donc 6(G) est 'ensemble des similitudes de H
de rapport &*® et d’angle «(x), ol x €g; et ¢(G" (dans le cas du lemme
6) est I’ensemble des similitudes de H de rapport ¢® et d’angle u(x), ol
rEget ¢(x) =0 (mod. 27). Comme ¢ est commensurable 2 g, il existe
une relation de la forme a2+bu+ce =0, avec b,c€Q, V¥*'+c*+#0, aeR.

Montrons que H est réguliérement contenu dans G ou G’. Nous dis-
tinguerons plusieurs cas. Les cas Al, A2, A3 (resp. A4, A5, AG) concernent
la situation du lemme 5 (resp. 6).

A 1) Les formes 2 et p sont linéairement indépendantes. Les orbites
pour G dans H sont {0} et H— {0}.

A2) 2=dpavecdER, d5-0. Les orbites pour G dans H sont {0} et
des spirales logarithmiques de centre 0.

A3) 4=0. Les orbites pour G dans H sont les cercles de centre 0.

A4) Les formes et ¢ sont linéairement indépendantes. Alors, 540

et 1= —%,u—%«p. Les 6(s), ot sE G', sont les similitudes o, dans ﬁ,

de centre 0, d’angle », de rapport exp(—%r—zg kx) (rER, EEZ). Lor-

bite pour G' de 0 est {0}. Soit £ un élément non nul de H Sib= 0, lor-
bite pour G’ de & se compose d’une infinité de cercles de centre 0 dont les
rayons sont en progression géométrique. Supposons b 5= 0. Pour £ fixé,
lensemble des o.x(§) (r € R) est une spirale logarithmique 33, de centre

0. On vérifie facilement que, si hEZ est tel que [;—IzEZ, alors oy rane k-nnte

=g, Commebd, c=Q, on en déduit que la trajectoire de £ pour G' se
compose d’un nombre fini de spirales > ;.

A5) p=dg, avec dER (donc d % 0), et i non proportionnelle 2 ¢.
Alors ¢ =0, donc d&Q. Les 0(s), ot s&€ G', sont les similitudes de cen-
tre 0, de rapport » (r € R%), d’angle 2kzd (kEZ). Comme d=Q, iln'y a
qu’ un nombre fini de valeurs de 2kxd modulo 2=. Donc les orbites pour
G’ dans H sont {0} et des réunions finies de demi-droites d’origine 0.

A6) p=de (doncd+*0)et 1 =d'p (d'eR). Les 0(s), ot s&€ G,
sont les similitudes d’ angles 2kxzd, de rapport e** (k€Z). Sid’'5 0, l'or-
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bite pour G' d’un point de H est discréte. Sid'= 0, ona d=Q, donc les
orbites pour G’ des points de H sont finies.

Dans tous les cas, nous avons bien vérifié que H est réguliérement
contenu dans G (ou G').

Soit £ H. Si £=0, GE={0} est orthogonal a4 H: c’est la situation al).
Supposons £ = 0. Si 1 50, soit 4 'homomorphisme de G dans R% tel que
A(exp x)= & (x& g); le noyau de A est un sous-groupe fermé connexe
de G distinct de G, et le stabilisateur de £ dans G est contenu dans
ce noyau: cest la situation a2). Supposons 1=0. Le stabilisateur de &
dans G est le sous-groupe de G associé a p; mais iy est une racine de g,
donc . est commensurable 24 g puisque g posséde la propriété (P). Dans le
cas du lemme 5, on voit donc qu’on est dans la situation a3). Dans le cas
du lemme 6, « et ¢ sont dans un rapport rationnel, donc il existe un sous-
groupe de G’ contenant G, et d'indice fini dans G', dont les éléments
définissent dans H l'application identique ; autrement dit, on est dans la
situation c).

Cas B: il existe un idéal \) de g de dimension 1 non contenu dans le
centre de g (contenu dans o' dans le cas du lemme 6).

Soit H le sous-groupe fermé connexe de G d’algébre de Lie I), Alors,
adyx (xEg) est une homothétie de rapport 1(x), ou i est une forme linéaire
non nulle sur g, nulle sur [g, g]. Les opérateurs 6 (s) (s € G) définis par G
dans H sont les homothéties de rapport > 0. Si i est non proportionnelle
a ¢, les 0(s), s G, sont encore toutes ces homothéties. Si 1=a¢(¢ER),
les 6(s), s G, sont les homothéties de rapport ¢*** (k= Z), On voit tout
de suite que H est réguliérement contenu dans G ou G/, et que, si £E I},
on est dans l'une des situations al), a2).

Cas C: il existe des idéaux 1), Y de g, avec H/CY, dimY/=1, dimh=2,
et b contenu dans le centre de g, donc V) abélien (et H C o' dans le cas du
lemme 6). .

Soient H, H' les sous-groupes fermés connexes de G d’algébres de Lie
b, b. On identifie ) et H par l'application exponentielle. Soient (fi, fs)
une base de §) = H telle que £, €0, et (fi*, £) la base duale de H. Pour
tout x =g, la matrice de adyx par rapport a (f;, fa) est du type

1(x) 0)

n(x) 0
ol 1 et n2 sont des formes linéaires réelles sur g, 1 étant une racine de g.
Si g=al avec un ¢ R, un changement de f; raméne au cas o z=0. Si
2= 0, nous sommes ramenés au cas B. Si 1=0, nous sommes dans le cas
a) du lemme 5 ou du lemme 6. Nous exclurons donc désormais que uz=aa
avec un ¢ € R, Nous identifierons les opérateurs linéaires dans H aleur
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matrice par rapport a (f3, f3).

Montrons que H est réguliérement contenu dans G. Les cas C1, C2
(resp. C3, C4) concernent le lemme 5 (resp. 6).

C1) Siles formes 1 et p sont linéairement indépendantes, 1'ensemble

des matrices exp ().(()x) " gc)), ol xEg, est l'ensemble des matrices (g i’)
a=R* beR). Comme cet ensemble est fermé dans 'ensemble des matri-
ces inversibles 4 2 lignes et 2 colonnes, c'est aussi l'ensemble des opéra-
teurs ¢ (s) définis par s dans H (on rappelle [2] que les exp x, xE g, sont
partout denses dans G). Les orbites pour G dans H sont les droites paral-
léles 2 £i* ne passant pas par 0, les demi-droites R} /", —RY% £, et {0}.
C2) Sii=0, les 6(s), sE G, sont les matrices ((1) I{), oit bR, Les

orbites pour G dans H sont les droites paralléles a4 f,* ne passant pas par
0, et les points de Rf.
C3) Les formes 2 et p sont linéairement indépendantes. On a vuen

C1) que 9 est un homomorphisme de G sur I'ensemble des matrices (g I{)

ot «€R*, beR. Soit N le noyau de #, qui est connexe puisque §(G) est
simplement connexe. Soit 1t 1'algébre de Lie de N, qui est de codimension
2dans g. Sin (Zg!, ona g=m-+g/, donc §(G;) contient un voisinage de
1’élément neutre dans 6(G), donc 0(G)=8(G); les orbites pour G et G
dans H sont donc les mémes.| Si nCg', ona NC G Alors 6(G') est
l'unique sous-groupe distingué connexe de dimension 1 de 0 (G), a savoir le

groupe des matrices ((1) ll’) ou b= R. Et 6(G') se compose des matrices
a; b
0 1
G' dans H sont les droites paralléles & f¥ ne passant pas par 0, et des
sous-ensembles discrets de R f7.

C4) Siai=0, les ¢(s), oit s G, sont les matrices ((1) ! "(lx)), oll xE¢

), oil bER, kEZ, et ol g, est une constante = 1. Les orbites pour

est assujetti 4 la condition ¢(x) =0 (mod. 2x). Suivant que  est ou non
proportionnel a ¢, les orbites pour G’ dans H sont égales a celles de G, ou
discrétes.

Dans tous les cas, nous avons bien vérifié que H est réguliérement
contenu dans G (ou G').

Soit £ Jid Supposons 2 et . linéairement indépendantes. Si £=0, on
est dans la situation al). Si £5%0, on a vu dans C1) que GE est simplement
connexe et 5= {£}, donc le stabilisateur de £ dans G est connexe et distinct
deG: c’est la situation a2). Supposons 2 =0. Si E€Rf{, GE={&} est
orthogonal 38 Rf;= H': ¢’est la situation al). Si £ & R s}, G£ est simplement
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connexe et~ (£}, d'on la situation a2) (¢ f. par exemple [11], cor. 3 de la
prop. 1).

Cas D : il existe des idéaux 1),y de g, avec H' C §, diml)/=1, dim h=
3, Y contenu dans le centre de g, 9]V idéal minimal de gV (et enfin
hC o dans le cas du lemme 6).

Nous supposerons en outre qu'on n’est pas dans l'un des cas A, B, C
de la démonstration.

Soient H, H'les sous-groupes fermés connexes d’algébres de Lie §), §'.
Si §) est non abélienne, Y) est nilpotente de dimension 3, et on est dans le
cas b). Supposons désormais Y abélienne. On identifie §) & H par l'applica-
tion exponentielle. Soient (fi, f3, f3) une base de ) = H telle que f,EY, et
(7% 5 /%) la base duale de ﬁ', que nous considérerons comme orthonor-
male. Pour tout x € g, la matrice de adgxr par rapport a cette base est du
type

— (%) 2{x) -0
v(iz)  px) O
ol i, s, v, p sont des formes linéaires réelles sur g (2 + iy, 2—ipx sont des
racines de g, et » % O puisque §/b’ est un idéal minimal de g/§’).
Soient E=§,f] +Efrt+EfiE ﬁ, et xe g. L'orbite de £ pour le sous-
groupe a un paramétre exp (Rx) est définie par les équations différentielles

243}

( A(x) u(x) 0

ai = 2(2)E1— p(2)Es + v(2)Es
s — @+ 10+ pl0Es
dé;, _
dt 0
et £0)=¢§ E(0) =&, 53(0)'_—53-

Si A(x) et p(x) ne sont pas tous les deux nuls, on déduit de la
(A +inCane

ey _ v(x)+ip(x) . v(x)+ip(x)
(2) &E@)+it@)= l(x)+i‘ll, (x) Es+ (E1+iE+ T Finx) (x)-i—i,u(x) Es)e
(3) Et)=&s

Si2(x)=p(x)=0, on trouve

4) W =r(WEt+E

(B) E)=p()Et+E

(6) &s () =&, .

Pour tout /= R, nous noterons P, le plan d’équation &=/ dans H. Ilest

stable pour tous les sous-groupes 4 un paramétre de G, donc pour G.
En exprimant que x — adyx est une représentation de g, on trouve
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@ o[z,2' D =0(x)2(x") — (2N 2(x) — p(2)pe(x") + p(xDp(x) = A 2 — p A p) (5", 27)
8) p([x,2'])=v(x)u(x") — v (xNpa(x) + p(x)a(x")— p" (%) 2(2)= (0 A e+ p \ )(x,%")

Il sera utile pour la suite d’en déduire ceci:
() si 2 et ;2 sont proportionnelles & une méme forme linéaire 2 (forcément
non nulle puisque 4 0), alors » et p sont linéairement indépendantes
modulo .

En effet, supposons i=dwp, pg=dunp, (dsv+dip) \yy=0, avec d,, dy,
ds, d.€R, di+di+ 0. Comme p s'annule sur [g, ], + s‘annule sur
[g, gl. Les égalités (7), (8) donnent

v([x,27]) = ((dr —dsp) A (x,27) p([x,2'D) = ((dav +dip) A ) (x,5").
Dou
0=(dsv+dsp)[%,2'])=((dsd 1y —dsdsp + dsdo +d.dip) Ap)(2,5")
=((di(dsv +dup) + da(d v —dsp)) Ap)(2,2") = (da(d v — dsp) Ap)(2,27).

On a d,5~0 puisque x#7~0. Donc (de—dsp) A+»=0. Rapprochant de (ds»+
dip) Ay =0, on en déduit (d5+d3) v Ay=0, (di+dDp Ay-=0, donc v=dp,
p=dgy} avec d;, d;=R. Mais alors

(ads) (fi+ife+ BT 0N [ d, fi—do far do fo-+ilda fit ds fat dof)]

d,+id;
= (A f 1)+ (ds+ide) £i]

et il existe un plan dans Y stable par les adyx; on serait donc dans I'un
des cas A, B, C, de la démonstration, contrairement 4 I'hypothése, Notre
assertion (*) est bien établie.

Dans le cas du lemme 6, il existe, puisque ¢ est commensurable 4 g,
une relation de la forme a2 +bp+cg= 0, avec b,c€Q, ’+c*+#0, a=R.

~ Montrons que H est réguliérement contenu dans G (ou dans G'). L%-
tude des orbites contenues dans P, conduit exactement au méme probléme
que dans la partie A de la démonstration; ces orbites sont donc ouvertes
dans leur adhérence. Désormais, nous fixons un nombre réel / =0, et
nous étudions les orbites (pour G ou G') contenues dans P, Les cas D1,
D2 (resp. D3 a D7) concernent le lemme 5 (resp. 6).

D1) On suppose A 5= 0. Il existe xeg tel que A(x) %<0, p(x)7=0. Les
orbites pour le sous-groupe exp (Rx) dans P,, fournies par (2), sont, d’une
part des spirales logarithmiques centrées au point ¢(x) dont les coordon-
nées (&), & ) sont données par &, +if,= —;Eﬁi—%l, et d'autre part
le point ¢ (x) lni-méme. Si {(x) était fixe pour G, le plan orthogonal a
t(x) dans ) serait un idéal de dimension 2 de g, et on serait dans l'un
des cas A, B, C de la démonstration, contrairement 4 ’hypothése. Donc

il existe y &g tel que .(y)7=0, p(¥)50, ¢(y)s=¢(x). Considérons l'orbite
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de ¢(x) pour exp(Ry); elle rencontre toutes les spirales logarithmiques
envisagées plus haut, qui admettent {(x) pour point asymptote. Il en
résulte que deux points quelconques de P, sont équivalents pour G. Aut-
rement dit, P, est une orbite pour G.

D2) Supposons i=0. Daprés (+), l'une des formes v, p est non
proportionnelle & p. Le raisonnement étant analogue dans les deux cas,
supposons par exemple v non proportionnelle a x. Il existe xEg, yEg
tels que p(x) %0, p(3)=0, +(y) 0. Les orbites pour exp(Rx) dans P,
sont les cercles centrés en un certain point. L’orbite de ce point pour
exp(Ry), fournie par (4) et (5), est une droite. Donc P, est encore une
orbite pour G. :

D3) Supposons 2 non proportionnelle a ¢, 2+~ 0, et l'une au moins
des formes v, p non proportionelle & 2 modulo ¢. Il existe x € g tel que
o(x)=0, i(x) 0. On a alors ai(x)+bp(x)=0, donc bu(x)+ 0. Le sous-
groupe exp(Rx) est contenu dans G,, et les orbites pour ce sous-groupe
dans P, sont, d’une part des spirales logarithmiques centrées en {(x), de
coordonnées ({y, §,, /) telles que

£ ity = — p(x)+%p(x) — _ _v®)+ie) !

: 2(x) +ip(x) Ax)A—ia/b)
d'autre part {{(x)}. Si £(x) ne change pas quand x varie (soumis aux
conditions ¢(x) =0, i(x) 5 0), cela entraine »(x)-+ip(x) = k2(x), ou k€ C
est indépendant de x; cette relation est alors valable pour tous les xE g
tels que ¢(x)=0; autrement dit, » et p sont proportionnelles 4 2 modulo
¢, contrairement & l'hypothése. Il existe donc yEg tel que ¢(y)=0,

() #0, L(y)=&(x). Comme dans DI), ceci entraine que P, est une
orbite pour G, et a fortiori pour G'.

" D4) Supposons 2 non proportionnelle i ¢, a0, v=a'2+bly, p=
a2+b"g (@, b, a", b"eR). Soit xE g tel que ¢(x)=0. Si(x)%~0, ona
bu(x) 5= 0. Les orbites de exp(Rx) dans P, sont, d'une part des spirales
logarthmiques centrées au point ¢ de coordonnées (¢, £, /) données par

a'+ia"

1—ia/b "’

d'autre part {¢}. Ces spirales ne changent pas quand x (soumis aux condi-
tions ¢(x) =0, i(x) %~ 0) varie. D'autre part, si ¢(x)=21(x)=0, on a pu(x)=
0, et les orbites pour exp(Rx) dans P; sont les points de P, Tenant compte
du fait que exp(g’) est partout dense dans G, on voit que les trajectoires
de G;dans P, sont {{} et les spirales logarithmiques de centre { mention-
nées plus haut. Par ailleurs, il existe y=g tel que i(y)=0, ¢(y) =2x;
alors, G, et exp y engendrent G’. Or, ¢+ 0 (car, pour ¢ =0, p serait
proportionnelle 2 1, et, v et p étant linéairement dépendantes modulo 21,

E1+i6=—
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ceci contredirait («)). Alors p(y)= —2n—§—=;é0, et les orbites pour exp(Ry)

sont des cercles donnés par (2); en outre, comme c¢/be Q, les orbites
pour le groupe des (exp »)", nEZ, sont finies. Donc les orbites pour G’
dans P, sont des réunions finies de spirales logarithmiques, ou {{}.

D5) Supposons 2 non proportionnelle & ¢, et ¢ = 0 (donc b %<0, car
b =0 entrainerait ¢ % 0 et cp=0, d’'oit ¢=0). Soit x E g tel que ¢(x)=0,
A(x) 5= 0. Alors bp(x)=0 donc u(x)=0. Les orbites pour exp(Rx) dans P
sont d’une part des demi-droites dont l'origine ¢ (x) a des coordonnées (¢,

&, 0) données par §+if,= — %’Q I, d'autre part {{(z)}. Si ¢(x)

reste fixe quand x varie (soumis aux conditions ¢(x)=0, 1(x)540), c’est que
v et p sont proportionnelles 2 2 modulo ¢. Les orbites pour G, dans P; sont
alors les demi-droites ouvertes d'origine £(*)=¢, et {{}; et on voit comme
dans D4) que les orbites pour G’ sont des réunions finies d’orbites pour G
Si ¢(y) 7= ¢(x) pour un y tel que ¢(y) =0, i(y)5<0, on voit facilement que
deux points situés sur la droite £(y) ¢(x), ou d'un méme coté de cette
droite, sont équivalents pour G;, donc que les orbites pour G, dans P, sont
ouvertes dans leur adhérence; on voit comme dans D4) que les orbites
pour G' sont des réunions finies d’orbites pour G,.

D6) Supposons i proportionnelle 4 ¢ et ;2 non proportionnelle a ¢. Il
existe un x € g tel que ¢(x) =0, pu(x) 0. Les orbites pour exp(Rx) dans
P, sont les cercles centrés en un certain point. Si . n’est pas proportion-
nelle & 2 modulo ¢, il existe y=g avec ¢(y) = u(y) =0, v(y) 0. Les
orbites pour exp(Ry) dans P, sont toutes les droites ayant une certaine
direction. Donc P, est une orbite pour G, et a fortiori pour G'. De méme
si p est non proportionnelle 3 » modulo ¢. Si » et p sont proportionnelles
a p modulo ¢, les orbites pour G, dans P, sont les cercles centrés en un
certain point w. Puisque ¢ est non proportionnelle a ¢, on a 15-0. Il existe
un yEgtel que u(y)=0, ¢(y)=2z, 1(y)50. Le groupe G’ est engendré
par G, et exp y. Donc les orbites pour G’ s'obtiennent en réunissant les
cercles déduits d'une Gj-orbite par des homothéties de rapport k™, nEZ
(homothéties nécessairement centrées en w).

D7) Supposons & et x proportionnelles & ¢. D'aprés (x), » et p sont
linéairement indépendantes modulo ¢. Donc les orbites pour G, dans P,
données par (4), (5), contiennent des droites de direction quelconque. Donc
P, est une orbite pour G, et a fortiori pour G'.

On a donc prouvé dans tous les cas que H est réguliérement contenu
dans G, ou G'.A

Soit £ H. Si ¥ P,, GEC P, est orthogonal 4 f’ et on est dans la
situation al). Si £ P, avec /0, on a vu que l'orbite de £ pour G est P,
donc le stabilisateur de £ dans G est connexe et distinct de G: clest la
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situation a2).

5. Le résultat principal.

Théoréme. Un groupe résoluble connexe, dont l'algébre de Lie pos-
séde la propriéte (P), est de type L.

On peut évidemment se limiter aux groupes simplement connexes:

Considérons les assertions suivantes: '

(A,) Un groupe résoluble simplement connexe, dont l'algébre de Lie
posséde la propriété (P), et de dimension £, est de type L.

* (B,) Soit G un groupe résoluble simplement connexe, dont l’algébre
de Lie g posséde la propriété (P), et de dimension L n.. Soit ¢ une forme
linéaire non nulle sur g, commensurable 4 g. Soit G’ le sous-groupe de G
associé a ¢. Alors G' est de type L. ‘

Les assertions (A,), (Ba), (Ay), (By) sont évidentes. Nous allons montrer
que, pour # N1,

(A,) et (Bs) =(Bair)
(An) Et (Bn-l—l) = (An+1)-

Alors, les assertions (A,) et (B,) seront vraies pour tout », et le théo-
réme sera établi.

A) Démonstration de (A,) et (By) = (Brsi) (22 1).

Soit G un groupe résoluble simplement connexe dont l'algébre de Lie
g posséde la propriété (P) et de dimension n+1. Soit ¢ une forme non
nulle sur g commensurable 4 g. Soit G le sous-groupe de G associé¢ a ¢.
On va montrer que G’ est de type I. Si G est abélien de dimension 2, c’est
évident. Sinon, le lemme 6 affirme l'existence d'un sous-groupe H.de G’
avec certaines propriétés. T

A1) Plasons-nous dans le cas a) du lemme 6. Soit = une représenta-
tion unitaire factorielle de G'. Puisque H est réguliérement contenu dans
G!, la restriction de = & H a son spectre concentré sur une orbite £ pour
G' dans H. Soit £€ 0. Si on est dans le cas al) du lemme 6, = est. trivi-
ale sur un sous-groupe N fermé connexe de H, distingué dans G, et non
réduit 2 {e}. On applique '’hypothése de récurrence (B.) & G/ N, ce qui
est possible grice au lemme 3 (ii). Si on est dans le cas a2) du lemme 6, il

existe un sous-groupe fermé connexe T de G, d’algébre de Lie {, de:dimen-.

sion £ #n, tel que le stabilisateur S de £ dans G’ soit contenu dans G'MT.
D’aprés le lemme 3(i), ou bien G'\T =T, ou bien il existe une forme
non nulle sur t commensurable 4 t telle que G’ M\ T soit le sous-groupe de
T associé a cette forme. D'aprés [10], = est la représentation induite par
une représentation unitaire de S, donc (théoréme des représentations in-
duites par étages) par une représentation unitaire ='de G'M\ 7. Comme
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t posséde la propriété (P) (lemme 2), 'hypothése de récurrence (A,) ou
(B,) montre que =’ est de type 1. Donc ([10], th. 8.1) = est de type L
A2) Plagons-nous dans le cas ¢) du lemme 6. Il existe donc un sous-
groupe fermé distingué G’ de G', contenant la composante neutre de G',
d’indice fini # dans G’, tel que H soit de dimension 2 et contenu dans le
centre de G'. 1l suffit de prouver que G' est de type I ([3], lemme 3).

- R 1 .
Comme G' est le sous-groupe de G associé a la forme ¢ qui est commen-

surable a g, on peut se ramener au cas ou G'=G'. Nous supposerons donc
désormais que H est contenu dans le centre de G’. Soit = une représenta-
tion unitaire factorielle de G’. Alors « est scalaire sur H, donc définit une
représentation unitaire-projective factorielle =’ de G’/ H. Or G'/ Hest le
sous-groupe de G/ H associé 4 une forme commensurable sur l'algébre de
Lie de G/ H (lemme 3 (ii)), et cette algébre de Lie posséde la propriété (P)
(lemme 2). Dfautre part ([10], th.2.1), =’ provient par passage au quo-
tient d’une représentation unitaire factorielle =" d‘un groupe F', extension
centrale de G’/ H par R. 1l existe (lemme 4) un groupe résoluble simple-
ment connexe F dont l'algébre de Lie | posséde la propriété (P), et une
forme linéaire y» sur j, commensurable 2 f, tels que le sous-groupe F* de
F associé a +» soit isomorphe & unsous groupe de F contenant la compo-
sante neutre de F' et d’indice fini dans F'. Le groupe F est de dimension
(n+1)—2+1=n. D'aprés (B,), F* est de type 1. Donc ([3], lemme 3) F’
est de type I. Done =/, =/, = sont de type I.

A3) Plagons-nous dans le cas b) du lemme 6. Soit = une représenta-
tion unitaire factorielle de G'. Alors, =, étant scalaire sur le centre de
G', est scalaire sur le centre de H, donc ([13]; cf. aussi [3], lemme 6)
la restriction de = a2 H est factorielle de type I. Nous conclurons que = est
de type I en appliquant le lemme 2 de [3]. Pour pouvoir le faire, il faut
montrer que toute représentation unitaire-projective factorielle =’ de G’/ H
est de type I, donc qu'une représentation unitaire factorielle d'une exten-
sion centrale de G’/ H par R est de type I. Or, ceci se voit comme dans
A?2), en appliquant le lemme 4 et I'hypothése de récurrence (B,).

B) Démonstration (A,) et (Boyy) = (An) (n=1).

Soit G un groupe résoluble simplement connexe dont l'algébre de Lie
posséde la propriété (P) et de dimension » + 1. Soit H le sous-groupe du
lemme 5.

B1) Plagons-nous dans le cas a) du lemme 5. Soit = une représenta-
tion unitaire factorielle de G, et @ l'orbite correspondante pour G dans H
Soit £ £, Si on est dans le cas al) du lemme 5, la composante neutre du
noyau de z est non triviale, et on applique 'hypothése de récurrence (A,).
Si on est dans le cas a2) (resp. a3)) du lemme 5, le stabilisateur de £ dans
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G est contenu dans un sous-groupe 7 de G, et T est fermé connexe distinct
de G (resp. associé & une forme non nulle commensurable a g). Alors, =
est induite par une représentation unitaire =’ de T, qui est de type I d'ap-
rés (A,) (resp. (B..1)). Donc x est de type I.

B2) Dans le cas b) du lemme 5, le raisonnement est analogue 2
celui de A 3).
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