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THEORIE DER DERIVATIONEN UND
KORPERDIFFERENTEN

Mikao MORIYA

Einleitung.

Ausgehend von einer Idee von A. Weil”, hat neulich Y. Kawada®
die Differententheorie in der algebraischen Zahlentheorie auf Grund
der Derivationen entwickelt, indem er sich weitgehend auf die Be-
sonderheiten der algebraischen Zahlkorper gestiitzt hat. Um aber den
Kernpunkt seiner Theorie deutlich hervortreten zu lassen, scheint es
mir zweckmiBig, die Theorie der Derivationen in den Noetherschen
Ringen—denjenigen kommutativen Ringen, in denen der sogenannte
Fundamentalsatz der multiplikativen Idealtheorie gilt—aufzubauen.
Dies soll in der vorliegenden Arbeit geschehen.

Es sei o ein Noetherscher Ring und %2 der Quotientenkérper von
o. Ferner sei K eine endliche separable Erweiterung tiber 2 und ©O
die Hauptordnung von K. Wir bilden dann fiir ein vom Nullideal
verschiedenes Ideal 9 aus O den Restklassenring O/ von O nach .
Ein Modulhomomorphismus D von £ in £/, welcher T als Multi-
plikatorenbereich besitzt, heifit eine Derivation mod A, wenn die fol-
gende Bedingung erfillt ist:

Fiir beliebige Elemente a, 3 aus © gilt

D(ap) = B8D(a) + aD(B),

wo D(a) bzw. D(B) diejenige Restklasse aus < ;¥ bezeichnet, die bei
Anwendung des Homomorphismus D dem Element « bzw. g zuge-
ordnet ist. '

Wir betrachten nun die Gesamtheit T(L, o; T 3) aller derjenigen
Derivationen mod 2, welche den Ring » auf das Nullelement aus </
abbilden. Dann bildet (O, 0; O/U) einen Modul mit © als Multi-
plikatorenbereich, den wir einfach einen Derivationenmodul von L
nennen wollen. Jeder Derivationenmodul ven O besitzt die bis auf

1) A. Weil, Differentiation in algebraic number fields, (Skizze), Bull. Amer. Math.
Soc., Vol. 49 (1943), S. 41.

2) Y.Kawada, On the derivations in number fields, Ann. of Math.,, Vol. 54 (1951),
S.302 - 314.
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Isomorphie eindeutig bestimmte Kompositionsreihe aus den ©O-Unter-
moduln; die Linge dieser Kompositionsreihe nennen wir die Dimen-
sion des Derivationenmoduls. Es zeigt sich dabei, daB die Dimensionen
aller Derivationenmoduln von O beschrinkt sind. Daher existiert die
Maximaldimension d der Derivationenmoduln aus £, und es gibt das
umiassendste (oder idealtheoretisch das grofte) Ideal 9D, aus O, fiir
das der Derivationenmodul (D, v; O/D,) die Maximaldimension d
besitzt. Das Ideal ®, heillt die Quasidifferente von K{k.

Ein Derivationenmodul (O, v; ©O/) ldlt sich im allgemeinen als
direkte Summe von endlich vielen zyklischen ©-Moduln darstellen.
Wenn insbesondere 2 kein Primidealteiler aus O besitzt, dessen Rest-
klassenkérper in © unvollkommen ist, so ist DL, v; O/A) ein zyk-
lischer ©-Modul. Wenn also © der Ring aller ganzen algebraischen
Zahlen aus einem algebraischen Zahlkérper endlichen Grades ist, so
ist jeder Derivationenmodul von L sicher zyklisch.

Nun sei D, = Pteeee ' die Primidealpotenzzerlegung der Quasi-

differente von K/k Dann bezeichnen wir mit &, (( =1, 2, ------ , m)
die Dimensionen der Derivationenmoduln (D, 0; O/¥) (( =1,2, ------ ,
m). Es zeigt sich dabei, dall stets d;>e¢, (1 =1,2, ------ , m) sind. Das

Ideal ® = /T definieren wir als die Differente von K/k®. Dabei

1=
kénnen wir beweisen, dafl die neu definierte Differente von K/& mit
der von R. Dedekind definierten iibereinstimmt.

Im Falle, wo % ein algebraischer Zahlktrper endlichen Grades ist
und o der Integritdtsbereich aller ganzen algebraischen Zahlen aus o
ist, oder noch allgemeiner im Falle, wo der Restklassenkérper von o
nach einem beliebigen Primideal® aus o stets vollkommen ist, so stimmt
die Quasidifferente von K/%Z mit der Differente von K/k iiberein.

Inhaltsverzeichnis.

Einleitung.
Kapitel I. Struktur der Derivationenmoduln mit einem Noetherschen
Ring als Multiplikatorenbereich.
§1. Derivationen und Derivationenmoduln.
§2. Derivationenmoduln der Ringe von einer speziellen
Struktur.

1) Wenn D, das Einheitsideal aus D ist, so definieren wir ® auch als das Einheits-
ideal.

2) TUnter einem Primideal verstehen wir durchweg ein vom Null- und Einheitideal
verschiedenes Primideal.
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Kapitel II. Derivationenmoduln in diskret bewerteten perfekten
Korpern.

§4. Erweiterung der Multiplikatorenbereiche der Deriva-
tionenmoduln.

§5. Derivationenmoduln der Hauptordnungen von einer
endlichen Stufe.

86. Differenten im Kleinen.

§7. Relationen zwischen den Differenten und Quasidiffe-
renten im Kleinen.
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' §8. Neue Deafinition der Differenten im Grofen.
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Erweiterung ohne Primideale mit inseparablen Rest-
klassenkorpererweiterungen.

Kapitel I. Struktur der Derivationenmoduln mit einem
Noetherschen Ring als Multiplikatorenbereich.

In diesem Kapitel bezeichnet o durchweg einen Integrititsbereich,
in dem der Fundamentalsatz der multiplikativen Idealtheorie gilt?;
den Integritidtsbereich o nennen wir im folgenden einen Noetherschen
Ring. Nun betrachten wir iiber dem Quotientenkdrper £ von o eine
endliche separable Erweiterung K und bezeichnen mit O die Haupt-
ordnung von K—die Gesamtheit aller in bezug auf o ganzen Elemente
aus K—. Bekanntlich ist dabei © auch ein Noetherscher Ring.

§1. Derivationen und Derivationenmoduln. Es sei & ein Zwi-
schenring zwischen o und ©, und 9 ein Modul mit © als (Links-)
Multiplikatorenbereich. Dann heiBt eine Abbildung® D von & in I
eine Derivation, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt :

i) (Modulhomomorphismus) Fiir «, 3 aus & gilt:

1) Dann und nur dann gilt in o der Fundamentalsatz der multiplikativen Ideal-

theorie, wenn in v folgende drei Axiome erfiillt sind :
I. Der Teilerkettensatz fiir Ideale.
II. Alle vom Nullideal verschiedenen Primideale sind teilerlos.

ITII. v ist ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkdrper.
Vgl. hierzu etwa Van der Waerden, Moderne Algebra, II, 2. Auflage, Berlin (1940), §§ 102,
103.

2) Das Bild eines Elementes @ aus § durch D ist stets mit D(a) bezeichnet.
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D(a + By = D(a) + D(B).
if) Fiir ein 2 aus © und ein « aus & gilt:
@D)(a) = AD(a)).
iii) Fir a, B aus X gilt:
D(ap) = pD(a) + aD(B).

Aus i) und ii) folgt ohne weiteres, daB D ein Modulhomomorphismus
von {4 in M mit £ als Linksmultiplikatorenbereich

Wir bezeichnen nun mit (3, o; M) die Gesamtheit aller derjeni-
gen Derivationen von § in 3)‘, die alle Elemente aus o auf das Null-
element aus M abbilden. Sind dann D,, D, Derivationen aus T(J, o; M),
so definieren wir die Summe D, + D, in iiblicher Weise, indem wir
fiir ein beliebiges Element a aus J (D, + D)(a) = D (a) + D,(a) setzen;
ersichtlich ist D, + D, eine Derivation aus (J, o; 9M). Daher bildet
DI, 0; M) einen Modul mit O als Multiplikatorenbereich, den wir
einen Derivationenmodul von  nennen wollen.

Nun wollen wir als ¢ den Restklassenring O/ von © nach
einem von Null verschiedenen Ideal A aus © heranziehen. Dabei soll
fiir eine Derivation D aus ©(J, o; £/) und fiir ein Element 4 aus ©
die Gleichung (AD)(a) = i(D{«)) foigendermaflen verstanden werden:
Ist 3(x) ein Element aus der Restklasse D(a) aus £/, so ist A(D(a))
die i3(«) enthaltende Restklasse aus ©/9. Dadurch ist {(D(«)) durch
D(a) eindeutig bestimmt, aber von der Wahl der Elemente B3(a) aus
D(a) unabhingig. Nun gilt folgender

Hilfssatz 1. Es seien N, YN, ldeale aus O, welche vom Nullideal
pverschieden sind, und N, sei ein Teiler von N,. Dann existiert ein
-Operatorisomorphismus ¢ von DF, 0; O/Wy) in DI, o; O/WN,) derart,
da8 sich fiir eine beliebige Derivation D® aus (I, 0; O W) und fiir
das Bild D® von D® durch ¢ die Relationen

D®w) =0 wund D%@a) =0

gegenseitig bedingen.

Beweis. Da nach Annahme U, = %, ist, so ist B = A" ein
Ideal aus ©. Bekanntlich gibt es ein Element 4, aus 28 von der Art,
daB fiir einen beliebigen Primteiler ¥ von ¥, das Element 1, nicht
durch BY teilbar ist. Ist nun D eine Derivation aus D(J, v; O/A)
und « ein beliebiges Element aus &, so greifen wir aus D®(«) (€ D/’)II)
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ein Element B(a) heraus und definieren D%(a) als die 24,8(«) ent-
haltende Restklasse aus ©/%,. Offenbar ist D®(«) von der Wahl der
Elemente 3(a) aus D%{a) unabhingig, aber durch D®*(a) und 4, ein-
deutig bestimmt. Nach Definition ist dann und nur dann D®(a) = 0,
wenn D%(a) = 0 ist; d.h. die Relationen D®(«) =0 und D®@) =0
bedingen sich gegenseitig.

Wie man leicht bestétigt, ist D® eine Derivation aus ®(J, v; O/.);
ferner ergibt die Zuordnung ¢: D® — D® einen £-Isomorphismus
von (F, v; O/A) in D(F, 0; O/ Wy).

§2. Derivationenmoduln der Ringe von einer speziellen Struktur,
Ein Element o aus < geniige einer irreduziblen Gleichung f(x) = 0
mit dem héchsten Koeffizienten 1—der normierten definierenden Glei-
chung von w-— Dann ldft sich jedes Element r aus dem Ring fo],
welcher aus o durch Adjunktion von o entsteht, als ein Polynom
¢(w) von o mit Koeffizienten aus o darstellen. Wir betrachten nun
fiir ein Ideal A(%=(0)) aus L den Derivationenmodul D(o[w], v; T/A).
Ist dann D eine Derivation aus D(c[w], 0; ©O/N), so gilt offenbar :

D(r) = ¢'(«)D(w),

wo ¢'(x) die Ableitung von ¢(x) nach x bezeichnet. Insbesondere
erhidlt man:

fl(@)D(w) = D(f(w)) = 0.

Nun sei fiir ein Folynom ++(x) aus ofx] auch 7 = r(w). Dann existiert
ein Polynom g(x) aus o[x] derart, daB {-(x) — ¢(x) = f(x)g(x) ist. Dar-
aus folgt sofort :

D(yr(0)) = ¥'(@0)D(0) = (¢'(®) + f'(®)g(0))D(w);
wegen f'(w)D(w) = 0 gilt also:
D(r) = D@yr(0)) = ¥ (0)D(w) = ¢'(0)D(w) = D(e(w)).

Die letzte Gleichung zeigt offenbar, daB die Derivation D durch D(w)
eindeutig bestimmt wird.

Ersichtlich bildet die Gesamtheit 9i(D) aller derjenigen Elemente
aus ©, die D annullieren, ein Ideal aus ©. Ist also v ein Element
aus YD), so gilt:

vD(w) = 0,
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Genligt aber umgekehrt ein Element 2~ aus O der Gelichung
nD(w) = 0,

so muf 2 zu N(D) gehdren. Denn, da ein Element 7 aus o] ein
Polynom ¢(w) von » mit Koeffizienten aus o ist, so ist

(nD)(r) = nle (w)D(0)) = ¢'(0)(nD(®)) = 0;

d. h. es ist 2D = 0. Daraus schlieBt man sofort, dafl (D) ein Teiler
des Hauptideals (f'(»)) aus O ist.

Wir bezeichnen nun mit € den grofiten gemeinsamen Teiler von
D(w) und A, Ein Element & aus O gehort dann und nur dann zu
N(D), wenn es zu AC-' gehdrt; d.h. es ist WD) = AC*.

Nun betrachten wir die Kongruenz

flw)x =0 mod %,

und wir bezeichnen mit 8 den groBten gemeinsamen Teiler von f’(w)
und A. Wir bestimmen dann ein Element 4, aus O derart, daf
2,€ B!, aber fiir einen beliebigen Primteiler P von A 2, € AB-Y ist.
Ersichtlich geniigt 2, der obigen Kongruenz; daher gibt es eine Deri-
vation D, aus D([w], 0; O/A) mit Dy(w) = 4™,

Nun sei D eine Derivation aus D(ofo], o; O/A). Dann genigt
ein Element 2 aus der Restklasse D(») mod 2 der Kongruenz:

fl@x =0 mod ¥ ;
ferner gehért 2 offenbar zum Ideal 9B-!. Also ist die Kongruenz
Ax = 1 mod A

in © Igsbar. Bezeichnet man nun mit 2 eine Losung der obigen
Kongruenz und setzt D = D,, so definiert D eine Derivation aus
P(c[w], 0; O/ mit D(w) = nD,(») 32. Daher besitzt der Derivationen-
modul D(e[w], v; O/A) D, als ein erzeugendes Element—2(c[«], 0; T/ )
ist also ein zyklischer Modul mit O als Multipiikatorenbereich. Weil
(Dy(@), A) = (4,, A) = AV jist, so ist nach dem oben Gezeigten

1) Das Ideal € ist als der grilite gemeinsame Teiler eines beliebigen, in D(«) ent-
haltenen Elementes «, und des Ideals 9 definiert. Dabei ist € durch D(«) und  eindeu-
tig bestimmt, aber von der Wahl der Elemente «, aus D(«) unabhiingig.

2) Y. Kawada, a.a.O., Lemma 5.

3) Diese Kongruenz bedeutet, daB jedes Element aus Di(«) mod 2 mit A kongruent
ist; d.h. A gehSrt zur Restklasse Dy(w).
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NRAB-Y-' =B das annullirende Ideal von D, und infolgedessen ist
auch das annullierende Ideal des Derivationenmodul D(c[w], v; /),

Ordnet man nun einem Element ¢ aus © die Derivation ¢D, aus
D(c[w], 0: O/A) zu, so entsteht dadurch ein ©-Homomorphismus von
O auf (o], v; ©/A), weil Do), 0; O/A) ein zyklischer O-Modul
mit D, als erzeugendem Element ist; der Kern dieses Homomorphismus
ist nach dem oben Bewiesenen das Ideal B, Daher ist D(o[w], 0; £/A)
mit dem Restklassenmodul O/% DO-isomorph. Somit haben wir be-
wiesen :

Satz 1. Es sei v ein Element aus © mit f(x) =0 als der nor-
mierten definierenden Gleichung in v. Ferner sei A ein von Null ver-
schiedenes Ideal aus T. Dann ist der Derivationenmodul T(o[w), v; O/A)
ein zyklischer Modul mit O als Multiplikatorenbereich. Dabei ist der
grolte gemeinsame Teiler B von f'(w) und N das annullierende Ideal
von V(fe], 0; TN, und (o[w), 0; $fN) ist mit dem Restklassenmodul
£/8B C-isomorph.

Wir setzen wieder B = (f’(»), ) und nehmen an, daf B von O

verschieden ist. Ist dann B = |1...... R die Primidealpotenzzer-
legung von B, so ist der Restklassenmodul ©/B auf die direkte
Summe

OIF @O/ @ e @ OJK

von den O/ (i=1,2, - , ) O-.isomorph abgebildet. Weil jeder
Restklassedmodul O /3 (1 <7 <{s) genau ¢, + 1 O-zuldssige Teilmoduln
PR (v =0,1, e , ¢) besitzt, so schlieBt man ohne Schwierigkeit,
daB eine Kompositionsreihe von ©/¥, deren Glieder alle O-zulissige

Untermoduln von ©/¥ sind, die Kompositionslinge / = }s_‘.e;, besitzt.
i=1
Weil T(ofe], 0; £/7) mit OB O-isomorph ist, so besitzt D([w], v; T/ A)

eine Kompositionsreihe aus lauter O-zuldssigen Untermoduln mit der
Kompositionsldnge /. Diese Kompositionsldnge / ist nach dem Satz
von Jordan und Hélder eine Invariante von ([ w], v; ©/9) und heife
die Dimension des Derivationenmoduls 2(c[e], 0; O/ ).

Nun sei ¥ = Q. Dann besteht /8 nur aus dem Nullelement.
Daher ist die Kompositionsldnge von ([ w], v; O/%) gleich 0; d.h.
der Derivationenmodul T(fw], 0; ©/V) besitzt dabei die Dimension
Null.

Durchluft nun A alle von Null verschiedenen Ideale aus £, so
besitzt die Menge der Ideale (f'(«»), ) das Ideal (f'(»)) als das Mini-
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malideal. Wenn also (f'(w)) ein Teiler von 2 ist, so ist (f'(e), 2)
= (f’(»)) und infolgedessen gilt nach Satz 1:

D[], 0; /A = Of(f());

daher ist die Dimension von O(d«], 0; ©/) gleich der Kompositions-
linge von O/(f'(w)). Ist aber f’(w) kein Teiler von ¥, so ist B
= (f'(®), N) ein echter Teiler von (f'(»)). Hieraus schlieft man ohne
‘Schwierigkeit, da die Kompositionslinge von O/9 kleiner ist als die
von O/(f'(w)); d.h. die Dimension von D(o[«], v; O/N) ist kleiner als
die von D([w], v; O/(f'(w))). Mithin gilt folgender

Hilfssatz 2. Durchlawuft N alle vom Nullideal verschiedenen Ideale
aus O, so sind die Dimensionen der Derivationenmoduln T(c[w], v; T/A)
beschrankt. Ferner ist (f'(»)) das groBte Ideal unter denjenigen Idealen
N, die den Moduln Do), 0; O/N) die Maximaldimension angeben.
Es gilt auBerdem die O-Isomorphierelation :

D[], 0; OfA) = O/(f'(@)),

wenn N durch (f'(w)) teilbar ist.

§3. Struktur der Derivationenmoduln der Ringe mit einer end-
lichen Basis tiber einem Noetherschen Ring. Quasidifferenten. Es sei
< ein Zwischenring zwischen o und ©, welcher eine endliche v-Basis
Wy @y, veees , o, besitzt®. Wir betrachten dann fiir ein von Null ver-
schiedenes Ideal ¥ aus © die Derivationenmoduln

DOA) = D(]w;], 0; OfA) =12 .- , 1)
mit © als Multiplikatorenbereich, und wir bilden die direkte Summe
D*QA) = %@ D®QA) = DDA D - @ D™ ().

Ein Element D aus ©*(2) bezeichnen wir mit
D = (D®, D®, ...... , D™y D®e DO) G=1,2 - , 1),

und die Summe von zwei Elementen aus ®%() ist wie iblich defi-
niert als komponenteweise summiert. Ferner ist fiir ein beliebiges
Element 2 aus O iD* = (AD®, ...... , AD™) gesetzt. Dadurch wird

1) Jedes Element aus J IiBt sich als eine Linearform von w;, wg, =+« , @y mit Ko-
-effizienten aus o darstellen, aber die lineare Unabhingigkeit von «;, u*, ---..-, wy iiber o
ist nicht erfordert.
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¥ (N), wie leicht bestitigt, ein Modul mit © als Multiplikatorenbereich.

Ist nun D eine Derivation aus dem Derivationenmodul D) =
B(F, 0; O/A) mit O als Multiplikatorenbereich, s6 induziert D in
jedem %) (1 <I7 =l n) stets eine Derivation, weil ([w,] ein Teilring
von Y ist. Nimlich man erhilt aus D eindeutig eine Derivation D¥
aus TN, indem man

D¥a) = Diw)

setzt, wo «a; alle Elemente aus of;] durchlduft. Dabei heifft D® die
i-te Komponente von D.

Es seinen D,, D, Derivationen aus (). Dann bezeichnen wir
mit D® bzw. D" (1 {1 n) die i-te Komponente von D, bzw. D,.
Ist dann D, = D,, so gilt fiir ein beliebiges Element «; aus o]
L<isn:

Di¥«)) = Dya;) = Dy(a)) = Dzm(a'i)-

Ist aber umgekehrt fiir jedes i (1 <{i={#n) D = DM, so ist D, = D..
Denn ein Element a aus J¥ ist von der Form:

a = al + a, + ...... -+ @, ,
wo a;€cfw] (=12, , 1) sind; daraus folgt nach Definition
D(a) = 31D®@) = 3 D) = Dya), w.z.b.w.
i=1 i=L

Ordnet man also einer Derivation D aus () das durch ihre Kom-
ponenten D, ...... , D™ bestimmte Element D* = (D¥, ...... , D)
aus *(A) zu, so entsteht nach dem oben Gezeigten ein O-Moduliso-
morphismus von T(A) in S*().

Wie bereits in §2 bewiesen worden ist, besitzt die Menge der
Dimensionen aller ©®®() die grofite Zahl d, (Maximaldimension), wenn
9 alle von Null verschiedenen Ideale aus © durchliuft. Offenhar ist
die Linge einer Kompositionsreihe von T* (%), welche aus lauter T-
zuldssigen Untermoduln von %) besteht, gleich der Summe der
Dimensionen von den T%¥Q) (¢ =1, 2, - , n); also ist die Linge
nicht grofer als d, +d, + -+ +d,. Weil () mit einem Unter-
modul von ©*() T-modulisomorph ist, so besitzt () eine Kompasi-
tionsreihe, welche aus lauter £-zuldssigen Untermoduln von () be-
steht. Die Linge dieser Kompositionsreihe von () ist eine In-
variante von ©) und heifle die Dimension von D). Offenbar ist
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fiir jedes von Null verschiedene Ideal U aus O die Dimension von
T() nicht groBer als d, + ----- +d,.

Durchlduft also 2 alle von Null verschiedenen Ideale aus O, so
besitzt die Menge der Dimensionen aller () die grifite Zahl d;
ferner gibt es ein maximales Ideal B aus O von der Art, daB die
Dimension von ®(B) gleich d ist.

Es liegen nun endlich viele Derivationen D, D,, -.--- , D, aus
() vor, welche alle von Null verschieden sind. Dann heifen D,
D, ... , D, O-unabhingig, wenn aus einer Gleichung

MDD, + -eeen +4,D, =0 2,e0 (=12, - , S)
stets die Gleichdngen MWD, = 2,D, = «--.-- = 4, D, = 0 folgen. Ein Sys-
tem von den ©-unabhidngigen Derivationen D,, ---.-. , D, heiBe eine

0-Basis von (), wenn jede Derivation D aus () von der Form
D = AD, + - + A,D, LeD(@E=1, - , S)

ist.
Im weiteren wollen wir zeigen, da8 ein Derivationenmodul ()
= (X, 0; /) stets eine T-Basis besitzt, wenn er kein Nullmodul ist.

Zum Beweis sei zunichst 9 = L' ... Y.’ die Primidealpotenzzerlegung
von N in ©. Dann ist D) mit der direkten Summe von den T(¥;)
= DX, 0, SV (G =1,2, e , ) <-isomorph :

DO =~ g@@(‘l‘:‘)-

Es geniigt also zu zeigen, da8 fiir jedes i T(L}) eine O-Basis besitzt.

Nun sei ¥ ein Frimideal aus © und TP) = TJ, 0; O/YP) ein
Derivationenmodul, wo # eine beliebig festgelegte, nicht-negative ganze
rationale Zahl ist. Dann bilden wir fiir ein beliebiges o, aus der end-
lichen o-Basis o,, o,, --+-, », von { den Derivationnenmodul T® (")
= T[t[e], 0; ©/F) und dann die direkte Summe

3*(1‘,) — Eu)(ii,-) @ e @ @(n)(\l{i.).

Wie bereits bewiesen worden ist, induziert eine Derivation D aus
T(E) in jedem TEF) (1 X727 eine Derivation D%, die wir die
i-te Komponente von D nennen wollen. Nun beweisen wir folgenden
Hilfssaiz 3. Jeder O-zulassige Untermodul T von DY) besitzt
stels eine O-Basis, wenn er von Null verschieden ist.
Beweis. Zunichst bemerken wir, daBl die Gesamtheit £ der i-ten
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Komponenten (L ~ i << ) aller Derivationen aus T einen ©-zuldssigen
Untermodul von D®(¥") bildet. Wir wollen im folgenden I die
i-te Projektion von ¥ nennen. Beriicksichtigt man nun, dag O ein
Noetherscher Ring ist, und daB nach Satz1l D%(¥") ein zyklischer
©O-Modul ist, so beweist man ohne Schwierigkeit, daff I als ein
£-Untermodul von (") auch O-zyklisch ist.

Nun nehmen wir an, daB unter den simtlichen Projektionen
IO, IE, . , T yon T nur eine einzige Projektion, etwa IM, von
Null verschieden ist. Da I ein zyklischer ©-Modul ist, so gibt es
eine Derivation D, aus I, deren erste Komponente DV ein erzeu-
gendes Element aus T® ist. Nun sei D eine Derivation aus . Dann
ist die erste Komponente D von D von der Form #D{ mit £ aus
0. Betrachtet man hierbei die Derivation D — ¢ D, aus %, so ist nach
Voraussetzung fiir jedes i > 2 die i-te Komponente von D — ¢ D, gleich
Null; die erste Komponente "von D — £D, ist aber auch Null, weil
(D—¢D)M =DW —¢D® =0 ist. Es muB also D= ¢D, sein. Hier-
aus schlieft man sofort, daf 2 lein zyklischer O-Modul mit D, als er-
zeugendem Element ist.

Nun sei vorausgesatzt, daB alle von Null verschiedenen Q-zulis-
sigen Untermoduln von T(¥"), welche hdchstens m nicht verschwin-
dende Frojektionen haben, stets eine aus héchstens m Derivationen
bestehende, O-basis besitzt. Ferner habe ein ©-zuldssiger Untermodul
T von (") genau m -+ 1 von Null verschiedene Projektionen. Dann
kann man ohne Einschrinkung annehmen, da8 die ersten m + 1 Pro-
jektionen X, ...... , +Y von T von Null verschieden sind. Ferner
sel [, (1 <i <<m + 1) die Dimension von I®, und / die grofte Dimen-
sion unter den /,, /., «----, /... Dann kann man der Kiirze wegen
l, = I annehmen. Offenbar gibt es eine Derivation D), aus 2, deren
erste Komponente D’ ein erzeugendes Element von I ist. Daher
kann man {ir eine Derivation D aus I stets ein Element £, aus < so
bestimmen, daf} die erste Komponente der Derivation D' = D — £ D,
gleich Null ist. Ersichtlich bildet die Gesamtheit aller oben bestimm-
ten Derivationen D’ einen ©-zuldssigen Untermodul I von I. Waeil
2’ héchstens m nicht verschwindende Frojektionen besitzt, so ist I’
entweder der Nullmodul oder nach Voraussetzung ein Modul mit
einer -Basis, welche aus héchstens m Derivationen aus T besteht.

Im Falle, wo %’ der Nullmodul ist, so ist jede Derivation [ aus
¥ von der Form D=#£D, (£,€0); d.h. T besitzt eine O-Basis D,.
Wenn aber %’ von Null verschieden ist, so bezeichnen wir mit D).,
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------ » Dy (s = m +1) eine O-Basis von 3. Da man fiir eine Derivation
D aus T stets ein Element ¢, aus O mit D—¢&,D,e3 bestimmen

kann, so ist jede Derivation aus ¥ von der Form &,D, + ----. + &.D,,
wo die §,i=1, - . 5) Elemente aus O sind.
Es gelte nun fiir die Elemente 2, ¢ = 1, 2, ------ ,S) aus O:

H = AD + ,D, + v D, = 0,

Dann ist die erste Komponente i,D{® von 4,D, gleich Null, weil die
erste Komponente von 4,D, + -.-... + 4D, aus 3’ gleich Null ist. Das
annullierende Ideal von ™ ist ein Teiler des annullierenden Ideals
J(TP(P)) von DY), also ist nach Satz 1 eine Potenz von .  Weil
die Dimension von I® gleich / ist, so schlieBt man leicht aus Satz 1,
daf ¥ das annullierende Ideal von I® ist. Beriicksichtigt man nun,
da8 D® ein erzeugendes Element von IT® ist, so erhilt man die
Kongruenz 2, =0 mod %'. Wegen Max (/, - s Iney) = 1 sind die
annullierenden Ideale von den Z®, ...... , Y gimtlich Teiler von
B d.h. die simtlichen Komponenten von 4, D, sind gleich Null, also
ist 2,D, = 0. Daher erhidlt man:

Da aber D,, ------ , D, eine ©-Basis von ¥’ ist, so mu 24,D,= -----
~

=7JD,=0sein; dh. D, D,, -+ , D, bilden eine £-Basis von %, und
die Anzahl der Basiselemente ist nicht grofer als m + 1, w.z.b.w.

Aus Hilfssatz 3 und aus dem oben Bemerkten folgt sofort

Satz 2. Es sei § ein Zwischenring zwischen o und O mit einer
endlichen o-Basis und W ein von Null verschiedenes Ideal aus O. Dann
besitzt der Derivationenmodul D, 05 OfN) stets eine O-Basis, wenn
er von Null verschieden ist.

Es sei D, - , D, eine ©-Basis von DX, v; ©;A). Dann ist
DI, 0; O/ gleich der direkten Summe von den zyklischen O-Moduln
{D}(i=1, - ,8). Da jedes {D;} (1 <{i=Is) eine Kompositionsreihe

aus den ©O-zuldssigen Untermoduln besitzt, so wollen wir mit #, die
Kompositionsldnge von {D.} bezeichnen. Dann ist die Dimension von

DX, 0; O/N) gleich 2 + - + .
Es sei ¥, ein maximales Ideal aus © von der Art, dal D(, o; O/ A)
die Maximaldimension d besitzt. Ferner sei 2, = T - % die Prim-

idealpotenzzerlegung von 2, in ©. Dann ist

D@, 0; O/U) = OD, 0 OfR)-
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Bezeichnet man nun mit 4, die Dimension von (S, 0; O/¥H) (L <Ii<Cs),
so ist offenbar d =d, + :----- + d,. Ferner ist f'iir eine natiirliche
Zahl e; > e, die Dimension &, von (J, 0; O/¥ gleich d.. Denn
sonst wire nach Hilfssatz 1 &, < d; und infolgedessen wiirde die
Dimension d + d/ — d; von 2(J, v; O/ ‘J{ﬂ}'{;"’f) grofler als ¢ sein, was
aber mit der Maximaleigenschaft liber d im Widerspruch steht. Nun
sei e; eine nicht-negative ganze rationale Zahl mit ¢! <e¢,. Dann ist
die Dimension von (X, 0; O/R)) klemer als d.. Denn sonst wire
die Dimension von D(J, O & ,“JL,‘l‘;c 1) gleich d; weil aber ‘2((,‘1*;2’%
ein echter Teiler von 2, ist, so ergibt sich ein Widerspruch. Aus
dem eben Bewiesenen folgt sofort, da8 ein Ideal 2 von der Form

I = Pt ..oo. B dann und nur dann durch 9, teilbar ist, wenn der
Derivationenmodul @(, 0; ©/A) die Dimension d besitzt.
Fiir ein von den ¥, ¢ =1, ----- , S) verschiedenes Primideal @ aus

© sind die Dimensionen der Derivationenmoduln (J, 0; O/¥) (r=1
------ ) alle gleich 1, weil sonst fiir eine passend gewihlte natiirliche
Zahl e die Dimension von T(J, v; O/¥,3") groler als d sein wiirde.
Nun sei 2, ein maximales Ideal aus © von der Art, dafl S(J, 0; /A
die Dimension @ besitzt. Nach dem eben Gezeigten besitzt dann A,
aufer den Y, - , ¥, keinen Primidealteiler aus ©. Wie oben be-
merkt, ist also 9, 2 %,. Wegen der Maximaleigenschaft {iber A, muf
daher U, = 2, sein. Hieraus schlieBt man ohne Schwierigkeit, daf
ein Ideal 9 aus O dann und nur dann durch A, teilbar ist, wenn
Q(X, 0; ©/2) die Dimension d besitzt. Es sei 9 ein beliebiges Prim-
ideal aus © und v der P-Beitrag von 9,. Offenbar gibt dann der
Derivationenmodul ®(J, 0; /Y) unter den (Y, v; O/¥) r=0,1,
------ ) die Maximaldimension an.

iy

Es ist wohlbekannt, daB die Hauptordnung O eine endliche o-
Basis besitzt”. Wenn man also an Stelle von 3 die Hauptordnung ©
selbst heranzieht, so erhidlt man folgenden

Satz 3. Durchlauft N alle von Null verschiedenen Ideale aus 9,
so gibt es unter den Dimensionen von (O, v, TN die Maximal-
dimension d. Ferner gibt es das grifte Ideal D, aus O von der Art,
da8 jedes Ideal C(—=0) aus O dann wund nur danr durch D, teilbar ist,
wenn die Dimension von T(D, 0; Q/C) gleich d ist. Fiir ein belie-
biges Primideal 1> aus O sei Y der V-Beitrag von X, und dyp sei die
Dimension von (O, 0; /). Dann ist dg wnter den Dimensionen

1) Vgl etwa Van der Waerden, a.a.0., §§101 und 99.
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von den Derivationenmoduln T(O,0; /P r=0,1, - ) maximal.
Das in Satz 3 definierte Ideal £, wollen wir die Quasidifferente
von K/k nennen.

Kapltel II. Derivationenmoduln in diskret bewerteten
perfekten Korpern und Differenten im Kleinen.

In diesem Kapitel bedienen wir uns fortdauernd alle Bezeich-
nungen aus dem vorigen Kapitel.

Es sei p ein Primideal aus o und 9 ein Primteiler von p aus O.
Dann kann man in %2 wie iiblich eine zu p gehorige Bewertung ¢
einfiihren, weil o ein Noetherscher Ring ist. Bekanntlich ist dabei
¢ nicht-archimedisch und diskret. Ferner kann man eine zu P ge-
hérige Bewertung @ von K so bestimmen, daB ¢ eine Fortsetzung
von ¢ ist. Die beziiglich ¢ bzw. @ parfekte Hiille von 2 bzw. K be-
zeichnen wir mit 2 bzw. K. Ferner wollen wir % stets als einen
Teilkérper von K auffassen.

Nun sei b der Bewertungsring von %2 in bezug auf ¢. Dann bildet
die Gesamtheit aller Nicht-Einheiten aus 0 ein einziges Primideal aus
D, welches seinerseits das Erweiterungsideal von b in 0 ist; ferner
ist der Durchschnitt von pd und o das Primideal p. Daher kann man
das Primideal aus D0 ohne Miflverstdndnis auch mit p bezeichnen.
Ebenso kann man das Primideal aus dem Bewertungsring O von K in
bezug auf @ auch mit ¥ bezeichnen. Weil ¢ und infolgedessen @ auch
diskret sind, so sind d und © offenbar Noethersche Ringe. Wir wollen
im folgenden D bzw. £ einfach die Hauptordnung von Z bzw. K nen-
nen. Da 0 und © Noethersche Ringe sind, so l#8t sich die im Kapitel
I entwickelte Theorie auf o und © anwenden.

§4. Erweiterung der Multiplikatorenbereiche der Derivationen-
moduln. Es sei K eine endliche separable Erweiterung iiber K und
ﬂé die Fortsetzung der Bewertung @ auf K. Dann bezeichnen wir mit
2 die Gesamtheit aller in bezug auf @ ganzen Elemente—die Haupt-
ordnung von K—, und mit B das Primideal aus £, Ist dann e der
Exponent von 3 in bezug auf P (d.h. e ist die Verzweigungsordnung
von K iiber K), so sind zwei Elemente @, 8 aus O dann und nur
dann mod $ kongruent, wenn sie bereits in © mod 3} kongruent
sind. Wie bekannt, kann man den Restklassenring /%" als Teilring
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von £ / ET%‘“‘ auffassen, indem man die ein Element « aus O enthaltende
Restklasse aus /9" mit der « enthaltenden Restklasse aus /3¢
identifiziert.

Bekanntlich besitzt O eine Minimalbasis ®,, w,, - , ®, iiber 0;
also ist £ ein Ring mit einer endlichen 8-Basis. Weil offenbar ©
auch ein Noetherscher Ring ist, so ist die in §3 entwickelte Theorie
auf die Derivationenmoduln

Dier) = DO, 8; O/P™) 7 =0,1, ")

mit £ als Multiplikatorenbereich anwendbar. Dabei ist der Deriva-
tionenmodul D(r) = "\(5 D; O/P) mit O als Multiplikatorenbereich
sicher ein (aber kein L»zulﬂs&ger) Untermodul von G\(er), wenn man
wie oben D/i" als einen Teilring von SIS” auffaBt. Im folgenden
nennen wir D(er) die Mulz‘zplzkatorenberezchenvezterng von D(r) zu 9.
Es sei D eine Derivation aus ®(er), und £,, 2,, ----- , 2., sel eine
Minimalbasis von £ iiber ©. Dann kann man fiir jedes i (L <7 < )

ﬁ(")i) = >, T.'_i-Qj mod %"
J=i

setzen, wo die 7, (j =12, - ,m) Elemente aus O sind. Da ein
beliebiges Element « aus 2 als ein Polynom ¢ (o, -----. , ) = ¢(o) in
W,y Wy, weenes , w, mit Koeffizienten aus 0 darstellbar ist, so ist

~ " Bolw) =~ ~

Diw) = 2122 Doy = 332,517, 250 mod .

=] l;

);

Ist inshesondere D(a) = 0, so erhilt man

3"\ P 69”\0’) =0

i=1 a(ﬂ

mOd ﬂsr (j = 19 2: """ ’ m):

weil 2,, 2,, ------, £,, eine Minimalbasis von £ iiber £ ist.

Es sei r ein Element aus © und 7 = v~(») ein Polynom in »,, o,,
------ , w, mit Koeflizienten aus 6. Dann definieren wir die Restklasse
Dyr) mod ¥ auf folgende Weise:

n In(a .
D) =2 20 med @ xi<m).
i=1 0;
Ist dabei r = yr(w) auch ein Polynom von ,, w,, ----- , @, mit Ko-

effizienten aus 8, so gilt wegen D(yr(@)—yr(0)) = D{0) = 0 folgende
Kongruenz :
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S OP(@) O O (o) o
Z{TU bo, = Em Do, mod P

d.h. Dy(r) ist durch r eindeutig bestimmt, aber von den Darstellungen
von r als Polynomen in o,, ®,, ---+--, ®, unabhingig.

Nun seien r,, 7, Elemente aus © und ¢,(0), ¢.(») bzw. Polynom-
darstellungen von 7r,, r.. Dann ist nach Definition:

Dir,+ 1) = D1y 6(40,_(«»)64- #al))
i=1 w;

_ 2‘ - 9 ¢,(w) + 2‘: - 0 @.(w)

= i
i=1 6(1)2 ﬁwi

Dy(r) + Dy(r.) mod .

I

Ebenso ergibt sich:

I

7 o )
Dirir) = X ru‘rl(g—if’”(w)_

= @,(o) é?’;, 69”1( ) + @, (o) Zru 0 @y (a )

0w,
= r.D(r) + TLD;:(T::) mod .
Also sind D, - , D, Derivationen aus P(r), und D ist gleich
2D, + -nee +2,D,,; d.h. ® gehért zum von (r) erzeugten O-Modul.

Mithin ist bewisen, daB ®D(er) mit dem von D) erzeugten L-Modul
{ibereinstimmt,

Ist nun B,, - , B, eine O.Basis von ®(r), so kann man be-
weisen, dal B, ------ B auch QBasm von Qﬁ(er) ist. Dazu braucht
man nur zu zeigen, daB B, » B, _ S-unabhingig sind, weil D(er)
der von den B,, ------ , B. erzeugte £-Modul ist. Nun nehmen wir
an, daB fiir die Elemente I, --.... , T, aus 9 die Gleichung I',B, +
------ + I'.B, = 0 besteht. Dann gilt fiir ein beliebiges Element « aus

P\B(a@) + -+ TBla) = "B+ +T,B)() == 0 rmod .

Da aber die B.(a) (G =1, 2, -.---- ,5) alle zu /%" gehdren, so gibt es
die Elemente #;(a) (1 =1, 2, - , 8) aus 2 derart, daBl die Kongruenzen

B&(Q) = Bi(d) mod ETS”' (i = 1, 2’ ...... s S)

gelten. Weil sich jedes 7', (1 <07 <Is) als eine Linearform in £,, ------
£, mit Koeflizienten aus © darstellen 14Bt, so kann man
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setzen; daraus erhdlt man die Kongruenz:

m & —~
12,3 r,fie) =0 mod R,
Jj= i=
Beriicksichtigt man dabei, daB 2,, ------, 2, eine Minimalbasis von 9

{iber O ist, so erhilt man die Kongruenzen
t%} 7B = 0 mod ¥ (7=1,2, .- , M) ;
d.h. es gilt fiir jedes j (1 <7 < m) die Gleichung
{%}T,—,Bi(a') = 0.

Weil aber « alle Elemente aus © durchlaufen kann, so folgt aus der
obigen Gleichung

SiryB = 0 A< <m);
i=1
daraus schlieft man wegen der O-Unabhiingigkeit von B,, ------ , B,:
TijB.::O (Z.:l;z) """ ,S;j=1,2, """ 97)2);

d.h. es gilt fiir jedes 7 (1 <J7<(s):
I",-B; = (i T;_,--Q_,)B; = %'QJ(TUB) = 0, \V.Z-b-W.
3= J=1

Bezeichnet man nun mit den R (i =1, 2, --.--- , ) bzw. die annul-
lierenden Ideale von den B, aus 9, so bestitigt man ohne Schwierig-
keit, daB die annullierenden Ideale von den B; (i =1,2, ------ , S) aus
O bzw., W (=1, 2, oo , 8) sind. Hieraus folgt sofort, daB die
Dimension von ®(er) gleich e {2t + 2ty + -o--e- + 2e) ist,

Zusammenfassend haben wir bewiesen :

Satz 4. FEs sei K ecine endliche separable Erweiterung iiber K
und 9 die Hauptordnung von K. Ferner sei e die Verzweigungs-
ordnung von K iiber K. Ist dann @) = DO, b; /) ein Deri-
vationenmodul mit einer O-Basis D, - , D., so stimmt die Multi-
plikatorenbereicherweiterung Tler) ron Ar) zu < mit dem wvon T(r)
erzeugten O-Modul riberein. Ferner bilden D,, ------ , D, auch eine -
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Basis von @(er), und die Dimension von Dler) ist gleich eu, wo u die
Dimension von D(r) bezeichnet.

§5. Derivationenmoduln der Hauptordnungen von einer end-
lichen Stufe. Es sei & ein Zwischenring zwischen d und O. Wir
betrachten dann die Derivationenmoduln (%, 0; O/%) und DO, b;
/P mit O als Multiplikatorenbereich, wo §¢ das Primideal aus O
und 7 eine nicht-negative ganze rationale Zahl bezeichnet. FEine Deri-
vation D aus DO, d; /%) heibt eine Fortsetzung einer Derivation
D’ aus DX, 0; O/¥), wenn D in X die Derivation D’ induziert.
Da jede Derivation aus (O, b; O/9") stets in & eine Derivation
aus D(J, b; /) induziert, so ist eine Derivation aus S, b; /)
sicher eine Fortsetzung irgendeiner Derivation aus D(X, b; O/W).
Wenn insbesondere jede Derivation aus D(X, 5; O/Y") stets (minde-
stens) eine Fortsetzung auf D0, 8; O/Y) besitzt, so heiBe D, 0;
/%) eine Fortsetzung von (X, 8; O/W).

Es liege eine Korperfolge Zc K,c K,c «----- c K, vor, welche aus
den {iber £ endlichen separablen Erweiterungen K, (i =1, 2, ------ . S)
besteht. Ferner seien £,(7=0,1, -----. ,S) bzw. die Hauptordnungen
von den K, (i =0,1, ----.- , 8). Entsteht dann jedes 2O, (1 <{i<ls) aus
.., durch Ringadjunktion eines Elementes 8,—9O, = O, [f,]—, so0
heiBe die Folge O,c O,c .--... c O, von der Stufe s und £, iiber O,
von einer endlichen Stufe.

Hilfssatz 4. FEs sei K eine endliche separable galoissche Erweite-
rung iiber k. Dann ist die Hauptordnung O wvon K stets iber b von
einer endlichen Stufe.

Beweis. Fiir das Primideal §¢ aus © betrachten wir iiber £ den
Trigheitskdrper K, und den Verzweigungskorper XK, in bezug auf i
Weil es in O nur ein einziges Primideal % existiert, so kénnen wir
ohne MifBverstindnis schlechthin von dem Trigheits- und Verzwei-
gungskdérper von K[k sprechen”. Bekanntlich ist dabei der Rest-
klassenkérper & von K, iiber dem Restklassenkérper f von % separabel,
und es gilt: (X, : k) = (R, : f). Daher existiert ein primitives Element
€, von &, tiber t. Wir greifen nun aus €, ein Element 0, aus X,
heraus. Dann kann man ohne Schwierigkeit beweisen, dall £, = v[d,]
die Hauptordnung von K, ist.

Der Verzweigungskorper K, besitzt bekanntlich tiber K, die Ver-

1) Vgl. etwa E. Artin, Algebraic numbers and algebraic functions. I. Lectures at
Princeton University (1950/51), Chapter IV., Ramification theory.
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zweigungsordnung (K. : K); d.h. K, ist iber K, vollverzweigt. Dar-
aus schlieBt man leicht, daB fiir ein Primelement ¢, (aus K,) des
Primdivisors aus K, O. = Q/[0,] die Hauptordnung von K, bildet.

Ist nun K 3= K,, so ist K eine galoissche Erweiterung iiber K,
mit einer p-Gruppe als Galoisgruppe, wo p die Charakteristik des
Restklassenkérpers von 2 bezeichnet®. Es existiert also eine Kérper-
folge K,cK,c-oeoc K, =K mit (K.: K,_)) =p (i =3, -+ ,s). Da K,
tiber K,_, (/ > 3) vom Primzahlgrad p ist, so mufl entweder die Ver-
zweigungsordnung oder der Restklassengrad von K, iiber K,_, gleich
p sein. Im Falle, wo die Verzweigungsordnung von K, iiber K,_,
gleich p ist, so existiert wie bei XK,/ K, ein Element ¢, aus der Haupt-
ordnung O, von K, derart, daBl £, = O,_,[¢,] ist, wo ©O,_, die Haupt-
ordnung von K, , bezeichnet. Wenn aber der Restklassengrad von
K. iiber K,_, gleich p ist, so ist der Restklassenkérper §t; von K, eine
rein-inseparable Erweiterung vom Grade p iiber dem Restklassen-
korper §,_, von K, ,. Ist also 0, ein Element aus K,, welches zu
einer primitiven Restklasse von &, {iber &._, gehoért, so cntsteht die
Hauptordnung O, von K aus 9,_. durch Ringadjunktion von 4,: 9O,
= 0,.,[0,). Somit ist bewiesen, daB © iiber D von einer endlichen
Stufe ist.

Bemerkung. Im Falle, wo der Restklassenkérper einer endlichen
separablen (nicht notwendig galoisschen) Erweiterung K iiber dem
Restklassenkérper von % separabel ist, so ist K iiber dem Trigheits-
kérper K, von K| £ vollverzweigt. Daher gilt, wie beim Beweis von
Hilfssatz 4 gezeigt, fiir ein Primelement ¢ des Primideales aus 9 stets
O = £,[0], wo O, die Hauptordnung von K, bezeichnet. Man kann
sogar ein Element « aus © so wihlen, daB O = p[a] ist?.

Hilfssatz 5. (k<)K®Cc K®(s K) sei eine Koirperfolge zwischen
K und k. Die Hauptordnungen von K und K seien bzw. mit T
und O bezeichnet. Ferner seien T"(v) = D(OW, b; O/W) und ()
= DOD, 0; O/W) die Derivationenmoduln mit O als Multiplikatoren-
bereich, wo  das Primideal aus © bezeichnet. Ist dann O ijber T®
von einer endlichen Stufe, so gibt es eine natiirliche Zahi N von der
Art, daB fiir jedes v = N D®(v) stets eine Fortsetzung von TV(v) ist,

Beweis. Da O iiber 0% von einer endlichen Stufe ist, so exis-
tiert eine Folge OV = LC,c O, - c O, = 0% von der Art, daf

1) Vgl etwa E, Artin, a.a.0,, S.76 - 77.
2) Vgl etwa I. Hasse, Zahlentheorie, Berlin (1950), S. 319 - 320.
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jedes O, (0 <{7 <{s) die Hauptordnung eines Zwischenkorpers zwischen
K® und K™ ist, und dafl ©; aus O,_, durch Ringadjunktion eines
Elementes 0, entsteht: O, = ©,_,[0.](/ >> 0). Zunichst betrachten wir
die Hauptordnung ©, = 9,[0,]; die normierte definierende Gleichung
von ¢, in O, bezeichnen wir mit f(x) = x* + @x¥** + «---- +a,=0.
Da K iiber % algebraisch ist, so geniigen die @, (i =1, 2, «----- , 1) bzw.
den normierten definierenden Gleichungen 7;(x) =0 in D, Nun sei
W der P-Beitrag von f'(4), und B (i =1, 2, - , 1) seien die -
Beitrdge von den Ai(a) (i =1, 2, ------, ). Dann setzen wir fiir
= Max (/_g“ Jlyy soveer , ,_gu)

N =r+n.

Fiir eine natiirliche Zahl » > N betrachten wir den Derivationenmodul
Dyv) = DL, 0; L/F). Ist dann D, eine beliebige Derivation aus
Do(r), so gelten offenbar die Kongruenzen:

hi((l;) Dl)(a«') = O mOd Sl{v (l. = 1, 2, ...... , n) ;
es bestehen also die Kongruenzen:
Dfa) =0 mod W™ (1=1,2 ... , ),

daher sind D(¢)=0 mod . Dann schlieft man sofort, daB die
Kongruenz

S10-Dya) + f10)x == 0 mod 3
i=1

in O, 16sbhar ist. Nach einem von Y. Kawada bewiesenen Satz” exis-
tiert also in D,(») = D(T,, B; O/%Y) eine Fortsetzung von D,. Da D),
eine beliebige Derivation aus =,(») ist, so ist @.,(») eine Fortsetzung
von D,(v).

Wir nehmen jetzt an, daB der Satz bis s—1 richtig ist; d.h. es
existiert eine natiirliche Zahl N, von der Art, dafi fiir jedes v > N,
Ty(v) = DD, 0; O/ auf D,_,(») = DO._,, 0; /I fortsetzbar ist.
Ferner existiert eine natlirliche Zahl N, von der Art, daB fiir jedes
v= N, D_,(») = (T,.,, 05 O/ auf D) = DO, b; O/ fort-
setzbar ist. Dann sieht man sofort ein, daf fiir jedes » > N = Max
(N,, IV,) der Derivationenmodul ®(v) auf . ,(») und D,_,(») auf
D,(v) = T®(v) fortsetzbar ist; d.h. TP®(v) ist eine Fortsetzung von
D(v), w.z.b.w.

1) Y. Kawada, a.a.O., S.303.
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Es sei d = 9,c9Q,C ----- c 9, (¢ D) wieder eine Folge der Haupt-
ordnungen von der Stufe s, und % das Primideal aus ©. Dann exis-
tiert nach Hilfssatz 5 eine natiirliche Zahl N derart, daB fiir jedes
v > N der Derivationenmodul ®,(») = D(D,, 0; O/") eine Fortsetzung
der Derivationenmoduln D;(») = O(0;, 0; O/ (=1, 2, - , s—1)
sind. Offenbar ist dabei der Derivationenmodul 2,_, ,(v) = D(C;, Oy
i),l 1), dessen jede Derivation den Ring ©O,_, auf das Nullelement aus
/3 abbildet, ein O-Untermodul von ®,(»), also ist jede Derivation
aus D, ,(v) auf T,(») fortsetzbar. Da O, iiber O,., ¢ = 1) von der
Stufe 1 ist, so ist T,_ m(“) nach Satz 1 ein zyklischer ©O-Modul. Ein
erzeugendes Element von <,_, ,(») besitzt also in £,(+) eine Fortsetzung
D.. Ist nun D eine Derivation aus 9,(v), so induziert D in O, eine
Derivation aus D,(v) = T, ,(»). Man kann daher ein Element ¢, aus
O so bestimmen, daB D und &,D, in O, ein und dieselbe Derivation
induzieren; d.h. D—¢ D, bildet den ganzen Ring £, auf das Null-
element aus £/ ab. Also induziert D —¢,D, in O, eine Derivation
aus D, ,(»). Dann kann man ein Element ¢, aus £ so bestimmen, daB
D —¢D, —¢,D, den ganzen Ring O, auf das Nullelement aus O/
abbildet; d.h. D — ¢ D, — ¢,D, induziert in O, eine Derivation aus
D, 4(+). Durch vollst‘ndige Induktion beweist man sofort, daB D
=&D, + «--e- + &D, ist, wo die §;, (i =1,2, ----- , S) passend gewhiilte
Elemente aus O bezeichnen. Somit haben wir bewiesen :

Hilfssatz 6. Es sei 0 = 0,cO,C .. O, (=) eine Folge der
Hauptordnungen von der Stufe s und ¥ das Primideal aus O. Dann
existiert eine natiirliche Zahl N von der Ari, da8 fiir jedes v > N eine
beliebige Derivation D aus dem Lerivationenmodul (., 5; /%) von
der Form ¢ .D, + ----- + £.D, ist, wo die & (i =1, ------, 5) Elemente
aus 9 bezeichnen. Dabei bezeichnet D, (1 < i < s) eine Fortsetzung eines
erzeugenden Elementes von T(Oy, Oy_,; /W) auf S(D,, 5; O/P).

Es sei K eine endliche separable Erweiterung iiber K und 9 die
Hauptordnung von K. Ist dann © iiber © von einer endlichen Stufe,
so existiert nach Hilfssatz 5 eine solche naturhche Zahl N, daB fir
jedes ¥ > N der Derivationenmodul D) = DD, d; O/ ?B”) stets eine
Fortsetzung des Derivationenmoduls D(v) = D, D, /Ry ist, wo P
das Primideal aus £ bezeichnet. Ordnet man daher einer jeden
Derivation D aus ®(v) die durch D induzierte Derivation aus ) zu,
so entsteht dadurch ein £-Homomorphismus @ von () auf ().
Dabei besteht der Kern von ¢ ersichtlich aus allen denjenigen Deri-
vationen aus ®(v), welche O auf das Nullelement aus £/5¢” abbilden:
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d.h. der Kern von @ ist der Derivationenmodul (O, O; £/$%). Man
erhidlt also folgende £-Isomorphierelation :

DS, 5; ia/sTs»)/@(ixS; DI = DD, 0; DIPY).

AuBerdem kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit anneh-
men, daB DD, b; O/PY), DD, O; /P und D, 5; O/P) bzw. die
Maximaldimensionen d, ¢ und d besitzen, wenn wir » von vornherein
hinreichend groB nehmen. Somit haben wir folgenden Hilfssatz be-
wiesen :

Hilfssatz 7. Es sei K eine endliche separable Erweiterung tiber
K und 9 die Hauptordnung von K mit R als dem Primideal. Ist dann
O idiber O von einer endlichen Stufe, so kann man eine natiirliche
Zahl N so bestimmen, daB fiur jedes v > N die Derivatiouenmoduln
DD, 5; O/PY), 0D, O; O/PY) und SO, b; O/ baw. die Maximal-
dimensionen d, & und d besitzen, und daB die $-Isomorphierelation

oS, 5; B/ [20,0; HiF) = 20,55 D
besteht. Ferner gilt die Dimensionsrelation
d =0 +d

§6. Differenten im Kleinen Es sei K wieder eine endliche
separable Erweiterung iiber 2 und O die Hauptordnung von K mit {}
als dem Primideal. Ferner sei die Maximaldimension der Derivationen-
moduln D, ; O/ r=0,1, - ) mit d bezeichnet. Dann defi-
nieren wir das Ideal D(K/k) = $¢ aus O als die Differente von K|k
im Sinne von A. Weil und Y. Kawada.

Zundchst nehmen wir an, daB © iiber 5 von der Stufe 1 ist:
£© = 5[#). Bezeichnet dann f(x) = 0 die normierte definierende Glei-
chung von ¢ in b, so besitzt der Derivationenmodul D, 5; O/(f'(6)))
nach Hilfssatz 2 die Maximaldimension d; ferner gilt noch die £-Iso-
morphierelation :

DO, 0; D) = D/(f'(0)).
Daraus schlieBt man sofort, dal D(K/k) = R = (f'(f)) ist. Nach

Struktur von © ist ein beliebiges Element r aus 2 als ein Polynom
£(0) in ¢ mit Koeflizienten aus D darstellbar. Dabei kann man ohne
Einschrinkung annehmen, daB der Grad von g(x) nach x nicht groler

ist als der von f(x). Mit Hilfe der bekannten Eulerschen Formel
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r _ g)
f(0) 1)
gehort; d.h. (f/(0)) ist ein Teiler der von R. Dedekind definierten
Differente ©*(K /%) von K[k>. Da bekanntlich ©*(K /%) ein Teiler von
£(0) ist?, so muB (f/(8)) = D*(K[k) sein. Mithin ist bewiesen:

Die Differente von K|k im Sinne von A. Weil und Y. Kawada
stimmt mit der von R. Dedekind definierten iiberein, falls O itber b von
der Stufe 1 ist.

beweist man leicht, da die Spur von nach 2 zu D

Nun sei 2 = K,c K, -+ c K, = K eine Folge der Kérper, welche

iiber Z endlich separabel sind, und die O, (6 =0, 1, -.---- , S) seien bzw.
die Hauptordnungen von den K, (i = 0,1, ----- ,S), wo D=9, gesetzt
ist. Ferner sei vorausgesetzt, daf die Folge ©,c O, c----- c O, von

der Stufe s ist. Dann behaupten wir, da8 die Differente von K/% im
Sinne von A, Weil und Y. Kawada mit der von R. Dedekind definier-
ten iibereinstimmt. Da fiir s =1 die Behauptung bereits bewiesen
worden ist, so nehmen wir an, daf8 die Behauptung bis s — 1 richtig
ist. Nun sei %,_, das Primideal aus O,.,. Dann kann man eine
natiirliche Zahl N so bestimmen, daf fiir jedes » > N der Derivationen-
modul D,_(») = S(O;.,, D3 O, /R) mit O,_, als Multiplikatoren-
bereich die Maximaldimension d,., besitzt. Nach Annahme ist die
Differente 9°;' von K, ,/k im Sinne von A. Weil und Y. Kawada
identisch mit der von R. Dedekind definierten. Bezeichnet man nun
mit e den Exponenten des Primideals § aus O, =9 in %,_,, so kann
man nach Hilfssatz 7 eine natiirliche Zahl N, so bestimmen, daB fiir
jedes v > N, der Derivationenmodul D,() = D, 5; O/ bzw.
Doy o) =D, O,_,; O/ mit O als Multiplikatorenbereich die Maxi-
maldimension d, bzw. &, besitzt, und da8 die ©-Isomorphierelation

y)/"-’a L, a ®(Ds —1 D S/\l&)

gilt. Wenn man also die Zahl N von vornherein so bestimmt, daB
die Ungleichung eN > N, gilt, so besteht fiir jedes » > N die O-Iso-
morphierelation :

D) [Ducsle) = DDy, 05 DY),

Weil nach Satz 4 (0., 0; £/9%) die Multiplikatorenbereicherweite-
rung von P, ,(») zu O ist und die Dimension von (D,_,, d; /P

1), 2) H. Hasse, a.a.O., S.315-320.
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gleich ed,_, ist, so erhiilt man aus der obigen Isomorphierelation die
Gleichung :

d, = 0,+ ed,_,;
d.h. es gilt:

Po= = i

Da © iiber O, , von der Stufe 1 ist, so ist nach Induktionsannahme
9’ die Differente von K /|K,_, im Sinne von R. Dedekind. Wegen des
bekannten Schachtelungssatz iiber die Differenten” ist dann 3%
Differente von K/%Z im Sinne von R. Dedekind. Anderseits ist das
Ideal " definitionsgemiiB die Differente von K /% im Sinne von A.
Weil und Y. Kawada; somit ist die Behauptung auch fiir s bewiesen.

Hilfssatz 8. Es sei K eine endliche separable Erweiterung nber %
und O die Hauptordnung von K. Ist dann O iber D von einer end-
lichen Stufe, so stimmt die Differente von K|k im Sinne von A. Weil
und Y. Kawada mit der von R. Dedekind definierten iiberein.

Nach Hilfssatz 4 ist O iiber © von einer endlichen Stufe, wenn
K iiber & galoissch ist. Somit haben wir bewiesen :

Zusatz. Ist K iber k endlich separabel und galoissch, so stimmen
die Differente von K[k im Sinne von A. Weil und Y. Kawada und die
Differente von K|k im Sinne von R. Dedekind einander iiberein.

Satz 5. Ist K eine endliche separable Erweiterung iber k, so
stimmen die Lifferente von K|k im Sinne von A. Weil und Y. Kawada
und die Differente von K[k im Sinne von R. Dedekind einander iiberein.

Beweis. Zum Beweis betrachten wir eine endliche separable,
galoissche E1we1terung K iiber %, welche K enthdlt. Die Haupt-
ordnungen von K und K seien bzw. mit O und O bezeichnet. Ferner
seien %% und § bzw. die Primideale aus O und ©. Ist dann e der
Exponent von { in bezug auf B, so existiert nach Hilfssatz 7 eine
natiirliche Zahl » von der Art, da8 die Derivationenmoduln ¥, 5;
O1%), DD, O; D/ und (O, b; O/P) bzw. die Maximaldimen-
sionen d, & uud d, besitzen, und da8 die £.Isomorphierelation

2D, b; S/F /&(@,5; ST =~ DO, b; O/

gilt, weil nach Hilfssatz 4 $ iiber © von einer endlichen Stufe ist.

1) H. Hasse, a.a.0., S.316-317.
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Da nach Satz 4 , b; ﬁf[s ¥ die Multiplikatorenbereicherweiterung
von DO, b; O/ zu 9 ist, so ist

go = ed,

wo d die Maximaldimension der Derivationenmoduln DO, b; O/
(r=20,1, ------) mit © als Multiplikatorenbereich bezeichnet. Aus der
obigen O-Isomorphierelation erhilt man die Gleichung

d =0 +ed

Weil © iiber © bzw. D von einer endlichen Stufe ist, so ist nach
Hilfssatz 8 ¥ bzw. P die Differente von K/K bzw. K% im Sinne
von R. Dedekind. Nach dem Schachtelungssatz tiber die Differenten
ist §pd-3 = Pre = P+ die Differente von K% im Sinne von R. Dedekind,
aber das Ideal 93¢ ist nach Definition die Differente von K /% im Sinne
von A. Weil und Y. Kawada. Mithin ist der Satz bewiesen.

Satz 6. Schachtelungssatz Es sei K eine endliche separable Er-
weiterung iber k und K eine endliche separable Erweiterung iber K.
Ferner seien O und O bzw. die Hauptordnungen von K wund K. Ist
dann P das Primideal aus <, so existiert eine natirliche Zahl N von
der Art, da8 fir jedes v > N stets die -Isomorphierelation

&, b; :,sw)/’s\(s,z) Sy ~ O, 5; O/

gilt. Dabei sind D, 0; O/F), E, O; 5:),"%]3”) und (O, d; wliﬁ“)
die Derivationenmoduln mit © als Multiplikatorenbereich.

Beweis. Wir bezeichnen mit J* das Primideal aus ©. Dann exis-
tiert eine natiirliche Zahl N, von der Art, daf fiir jedes v>> N, der
Derivationenmodul D, 5; O/%") stets die Maximaldimension d be-
sitzt. Ist nun e der Exponent von % in ¥, so ist nach Satz 4
DO, b; O/F*) die Multiplikatorenbereicherweiterung von (9, b;
/W) zu £ und infolgedessen ist die Dimension ed von (D, 5; D)
maximal. Nun kénnen wir eine natiirliche Zahl N mit N >¢eN, so
bestlmmen daB fiir jedes v > N die Derivationenmoduln s(5" b; O/ EBV)
und S© £ ’28“) m1t 9 als Multiplikatorenbereich bzw. die Mam
maldimensionen d und ¢ besitzen. Dann ist nach Satz 5 ¥ bzw. Re
gleich der Differente von K% bzw. K/K im Sinne von R. Dedekind.
Wegen des Schachtelungssatzes iiber die Differenten im Sinne von R.
Dedekind ist daher das Ideal $*-! die Differente von K/% im Sinne
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von R. Dedekind. Weil nach Satz 5 % = $§3** die Differente von K /%
im Sinne von R. Dedekind ist, so gilt offenbar die Gleichung :

d —06 = ed.

_ Ordnet man nun jeder Derivation D aus DO D, 5; $/% die durch
D induzierte Derivation D aus (0, b; / B zu, SO bestimmt die
Zuordnung D — D einen O-Homomorphismus von D), 5; 5‘/2[5 ) in

D, b; O/ ; daher ist die Faktorgruppe D, 5; Q/SB),:DSD,D;
O/ O-isomorph in DD, 5; D/P) abgebildet. Weil die kompogi-
tionsldnge der £-Moduln von DT, b; £ ETS”) 2, 9; D/F gleich
d —4 ist, und weil die Kompositionslinge der "‘ Moduln von (0, b;
p) /R gleich ed ist, so folgt aus der obigen Isomorphie

d—ﬁw‘\;ed.

Da, wie oben gezeigt, die Gle1chung d — & = ed besteht, so muB die
Faktorgruppe D, b: -L!/ iﬁ“)/’@(Q, 9; 9/ B¥) mit dem Modul DO, 0;
/%) O-isomorph sein.

§7. Relationen zwischen den Differenten und Quasidifferenten
im Kleinen. Es sei K eine endliche separable Erweiterung iiber %
und O die Hauptordnung von K. Bezeichnet dann 9 das Primideal
aus O, so ist jedes von Null verschiedenes Ideal bekanntlich eine
Potenz 9" von ¥ (»>0). Nach Satz 3 existiert das maximale Ideal
Dy, = R* von der Art, da der Derivationenmodul (D, 5; O/$") die
Maximaldimension d besitzt. Dabei heift das Ideal ©, die Quasi-
differente von K/ k.

Es sei zunichst D, b; O/N") der Nullmodul. Dann bestitigt
man leicht, da88 d, = d = 0 ist; d.h. die Quasidifferente von K % ist
gleichzeitig die Differente von K/k. Ist aber D0, 5; O/¥" kein
Nullmodul, so existiert eine O-Basis D,, +--- , D, von (0, b; O/P").
Wir bezeichnen mit den $" (i =1, 2, -.--.- , 8) bzw. die annullierenden
Ideale von den D, =1, 2, ------ , 8). Fiir ein beliebiges Element r aus
O sei Wi der §-Beitrag von Di(7)°. Dann gilt ersichtlich die Un-
gleichung e, + #,(r) > d, (1 <i=<s), weil WiD(r) =9 mod BV ist,
d.h. es ist #,(r) > d, — e. Ferner gibt es sicher ein Element 7, aus

1) Ist Dy(7) =0, so soll unter dem P-Beitrag von D7) das Ideal ﬁsd“ verstanden
werden.
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9 von der Art, daf der $-Beitrag s,(r,) von D(r) gleich R%™ ist;
denn sonst wiirde das annullierende Ideal von D, ein echter Teiler
von P sein.

Wir setzen ¢ = Max (¢, - , &) und nehmen an, daB d,+e ist
Dann ist offenbar d, > e; wegen e, + n(r) >d, (1 <Li=<s) gilt fiir
jedes 7 (1 <7 <Cs) und fiir ein beliebiges Element 7 aus O:

wir) > 0.

Nun definieren wir fiir jedes D, (1 <{i i s) eine Operation D, indem
wir fiir ein beliebiges Element r aus O
D{*(T) — n"D,(r) mod 5]3'1"-[

setzt, wo = ein beliebig festgelegtes Primelement von § aus O be-
zeichnet. Nach Definition ist Df(r) als eine Restklasse mod '
durch D,(r) und = eindeutig bestimmt. Nun wollen wir zeigen, daB
D} eine Derivation aus dem Derivationenmodul (O, d; 5,»’ LY ist.
Es seien ndmlich 7,, r, Elemente aus . Dann gilt:

Di(TL + 1) = Di(T]) + D{(T?) mod qf“;
hieraus folgt ohne weiteres :

Di(ri+ 1) = 27'Dyr, + 1) = n'D(r) + 7 tDy(r.)
D¥(r) + D¥r)  mod %7,

i

Ebenso folgt aus Di(r,7,) = 7.D(r) + r.Di(r.) die Kongruenz:
D¥*(ryry) = »7'Dy(riry) = 7.D¥(r) + r,.D¥(r)  mod 7

Da Dy offenbar © als Multiplikatorenbereich besitzt, so sind D, --...- ,

D¢ Derivationen aus (0, b: O/$"™"); ferner sind die annullierenden

Ideale von den D¥ (i=1,2, ----- ,S) bzw. gleich P4 (¢ =1, 2, -+ , 5).
Nun gelte fiir die Elemente 1,, ------ , 4 aus O:

Dann gilt fiir ein beliebiges Element 7 aus 9:
H*(r) = AD¥(r) + o + 4D¥(r) = 0 mod §“7';
daraus folgt ohne weiteres:

Hr) = nH*r) = AD,(r) + - + 2D(r) =0  mod %"
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Weil dabei r alle Elemente aus O durchlaufen kann, so schlieft man
aus der obigen Kongruenz, da H = ZAiD die Nullderivation aus

DEO, b: O/WY) ist. Da D,, ... , D, e1ne $-Basis von @O, b: /P
ist, so miissen nach Definition 2 DJ, ------ ,» 2,1, die Nullderivation sein;
hieraus folgt ohne Schwierigkeit, caf RLD,"‘, ------ , 4, D¥ die Nullderiva-
tion aus (0, 5: O/W ™) sind. Somit ist gezeigt, daB D¥, --.... , D¥
©-unabhingig sind. Der von D}, -.--.. , D¥ erzeugte Untermodul von
D, b; O/P ) besitzt offenbar die Dimension e, + «---- + e, =d,
also gibt ein echter Teiler %™ von %" dem Derivationenmodul
T, b; O/P"™" die Maximaldimension d an, was aber ein Wider-
spruch ist. Daher muB d, = ¢ sein. Es gilt also folgender

Satz 7. Es sei K eine endliche separable Erweiterung iiber £ und
W die Quasidifferente von K[k, Ist dann D, b; /W) kein Null-
modul, so ist W gleich dem Minimalideal unter den annullierenden
Idealen der Derivationen einer beliebigen -Basis von (0, b: O/9").

Ferner gilt folgender

Satz 8. Es sei K eine endliche separable Erweiterung itber k.
Dann ist die Quasidifferente 1 von K |k stets ein Teiler der Differente
von K|k. Ferner ist die Quasidifferente von K|k dann und nur dann
gleich der Differente von K|k, wenn der Derivationenmodul D, b:
Q/B™ O-zyklisch. ist.

Beweis. Ist (0, 5; O/$") der Nullmodul, so ist, wie bereits
bewiesen, 1 = O = $%  Andernfalls besitzt D, d; O/L") eine O-
Basis D,, ----- , D,. Bezeichnet nun ¢* das annullierende Ideal von
D, (1<i<s), s0 ist e, + «oreo + ¢, =d die Dimension von D, b;
O/P"Y); ferner ist $* die Differente von K /k. Da nach Satz 7 " das
Minimalideal unter den $* (¢ =1, 2, «-.-.. , s) ist, so ist P offenbar ein
Teiler von Y,

Nun nehmen wir an, daB D, b: O/%") O-zyklisch ist. Dann
ist 3 = © die Differente von K/E, wenn (D, b: O/%") der Null-
modul ist; andernfalls besitzt (0, b; /W) eine O-Basis mit einem
einzigen Basiselement D. Das annullierende Ideal von D ist nach
Satz 7 einerseits die Quasidifferente von K /% und anderseits defini-
tionsgemiB die Differente von K/Z.

Umgekehrt sei die Quasidifferente 3™ von K/%Z gleich der Dif-
ferente $* von K/k. Ist dann $¢ =9, so ist P =D, und D, 5;
/%" ist als der Nullmodul sicher O-zyklisch. Ist aber %==, so
besitzt (0, b; O/B"Y) eine O-Basis D,, +e--- , D,. Bezeichnet nun
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W' das annullierende Ideal von D, (1 <l7 < s), SO ist e, + ++--+ + €, = d.
Ferner ist nach Satz 7

Wenn also }*"“ = 9" ist, so muB notwendig s =1 sein; d.h. DD, b;
/9" ist O-zyklisch.

Es sei r ein Element aus der Hauptordnung O einer endlichen
separablen Erweiterung K vom Grade 7 iiber %. Dann bezeichnen
wir mit 7@ =7, ¥, ... , 7 die simtlichen konjugierten Elemente
zu 7. Das Element (r — 7®) +e-ee. (7 — ™) heifit die Differente von
r"”. Nach der Differententheorie von R. Dedekind ist bekannt, daB die
Differente ® von K /% ein gemeinsamer Teiler der Differenten aller
Elemente aus O ist. Nun beweisen wir folgenden

Satz 9. Ist K eine endliche separable Erweiterung iiber k, so ist
die Differente ® von K|k dann und nur dann der groBte gemeinsame
Teiler der Differenten aller ganzen Elemente aus K, wenn die Haupt-
ordnung O von K itber der Hauptordnung d von %k von der Stufe 1 ist.

Beweis. Es sei 0 ein (ganzes) Element aus K von der Art, daB
O = b[g] ist. Wie bereits in §6 gezeigt, ist dann die Differente von
0 gleich der Differente ©® von K/k. Da ®© in der Differente eines
beliebigen ganzen Elementes aus K aufgeht, so ist ® der grofte ge-
meinsame Teiler der Differenten aller ganzen Elemente aus K.

Umgekehrt sei © der grofite gemeinsame Teiler der Differenten
aller ganzen Elemente aus K. Bezeichnet man dann mit 9} das Prim-
ideal aus O, so ist ® eine Potenz % (d>0) von . Ferner sieht
man sofort ein, daB es ein ganzes Element 4 aus K gibt, dessen Dif-
ferente D(F) mit T = Y iibereinstimmt. Ferner ist bekannt, daf der
Quotient D(0) /D ein Ideal aus O ist, dessen Elemente alle zu 5[6]
gehdren®. Da aber D(0) /D = O ist, so muB O < 5[#] sein; wegen
O 2 8[0] ist also O = b[4].

Wir wollen fortdauernd alle Bezeichnungen aus Satz 9 festhalten.
Ist nun © = B[#], so ist, wie bereits in §2 gezeigt, fiir jede ganze
rationale Zahl 7 (> 0) der Derivationenmodul T(O, 5; D/{") O-zyk-
lisch, wo ! das Primideal aus 9 bezeichnet. Nach Satz 8 ist die
Quasidifferente ®, von K[k gleich der Differente von K/% Es gilt
also folgender

1) Die Differente von 7y gehért auch zu T, weil sie ein ganzes Element aus K ist.
2) Vgl etwa E. Hecke, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig, 1923, S.134 - 135.
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Zusatz 1 zu Satz 9. Ist die Differente © von K|k gleich dem
groBten gemeinsamen Teiler der Differenten aller ganzen Elemente aus
K, so stimmt D mit der Quasidifferente von K|k iiberein.

Nun nehmen wir an, daB der Restklassenkérper & von K {iber
dem Restklassenkdrper f von % separabel ist. Dann existiert, wie
bereits bemerkt (S.129), ein ganzes Element ¢ aus K derart, da8
© =b[¢] ist. Nach Satz 9 und Zusatz 1 zu Satz 9 gilt daher folgender

Zusatz 2 zu Satz 9. Ist der Restklassenkirper S von K iiber dem
Restklassenkirper t von k separabel, so ist die Differente von K[k der
groite gemeinsame Teiler der Differenten aller ganzen Elemente aus K.

Zusatz 3 zu Satz 9. FEs sei D Dy die Quasidifferente von K[k. Dann
ist die Differente von K|k ein gemeinsamer, aber kein griBter gemein-
samer Teiler der Differenten aller ganzen Elemente aus K, wenn der
Derivationenmodul R, b; O[D,) nicht O-zyklisch ist.

Beweis. Ist die Differente ® von K/k der grofite gemeinsame
Teiler aller ganzen Elemente aus K, so ist nach Satz 9 O = b[4].
Dann muB, wie in §2 gezeigt, der Derivationenmodul (D, b; D/V(,)
ein zyklischer ©-Modul sein, w.z.b.w.

Beispiel. Es sei P ein Korper von einer Primzahlcharakteristik
P (=3) und ¢ ein transzendentes Element {iber P. Wir betrachten
dann einen rationalen Funktionenkérper % = P(f; =) einer Unbe-
stimmten z mit P(¢) als Konstantenkérper. Ist nun ¢ eine Bewertung
von k2 mit 7 als Primelement, welche P(#) trivial bewertet, so be-
zeichnen wir mit % die perfekte Hiille von % in bezug auf ¢. Ferner
bezeichnen wir mit b den Bewertungsring von % (in bezug auf ¢) und
mit p das Primideal aus b. Da offenbar der Restklassenkérper D/p
mit P(#) isomorph ist, so ist D/p unvollkommen; es gibt also ein
Element ¢ aus 0 von der Art, daf die Kongruenz x*==c¢ mod p in D
nicht losbar ist. Das Polynom ¢,(x¥) = x? + =x + = aus D[x] ist nach
dem bekannten Eisensteinschen Satz in Z[x] irreduzibel. Da ¢,(x)
keine mehrfache Nullstelle besitzt, so ist ¢,(x) separabel in 2[x]. Ist
also 7, eine Nullstelle von ¢,(x), so ist der Korper K, = %(z) vom
Grade p iiber 2. Man bestitigt dabei ohne weiteres, daB die Ver-
zweigungsordnung von K, {iber £ gleich p ist und =z, ein Primelement
der Fortsetzung von ¢ auf K,. Daraus folgt weiter, daB der Rest-
klassengrad von K, iiber % gleich 1 ist. Bezeichnet man nun mit O,
die Hauptordnung von K,, so ist O, = b[#,], weil K, {iber % vollver-
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zweigt ist. Nun sei 1}, das Primideal aus ©,. Dann kann man wie
iiblich O,/ mit b/p identifizieren, weil der Restklassengrad von K,
iiber % gleich 1 ist; alsp is trdje Kongruenz x?=c¢ mod ¥, in K,
nicht 16sbar. :

Ferner betrachten wir das Polynom ¢.(x) = x? + a{x — ¢ aus O,[x]|
und dann den Kérper K = K, (), welcher aus K, durch Adjunktion
einer Nullstelle 7 von ¢.(x) entsteht. Die Hauptordnung von K soll
mit O bezeichnet werden. Weil ¢.(y) = 0 ist, so gilt offenbar die
Kongruenz ;

P = mod %,

wo ‘® das Primideal aus O bezeichnet. Da die Kongruenz x"=¢c
mod ¥, in O, nicht lésbar ist, so gibt es kein Element aus O,, wel-
ches mod  mit » kongurent ist; d.h. die y enthaltende Restklasse
v mod ¥ ist rein-inseparabel vom Grade p {iber ©,/%,. Hieraus
schlieft man ohne Schwierigkeit, daf O/ aus O,/¥, durch Adjunk-
tion von 7 entsteht; der Restklassenkérper von K ist also rein-in-
separabel von Grade p iiber ©,/%,, und infolgedessen ist K iiber K,
unverzweigt. Ferner ist © = O,[7).

Da O, =b[n] und O = O,[7] sind, so ist die Differente von K, /%
gleich (¢{(z)) = (7) = (=) = ¥ und die Differente von K/K, gleich
(¢elmy)) = () = Y. Wegen R =, ist also nach dem Schachtelungs-
satz iiber Differenten die Differente von K /% gleich {3**% Daher ist
die Maximaldimension der Derivationenmoduln (0, b; O/%) (r =
2, e ) gleich p + 2.

Nun wollen wir die Struktur des Derivationenmoduls (9, §;
O/®r*Y bestimmen. Zundchst ist klar, daB ,(p + 1) = (O,, b;
O/ Wr+) ein zyklischer O-Modul ist, weil O, = b[=,] ist. Ein erzeu-
gendes Element D von D (p + 1) ist nach Hilfssatz 2 von der
Dimension p, weil P*** durch e¢i(z) = ¥ = ¥" teilbar ist. Wegen
£, = b{n,] ist also das annullierende Ideal von D%(n)) gleich . Da
DO (n)) = ¢i(z) DV{n) = a DV(=) =0 mod P**' ist, so kann man
ohne Einschrinkung annehmen, daB D®(z) ==, mod **' ist. Nun
setzen wir ¢/’(7) = yD®#?). Dann ist offenbar :

o}) = 277DVr) = 2nty  mod
Da ¢,(y) = =} ist, so ist die Kongruenz

o () + o)y = 2ny +

i

0 mod Pr+
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in © I6sbar. Wir konnen daher D® auf D, d; O/P) so fort-
setzen, dafl DW(y) = —2» mod R ist.

Nun ist 0, O,; f)/»‘l‘."“) ein zyklischer O-Modul, und ein er-
zeugendes Element D® dieses Moduls besitzt die Dimension 2, weil
D =9[7] und ¢iz) ==} ist. Da DDp,(r)) = 22 D) =0 mod P+
ist, so kénnen wir annehmen, dall D®(y) = z!~' mod L**' ist.

Jetzt setzen wir

D = D® und D, = 7np7tDW + 29 D™,
Dann verifizieren wir ohne Miihe, daB

Dn) ==, D) = —2 mod

und
Difn) = a='D(n) = =a!, Dyf») =0 mod Hr+!

sind. Da offenbar D® = (27)-(D, — a!~'D)) ist, so erzeugen D,, D, den
Modul D, §; O/Y*+), weil nach Hilfssatz 6 die D®, D® den Modul
D, b; OfW*) erzeugen.

Nun wollen wir zeigen, daB D,, D, O-unabhiingig sind. Zum Be-
weis nehmen wir an, daB fiir Elemente 1,, 4, aus O H=2,D, + 2,D,
= 0 ist. Dann gilt

H) = 2D@#) + 4, D) = 4D(y) = =24 =0 mod P+,

woraus 4, =0 mod $*+' folgt. Daher ist 4,0, =0 und infolgedessen
4D, = H=0, w.z.b.w. Somit haben wir bewiesen, daB DO, d;
D/ P+ ein O-Modul mit D,, D, als O-Basis ist.

Da D(n)=n=,, D(y) = —27 mod $#** sind und O = B[, 5] ist,
so ist das annullierende Ideal von D, gleich $#**; d.h. die Dimension
von D, ist gleich p + 1. Weil Dr)==]. D.(3)=0 mod P**' sind,
50 ist die Dimension von D, gleich 1. Also ist p + 2 die Dimension
von DO, b; O/+Y), und P+ ist die Differente von K[k, was aber
bereits bewiesen worden ist.

Besitzt nun fiir 7 <{p der Derivationenmodul (0, b; O/%") die
Dimension # + 2, so mul nach Hilfssatz 1 D, b; O/ O-isomorph
auf DO, 0; O/P¥+) abgebildet werden. Dies ist aber unméglich,
weil die Dimension jeder Derivation aus (D, 5; '9) {3y hochstens
gleich 7 (<l p) ist und infolgedessen stets kleiner ist als p + 1. Da-
her ist P das maximale Ideal unter den Idealen ¥ (v > 0), welche
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den Derivationenmoduln (0, 5; O/%") die Maximaldimension p + 2
angeben; d.h. P*+ ist die Quasidifferente von K /k.

Kapitel IlI. Differenten im Grofen.

In diesem Kapitel bezeichnet %2 durchweg den Quotientenkdrper
eines Noetherschen Ringes o und K eine endliche separable Erweite-
rung iiber &, deren Hauptordnung wir mit © bezeichnen wollen. Ist
nun p (= 0) ein Primideal aus o und P ein Primteiler von p aus O,
so ziehen wir den p-adischen Koérper %, von %2 und den %-adischen
Korper Kg von K in Betracht. Ferner bezeichnen wir mit oy, und
Og bzw. die Hauptordnung von %y, und Kg; das Primideal aus oy
bzw. Og wird wieder mit p bzw. P bezeichnet.

§7. Neue Difinition der Differenten im Grofien. Es sei 7 eine
nicht-negative ganze rationale Zahl. Dann ist jedes Element aus Ogp
mod ¥ mit einem Element aus O kongruent; ferner identifiziert
man wie iiblich den Restklassenring Og /9" mit dem O/Y". Wir be-
weisen zunichst folgenden

Hilfssatz 9. Es sei (Tg, op; Og/P) = 0) ein Derivationen-
modul mit Oy als Multiplikatorenbereich. Dann ist D(Csgp, cp; Op/P)
Qs;g'—isomorpk auf den Derivationenmodul DO, o; Cqf) mit Ogp als
Multiplikatorenbereich abgebildet.

Beweis. Der Einfachheit halber setzen wir Dg(r) = S(Og, 0p;
Og/¥) und D) = DO, 0; Op/P). Weill Op 2O =0 und oy =0
sind, so induziert eine Derivation Dg aus Tg(7) stets eine Derivation
D aus D). Es sei r ein durch ! teilbares Element aus Og.
Dann kann man fiir ein Primelement =, von R aus © ein fiir P
ganzes Element 7’ aus £g so bestimmen, daBl r = y’=** ist. Hieraus
folgt sofort:

Dy(y) = ="' De@’) + v’ Dp(i*Y)
= ;"' Dg(r') + (7 + Dr'=Dg(z,) = 0 mod .

Nun existiert zu einem Element a« aus Og ein Element a, aus 9O,
welches der Kongruenz

a = a, mod !

geniigt. Setzt man also @« — a, = r, 80 gilt nach dem oben Bewie-
senen ;
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Dg(a) = Dsgla,) + Dp(r) = Dgplay) = D(ay);

hieraus schlieft man ohne Schwierigkeit, daf dann und nur dann
Dy =0 ist, wenn die durch Dg induzierte Derivation D aus D)
gleich Null ist. Die Zuordnung Dy — D stellt daher einen Og-Iso-
morphismus von Dx(r) in D(») her.

Umgekehrt sei D eine Derivation aus D(r). Ist dann r, ein durch
P+ teilbares Element aus O, so kann man fiir ein Primelement =,
von P aus O die zueinander primen Ideale [, B aus O so bestim-
men, dall 7% = 2P ist. Offenbar ist dabei (R, A) = 1. Ferner
kann man ein zu P primes Ideal € aus © so bestimmen, dafl A€ ein
Hauptideal (o)) aus © ist. Wegen der Gleichung (r,a,) = 7 € = n;+*BE
ist BE auch ein Hauptideal aus O; es gibt also ein Element 8, aus
O mit r,a, = 7;*'B,. Daraus folgt sofort: «,D(r) = «,D(r,) + 7,D(a,)
= (r + 1)B,=5D(my) + n3*'D(B,) =0 mod P*; aus der Relation («,, ) =1
schlieft man D(r,) = 0. '

Ist nun « ein Element aus Og, so bestimmen wir ein Element
@, aus O mit ¢ =a, mod ¥+, und wir setzen

D;E(a) = Dla,).

Gilt aber fiir ein Element «, aus © auch die Kongruenz « = «; mod
W+ so erhdlt man D(a, — a)) =0, weil a, — a; durch P+ teilbar
ist; d.h. es ist D(a,) = D(a,). Somit ist gezeigt, daB Dy(a) durch «
eindeutig bestimmt, aber von der Wahl der Elemente a, mit « =a,
mod Y+!' unabhingig ist. Ferner kann man leicht bestitigen, daB
D3 eine Derivation aus Dw(r) ist, welche in © die urspriingliche
Derivation D induziert. Die oben definierte Zuordnung Dy — D bildet
also den Derivationenmodul Dg(r) Cyp-isomorph auf den Modul 2(7)
ab, w.z.b.w.

Nun sei D eine Derivation aus T(r) = DO, 0; Og/P) und «, ein
beliebiges Element aus ©. Dann ist nach Definition D(«,) eine Rest-
klasse aus Og/%. Weil der Restklassenring Og/¥" mit dem O/
identifiziert ist, so kann man D(a,) als eine Restklasse D"(a,) aus
/¥ auffassen. Dadurch entsteht aus D eine Derivation aus dem
Derivationenmodul T®() = DO, v; O/Y") mit © als Multiplikatoren-
bereich. Ordnet man also jeder Derivation D aus ®(r) auf obige
Weise die Derivation D® aus ®() zu, so entsteht offenbar ein Iso-
morphismus I von D) auf TO@), und D(r) ist die Multiplikatoren-
bereicherweiterung von D™(») zu Og.
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Es sei D eine Derivation aus () und D® die D zugeordnete
Derivation aus (7). Ist dann 2 ein Element aus Og, so existiert
offenbar ein Element i, aus © derart, daB 2D = 2,D ist. Ersichtlich
ist bei Anwendung des obigen Isomorphismus I 2D auf die Deriva-
tion 2, D™ abgebildet.

Weil © iiber o eine endliche Basis besitzt, so existiert eine Ogp-
Basis D,, -+ , D, von D(7), wenn D(7) von Null verschieden ist. Nun
seien die D® (7 =1, -«---- ,8) bzw. dieden D, (i =1, ------ , §) zugeordne-
ten Derivationen aus T*({7). Dann sieht man leicht ein, daB D,
------ , DI auch eine ©O-Basis von T®{») bilden. Ferner ist die Kom-
positionslinge des zyklischen ©g-Moduls {D;} (1 i< s) gleich der
Kompositionslinge des zyklischen ©-Moduls {D™}. Also ist die Di-
mension von D7) gleich der von T®(r). Wenn insbesondere T(7) ein
zyklischer Og-Modul von der Dimension ¢ ist, so ist ®™(») auch ein
zyklischer ©-Modul von der Dimension e¢. Aus Hilfssatz 9 folgt daher

Hilfssatz 10., Es sei Tg(r) = D(Og, 0p; Og/R) r=>0) ein De-
rivationenmodul mit Og als Multiplikatorenbereich und TO@) = (D, o;
O[V) ein Derivationenmodul mit O als Multiplikatorenbereich. Dann
ist fiir jedes r die Dimension von T(r) gleich der von V().

Bemerkung 1. Wenn O/} iiber o/p separabel ist, so ist es auch
Og/P liber op/p. Also ist Og, wie in §5 bemerkt, iiber o, von der
Stufe 1. Hieraus folgt nach Satz 1, daB fiir eine beliebige, nicht-
negative ganze rationale Zahl 7 der Derivationenmodul 3(Tg, oy,
Lg/P) Ogp-zyklisch. Nach dem oben Gezeigten muB dann der Deri-
vationenmodul D(O, 0; O/P") O-zyklisch sein.

Wie bereits in §3 gezeigt, existieren héchstens endliche viele

Primideale %5, ‘1%, ------ ,B, aus O, fiir welche die Maximaldimen-
sionen d, i =1, 2, ------ , §) der Derivationenmoduln (L, o; O/4)
(r=0,1, - ;i=1,2, .. , 8) von Null verschieden sind. Bezeichnet

man daher fiir ein beliebiges Primideal §(Z=0) aus O mit dy die
Maximaldimension der Derivationendomuln (L, o; O/%") (r =0, 1,
------ ), so definiert das Produkt

DKk = T P9
Ped

sicher ein Ideal aus ©. Wir definieren dann das Ideal ®(K/k) als
die Differente von K[k im Sinne von A. Weil und Y. Kawada.
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Nun betrachten wir fiir ein beliebiges Primideal 9 (3=0) aus O
den i-Beitrag $%® der Differente D(K [R) von K[k in Sinne von A.
Weil und Y. Kawada. Dabei ist dg nach Definition die Maximal-
dimension der Derivationenmoduln D(O, v; O/¥) (r=0,1, .- )
ferner ist dy nach Hilfssatz 10 auch die Maximaldimension des Deri-
vationenmoduln (g, vp; Og/¥) (r =0,1, ----.- ), wo p das durch R
teilbare Primideal aus o bezeichnet. Also ist %*® nach Definition die
Differente von Ky/ky im Sinne von A. Weil und Y. Kawada. Weil
nach Satz 5 4“8 auch die Differente von Kg/k, im Sinne von R.
Dedekind ist, so ist %% der ‘}-Beitrag der Differente von K/k im
Sinne von R. Dedekind”. Somit ist gezeigt, daB flir ein beliebiges
Primideal R (=0) aus © der -Beitrag der Differente von K/k im
Sinne von A. Weil und Y. Kawada mit dem $13-Beitrag der Differente
von K/k im Sinne von R. Dedekind iibereinstimmt.

Wir haben in §3 die Quasidifferente ®, von K/k definiert. Ist
nun P°8 der V-Beitrag von ®,, so kann man nach Hilfssatz 10 leicht
bestitigen, daB $°% auch die Quasidifferente von Ky/ky; also ist nach
Satz 8 3°% ein Teiler der Differente %“® von Ky ky. Hieraus schlieBt
man sofort, dal die Quasidifferente von K/% stes ein Teiler der Dif-
ferente von K/k ist. Zusammenfassend haben wir bewiesen :

Satz 10. Die Differente von K/k im Sinne von A. Weil und Y.
Kawada stimmt mit der Differente von K|k im Sinne von R. Dedekind
itberein. Ferner ist die Quasidifierente von K|k ein Teiler der Diffe-
rente von K/k.

Bemerkung 2. Nach dem Differentensatz von R. Dedekind ist
bekannt, daB ein Primideal ¥ (5= 0) aus O dann und nur dann in der
Differente von K/k aufgeht, wenn p durch ¥ teilbar ist oder der
Restklassenkorper O /% liber ofp inseparabel ist.

§8. Differente im Grofien einer endlichen separablen Erweite-
rung ohne Primideale mit inseparablen Restklassenkorpererweiterun-
gen. Es sei £ ein am Anfang dieses Kapitels angegebener Korper
und K eine endliche separable Erweiterung mit O als Hauptordnung.
Dann betrachten wir fiir ein von Null verschiedenes Ideal ¥ aus ©

den Derivationenmodul D(D, v; ©/). Ist nun A = 7Y die Prim-

i=1
idealpotenzzerlegung von A in O, so gilt die folgende O-Isomorphe-
relation :

1) H. Hasse, a.a.O,, S.321-322.
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DO, 0; O/A) = ;‘}@@(D, 03 O/,

Ferner nehmen wir an, daB fiir jeden Primteiler 3, (1 <{7 <{s) von A
O/%, liber o/p, separabel ist, wo p, das durch 3, teilbare Primideal
aus 0 bezeichnet. Fiir ein jedes ¢ (1 <{7i=<(s) ist der Derivationen-
modul D0, v; O ,"]3;”) nach Bemerkung 1 in §7 ein zyklischer O-
Modul, dessen erzeugendes Element mit 1), bezeichnet werden soll.
Dabei ist das annullierende Ideal von D, offenbar ein Teiler von 3.
Da £ ein Noetherscher Ring ist, so kann man ein Element £, aus ©
s0 bestimmen, daB

g =1 mod R und & =0 mod AR,
gelten. Dann ist das Element D, = (D,, D;, ------ , D,) ein erzeugendes
Element der direkten Summe i}@@(i), 0; O/¥Y. Denn ein Ele-
ment D aus dieser direkten Surrzl;rlle ist von der Form:

D = (A,D,,4,D,, -+ , 2,D) LED (=1,2 «one- OF

hieraus schliet man ohne weiteres :

D = (A‘]DJ ’ lﬂDZr """ ’ }‘st) = (XLGIDI’ 12E2D.” """ ’ Xsést)
(3 4& D, e 23AED) = (S 230Ds,
{=1 i=1 =1

weil fir 737 ¢;,D,=0 und ¢, D, = D, ist. Daher ist 2L, 0; O/A)
ein zvklischer ©-Modul. Somit haben wir bewiesen :

Hilfssatz 11. FEs sei U ein von Null verschiedenes Ideal aus der
Hauptordnung O von K. Ferner sei V' ein beliebiger Primteiler von A
aus © wund v das durch ‘R teilbare Primideal aus o. Ist dann OV
uber ofp stels separabel, so ist der Derivationenmodul T(L, v; O/A)
ein zyklischer O-Modul.

Von nun an nehmen wir an, daB fiir ein beliebiges, von Null
verschiedenes Primideal ® aus © der Restklassenkorper O/% stets
tiber dem Restklassenkérper o/p separabel ist, wo p das durch 2%
teilbare Primideal aus o bezeichnet. Dann ist nach Bemerkung 1 in
§7 jeder Derivationenmodul (O, v; O/P") (r = 0) stets L-zyklisch.
Aus Hilfssatz 10 und aus Zusitzen 1, 2 zu Satz 9 folgt ohne weiteres,
daBl der P-Beitrag der Quasidifferente von K/%2 gleich ist dem $}-
Beitrag der Differente von K/k Somit haben wir bewiesen :
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Satz 11. Es sei k der Quotientenkirper eines Noetherschen Ringes
o und K eine endliche separable Erweiterung uber k mit © als Haupt-
ordnung. Ferner sei 1 (=%=0) ein beliebiges Primideal aus O und p das
durch % teilbare Primideal aus vo. Ist dann der Restklassenkorper
D/R stets separabel iuber dem Restklassenkorper ofp, so stimmit die
Differente ® von K|k mit der Quasidifferente von K|k uberein; d.h.
D ist das groBte Ideal unter denjenigen Idealen I, die den Derivatio-
nenmoduin (O, v; O/N) die Maximaldimension angeben.

Bemerkung. Enthilt o kein Primideal, dessen Restklassenkérper
unvollkommen ist, so ist die Differente von K/% nach Satz 11 gleich
der Quasidifferente von K/k Wenn insbesondere o die Hauptordnung
eines algebraischen Zahlkérpers endlichen Grades ist, so ist fiir ein
beliebiges Primideal p (5=0) aus o der Restklassenkdrper o/p endlicher
Koérper, also ist vollkommen. Man darf daher die Quasidifferente
von K/k schlechthin als die Differente von K/% definieren.
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