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THEORIE DER DERIVATIONEN UND
KÖRPERDIFFERENTEN

MIKAO f..iORIYA

Einleitung.

Ausgehend von einer Idee von A. Weili), hat neulich Y. Kawada~)
die Differententheorie in der algebraischen Zahlentheorie auf Grund
der Derivationen entwickelt, indem er sich weitgehend auf die Be­
sonderheiten der algebraischen Zahlkörper gestützt hat. Um aber den
Kernpunkt seiner Theorie deutlich hervortreten zu lassen, scheint es
mir zweckmäßig, die Theorie der Derivationen in den Noetherschen
Ringen-denjenigen kommutativen Ringen, in denen der sogenannte
Fundamentalsatz der multiplikativen Idealtheorie gilt-aufzubauen.
Dies soll in der vorliegenden Arbeit geschehen.

Es sei 0 ein Noetherscher Ring und k der Quotientenkörper von
o. Ferner sei K eine endliche separable Erweiterung über k undD
die Hauptordnung von K. Wir bilden dann für ein vom Nullideal
verschiedenes Ideal '21 ausD den Restklassenringü:" ~l vonü nach ~l.

Ein Modulhomomorphismus D von ü in D I i>l, welcher D als Multi­
plikatorenbereich besitzt, heißt eine Derivation mod ?)(, wenn die fol·
gende Bedingung erfüllt ist:

Für beliebige Elemente (1:, {j ausD f~ilt

D(a{3) = r~D(a) + aD(ß),

wo D(a-) bz\v. D(ß) diejenige Restklasse aus -e ;~( bezeichnet, die bei
Anwendung des Homomorphismus D dem Element (I: bzw. j1 zuge­
ordnet ist.

Wir betrachten nun die Gesamtheit S(~), 0; Ü:' ~l) aller derjenigen
Derivationen mod ~, welche den Ring 0 auf das Nullelement aus ü / '!Jl
abbilden. Dann bildet :v(D, o;ü /2() einen Modul mit 0 als Multi­
plikatorenbereich, den wir einfach einen Derivationenrr.odul von 0
nennen wollen. Jeder Derivationenmodul VCl1Ü besitzt die bis auf

1) A. Weil, Differentiation in algebraic number fields, (Skizze), BulJ. Amer. \1ath.
Soc., Val. 49 (1943), S. 41.

2) Y. Kawada, On the derivations in number fields, An.,. of Math., Val. 54 (1951),
8.302 - 314.
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112 MIKAO MORIYA

Isomorphie eindeutig bestimmte Kompositionsreihe aus den D-Unter­
moduln; die Länge dieser Kompositionsreihe nennen wir die Dilnen­
sion des Derivationenmoduls. Es zeigt sich dabei, daß die Dimensionen
aller Derivationenmoduln von D beschränkt sind. Daher existiert die
Maximaldimension d der Derivationenmoduln aus D, und es gibt das
umfassendste (oder idealtheoretisch das größte) Ideal mo aus D, für
das der Derivationenmodul ~(D, 0; 0 (J),,) die Maximaldimension d
besitzt. Das Ideal ':Da heißt die Quasidijferente von ](1 k.

Ein Derivationenmodul ~(O, 0; 0/'2{) läßt sich im allgemeinen als
direkte Summe von endlich vielen zyklischen D-Moduln darstellen.
Wenn insbesondere 2{ kein Primidealteiler aus D besitzt, dessen Rest­
klassenkörper in D unvollkommen ist, so ist ::D(D, 0; D /21) ein zyk­
lischer D-Modul. Wenn also D der Ring aller ganzen algebraischen
Zahlen aus einem algebraischen Zahlkörper endlichen Grades ist, so
ist jeder Derivationenmodul von D sicher zyklisch.

Nun sei ~n = ~~:l ~~~:n die Primidealpotenzzerlegung der Quasi-
differente von K Ik. Dann bezeichnen wir mit d; (i = 1, 2, , ln)

die Dimensionen der Derivationenmoduln ~(D, 0; .0 /i.~~·i) (i = 1, 2, ". "',
m). Es zeigt sich dabei, daß stets d, 6:: el (i = 1, 2, , m) sind. Das

Ideal SD = ;; "{~;li definieren wir als die Differente von ](/ k lj• Dabei
i~1

können wir beweisen, daß die neu definierte Differente von K / k mit
der von R. Dedekind definierten übereinstimmt.

Im Falle, wo k ein algebraischer Zahlkörper endlichen Grades ist
und 0 der Integritätsbereich aller ganzen algebraischen Zahlen aus 0

ist, oder noch allgemeiner im Falle, wo der Restklassenkörper von 0

nach einem beliebigen Primideal2
) aus 0 stets vollkommen ist, so stimmt

die Quasidifferente von ](!k mit der Differente von K Ik überein.

Inhaltsverzeichnis.

Einleitung.
Kapitel I. Struktur der Derivationenmoduln mit einem Noetherschen

Ring als Multiplikatorenbereich.
§l. Derivationen und Derivationenmoduln.
§2. Derivationenmoduln der Ringe von einer speziellen

Struktur.

1) Wenn)Da das Einheitsideal aus D ist, so definieren wir :!l auch als das Einheits­
ideal.

2) Unter einem Primideal verstehen wir durchweg ein vom Null- und Einheitideal
verschiedenes Primideal.
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§3. Struktur der Derivationenmoduln der Ringe mit einer
endlichen Basis über einem Noetherschen Ring. Quasi­
differenten.

Kapitel II. Derivationenmoduln in diskret bewerteten perfekten
Körpern.

§4. Erweiterung der MultipIikatorenbereiche der Deriva­
tionenmoduln.

§5. Derivationenmoduln der Hauptordnungen von einer
endlichen Stufe.

§6. Differenten im Kleinen.
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§8. Neue Definition der Differenten im Großen.
§9. Differenten im Großen einer endlichen separablen

Erweiterung ohne Primideale mit inseparablen Rest­
klassenkörpererweiterungen.

Kapitel I. Struktur der Derivationenmoduln mit einem
Noetherschen Ring als Multiplikatorenbereich.

In diesem Kapitel bezeichnet 0 durchweg einen Integritätsbereich,
in dem der Fundamentalsatz der multiplikativen Idealtheorie gilt1

) ';

den Integritätsbereich 1.1 nennen wir im folgenden einen l'loetherschen
Ring. Nun betrachten wir über dem Quotientenkörper k von 0 eine
endliche separable Erweiterung K und bezeichnen mit 0 die Haupt­
ordnung von K-die Gesamtheit aller in bezug auf 0 ganzen Elemente
aus K-. Bekanntlich ist dabei ü auch ein Noetherscher Ring.

§ 1. Derivationen und Derivationenmoduln. Es sei .~ ein Zwi­
schenring zwischen 0 und 0, und 9JC ein Modul mit D als (Links-)
Multiplikatorenbereich. Dann heißt eine Abbildung2

) D von 3 in iUc
eine Derivation, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

i) (Modulhomomorphismus) Für a', ß aus ~ gilt:

1) Dann und nur dann gilt in D der Fundamentalsatz der multiplikativen Ideal­
theorie, wenn in I) folgende drei Axiome erfüllt sind:

1. Der Teilerkettensatz für Ideale.
n. Alle vom NuIlideal verschiedenen Primideale sind teilerlos.

In. 0 ist ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkörper.
VgI. hierzu etwa Van der Waerden, Moderne Algebra, II, 2. Auflage, Berlin (1940), §§ 102.
103.

2) Das Bild eines Elemente3 ll' aus S durch D ist stets mit D(a) bezeichnet.
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D(tr + ß) = D(a) + D(ß).

ii) Für ein Ä aus D und ein a. aus .s gilt:

(A D) (a) = A(D(a».

iii) Für a, ß aus ,S: gilt:

D(aß) = {jD(a) + aD(ß).

Aus i) und ii) folgt ohne weiteres, daß Dein Modulhomomorphismus
von ,S in 9JC mit :0 als Linksmultiplikatorenbereich.

Wir bezeichnen nun mit ~(S, 0; iUc) die Gesamtheit aller derjeni­
gen Derivationen von 'S: in il]e, die alle Elemente aus 0 auf das Null­
element aus [l1 abbilden. Sind dann Du D2 Derivationen aus SD(,s:, 0; 'JJ1)~

so definieren wir die Summe D1 + D'2 in üblicher Weise, indem wir
für ein beliebiges Element a aus ,~' (D1 + D'2)(a) = D1(a) + D'!.(a) setzen;
ersichtlich ist D1 + D'!. eine Derivation aus SV(~:, 0; 'JJc). Daher bildet
SD(.~, 0; 9..11) einen Modul Init f) als Multiplikatorenbereich, den wir
einen Derivationenmodul von ~ nennen wollen.

Nun wollen wir als ')Jl den Restklassenring D / ~1 von :0 nach
einem von Null verschiedenen Ideal ill aus D heranziehen. Dabei soll
fÜr eine Derivation D aus SD(.~~, 0; D / ~{) und für ein Element Ä aus 0
die Gleichung (ÄD) (a) = J.(D(a» foigendermaßen verstanden werden:
Ist j1((t) ein Element aus der Restklasse D(a) aus :0 / ~r, so ist A(D(a»

die AH(n:) enthaltende Restklasse aus :O! ~L Dadurch ist i.(D(a» durch
D(a) eindeutig bestimmt, aber von der Wahl der Elemente {j{a) aus
D(a) unabhängig. Nun gilt folgender

Hilfssatz 1. Es seien ~{1' ~r2 Ideale aus :0, welche vom Nullideal
verschieden sind, und ':;1(1 sei ein Teiler von ~(2. Dann existiert ein
D·Operatorisomorphis1Jll-ts <p von ~(~, D; :0 filII) in SD(.~, 0;0 !%fJ derart,
daß sich für eine beliebige Derivation DC!) aus SD(.~·, 0; 0 / ~fi) und fiir
das Bild DU.) von Dco durch <p die Reiationen

gegenseitig bedingen.
Beweis. Da nach Annahme ~.{1 ~ ~'! ist, so ist ~ = ~{:J~{i""1 ein

Ideal aus O. Bekanntlich gibt es ein Element Ao aus >S von der Art,
daß für einen beliebigen Primteiler ~ von ~12 das Element An nicht
durch )ßi-~ teilbar ist. Ist nun DCi) eine Derivation aus '1)(,3', 0; :0 / ~fl)

und lt ein beliebiges Element aus S, so greifen wir aus D(l)(a) ( EO imI)
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THEORIE DER DERIVATIONEN UND KÖRPERDIFFERENTEN 115

ein Element ß(a) heraus und definieren D(2';(a) als die ~1I{j(a) ent­
haltende Restklasse aus D /~12. Offenbar ist D(2)(a:) von der Wahl der
Elemente ß(a) aus DW(a) unabhängig, aber durch D(l)(a:) und ,(o ein­
deutig bestimlnt. Nach Definition ist dann und nur dann D(~)(a) = 0,
wenn DC';(a) = 0 ist; d.h. die Relationen D(l)(a) = 0 und D(2)(a) == ü­
bedingen sich gegenseitig.

Wie man leicht bestätigt, ist D(2) eine Derivation aus ~(.~, 0; :D I 'ilC);.
ferner ergibt die Zuordnung ((): Dm -- D('1.) einen D·lsomorphismus
von ~{~, L1;D /i'U in mcJ, o;D /~(2).

§2. Derivationenmoduln der Ringe von einer speziellen Struktur!
Ein Element lO aus C, genüge einer irreduziblen Gleichung f(x) = ()
mit dem höchsten Koeffizienten I-der normierten definierenden Glei­
chung von (1)--. Dann lät:t sich jedes Element r aus dem Ring r[ (J)]"
welcher aus 0 durch Adjunktion von (JJ entsteht, als ein Polynom
~(w) von (I) mit Koeffizienten aus 0 darstellen. Wir betrachten nun
für ein Ideal %t(=F(0» aus D den Derivationenmodul ~(lt(l)], 0; D /~{).

Ist dann D eine Derivation aus ;:D(r{wJ, 0; D /20, so gilt offenbar:

D(r) =-= q/(w)D(w),

wo ~'(X) die Ableitung von (() (x) nach x bezeichnet. Insbesondere
erhält man:

Nun sei für ein Polynom 't/I'(x) aus o[x] auch r = "/F'(lO). Dann existiert
ein Polynom q(x) aus v[x] derart, daß 'ljl'(x) - (()(x) = j(x)q(x) ist. Dar­
aus folgt sofort:

D('Jr(w» = "r'(w)D(w)

wegen j'(lIJ)D(w) :.= 0 gilt also:

D(r) = D(y.(w» = '0/' (CJl)D(w) = (()'(w)D(lJJ) = D«({)(w».

Die letzte Gleichung zeigt offenbar, daß die Derivation D durch D(w)

eindeutig bestimmt wird.
Ersichtlich bildet die Gesamtheit 'Jc(D) aller derjenigen Elemente­

aus D, die D annullieren, ein Ideal aus D. Ist also v ein Element
aus ~T((D), so gilt:

vD(w) O.
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Genügt aber umgekehrt ein Element /1. aus 0 der Gelichung

I.!D(üJ) = 0,

so muß I! zu 'J~(D) gehören. Denn, da ein Element j' aus 0[(1)] ein
Polynom qJ(lO) von (JJ mit Koeffizienten aus 0 ist, so ist

<t~D)(r) = lt(qJ'(w)D(üJ» = qJ'(OJ)(llD(w» = 0;

d. h. es ist I.!D = O. Daraus schließt man sofort, daß 'J(D) ein Teiler
des Hauptideals (f'(w» aus D ist.

Wir bezeichnen nun mit (1: den größten gemeinsamen Teiler von
D(w) und ~1). Ein Element ~ aus 0 gehört dann und nur dann zu
'JC(D), wenn es zu ~H~-J gehört; d. h. es ist 'J(D) = ~HI-l.

Nun betrachten wir die Kongruenz

{' (m)x == 0 mod ~l,

und wir bezeichnen mit ~ den größten gemeinsamen Teiler von ['«(I)
und ~1. Wir bestimmen dann ein Element Ä1) aus D derart, daß
Äo E ~T5S-l, aber für einen beliebigen Primteiler ~ von ~{ Äll E ~15S-l1~ ist.
Ersichtlich genügt ÄII der obigen Kongruenz; daher gibt es eine Deri­
vation D o aus SD(o[w], 0; D / "21) mit Do(w) == ~il::)' :1).

Nun sei D eine Derivation aus SD(o[(o], 0; D !~l). Dann genügt
-ein Element ~ aus der Restklasse D(w) mod 'il{ der Kongruenz:

['«(1))'; == 0 mod ~{;

ferner gehört Ä offenbar zum Ideal ~l~-J. Also ist die Kongruenz

mod ~l

in Cl lösbar. Bezeichnet man nun mit I! eine Lösung der obigen
Kongruenz und setzt D = I-!Dn, so definiert D eine Derivation aus
~{({wJ, 0; D !~·O mit D(m) = ltDo{ü» 3 Ä. Daher besitzt der Derivationen­
tTIodul SD(c{mJ, 0; D /~l) ~I als ein erzeugendes Element-sr(c[lJJ], 0; Ü /~{)

ist also ein zyklischer Modul mit 0 als Multiplikatorenbereich. vVeil
·(DtI«(I), \l{) = (All' ~r) = ~n~i-l ist, so ist nach dem oben Gezeigten

1) Das Ideal ~ ist als der größte gemeinsame Teiler eines beliebigen, in D(u') ent­
haltenen Elementes ""11 und des Ideals ~l definiert. Dabei ist a: durch D((<!) lind \)( eindeu­
tig bestimmt, aber von der Wahl der Elemente U'u aus D(w) unabhängig.

2) Y. Kawada, a. a. 0., Lemma 5.
3) Diese Kongruenz bedeutet, daß jedes Element aus Du(tt:) mod ~( mit ~l kongruent

ist; d.h.At) geh1jrt zur Restklasse DU(ll').

6
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THEORIE DER DERIVATIONEN UND KÖRPERDIFFEI~ENTEN 117

~{(i>J~-l)-1 = ~ das annullirende Ideal von Du und infolgedessen ist
auch das annullierende Ideal des Derivationenmodul ~(l[(I)], 0; Ü !~().

Ordnet man nun einem Element ~ aus D die Derivation ~Do aus·
SD(c{(oJ, 0; :O! ilX) zu, so entsteht dadurch ein :0-Homon10rphismus von
Cl auf ;:D(c[wJ, 0; D / ~{), weil ~(o[(I)J, 0; :0 I ~l) ein zyklischer D·Modul
mit Du als erzeugendem Element ist; der Kern dieses Homomorphismus
ist nach dem oben Bewiesenen das Ideal 5B. Daher ist ~(o[w.l, 0; D jill)
mit dem Restklassenmodul O/'i' D-isomorph. Somit haben wir be­
\viesen:

Satz 1. Es sei (r) ein Element aus D mit /(x) = 0 als der nor­
mierten definierenden Gleichung in L1. Ferner sei ~{ ein von Null ver­
schiedenes Ideal aus D. Dann ist der Derivationenmodul ~(o[(0], 0; :O! '21)
ein zyklischer Modul mit :0 als Multiplikatorenbereich. Dabei ist der
größte gemeinsame Teiler ~~ von f'{w} und 'ill das annullierende Ideal
von O(o[wJ, 0; D/~l), und ']){o[w], 0; D/~l) ist mit deIn Restklassenmodul
D /~3 D-isomorph.

Wir setzen wieder )S = (/' (w), ~() und nehmen an, daß 5B von 0
verschieden ist. Ist dann ~~ = 't~~l ...... ~:' die Primidealpotenzzer­
legung von ~i, so ist der Restklassemnodul D l'i~ auf die direkte
Summe

D I ~~:l EB D 1~:2 EB '" ... EB D /~~~8

von den D 1~~li'l (i = 1, 2, , s) O·isomorph abgebildet. Weil jeder
Restklassedmodul ·0 / 1~;i (1::;': i ~ s) genau ej + 1 D-zulässige Teilmoduln
t~i! 'l.~~i (v = 0, 1, , e;) besitzt, so schließt man ohne Schwierigkeit,
daß eine Kompositionsreihe von D /Q.\ deren Glieder alleD-zulässige

s
Untermoduln von ·O/"S sind, die Kompositionslänge I = "'> ~ei besitzt.

1'"'1
Weil :t{O[lO], 0; Ü I~{) mit 0 /~~ O·isomorph ist, so besitzt ~«([lVJ, 0; ü /~()

eine Kompositionsreihe aus lauter D-zulässigen Untermoduln mit der
Kompositionslänge I. Diese Kompositionslänge I ist nach dem Satz
von Jordan und Hölder eine Invariante von ~{({(I)I, 0; D / ~)l) und heiße
die Dimension des Derivationenmoduls CD( ([wJ, 0; 0 I ~l).

Nun sei 5S == ·D. Dann besteht (\ /~i nur aus dem Nullelement.
Daher ist die Kompositionslänge von <.};(lrWJ, o;D i ~l) gleich 0; d.h.
der Derivationenmodul ~(cr.(I)J, 0; D /~l) besitzt dabei die Dimension
Null.

Durchläuft nun ~l alle von Null verschiedenen Ideale ausD, so
besitzt die Menge der Ideale (/;(0»), 'ill) das Ideal (/'(O))} als das l\1ini-

7
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malideal. Wenn also (f'«(/)) ein Teiler von ~l ist, so ist (f'(o», ~r)

= (f'(lo» und infolgedessen gilt nach Satz 1 :

1)(o[O)J. 0; D /~{) ~ D / (f'«(/));

daher ist die Dimension von D(o[w], 0; D / %f) gleich der Kompositions~

länge vonD j (f'(w». Ist aber f'(w) kein Teiler von ~(, so ist 5!~

= (f'(O), ~f) ein echter Teiler von (f'«(j)). Hieraus schlie~t man ohne
'Schwierigkeit, daß die Kompositionslänge von D /~ kleiner ist als die
von D / (f'(u»); d. h. die Dimension von 1)(o[u>], 0; D /~O ist kleiner als
,die von SD(o[w],o;O/(f'(w»). Mithin gilt folgender

Hilfssatz 2. Durchläuft ~{ alle vom Nullideal verschiedenen Ideale
aus 0, so sind die Dilnensionen der Derivationenmoduln ~(c[(J)], 0; .c 1SJ1)
beschränkt. Ferner ist (/'(lO» das größte Ideal unter denjenigen Idealen
~(, die den Moduln ~«()[(J)], 0; D I~) die Maximaldimension angeben.
Es gilt außerdem die D.]somorphierelation:

~(o[l/)J, 0; D/m) ~ D/(f'(lJ)),

wenn ~r durch (/'(lJ)) teilbar ist.

§ 3. Struktur der Derivationenmoduln der Ringe mit einer end.
lichen Basis über einem Noetherschen Ring. Quasidifferenten. Es sei
,~ ein Zwischenring zwischen 0 und D, welcher eine endliche o-Basis
.(/)1, lJ)2' ••• "', (On besitzV'. Wir betrachten dann für ein von Null ver­
schiedenes Ideal ~l aus D die Derivationenmoduln

(i :..= 1, 2, ...... , n)

mit 0 als Multiplikatorenbereich, und wir bilden die direkte Summe
n

D*(%l) = :::s (±) D(t)(~l) = D~t)(~l) (±) (±) D('ll(~l).
;=1

Ein Element D aus ~*(~l) bezeichnen wir mit

(i = 1, 2, ...... , n),

und die Summe von zwei Elementen aus SD*(~() ist wie üblich defi­
niert als komponenteweise summiert. Ferner ist für ein beliebiges
Element A aus D J..D* = (J.D(l), .•..•. , J.D~n)) gesetzt. Dadurch wird

1) Jedes Element aus S läßt sich als eine Linearform von Wl, CA.'2, , u.'n mit Ko-
·effizienten aus I) darstellen, aber die lineare Unabhängigkeit von Ü'l, l~\ , "'n über I)

ist nicht erfordert.

8
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:B* ('~l), wie leicht bestätigt, ein Modul mit :0 als Multiplikatorenbereich.
Ist nun D eine Derivation aus dem Derivationenmodul '3)(~O =

3:{S, D;O! ~l) mit 0 als Multiplikatorenbereich, s6 induziert D in
jedem ~(i)(~l) (1~ i;:;; n) stets eine Derivation, weil r[0);] ein Teilring
von .S ist. Nämlich man erhält aus D eindeutig eine Derivation DU)

aus ~'t;(~t), indem man

setzt, wo a i alle Elemente aus D[(I),) durchläuft. Dabei heißt D~i; die
i· te Komponente von D.

Es seinen D), D'!. Derivationen aus SD(~{). Dann bezeichnen wir
mit Dfo bzw. Dil) (1:~ i ~ n) die i-te Komponente von D1 bzw. Dz •

Ist dann D1 = D:2' so gilt für ein beliebiges Element a'; aus 0[(1);]
(l~i~n) :

Dfi)(a[) = D 1(aJ = D:(a1) = D:?(l)(a;).

Ist aber umgekehrt für jedes i (1 s. i;:;;; n) D?) = D2(t) , so ist D 1 = D2 •

Denn ein Element a aus ~ ist von der Form:

wo a i E cf(1),] (i = 1, 2, , n) sind; daraus folgt nach Definition
n n

D,(a) = b D?)(a;) = ~ D}I)(aJ = DAa),
i=l i=l

w.z.b.w.

Ordnet man also einer Derivation D aus ~(~l) das durch ihre Kom­
ponenten D(I), ...... , D"I) bestimmte Element D* = (D~l), ...... , D(n)

aus '3)'*(~1) zu, so entsteht nach dem oben Gezeigten ein O-Moduliso·
morphismus von ~(~) in SB*(~l).

Wie bereits in §2 bewiesen worden ist. besitzt die lV1enge der
Dimensionen aller s.B(i)(~l) die größte Zahl d, (Maximaldimension), wenn
~l alle von Null verschiedenen Ideale aus 0 durchläuft. Offenl:ar i:::t
die Länge einer Kompositionsreihe von ~* (~l), welche aus lauter C:·
zulässigen Untermoduln von ~*(~l) besteht, gleich der Summe der
Dimensionen von den ~-:i)C~f) (i = 1, 2, '" "', 11); also ist die Länge
nicht größer als d1 + d'l + ...... + d,l • Weil ~(~l) mit einem Unter­
modul von m*(~{) D-modulisomorph ist, so besitzt ~(~l) eine Komposi­
tionsreihe, welche aus lauter :C-zulässigen Untermoduln von ::r(~O be­
steht. Die Länge dieser Kompositionsreihe von ::V(~l) ist eine In·
variante von ~(~() und heiße die Dimension von 'J)(~l). Offenbar ist
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für jedes von Null verschiedene Ideal ~( aus 0 die Dimension von
:s (~() nicht größer als d1 + + d".

Durchläuft also ~ alle von Null verschiedenen Ideale aus :.0, so
besitzt die M.enge der Dimensionen aller~(2{) die grejßte Zahl d;
ferner gibt es ein maximales Ideal ~1 aus 0 von der Art, daß die
Dimension von :D(~B) gleich cl ist.

Es liegen nun endlich viele Derivationen D1 , D2 , •••••• , Ds aus
:D(~O vor, welche alle von Null verschieden sind. Dann heißen D p

D~, , Ds O.unabhängig, wenn aus einer Gleichung

J.; EÜ (i = 1, 2, ...... , s)

stets die Gleichungen J.1D1 = J.'1.D? = ... '" = J.sDs = 0 folgen. Ein Sys­
tem von den D·unabhängigen Derivationen D\, ...... , D.~ heiße eine
:.O-Basis von :3)(~l), wenn jede Derivation D aus ~(~() von der Form

,{. E 0 (i = 1, ...... , s)

ist.
hn weiteren wollen wir zeigen, da!3 ein Derivationenmodul ~(~l)

= ~('0, 0; D /~{) stets eine O·Basis besitzt, wenn er kein Nullmodu.l ist.
Zum Beweis sei zunächst ~l = i-~:J ...... i-<'; die Primidealpotenzzerlegung
von ~( in D. Dann ist SD(~l) mit der direkten Summe von den st'('1.~~I)

:.:= :S(;J', 0; C,/ i-~~I) (i = 1, 2, ...... , v) C-isomorph:

~(~O ~ ~ E8 ~(i-~~i).
1=1

Es genügt also zu zeigen, daß für jedes i :rTi~~l) eine O-Basis besitzt.
Nun sei i-~ ein Frimideal aus 0 und st'(i-l,') = st'CZ\, 0;0/ i-ZI") ein

Derivationenmodul, wo r eine beliebig festgelegte, nicht-negative ganze
rationale Zahl ist. Dann bilden wir für ein beliebiges (I) i aus der end·
lichen o-Basis (1)1' (/)2' •••••• , (1)/1 von ,~ den Derivationnenmodul ~.(t;('J;/)

= ~[l[ (})iJ, 0; ü,/ i-"") und dann die direkte Summe

~*(t·."") = '3: 1l)(i-l,r) EB ...... EB ~(n)('-l-~,i').

':Vie bereits bewiesen ,,,",orden ist, induziert eine Derivation D aus
:r-f-l.'i") in jedem ~(i)('l-~i') (1;;; i ~~ r) eine Derivation D(O, die wir die
i- te Komponente von D nennen wollen. Nun beweisen wir folgenden

Hilfssa~z 3. Jeder f)·zulässige Untermodul ~ von SD(i--~r) besitzt
stets eine :f]·Basis, wenn er von Null verschieden ist.

Beweis. Zunächst bemerken wir, daß die Gesamtheit ~(i) der i-ten
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Komponenten (1 =-~ i -:;: n) aller Derivationen aus :t einen Cl-zulässigen
Untermodul von SDet)Cl-:.r) bildet. Wir wollen im folgenden 1m die
i-te Projektion von :r. nennen. Berücksichtigt man nun, daß 0 ein
Noetherscher Ring ist, und daß nach Satz 1 ;:DC1.) (iY) ein zyklischer
O·Modul ist, so beweist Inan ohne Schwierigkeit, daß 1(1) als ein
O-Untermodul von SD(I)('l-"") auch D-zyklisch ist.

Nun nehmen wir an, daß unter den sämtlichen Projektionen
~(1), ~(2), ", .. " ~(?l) von :r nur eine einzige Projektion, etwa ~el), von
Null verschieden ist. Da 1(1) ein zyklischer O·Modul ist, so gibt es
eine Derivation ~I aus :t, deren erste Komponente D(fL> ein erzeu­
gendes Element aus :rO) ist. Nun sei D eine Derivation aus '1'. Dann
ist die erste Komponente D(I) von D von der Form ~DI~l) mit ~ au.s
D. Betrachtet man hierbei die Derivation D - ~Du aus 1, so ist nach
Voraussetzung für jedes i;;;; 2 die i-te Komponente von D - ~ D.I gleich
Null; die erste Komponente .von D - ~ ~I ist aber auch Null, ,,,eil
(D - ~ ~,)(I) = DeI) - ~ D.;0 = 0 ist. Es n1uß also D = ~ Do sein. Hier­
aus schließt man sofort, daß 1 'ein zyklischer D-Modul mit DlI als er­
zeugendem Element ist.

Nun sei vorausgesatzt, daß alle von Null verschiedenen Cl-zuläs­
sigen Untermoduln von ~('P''), welche höchstens m nicht verschwin­
dende Frojektionen haben, stets eine aus hcchstens lJl Derivationen
bestehende, O-basis besitzt. Ferner habe ein D-zulässiger Untermodlll
~ von ~('i-,r) genau m +- 1 von Null verschiedene Projektionen. Dann
kann man ohne Einschränkung annehmen, dag die ersten m + 1 Pro­
jektionen ~(I), •••• ,., ~(m + 1) von :t von Null verschieden sind. Ferner
sei li (1 ::; i ,~ 111 + 1) die Dimension von :!(i), und I die gröfte Dimen­
sion unter den 11 , 12 , ,0, •••• , Im +:.. Dann kann man der Kürze wegen
11 = 1 annehmen. Offenbar gibt es eine Derivation D1 aus 1, deren
erste Komponente DIl) ein erzeugendes Element von 1(1) ist. Daher
kann man für eine Derivation D aus ::t stets ein Element ~1 aus Ü so
bestimmen, daß die erste Komponente der Derivation D' = D - ~lDI

gleich Null ist. Ersichtlich bildet die Gesamtheit aller oben bestimm­
ten Derivationen D' einen D-zulässigen Untermodul ~! von::!. vVeil
~' höchstens 171 nicht verschwindende Frojektionen besitzt, so ist ~'

entweder der Nllllmodul oder nach Voraussetzung dn Modul mit
einer D-Basis, welche aus hcchstens nz Derivationen aus '1' besteht.

Im Falle, wo 1:.' der Nullmodul ist, so ist jede Derivation f) allS

~ von der Form D = ~IDI (~1 E 0); d. h. 1: besitzt eine D-Basis DI •

Wenn aber 1;' von Null verschieden ist, so bezeichnen wir mit D~,
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...... , Ds (s =~ 11Z + 1) eine D-Basis von ~'. Da man für eine Derivation
D aus :r stets ein Element ~l aus D mit D - ~lDl E;t' bestimmen
kann, so ist jede Derivation aus ~ von der Form ~lDl + + ~sDp

wo die ~i (i = 1, ........ s) Elemente aus 0 sind.
Es gelte nun für die Elemente J. L (i = 1, 2, , s) aus D:

H = AJD1 -+- i.2 Ds + ...... J.sDs = O.

Dann ist die erste Komponente A1D{l) von ).lDl gleich Null, weil die
erste Komponente von i.2 Dz + ...... + J.sDs aus ~' gleich Null ist. Das
annullierende Ideal von, ~(t) ist ein Teiler des annullierenden Ideals
9'(~(J)(~))) von SD(l)(~)"), also ist nach Satz 1 eine Potenz von ~t Weil
die Dimension von ~(l) gleich I ist, so schließt man leicht aus Satz 1,
daß '·W das annullierende Ideal von ~(1) ist. Berücksichtigt man nun,
daß DP) ein erzeugendes Element von :t(1) ist, so erhält man die
Kongruenz Al == 0 mod ~l. Wegen Max (11' ... "', lm+l) = I sind die
annullierenden Ideale von den :tm , ...... , :l(1n+1) sämtlich Teiler von
~~l; d. h. die samtlichen Komponenten von AI DJ. sind gleich Null, also
ist J. 1 D1 = O. Daher erhält man:

H = A2D~ + ...... + ;'sD~ = O.

Da aber D~, ...... , Ds eine D-Basis von ~' ist, so muß J. 2Dz = ......

= J.sDs = 0 sein; d h. Dl' Dz' ...... , Ds bilden eine .O-Basis von ~, und
die Anzahl der Basiselemente ist nicht gröEer als m + 1, w.z.b. w.

Aus Hilfssatz 3 und aus dem oben Bemerkten folgt sofort
Satz 2. Es sei ,S ein Zwischenring zwischen v und D mit einer

endlichen v-Basis und ~l ein von Null verschiedenes Ideal aus D. Dann
besitzt der Derivationenmodul SD(~, 0; 0/21) stets eineD-Basis, l.oenn
er von 1\lull verschieden ist.

Es sei D1 , ...... , D g eine O-Basis von SDt~, 0; D:, ~1). Dann ist
:3)(.2(, 0;0 !~r) gleich der direkten Summe von den zyklischenü~Moduln

{Di } (i = 1, ... "', s). Da jedes {Di } (1:;:' i::; s) eine Kompositionsreihe
aus den D-zulässigen Untermoduln besitzt, so wollen wir mit u~ die
Kompositionslänge von {Di } bezeichnen. Dann ist die Dimension von
SDC~, (); O! ~:{) gleich U 1 + ...... + U,.

Es sei Wo ein maximales Ideal aus D von der Art, daß :D(S', 0; D /'2(1 1)

die Maximaldimension d besitzt. Ferner sei ~u = ~~I •••••• ~~:" die Prim­
idealpotenzzerlegung von Wu in D. Dann ist
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Bezeichnet man nun mit d; die Dimension von :DCS:, o;D/~~;i) (1_~i~s),

so ist offenbar d = d1 + + d;:. Ferner ist für eine natürliche
Zahl e; > ej. die Dimension d/ von ~(~t 0; D / ~;1;) gleich d;. Denn
sonst wäre nach Hilfssatz 1 d; < d/ und infolgedessen würde die
Dimension d + d: - d; von ·~C~\, o;D I ~lo~·lY:>ri) größer als d sein, was
aber mit der l\1aximaleigenschaft über d im "Viderspruch steht. Nun
sei e; eine nicht-negative ganze rationale Zahl mit e~ < el • Dann ist
die Dimension von SDC~, o;D ,I 'l.~~;) kleiner als d;. Denn sonst wäre
die Dimension von ::D(~,:O; D !9ro~~~~-'i) gleich d; weil aber ~lli~~~;-';f

ein echter Teiler von ~tl ist, so ergibt sich ein Widerspruch. Aus
deIn eben Bewiesenen folgt sofort, daß ein Ideal ~( von der Form
~'( = 'i3~1 ...... ~~;s dann und nur dann durch ~rll teilbar ist, wenn der
Derivationenmodul SD(.~, 0; D 191) die Dimension d besitzt.

Für ein von den ~~i (i = 1, , s) verschiedenes PriInideal ~~ aus
D sind die Dimensionen der Derivationenmoduln ~(S, 0; D / 't~r) (r = 1,
...... ) alle gleich 1, weil sonst für eine passend gewählte natürliche
Zahl e die Dimension von ~(~, 0;0 / ~lo ~~I) gröEer als d sein würde.
Nun sei ~ll ein Inaximales Ideal aus ü von der Art, daß ~f~:, 0; D /"JT 1)

die Dimension d besitzt. Nach dem eben Gezeigten besitzt dann ~t 1.

außer den 'l\, , ~~s keinen Primidealteiler aus .0. vVie oben be-
merkt, ist also ~ll} ~ ~ll' Wegen der Maximaleigenscbaft über ~ll muß
daher 'illn = ill1. sein. lIieraus schließt man ohne Schwierigkeit, daß
ein Ideal ~l ausD dann und nur dann durch ~lo teilbar ist, wenn
DC0, 0; D !~T) die Dimension d besitzt. Es sei '{.~ ein beliebiges Prim­
ideal aus D und 1'" der '-l.-~-Beitrag von ~rll' Offenbar gibt dann der
Derivationenmodul ~C0, LI; D I 'l-"') unter den :D(S, l); D / ~V) (r = 0, 1,
...... ) die Maximaldilnension an.

Es ist wohlbekannt, daß die HauptordnungD eine endliche n­
Basis besitztl). Wenn man also an Stelle von :J die HauptordnungD
selbst heranzieht. so erhält man folgenden

Satz 3. Durchläuft ~( alle von J\Tull verschiedenen Ideale aus D,
so gibt es unter den Dhnensionen von ~(ü, 0, c I ~r) die Maximal­
dimension d. Ferner gibt es das größ te Ideal ~., aus D von der Art,
daB jedes Ideal cr(-;- 0) aus D dann und nur dann durc!l1)o teilbar ist,
wenn die Dimension 1)on ~(ü, 0; 0 I Cf) gleich d ist. Für ein belie­
biges Primideal 't~ au.s 'Ü sei '4Y der i.~-Beitrag 'VOll ~(I' und d'$ sei die
Dimension von SD(O, 0; D / i-\'l). Dann ist dl,ß unter den Dimensionen

1) Vgl. etwa Van der Waerden, a.a.O.. §§101 und 99.
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von den Derivation.enmoduln SD(O, l.1; 0 r~y) (r = 0, 1, ) 1naximal.
Das in Satz 3 definierte Ideal SDo wollen wir die Quasidif{erente

von K / k nennen.

KapItel H. Derivationenmoduln in diskret bewerteten
perfekten Körpern und Differenten im Kleinen.

In diesem Kapitel bedienen wir uns fortdauernd alle Bezeich­
nungen aus deIn vorigen Kapitel.

Es sei ~J ein Primideal aus 0 und ~ ein Primteiler von ~1 aus D.
Dann kann man in k wie üblich eine zu ~1 gehörige Bewertung r.p

einführen, weil 0 ein Noetherscher Ring ist. Bekanntlich ist dabei
cp nicht-archimedisch und diskret. Ferner kann man eine zu ~~ ge­
hörige Bewertung r[J von ]( so bestimmen, daß f/J eine Fortsetzung
von <p ist. Die bezüglich <p bzw. (/) perfekte Hülle von k bzw. K be­
zeichnen wir mit Ji bzw. K. Ferner wollen wir Ji stets als einen
Teilkörper von Kauffassen.

Nun sei öder Bewertungsring von k in bezug auf cp. Dann bildet
die Gesamtheit aller Nicht-Einheiten aus ö ein einziges Primideal aus
ö, welches seinerseits das Erweiterungsideal von ~J in- Ö ist; ferner
ist der Durchschnitt von ~JÖ und 0 das Primideal ~1. Daher kann man
das Primideal aus Ö ohne Mißverständnis auch mit i' bezeichnen.
Ebenso kann man das Primideal aus dem Bewertungsring D von K in
bezug auf f/J auch mit ~ bezeichnen. Weil <p und infolgedessen f/J auch
diskret sind, so sind ö und D offenbar Noethersche Ringe. Wir wollen
im folgenden ö bzw. D einfach die Hauptordnung von k bzw. R nen­
nen. Da ö und D Noethersche Ringe sind, so läßt sich die im Kapitel
I entwickelte Theorie auf ö und 5 anwenden.

§ 4. Ei'weiterung der MultiplH~atorenbereiche d~r Derivationen~

moduln. Es sei i? eine endliche separable Erweiterung über Kund
;p die Fortsetzung der Bewertung f1J auf K. Dann bezeichnen wir mit
5 die Gesamtheit aller in bezug auf (/) ganzen Elelnente-- die Haupt­
ordnung von K-, und mit ~ das Primideal aus 5. Ist dann e der
Exponent von 'l.~ in bezug auf ~ (d. h. e ist die Verzweigungsordnung
von 1? über K). so sind zwei Elemente a, /1 aus D dann und nur
dann mod ~"1' kongruent. wenn sie bereits in D mod ~)r kongruent
sind. Wie bekannt, kann nlan den Restklassenring D/1)" als Teilring
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von DjS,fP' auffassen, indem man die ein Element a aus 5 enthaltende
Restklasse aus 5 j't~r mit der a enthaltenden Restklasse aus 5/~e1'

identifiziert.
Bekanntlich besitzt Deine Minimalbasis lOl' W 2 , •••••• 'W:1 über ö;

also ist D ein Ring mit einer endlichen ö-Basis. Weil offenbar 5
auch ein Noetherscher Ring ist, so ist die in §3 entwickelte Theorie
auf die Derivationenmoduln

~ (er) = 1)(5, ö; DI ~pr) (r = 0, 1, )

Init t·) als Multiplikatorenbereich anwendbar. Dabei ist der Deriva­
tionenmodul SD(r) = SD(D, ö; 5 i '·lY) mit 5 als Multiplikatorenbereich
sicher ein (aber kein f\zuEissiger) Untermodul von ~(er), wenn man
wie oben D/'f'" als einen Teilring von D;~rr auffaßt. Im folgenden
nennen wir f.(er) die Multiplikatorenbereicheru'eiterullg von ~(r) zu D.

Es sei fj eine Derivation aus fu(er) , und S21' Q,!.J •••••• ,Q", sei eine
Minimalbasis von 5 über D. Dann kann man für jedes i (1 ,~ i~ n)

mod ~er

setzen, wo die 7lj (j = 1, 2, ... "', 11Z) Elemente aus D sind. Da ein
beliebiges Element lt aus D als ein Polynom cP (0)1' ...... , (oJ = cp((J) in
wi' 0)2, ...... , (011 mit Koeffizienten aus ö darstellbar ist, so ist

n-( .) -- ~\ 0(/'«(1) n-'( ) = ~ n~, ocp(lIJ)a -.LJ -_.-- (/)/ -.LJ oJ':j.LJ 7ij---
. i=l fJ (1); j=l 1=1 a lIJ i

Ist insbesondere fj (tt) = 0, so erhält man

mod ~~r (j = 1, 2, ... "', 1n),

weil Ql' Q2' ...... , Qm eine Minimalbasis von 5 über 5 ist.
Es sei 7 ein Element aus 5 und r = "/"«(0) ein PolynOln in (/)\' öl:!,

...... , M:z mit Koeffizienten aus ö. Dann definieren vvir die Restklasse
Dir) mod ~~r auf folgende Weise:

mod ~~1' (1 ~~ j .,<:?: m).

Ist dabei r =~l'l(lIJ) auch ein Polynom von (Ol' (02 , ...... , (1)/1 mit Ko­
effizienten aus Ö, so gilt wegen D('!"((J) -,,-/1'1((1)) = D(O) = ° folgende
Kongruenz:
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mod ~,.

d. h. DAr) ist durch r eindeutig bestimmt, aber von den Darstellungen
von r als Polynomen in (/)1' Q)2' ••••••• Q),/ unabhängig.

Nun seien r u rz Elemente aus D und ~J.(Q), ~~((t) bzw. Polynom-
darstellungen von rJ.' r 2. Dann ist nach Definition:

D ( ) = ~~ r.. o((.\(w) + ~2((J))
j r 1 + rz -.L..J lJ ~

·t~l U W l

Ebenso ergibt sich:

mod ~-lY·.

Also sind Dl' ... '.', Dill Derivationen aus SD(r) , und ~ ist gleich
JJi DJ + + Q:nD",; d. h. ~ gehört zum von ~(r) erzeugten D-Modul.
Mithin ist bewisen, daß ~(er) mit dem von SD(r) erzeugten D-Modul
übereinstimmt.

Ist nun B J , ••••• ', B.~ eine D-Basis von SD(r) , so kann man be­
'weisen, daß Bi' ... '.', B g auch D-Basis von ~(er) ist. Dazu braucht
man nur zu zeigen, daß BI,······, Bs D-unabhängig sind, weil ~(er)

der von den Bi' ...... , B g erzeugte D-Modul ist. Nun nehmen wir
an, daß für die Elelnente r l' •••••• , rsaus 5 die Gleichung r l BI +
'.' ... + rsB~ = 0 besteht. Dann gilt für ein beliebiges Elelnent a aus
D:

Da aber die B,(a) (i = 1, 2, , s) alle zu fj 1'1.';' gehören, so gibt es
die Elemente l1;(a) (i = 1, 2, , s) aus D derart, daß die Kongruenzen

mod ~")' (i = 1, 2, , s)

gelten. Weil sich jedes r l (1:::; i ~ S) als eine Linearform in QI.' .. , "',

!2J1l mit Koeffizienten aus D darstellen läßt, so kann man
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Tll

r l = ~ rUn)
j-1

setzen; daraus erhält man die Kongru~nz:

m. $

~..Qj >; riJ{1,(a) ~ 0
)=1 i=1

Berücksichtigt man dabei, daß gJ' ... "', Q,,, eine Minimalbasis von 5
über D ist, so erhält man die .Kongruenzen

s

~ ruß,(a) == 0
tal

mod ~~i' (j = 1, 2, , m) ;

d. h. es gilt für jedes j (l ..Sj ;:;. m) die Gleichung

11

:::8 r;)B,(a) = O.
t-J

Weil aber lt alle Elen1ente aus D durchlaufen kann, so folgt aus der
obigen Gleichung

;~

~rljB, = 0
i=1

(1 s;.j c~ m);

daraus schließt man 'wegen der D-Unabhängigkeit von B lf •••••• , Bs :

(i = 1, 2, ... "', s; j = 1, 2, ... "', m) ;

cl. h. es gilt für jedes i (1 :S i~ s) :

111 m
riB, = (~rlj..Q..)B; = :::s QArijB;) = 0, w.z.b.w.

)= I )=1

Bezeichnet man nun mit den ~~!~i (i = 1, 2, , s) bzw. die annul-
lierenden Ideale von den Bi aus Ö, so bestätigt man ohne Schwierig-
keit, daß die annullierenden Ideale von den B; (i = 1, 2, , s) aus
5 bzw. 1~"ll1 (i '-= 1, 2, , s) sind. Hieraus folgt sofort, daß die
Dimension von 1)(er) gleich e (u L + U2 + ...... + uJ ist,

Zusammenfassend haben wir bewiesen:
Satz 4. Es sei j? eine endliche separable Erweiterung {(ber R

und 5 die Hauptordnung -von K. Ferner sei e die Verzweigungs­
ordnung VOJl i? iiber K. Ist dann SD(r) = ~(:Ö, ö; Ö !'.l-~I') ein Deri­
vationenJnodul mit einer Ö-Basis Dl' ...... , D p so stiJn-lnt die i\!lulti­
plikatorenvereicherweiterung <Jj(er) l'on ~(r) zu fj mit deln von ~(rj

erzeugten 5-11!lodul ({berein. Ferner bilden DJ , ...... , Ds auch eine 5-
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Basis von ~(er), und die Dimension 'von ~(er) ist gleich eu, U)O u die
Dimension von ;!>(r) bezeichnet.

§ 5. Derivationenmoduln der Hauptordnungen von einer end.

lichen Stufe. Es sei .S: ein Zwischenring zwischen ö und D. Wir
betrachten dann die Derivationenmoduln ~(~, ö; 5 / ~In und ::D(5, ö;
5 li5T

) mit 5 als Multiplikatorenbereich, wo ~~ das Primideal aus 5
und r eine nicht-negative ganze rationale Zahl bezeichnet. Eine Deri­
vation D aus SD(5, ö; 5/i-,r) heißt eine Fortsetzung einer Derivation
D' aus :V(~, 0; 5/'-lY"), wenn D in ~ die Derivation D' induziert.
Da jede Derivation aus SD(5, ö; 5/'i-:"1') stets in 3 eine Derivation
aus ~(0, ö; 5/~~') induziert, so ist eine Derivation aus SD(5, ö; D!~r)

sicher eine Fortsetzung irgendeiner Derivation aus SD(.~, ö; 5 !~~)').

Wenn insbesondere jede Derivation aus ::Des, Ö; Ö / ~~,r) stets (minde­
stens) eine Fortsetzung auf 1)(5, ö; 5/i-") besitzt, so heiße ~(5, 0;
5 / ~Y) eine Fortsetzung von SD(~, 0; 5 I ~:'l·).

Es liege eine Körperfolge k c 1<'llc 1(1e e 1{.~ vor, welche aus
den über k endlichen separabien Erweiterungen K (i = 1, 2, , s)
besteht. Ferner seien D l (i = 0, 1, , s) bzw. die Hauptordnungen
von den 1(. (i = 0, 1, , s). Entsteht dann jedes D 1. (1 c-:;: i~ s) aus
D i - 1 durch Ringadjunktion eines Elementes Oj-D1 =OI_JOJ--, so
heiße die Folge Dlle 0 1 e ...... e (\ von der Stufe sund Ds über D II

von einer endlichen Stufe.

Hilfssatz 4. Es sei R eine endliche sepa1'able galoissche Erweite­
rung über k. Dann ist die Hauptordnullg D von i? stets über ö von
einer endlichen Stufe.

Beweis. Für das Primideal 't~ aus 5 betrachten wir über k den
Trägheitskörper 1<'1 und den Verzweigungskörper 1(l in bezug auf ~~.

Weil es in 5 nur ein einziges Primideal i-~ existiert, so können wir
ohne Mißverständnis schlechthin von dem Trägheits- und Verzwei­
gungskörper von RIk sprechen!). Bekanntlich ist dabei der Rest­
klassenkörper St1 von I1t über dem Restklassenkörper f von ii separabel,
und es gilt: (K1 : k) = (~J : f). Daher existiert ein primitives Element
G: 1 von ~I über f. Wir greifen nun aus (it ein Element 01 aus I~

heraus. Dann kann man ohne Schwierig~{eit beweisen, daß D 1 = O[OIJ
die Hauptordnung von K 1 ist.

Der Verzweigungskörper 1{2 besitzt bekanntlich über 1(1 die Ver-

1) Vgl. etwa E. Artin, AJgebraic numbers and aJgebraic functions. 1. Lectures at
Princeton University (1950/51), Chapter IV_, Ramification theory.
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zweigungsordnung (]('2: KJ; d. h. K~ ist über K 1 vollverzweigt. Dar­
aus schließt man leicht, daß für ein Primelement O2 (aus K~) des
Primdivisors aus ](2 ()~ = 0 1[°2] die Hauptordnung von ]{'1. bildet.

Ist nun i? =1= /(2' so ist Keine galoissche Erweiterung über K 2

mit einer p·Gruppe als Galoisgruppe, wo P die Charakteristik des
Restklassenkörpers von fi bezeichnet!). Es existiert also eine Kfrper-
folge ](2 C K.1c c]( = K mit (K,: K i - J) = P (i = 3, "', s). Da K;
über ](1-1 (i ~ 3) vom Primzahlgrad P ist, so muß entweder die Ver­
zweigungsordnung oder der Restklassengrad von ]([ über /(1-1 gleich
p sein. Im Falle, wo die Verzweigungsordnung von K. über /(_1
gleich p ist, so existiert wie bei /{2! K L ein Element 0; aus der Haupt­
ordnung Ot von ]( derart, daß Ci = 0;-1[0IJ ist, wo 0 1- 1 die Haupt­
ordnung von /(1_1 bezeichnet. Wenn aber der Restklassengrad von
K; über ](-1 gleich p ist, so ist der Restklassenkörper .~~I; von /( eine
rein-inseparable Erweiterung vom Grade p über dem Restklassen­
körper 51'; -1 von /(_L • Ist also °i ein Element aus K 1 , welches zu
einer primitiven Restklasse von 5t1 über 5t:- 1 gehört, so entsteht die
Hauptordnung Oi von l( aus 0;-1 durch Ringadjunktion von 0; :D i

= D;-1[0,J. Somit ist bewiesen, daß D über ö von einer endlichen
Stufe ist.

Bemerkung. Im Falle, wo der Restklassenkörper einer endlichen
separablen (nicht notwendig galoisschen) Erweiterung j{ über dem
Restklassenkörper von ii separabel ist, so ist K über deIn Trägheits­
kcrper ]~ von R / fi vollverzweigt. Daher gilt, wie beim Beweis von
Hilfssatz 4 gezeigt, für ein Primelement ° des Primideales aus D stets
o = ()I [0), wo 0 1 die Hauptordnung von K 1 bezeichnet. 1Jlan kann
sogar ein Element a aus D so wählen, daß D = ö[a] ist2

'.

Hilfssatz 5. (i? ~ )/«(l) c 1«(2)(~ K) sei eine ](örper!olge zwischen
Kund fi. Die Hauptordnungen von ]«(1) und K~'2) seien bzw. mit C(L)

und D(2) bezeichnet. Ferner seien ;!)O)(J/) = ~(O(J), ö; D I 'i~'J) und ~(2)(j..')

= SD(()C2), ö; D; ~,\I) die Derivationenlnoduln 111it D als 111ultiplikatoren­
bereich, wo ~~ das Primideal aus D bezeichnet. 1st dann :0(2) i{ber ü(1)

von einer endlichen Stufe, so gibt es eine 'natürliche Zahl N von der
Art, daß für jedes J/? N 1)(~!)(J/) stets eine Fortsetzung von ~(l)(J/) ist.

Beweis. Da D(2) überO (1
) von einer endlichen Stufe ist, so exis­

tiert eine Folge D(l) = Co C .01 C ...... C .Os = 0(2) von der Art, daß

1) Vgl. etwa E. Artill, a. a. 0., S. 76 - 77.
2) Vgl. etwa 11. I-lasse, Zahlentheorie, Berlin (1950), S. 319 - 320.
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jedes 5:\ (0;;' i .~ s) die Hauptordnung eines Zwischenkörpers zwischen
!«l) und K~'I) ist, und daß D i ausO i _ t durch Ringadjunktion eines
Elementes 0i entsteht: D i = D;_l[Oi] (i > 0). Zunächst betrachten wir
die Hauptordnung D 1 = DII[OI]; die normierte definierende Gleichung
von °1 in ;D II bezeichnen wir mit f(x) = x lt + aJ.x71

-
1 + + an = O.

Da R über li algebraisch ist, so genügen die a l (i = 1, 2, ', 12) bzw.
den normierten definierenden Gleichungen h i (x) = 0 in ö. Nun sei
'i.~~11 der ':l.CBeitrag von I'(O,), und ~~j.l.i (i = 1, 2, ... "', n) seien die '+~­

Beiträge von den h~(a..) (i = 1, 2, ... '.', n). Dann setzen wir für
f( = Max (/l l , /(2' .•.•. ', /(,J

N = j1. + !lll.

Für eine natürliche Zahl JI ~ N betrachten wir den Derivationenmodul
SD,,(lI) = SV(Do, 0; D/'4-~""). Ist dann Do eine beliebige Derivation aus
SDo(JI) , so gelten offenbar die Kongruenzen:

h~(a;) Du(a;) == 0

es bestehen also die Kongruenzen:

~,(a;) == 0

mod ~,li (i = 1, 2, , n) ;

mod '+.~""-Ili (i = 1, 2, .... ", n),

daher sind ~,(a;) == 0 lTIod ,+~P.II. Dann schließt man sofort, daß die
Kongruenz

n

~ o~l-lD.j(aJ + f'(oJx == 0
l=t

mod ~~.."

in Dt lösbar ist. Nach einem von Y. Kawada bewiesenen Satz l
) exis­

tiert also in SDl(v) = ~(Dl' ö; D /SJ;Y) eine Fortsetzung von D.,. Da DlI

eine beliebige Derivation aus ~'II(~) ist, so ist ::~\(J,I) eine Fortsetzung
von :3),,(JI).

\-Vir nehmen jetzt an, daß der Satz bis s-l richtig ist; d. h. es
existiert eine natürliche Zahl Nt von der Art, daß für jedes 1.1:2 NI
SDII(v') = ~(ÜII' ö; 5/'-13') auf ~S-J(1.I) = ~(D.'-l' ö; :0/~~lI) fortsetzbar ist.
Ferner existiert eine natürliche Zahl 1\12 von der Art, daß fiir jedes
JI ~ N 2 Ds_1 (v) = ~(D:!-l' ö; D; t~'J) auf ~s(J,I) = ~(üs, ö; :0 /~~'J) fort­
setzbar ist. Dann sieht man sofort ein, daß für jedes 1.1 ~ lV = Max
(N1 , N 2) der Derivationenmodul ~C)(JI) auf Si)':_l(V) und :::D.~_l(l-') auf
SI\(J.I) = ~,(2)(V) fortsetzbar ist; d. h. ~(~)(l-) ist eine Fortsetzung von
m(l)(v), w.z. b. w.

1) Y. Ka\',:ada, a. a. 0., S.303.

20

Mathematical Journal of Okayama University, Vol. 2 [2008], Iss. 2, Art. 3

http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou/vol2/iss2/3



THEOIHE DER DERIVATIONEN UND KÖRPERDIFFERENTEN 131

Es sei ö =-= (\c:01 C •••••• c:Os (~5) wieder eine Folge der Haupt­
ordnungen von der Stufe s, und ~~ das Primideal aus D. Dann exis­
tiert nach Hilfssatz 5 eine natürliche Zahl N derart, daß für jedes
v ~ lV der Derivationenmodul ~s(v) = SD(Ds , ö; D /'t~..,,) eine Fortsetzung
der Derivationenmoduln ~\(v,) = DeD;, ö; D / "i-''''') (i = 1, 2, , s -1)
sind. Offenbar ist dabei der Derivationenmodul SDi - 1, f(V) = ~(:O;, D i - 1;

D! 'l-~".I), dessen jede Derivation den Ring D'-l auf das Nullelement aus
D /'t~".I abbildet, ein D-Untermodul von ~i(V), also ist jede Derivation
aus ~i-l, j(v) auf ~s(v) fortsetzbar. Da D; über :Ot-l (i? 1) von der
Stufe 1 ist, so ist ~i-l, i(V) nach Satz 1 ein zyklischer D-Modul. Ein
erzeugendes Element von ~i-l.t(V) besitzt also in ~s(v) eine Fortsetzung
Di • Ist nun D eine Derivation aus SDg(v) , so induziert D in D! eine
Derivation aus ::~\(v) = <,;DO.l(V). Man kann daher ein Element ~I aus
D so bestimmen, daß D und ~ID! in D 1 ein und dieselbe Derivation
induzieren; d. h. D- ~lDI bildet den ganzen Ring D 1 auf das Null­
element aus [)! i.'".1 ab. Also induziert D - ~lDl in :02 eine Derivation
aus 1\ ,2(v). Dann kann man ein Element ~2 aus [) so bestimmen, daß
D - ~1D1 - ~2 D 2 den ganzen Ring ü?- auf das Nullelement aus DI ~t~.."

abbildet; d. h. D - ~1 D1 - ~?- D~ induziert in D s eine Derivation aus
~~\,:I(v). Durch volIst'indige Induktion beweist Inan sofort, daß D
= ~tDl + ...... + ~sD<~ ist, wo die ~; (i = 1, 2, ...... , s) passend gewhälte
Elemente aus [) bezeichnen. Somit haben wir bewiesen:

Hilfssatz 6. Es sei ö = D Oc ü 1C ••.••. c:Os (~5) eine Folge der
Hauptordnungen von der Stufe s und ~~ das PriJnideal aus D. Dann
existiert eine natiirliclze Zahl N von der Art, daß für jedes v ~ N eine
beliebige Derivation D aus dem Eerivationell1JlOdul ~(DsJ ö; D 11-'".1) von
der FOrJJl ~IDI + ...... + ~::D;. ist, wo die ~I (i = 1, ... ''', s) Elemente
aus [) bezeichnen. Dabei bezeichnet D1 (1 ~ i -::;; s) eine Fortsetzung eines
erzeugenden Ele1Jwntes 1)O1l~(~:\, D t - 1 ; D1i.\1I) auf SD(D::, ö; Di~\·J).

Es sei i? eine endliche separable Erweiterung über Rund 5 die
Hauptordnung von K. Ist dann Dübel' D von einer endlichen Stufe,
so existiert nach Hilfssatz 5 eine solche natürliche Zahl N, daß für
jedes v ?- N der Derivationenmodul ~(v) = SD(D, ö; Ö I~\I) stets eine
Fortsetzung des Derivationenmoduls ::D(v) = ~(5, Ö; 5 /~'J) ist, wo ~

das Primideal aus 5 bezeichnet. Ordnet man daher einer jeden
Derivation D aus ~(JI) die durch D induzierte Derivation aus ~(JI) zu,
so entsteht dadurch ein D-Homomorphismus (/) von ~(v) auf SD(JI).

Dabei besteht der Kern von (j) ersichtlich aus allen denjenigen Deri­
vationen aus ~(v), welche [) auf das Nullelement aus 5/~"" abbilden:
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d. h. der Kern von fb ist der Derivationenmodul ~(D, Ö; :5 !~\I). Man
erhält also folgende D-IsOlTIorphierelation:

~(D, ö; 5fSJ;/)/~(D,Ö; Df~v) ~ ~(Ö, ö; Df~·').

Außerdem können wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit anneh­
men, daß ::D(D, ö; D!~V), SD(D, D; 5!~"') und SD(D, ö; Ö/~V) bzw. die
Maximaldimensionen d, iJ und d besitzen, wenn wir JJ von vornherein
hinreichend groß nehmep. Somit haben wir folgenden Hilfssatz be­
wiesen:

Hilf~satz 7. Es sei i? eine endliche separable Erweiterung über
Rund Ö die IIauptordnung von R 17Zit ~ als dem Primideal. Ist dann
5 über Ö von einer endlichen Stufe, so kann 17lall eine natürliche
Zahl N so bestiln1nen, dafJ lür jedes JJ ~ N die Derivatiouen'J1lOdu1n
~(5, ö; Ö/s~~/), D(D, 5; D/~\I) und SD(D, ö; 5!~\I) bzw. die Maxi1nal~

dimensionen Cl, iJ und d besitzen, und daß die 5-Isomorphierelation

~(D, ö; 5f~'J)/~(5,D; 5f~\I) ~ m(D, ö; D/~lI)

besteht. Ferner gilt die Ditnel1Siollsrelation:

Cl = iJ + d.

§ 6. Differenten im Kleinen Es sei R wieder eine endliche
separable Erweiterung über kund D die Hauptordnung von K mit ~~

als dem Primideal. Ferner sei die Maximaldimension der Derivationen-
moduln SD(D, ö; D/~Y') (1 = 0,1, ) mit d bezeichnet. Dann defi.
nieren wir das Ideal SD(K / Ji) = ~d aus D als die Differente von R / k
im Sinne von A. Weil und Y. Kawada.

Zunächst nehmen wir an, daß D über ö von der Stufe 1 ist:
D = ö[oJ. Bezeichnet dann I(x) = 0 die normierte definierende Glei­
chung von 0 in Ö, so besitzt der Derivationenmodul SD(D, ö; D / (I' (0»))

nach Hilfssatz 2 die Maximaldimension d; ferner gilt noch die D-Iso­
morphierelation :

SD(D, ö; Öf(/'(O») -- Df(/'(O».

Daraus schließt man sofort, daß SD(K! k) = ~~d = (1'(0» ist. Nach
Struktur von D ist ein beliebiges Element raus Ö als ein Polynom
g(8) in 0 mit Koeffizienten aus ö darstellbar. Dabei kann man ohne
Einschränkung annehmen, daß der Grad von g(x) nach x nicht größer
ist als der von f(x). Mit Hilfe der bekannten Eulerschen Formel
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beweist man leicht, daß die Spur von f'~O) = 1}~jT nach k zu ö

gehört; d. h. (f' (0)) ist ein Teiler der von R. Dedekind definierten
Differente ;v*(K / k) von K / kl). Da bekanntlich ;v*(K / k) ein Teiler von
f'(O) ist~), so muß (f'(O)) = m*(K /k) sein. Mithin ist bewiesen:

Die Differente von K Ik i111 Sinne von A. Weil und Y. ]{awada
stiJnmt mit der von R. Dedekind definierten überein, falls D über ö von
der Sture 1 ist.

Nun sei k = ]{oc K 1 C ...... C K s = K eine Folge der Körper, welche
über k endlich separabel sind, und die Oi (i = 0, 1, ... "', s) seien bzw.
die Hauptordnungen von den K i (i = 0,1, ... "', s), wo Ö = D n gesetzt
ist. Ferner sei vorausgesetzt, daß die Folge Doc OiC ...... C Os von
der Stufe s ist. Dann behaupten wir, daß die Differente von K Ik im
Sinne von A. Weil und Y. Kawada mit der von R. Dedekind definier­
ten übereinstimmt. Da für s = 1 die Behauptung bereits bewiesen
worden ist, so nehmen wir an, daß die Behauptung bis s - 1 richtig
ist. Nun sei 5.l-~.~-1 das Primideal aus OS-1" Dann kann man eine
natürliche Zahl N so bestimmen, daß für jedes v:z N der Derivationen­
modul SD.~_l(LJ) = ~(Os_ LJ ö; OS-i/~~~-l) mit D S - J als Multiplikatoren­
bereich die Maximaldimension dS-i besitzt. Nach Annahme ist die
Differente ~~::~J von K.~-IIk im Sinne von A. Weil und Y. Kawada
identisch mit der von R. Dedekind definierten. Bezeichnet man nun
mit e den Exponenten des Primideals ~ aus D~ = D in ~~S-l' so kann
Inan nach Hilfssatz 7 eine natürliche Zahl N l so bestimmen, daß für
jedes v ~ Ni der Derivationenmodul ;v.~(v) = SD(D, ö; D/~~") bzw.
~\-J,s(v) = ~(D,D.~_l; D !'t~1I) mit D als Multiplikatorenbereich die Maxi­
maldimension ds bzw. Os besitzt, und daß die D-1somorphierelation

CJ)s(v)I~S-l, f(V) ~ ~(OS-H ö; ~ / ~~\I)

gilt. Wenn man also die Zahl N von vornherein so bestimmt, daß
die Ungleichung eN~ Ni gilt, so besteht für jedes v ~ N die D-1so­
morphierelation :

;v.~(ev·)/mS_I'II(eV) ~ ~(Ds-p ö; 5/i-~t~11).

Weil nach Satz 4 SD(:~:'\_l' ö; D/i-~''',) die Multiplikatorenbereicherweite­
rung von ~S_l(V) zu D ist und die Dimension von ~(Ds-l' ö; D !~i''J)

1), 2) H. Hasse, a. a. 0., S. 315 - 320.
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gleich eds- J ist, so erhält man aus der obigen Isomorphierelation die
Gleichung:

d. h. es gilt:

Da Dübel' D S- 1 von der Stufe 1 ist, so ist nach Induktionsannahme
~8s die Differente von R /K S - 1 im Sinne von R. Dedekind. Wegen des
bekannten Schachtelungssatz über die Differentenl) ist dann ~~d8 die
Differente von K Iii im Sinne von R. Dedekind. Anderseits ist das
Ideal ~~ds definitionsgemäß die Differente von R j li im Sinne von A.
Weil und Y. Kawada; somit ist die Behauptung auch für s be\viesen.

Hilfssatz 8. Es sei K eine endliche separable EYll'eiterung über li
und D die Hauptordnung von K. 1st dann D üher ö 'von einer end­
lichen Stufe. so stirnmt die Differente 'von K / li hn Sinne von A. Weil
und Y. Kawada mit der von R. Dedekind definierten überein.

Nach Hilfssatz 4 ist Dübel' ö von einer endlichen Stufe, wenn
R über k galoissch ist. Somit haben wir bewiesen:

Zusatz. Ist K über li endlich separabel und galoissch, so stimmen
die Dijferente von R lli i1n Sinne von A. lVeil und 1': Kawada und die
Differente von R /k irn Sinne von R. Dedekind einander überein.

Satz 5. Ist K eine endliche separahle Eru)eiterung über ii, so
stimmen die Eifferente von R /k im Sinne von A. lVeil und Y. Kawada
und die Differente von RIk im Sinne von R. Dedelünd einander überein.

Beweis. Zum Beweis betrachten wir eine endliche separable,
galoissche Erweiterung Kübel' k, welche K enthält. Die Haupt­
ordnungen von Kund K seien bzw. mit D und 5 bezeichnet. Ferner
seien ~~ und ~ bzw. die Primideale aus D und 5. Ist dann edel'
Exponent von ~~ in bezug auf ~, so existiert nach Hilfssatz 7 eine
natürliche Zahl JJ von der ATt, daß die Derivationenmoduln ~(t, ö;
5/~Cli), ~(5, D; 5/~O) und ~(D, ö; D/~e") bzw. die Maximaldimen­
sionen d. 0 uud do besitzen, und daß die ts-Isomorphierelation

~(5, ö; 5/~i)li)tJ:J(D, D; 5/~')li) ~ SD(D, ö; DI~eli)

gilt, weil nach Hilfssatz 4 5 über D von einer endlichen Stufe ist.

1) H. Hasse, a. a. 0., S. 316 - 317.
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Da nach Satz 4 ~(D, ö; 5 i~C\l) die Multiplikatorenbereicherweiterung
von ~(Ö, ö; D / ~\v) zu D ist, so ist

da = ed,

wo d die Maximaldimension der Derivationenmoduln ~(D, ö; Ö !~~")

(r = 0, 1, ) mit D als Multiplikatorenbereich bezeichnet. Aus der
obigen D-Isomorphierelation erhält man die Gleichung

d = (] + ed.

'-ileil Dübel' D bzw. Ö von einer endlichen Stufe ist, so ist nach
HHfssatz 8 ~8 bzw. ~ri die Differente von ]{ / K bzw. K / k im Sinne
von R. Dedekind. Nach dem Schachtelungssatz über die Differenten
ist ~d - S = ~P(Z = ~~d die Differente von R Ik im Sinne von R. Dedekind,
aber das Ideal ~\(l ist nach Definition die Differente von R!k im Sinne
von A. Weil und Y. Ka~Nada. Mithin ist der Satz bewiesen.

Satz 6. Schachtelungssatz. Es sei R eine endliche separable Er­
'loeiterung über kund "j? eine endliche separable Erweiterung über R.
Ferner seien D und D bzw. die Hauptordnungen von Rund i?. 1st
dann ~ das Primideal aus D, so existiert eine natürliche Zahl N von
der Art, da~ für jedes 11 :2 N stets die D-1s01norphierelation

~(0 0-' 0 iffi....)/~(D D-' 0/mv) -.. \\"I(D- 0-' D/ffi.V)
~ "'--', , ~ l ~ """" """"--/J ,-.",.I J '1-" = -<.,.I , , ~ '"P

gilt. Dabei sind ~(Ö, ö; Ö/~"), ~(E, D; 5/~V) und ~(D, ö; Dl~"')

die Derivationenmoduln 171it D als Multiplil!atorenbereich.
Beweis. Wir bezeichnen mit ~~ das Primideal aus D. Dann exis­

tiert eine natürliche Zahl No von der Art, daß für jedes 11 ~ Nu der
Derivationenmodul ~(D, ö; DI~'''') stets die Maximaldimension d be­
sitzt. Ist nun e der Exponent von ~ in ~~, so ist nach Satz 4
~(D, ö; D/5J;,ev) die Multiplikatorenbereicherweiterung von m(D, ö;
Ö!~~"') zu D und infolgedessen ist die Dimension ed von ~(Ö, ö; Ö/~c....)
maximal. Nun können wir eine natürliche Zahl N mit N ~ eNo so
bestimmen, daß für jedes 11 ~ N die Derivationenrr:oduln ~(5, ö; Ci5J;,li)
und ~(D, D; D/~"') mit Ö als Multiplikatorenbereich bzw. die Maxi­
maldimensionen Cl und ,} besitzen. Dann ist nach Satz 5 ~,i bzw. ~ö

gleich der Differente von K jk bzw. i? /R im Sinne von R. Dedekind.
Wegen des Schachtelungssatzes über die Differenten im Sinne von R.
Dedekind ist daher das Ideal ~d-~ die Differente von R / Ji im Sinne
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von R. Dedekind. Weil nach Satz 5 ?l-~a = ~ed die Differente von K IJi
im Sinne von R. Dedekind ist, so gilt offenbar die Gleichung:

Ci - 1j = ed.

Ordnet man nun jeder Derivation fj aus ;tl(D, ö; D I~W) die durch
jj induzierte Derivation D aus ~(D, Ö; 51 ~") zu, so bestimmt die
Zuordnung fj --)0- Deinen D-Homomorphismus von ;:D(D, ö; 5/~'J) in

- - -.." ...... -..,..." / ......... -
~(D, ö; D !~"); daher ist die Faktorgruppe ;tl(D, ö; D I~'J) I ~(D, D;

5/~1I) D-isomorph in ~(D, ö; D/~") abg'ebildet. Weil die 'KOlTIPO?i­

tionslänge der D-Moduln von SD(D, ö; Ö / ~") / ~(5, D; 5/~'J) gleich

d - ii ist, und weil die Kompositionslänge der \S-Moduln von SD(D, ö;
51 ~") gleich ed ist, so folgt aus der obigen Isomorphie

Ci - J .s. ed.

Da, wie oben gezeigt, die Gleichung Ci - 1i = ed besteht, so muß die
- - - I - - - - -Faktorgruppe ~(D, ö; Ü 1~1J) ,/ ~(D, D; D !~1J) mit dem Modul ~(D, ö;

- - - /
f) I~'J) D-isomorph sein.

§ 7. Relationen zwischen den Differenten und Quasidifferenten
im Kleinen. Es sei K eine endliche separable Erweiterung über Ji
und 5 die Hauptordnung von K. Bezeichnet dann ?l-~ das Primideal
aus 5, so ist jedes von Null verschiedenes Ideal bekanntlich eine
Potenz ~~r von 1-~ (r"2. 0). Nach Satz 3 existiert das maximale Ideal
SDo= ?l-~ao von der Art, daß der Derivationenmodul ~(D,.ö; D; ~~(11l) die
Maximaldimension d besitzt. Dabei heift das Ideal SDu die Quasi­
differente von K I li.

Es sei zunächst SD(D, ö; D/~~dl1) der NullmoduI. Dann bestätigt
man leicht, daß du = d = 0 ist; d. h. die Quasidifferente von RIli ist
gleichzeitig die Differente von K Ik. Ist aber SD(D,.ö; D / '.ßtlO) kein
Nullmodul, so existiert eine D-Basis D), ... "', D g von SB(D, ö; D/~~dll).

Wir bezeichnen mit den ~~ei Ci = 1, 2, , s) bzw. die annullierenden
Ideale von den Dt Ci = 1, 2, , s). Für ein beliebiges Element raus
D sei ~IL[('Y) der ~-Beitrag von D,t(r)l). Dann gilt ersichtlich die Un­
gleichung et + Ili(r) "2. du (1~ i;:;" s), weil sl-~l'iDi(r):::=:: 0 mod ~~t11 ist,
d. h. es ist ,ut(r) ~ du - e. Ferner gibt es sicher ein Element ri aus

1) Ist Die;) = 0, so soll unter dem ~-Beitrag von Di(~t} das Ideal ~(lO verstanden
werden.
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D von der Art, daß der ~~-Beitrag /.lt(rt) von Di(r,) gleich ~d\)-et ist;
denn sonst würde das annullierende Ideal von Dt ein echter Teiler
von ~ci sein.

Wir setzen e = Max (ei' , es) und nehmen an, daß do =F eist·
Dann ist offenbar dn > e; wegen e, + /Jt(r) L di) (1 ~ i ~ s) gilt für
jedes i (1~ i .s s) und für ein beliebiges Element raus Ö:

tl,(r) > O.

Nun definieren wir für jedes Di (1 eS: i ~ s) eine Operation D i*, indem
wir für ein beliebiges Element raus Ö

setzt, wo n ein beliebig festgelegtes Primelement von ~~ aus 5 be­
zeichnet. Nach Definition ist Dl(r) als eine Restklasse mod ~~(lll-l

durch Dt(r) und n eindeutig bestimmt. Nun wollen wir zeigen, daß
Dt* eine Derivation aus dem Derivationenmodul SD(;O, ö; 5; "l3dll

-
l
) ist.

Es seien nämlich r l , r~ Elemente aus 5. Dann gilt:

D,(r t + r 2) == Di(rJ + D{(r~)

hieraus folgt ohne weiteres:

Dl(r 1 + 12) == n-fD,(rl + r 2) === n-IDt(r1) + n-1D,(r'1.)

== Dl(rJ + Dt(r2) mod ~du-l.

Ebenso folgt aus Dt(rJ r 2) = r 2D t(rJ + IID,(rJ die Kongruenz:

Da Dt offenbar D als Multiplikatorenbereich besitzt, so sind D1*, ......,
D.: Derivationen aus ~(D, ö; 5 /~~dn-l); ferner sind die annullierenden
Ideale von den Dt (i = 1, 2, ...... , s) bzw. gleich ~~et (i = 1, 2, ...... , s).

Nun gelte für die Elemente AJ , ...... , ..{g aus D:

H* = ).tDf. + .....: + J.gDs* = O.

Dann gilt für ein beliebiges Element raus D:

/-1*(r) = J.1Dt(r) + ...... + J..,Ds*(r) === 0

daraus folgt ohne weiteres:
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Weil dabei r alle Elemente aus D durchlaufen kann, so schließt man
s

aus der obigen Kongruenz, daß H = ~ ).i D t die NuJlderivation aus
i=l

';3)(5, ö; D1~~110) ist. Da DJ , ••• "', Ds eine D-Basis von SD(5, ö; D I~~d(l)

ist, so müssen nach Definition ).1 D j , •••••• , J.8D.~ die Nullderivation sein;
hieraus folgt ohne Schwierigkeit, caß l.lDf, ... "', ).lJ.~* die Nullderiva­
tion aus ::8(5, ö: 5 / ~~dll-l) sind. SOlnit ist gezeigt, daß Dt, ...... , Dt
D-unabhängig sind. Der von D:, , 1): erzeugte Untermodul von
SD(D, Ö; 5 I ~l-s(f.o-J) besitzt offenbar die Dimension el + ...... + es = d,
also gibt ein echter Teiler ~~dll-l von ~'l" dem Derivationenmodul
~ (D, ö; DI ~~tlll-l) die Maximaldimension d an, was aber ein Wider­
spruch ist. Daher muß dn = e sein. Es gilt also folgender

Satz 7. Es sei K eine endliche separable E'rweiterung über kund
~~rio die Quasidifjerente von K 1k. Ist dann SD(D, ö; D /~l-~dll) kein Null­
rnodul, so ist Sl-~'IO gleich dem Minimalideal unter den annullierenden
Idealen der Derivationen einer beliebigen D-Basis von ~(5, ö; 5 I ~~i10).

Ferner gilt folgender
Satz 8. Es sei Reine endllche separable Erweiterung über k.

Dann ist die QuasidijJerente ~~dO von K /k stets ein Teiler der Differente
von K Iii. Ferner ist die QuasidijJerente von RIk dann und nur dann
gleich der Differente von K / fi, wenn der Derivationenmodul SD(D, ö;
D 1~r1I) 5-zyklisch. ist.

Beweis. Ist SD(D, ö; D / ~~(lll) der Nullmodul, so ist, wie bereits
bewiesen, ~~IIO = 5 = ~~(f,. Andernfalls besitzt ';3)(D, ö; D1~~(jn) eine D­
Basis Pp ...... , Ds ' Bezeichnet nun st~('t das annullierende Ideal von
Di (l.:SJ~ s), so ist e1 + ...... + ej = d die Dimension von ';3)(5, ö;
D 11~<111); ferner ist ~~rl die Differente von K / li. Da nach Satz 7 s.ßd(J das
Minimalideal unter den ~~('i (i = 1, 2, ...... , s) ist, so ist ~~fill offenbar ein
Teiler von s.J.~(1.

Nun nehmen wir an, daß ~(D, ö: 5 I ~~(111) D-zyklisch ist. Dann
ist ~~(lO = 5 die Differente von K I ii, wenn ~(D, ö; D 1'-l-~II(l) der Null­
modul ist; andernfalls besitzt SD(D, ö; 5 1't~rI(l) eine D-Basis mit einem
einzigen Basiselement D. Das annullierende Ideal von D ist nach
Satz 7 einerseits die Quasidifferente von K1fi und anderseits defini­
tionsgelnäß die Differente von K / ii.

Umgekehrt sei die Quasidifferente ~~tlo von K /k gleich der Dif­
ferente ~~Il von K / ii. Ist dann ~a = D, so ist s.J.~'11I = Ö, und SD(5, ö;
5/"J/0) ist als der NulJmodul sicher D-zyklisch. Ist aber ~~tl =F 5, so
besitzt SD(5, ö; D /,,)/U) eine 5-Basis Dl' ...... , D..~. Bezeichnet nun
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~~et das annullierende Ideal von D i (1;:;" i ~ s), so ist e l + + e1 = d.
Ferner ist nach Satz 7

dn = Max (el' , es)·

Wenn also '.l-~r1o = ~l-~fl ist, so muß notwendig s = 1 sein; d. h. ~(D, ö;
D/ "4-~fitl) ist D-zyklisch.

Es sei r ein Element aus der Hauptordnung D einer endlichen
separablen Erweiterung K vom Grade n über k. Dann bezeichnen
wir mit T(l) = r, r C2), •••••• , r(n) die sämtlichen konjugierten Elemente
zu r. Das Element (rCI) - r(2) •..... (r(l) - r(ll) heißt die D~fferellte von
r l

). Nach der Differententheorie von R. Dedekind ist bekannt, daß die
Differente ~ von K /k ein gemeinsamer Teiler der Differenten aller
Elemente aus D ist. Nun beweisen wir folgenden

Satz 9. 1st K eine endliche separable Enoeiterung über k, so ist
die Dl~fferente SD von K! k dann und nur dann der größte gemeinsame
Teiler der Differenten aller ganzen Elemente aus K, wenn die Haupt­
ordnung D von R über der Hauptordnung ö von Ji von der Stufe 1 ist.

Beweis. Es sei 0 ein (ganzes) Element aus R von der Art, daß
D = 5[oJ ist. Wie bereits in § 6 gezeigt, ist dann die Differente von
o gleich der Differente ~ von R /k. Da SD in der Differente eines
beliebigen ganzen Elementes aus K aufgeht, so ist :D der größte ge­
meinsame Teiler der Differenten aller ganzen Elemente aus K.

Umgekehrt sei SD der größte gemeinsame Teiler der Differenten
aller ganzen Elelnente aus K. Bezeichnet man dann mit '.l-~ das Prim­
ideal aus D, so ist SD eine Potenz ~,d (d 2 0) von t~. Ferner sieht
man sofort ein, daß es ein ganzes Element 0 aus K gibt, dessen Dif­
ferente ~W) mit ~ = '-Pd übereinstimmt. Ferner ist bekannt, daß der
Quotient SD(O) ISD ein Ideal aus D ist, dessen Elemente alle zu Ö[oJ
gehören2

;. Da aber CJ)(O) /§j = D ist, so Inuß D ~ 5[OJ sein; wegen
D ~ 5[oJ ist also D = ö[OJ.

Wir wollen fortdauernd alle Bezeichnungen aus Satz 9 festhalten.
Ist nun D -= 5[OJ, so ist, wie bereits in § 2 gezeigt, für jede ganze
rationale Zahl r (? 0) der Derivationenmodul ~(D, ö; DI ~~y) D-zyk­
lisch, wo i-~ das Primideal aus D bezeichnet. Nach Satz 8 ist die
Quasidifferente mo von R / k gleich der Differente von R /k. Es gilt
also folgender

1) Die Differente von "I gehört auch zu C. weil sie ein ganzes Element aus K ist.
2) VgI. etwa E. Hecke, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig, 1923,5.134 -135.
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Zusatz 1 zu Satz 9. Ist die Differente ~ von X / Ji gleich den],
größten gemeinsamen Teiler der Differenten aller ganzen Elemente aus
X, so stimmt 1) mit der Quasidifferente von X / Ji überein.

Nun nehlnen wir an, daß der Restklassenkörper ~ von R über
dem Restklassenkörper f von Tl separabeI ist. Dann existiert, wie
bereits bemerkt (S.129), ein ganzes Element 0 aus R derart, daß
[) = ö [0] ist. Nach Satz 9 und Zusatz 1 zu Satz 9 gilt daher folgend~r

Zusatz 2 zu Satz 9. Ist der Restklassenkörper st von K über deln
Restklassenkörper f von Ji separabel, so ist die DijJerente von j"{ I Ji der
größte gemeinsame Teiler der Differenten aller ganzen Elemente aus K.

Zusatz 3 zu Satz 9. Es sei S~\ die Quasidifferente von X! k. Dann
ist die Differente von K Ik ein gemeinsamer, aber kein größter gemein­
samer Teiler der DijJerenten aller ganzen Elemente aus K, l.t!enn der
Derivationenmodul ~(D, ö; [) (J)n) nicht D-zyklisclz ist.

Beweis. Ist die Differente :v von RI Ji der größte gemeinsame
Teiler aller ganzen Elemente aus R, so ist nach Satz 9 D = ö[O].
Dann muß, wie in § 2 gezeigt, der Derivationenmodul :3)(D, ö; [) t~n)
ein zyklischer D-Moclul sein, w.z. b. w.

Beispiel. Es sei P ein Körper von einer Primzahlcharakteristik
p (23) und t ein transzendentes Element über P. 'Vir betrachten
dann einen rationalen Funktionenkörper !l- = P(t; n) einer Unbe­
stimmten n mit P(t) als Konstantenkörper. Ist nun <p eine Bewertung
von k mit 7t als Primelement, ,,,elche P(t) trivial bewertet, so be­
zeichnen wir mit Ji die perfekte Hülle von k in bezug auf <po Ferner
bezeichnen wir mit öden Bewertungsring von Ji (in bezug auf qJ) und
mit p das Primideal aus ö. Da offenbar der Restklassenkörper ö! p
mit P (t) isomorph ist, so ist ö/ p unvollkOlumen; es gibt also ein
Element c aus ö von der Art, daß die Kongruenz XII === c mod ~) in Ö

nicht lösbar ist. Das PolynOln qJ)(x) = XV + -;:x + " aus ö[x] ist nach
deIn bekannten Eisensteinschen Satz in k[x] irreduzibel. Da <Pl(X)

keine mehrfache Nullstelle besitzt, ~o ist qJl(X) separabel in Ji[x]. "Ist
also n1 eine Nullstelle von Q'l(X), so ist der Körper ](1 = k(n l ) vom
Grade p über Ji. Man bestätigt dabei ohne weiteres, daß die Ver­
zweigungsordnung von ](, über Ji gleich p ist und 11 1 ein Primelement
der Fortsetzung von qJ auf K 1 • Daraus folgt weiter, daß der Rest­
klassengrad von K) über Ji gleich 1 ist. Bezeichnet man nun mit 0 1

die Hauptordnung von K L • so ist D) = ö[7tJ], weil ]{I über Ji vo]]ver-
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zweigt ist. Nun sei ~~l das· Primideal aus 0 1 • Dann kann man wie
üblich Dl/'i\ mit 0 Ip identifizi,~ren, weil der Restklassengrad von K1

über k gleich 1 ist; a-~)st,!die.Kongruenz Xl} - C mod ~~L in K l

nicht lösbar.
Ferner betrachten wir das Polynom qJ~(x) = x P + n;'x - c aus :Ol[XJ

und dann den Körper R = Kl(r;), welcher aus K J durch Adjunktion
einer Nullstelle r; von qJ~(x) entsteht. Die Hauptordnung von R soll
Init 5 bezeichnet werden. Weil qJ~(r;) = 0 ist, so gilt offenbar die
Kongruenz ;

r;/J == C mod ~\

wo ~~ das Primideal aus D bezeichnet. Da die Kongruenz Xl> == c
mod 't~L in :01. nicht lösbar ist, so gibt es kein Element aus :Oj' wel­
ches Inod ~\ Init r; kongurent ist; d. h. die r; enthaltende Restklasse
r; mod ~ ist rein-inseparabel vom Grade p über Oj !~~I.. Hieraus
schließt man ohne Schwierigkeit, daß DI~~ ausOJ /'l\ durch Adjunk­
tion von 7j entsteht; der Restklassenkörper von R. ist also rein-in­
separabel von Grade p über OJ/~~i' und infolgedessen ist R. über K1

unverzweigt. Ferner ist D = :01[r;].

Da Cl J = ö[nJ und D = .oJ[r;J sind, so ist die Differente von Kif Ji
gleich (~n~(n» = (n) = (i'tJ)P = ~~f und die Differente von R. /K l gleich
«(f~(i't2» = (n)2 = S{.~2. Wegen ~~ = ~~L ist also nach dem Schachtelungs­
satz über Differenten die Differente von K / li gleich ~~~11+2. Daher ist
die Maximaldimension der Derivationenmoduln ~(D, ö; DI t~T) (r = 0,
2, ) gleich p + 2.

Nun wollen wir die Struktur des Derivationemnoduls ~(D, j);

D/'l.~li+l) bestimmen. Zunächst ist klar, daß ~1(P + 1) = ~(:OI' ö;
D !'i~lJ+I) ein zyklischer D-l\1odul ist, weil D j = 0 [nJJ ist. Ein erzeu­
gendes Element DCI) von :::D1 (P + 1) ist nach Hilfssatz 2 von der
Dimension p, \veil 'l.~II+1 durch qJ~(nl) = S{.~f = 't~11 teilbar ist. Wegen
Oj = öLnJ ist also das annullierende Ideal von DCJ)(nJ gleich ~~II. Da
DCl)(Cr'\(n1» = y'~(nl)D(t)(nL) = n DCI\7T:1) == 0 mod ~~1;+1 ist, so kann man
ohne Einschränkung annehmen, daß DCL)("l) == n l mod ~~!~+1 ist. Nun
setzen wir qJ~I(L\1/) = 1/ D(l)(nD. Dann ist offenbar:

Da qJ~(~I) = ni ist, so ist die Kongruenz
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in Ö lösbar. Wir können daher D(I) auf ~(D, ö; D / 'l~J'+I) so fort­
setzen. daß Dm("/}) - -2"/} mod ~~IJ+l ist.

Nun ist SD(D, C\; Ö /~~1;+1) ein zyklischer D-Modul. und ein er­
zeugendes Element D(2

) dieses Moduls besitzt die Dimension 2. weil
Ö = DJ [ 7lJ und ~~(71) = n~ ist. Da D(2)(~ir)) = n;D(2)(r;) == 0 mod ~~p+j

ist, so können wir annehmen, daß D(Z;(71) == nt'-I mod ~~P+j ist.
Jetzt setzen wir

Dann verifizieren wir ohne Mühe. daß

mod ~11+]

und

mod ~~,1J+1

sind. Da offenbar D(2
) = (271)-J(D2 .- nr-1DI) ist, so erzeugen D 1 • 1) den

Modul SD(D, ö; D! ~~P+j), weil nach Hilfssatz 6 die D(I), Dm den Modul
SD(D, Ö; D / ~~li+l) erzeugen.

Nun wollen wir zeigen, daß Dj , D2 D-unabhängig sind. Zum Be­
weis nehmen wir an. daß für Elemente ,{L> ,{2 aus D H = J.]DI + J.'].D'!.

= 0 ist. Dann gilt

mod ~~P+l,

wo:r;aus ,{l == 0 mod ~~11+1 folgt. Daher ist ,{jD1 = 0 und infolgedessen
J. 2D2 = H = 0, w. z. b. w. Somit haben wir be,viesen, daß CJ)(D• .ö;
Ö/~V+1) ein D-Modul .mit DI , D'l als D-Basis ist.

Da D I (n t ) == nlJ D l (71) == - 211 mod ~P+l sind und D = örn!, 11J ist,
so ist das annullierende Ideal von DJ gleich ~~l)+L; d. h. die Dimension
von Dl ist gleich p + 1. Weil Dlrr t) == n1'. D 2(1i) - 0 mod ~,fJ+1 sind,
so ist die Dimension von D2 gleich 1. Also ist P + 2 die Dimension
von SD(D, ö; D /~~I'+l), und ~~1;+2 ist die Differente von K / Ji, was aber
bereits bewiesen worden ist.

Besitzt nun für r~ p der Derivationenmodul $D(D, ö; D 1'4-~r) die
Dimension p + 2, so muß nach Hilfssatz 1 SD(:O, ö; D /~,,) D-isomorph
auf SD(D, ö; .D !~~1J+l) abgebildet werden. Dies ist aber unmöglich,
weil die Dimension jeder Derivation aus SD(D, ö; Ö,I ~Y') höchstens
gleich r C~ P) ist und infolgedessen stets kleiner ist als p + 1. Da­
her ist ~~1}+l das maximale Ideal unter den Idealen ~\I (JI :2 0), welche
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den Derivationenmoduln ~(D, ö;5 ! q.''oI) die Maximaldimension P + 2
angeben; d. h. ~V)+l ist die Quasidifferente von K Ik.

Kapitel III. Differenten im Großen.

In diesem Kapitel bezeichnet k durchweg den Quotientenkörper
eines Noetherschen Ringes 0 und K eine endliche separable Erweite·
rung über k, deren Hauptordnung wir mit D bezeichnen wollen. Ist
nun ~1 (=F 0) ein Primideal aus 0 und ~ ein Primteiler von ~ aus 0,
so ziehen wir den p-adischen Körper kp von k und den ~~-adischen

Körper I(~ von K in Betracht. Ferner bezeichnen ,viI' mit 01' und
D~ bzw. die Hauptordnung von kp und I(~; das Primideal aus Op

bzw. D~ wird wieder mit ~1 bzw. ~ bezeichnet.

§ 7. Neue Difinition der Differenten im Großen. Es sei reine
nicht-negative ganze rationale Zahl. Dann ist jedes Element aus O~

mod ~r mit einem Element aus D kongruent; ferner identifiziert
man wie üblich den Restklassenring .0~/~~I' mit dem D I~r. Wir be·
weisen zunächst folgenden

Hilfssatz 9. Es sei ~(:O~, op; DI,ß /'l-~l") '(r 2 0) ein Derivationen·
m()dul mit DI,ß als Multiplikatorenbereich. Dann ist ~(:OI,ß, ('p; DI,ß I~Y)
DI,ß~isomorph auf den Derivationenmodul ~(D, 0; C'~ i ~ln mit DI,ß als
Multiplikatorenbereich abgebildet.

Beweis. Der Einfachheit halber setzen wir SBI,ß(r) = SB(O~, op;
OI,ß,I ~~r) und ~(r) = ~(O, 0; D~ / 'i-I,"). Weil D~ ~O ~ 0 und op ~ 0

sind, so induziert eine Derivation DI,ß aus SB'.l3(r) stets eine Derivation
D aus ~(r). Es sei r ein durch 'l-~r+l teilbares Element aus OI,ß.
Dann kann man für ein Primelement /t(l von 'l-~ aus D ein für ~

ganzes Element r' aus :O'I,ß so bestimmen, daß r = r'i7~+L ist. Hieraus
folgt sofort :

7t~+lDI,ß(r') + r'DI,ß (rr(;+1)

n;;+1DI,ß(r') + (r + 1) r';:-~D\f(nll) == 0

Nun existiert zu einem Element a aus :ÜI,ß ein Element a o aus cO,
welches der Kongruenz

mod 'l-V+l

genügt. Setzt Inan also a - a u = r, so gilt nach dem oben Bewie­
senen:
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D\ß(a) = D\ß(au) + D\ß(r) = D\l3(an) = D(ao);

hieraus schließt man ohne Schwierigkeit, daß dann und nur dann
D"l; = 0 ist, Vl,i'enn die durch D\ß induzierte Derivation D aus ~(r)

gleich Null ist. Die Zuordnung D'$ -4 D stellt daher einenO$-Iso­
morphismus von :3)~(r) in SD(r) her.

Umgekehrt sei D eine Derivation aus m(r). Ist dann ro ein durch
~~r+J teilbares Element aus .0, so kann man für ein Primelement nn

von St~ aus 0 die zueinander primen Ideale 'i>l, ?S aus 0 so bestim­
men, daß 1'0~ = n~+1 ~ ist. Offenbar ist dabei e~~, ~r) = 1. Ferner
kann man ein zu ~~ prilnes Ideal (I aus 0 so bestimInen, daß ~la: ein
Hauptideal (all) aus D ist. Wegen der Gleichung (rnao) = ro~Hr = n~+15S(t

ist ${.~[ auch ein Hauptideal aus 0; es gibt also ein Element ßo aus
o mit loall = 71:';;+1 Pli. Daraus folgt sofort; a Il D(,") = anD(ro) + roD(a(\)

= (r + l)ßn;r~D(7rIl) + n;~+ID(ßo) == 0 mod ~~r; aus der Relation (all, ~~) = 1
schließt man D(lu) = o. .

Ist nun a ein Element aus O~, so bestimmen wir ein Element
a ll aus 0 mit a == Q:'II mod ~~r+1, und wir setzen

Gilt aber für ein Element a;) aus D auch die Kongruenz a - a:' mod
~~)'+J, so erhält man D(all - a[l) = 0, weil a o - a{. durch ~~I'+I teilbar
ist; d. h. es ist D(all) = D(a:

J
). Somit ist gezeigt, daß D~(a) durch (r

eindeutig bestimmt, aber von der Wahl der Elemente a'1I mit a == an

mod '.l-~"+) unabhängig ist. Ferner kann n1an leicht bestätigen, daß
D13 eine Derivation aus D'$(r) ist, welche in :0 die ursprüngliche
Derivation D induziert. Die oben definierte Zuordnung D~ .~ D bildet
also den Derivationenmodul D\ß(r) :Ü\l3-isomorph auf den Modul :v(r)
ab, w.z. b. w.

Nun sei D eine Derivation aus SiJ(r) = SD(:O, 0; .O~/'{.~·i') und ail ein
beliebiges Eielnent aus .0. Dann ist nach Definition D(ao) eine Rest­
klasse aus 0$ / ~v. Weil der Restklassenring D~ / 'l.~'l· mit dem 0 / ~~r
identifiziert ist, so kann Inan D(all ) als eine Restklasse D(f')(ao) aus
:0 j -:pr auffassen. Dadurch entsteht aus D eine Derivation aus dem
Derivationenlnodul ~(O)(r) =;:D(O, 0; 0 /~~r) lnit D als Multiplikatoren­
bereich. Ordnet man also jeder Deriv-ation D aus ~(r) auf obige
Weise die Derivation D(O) aus ~(tl)(r) zu, so entsteht offenbar ein Iso­
morphismus I von SD(r) auf ~«I)(r), und ~'(r) ist die Multiplikatoren­
bereicherweiterung von ~(I))(r) zu D~.
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Es sei D eine Derivation aus ~(r) und D(II) die D zugeordnete
Derivation aus ~«(I)(r). Ist dann A ein Element aus D\l3, so existiert
offenbar ein Element All aus D derart, daß J. D = A"D ist. Ersichtlich
ist bei Anwendung des obigen Isomorphismus I ~ D auf die Deriva­
tion JoD(lt) abgebildet.

Weil Dübel' 0 eine endliche Basis besitzt, so existiert eine Djß­
Basis Dj , .0 .... , D$ von ~(r), wenn ::D(r) von Null verschieden ist. Nun
seien die npl) (i = 1, ...... , s) bzw. die den D i (i = 1, ... "', s) zugeordne­
ten Derivationen aus ~((I;(r). Dann sieht man leicht ein, daß nf!'),
... "', D?) auch eine D-Basis von ~(I\)(r) bilden. Ferner ist die Kom­
positionslänge des zyklischen D~-I\10duls {Di } (1 s: i ~ s) gleich der
Kompositionslänge des zyklischen D-Moduls {Dpt)}. Also ist die Di­
mension von ~(r) gleich der von Si)CO)(r). Wenn insbesondere ~(r) ein
zyklischer D\l3-Modul von der Dimension e ist, so ist ~(O)(r) auch ein
zyklischer D-Modul von der Dimension e. Aus Hilfssatz 9 folgt daher

Hilfssatz 10. 0 Es sei ~~(r) = SD(O~, Op ;()~ / 1.,7) (r ~ 0) ein De­
rivationenmodullnit DI.13 als Multiplikatorenbereich und Sl)(fl)(r) = ~(O, 0;
D /~~r) ein Derivationenmodul nlit 0 als Multiplikatorenbereich. Dann
ist für jedes r die Dhllension von ~(r) gleich der von s;DCO) (r).

Bemerkung 1. Wenn D I~\ über o/p separabel ist, so ist es auch
D~/~\ über op/p. Also ist DI.13' wie in § 5 bemerkt, über Op von der
Stufe 1. I-Iieraus folgt nach Satz 1, daß für eine beliebige, nicht­
negative ganze rationale Zahl r der Derivationenmodul ~f~~, o~,

D~/'·lY) DI.13-zyklisch. Nach dem oben Gezeigten muß dann der Deri­
vationenmodul SD(D, 0; D l'lY) D-zyklisch sein.

Wie bereits in § 3. gezeigt, existieren höchstens endliche viele
Primideale ~~J' ~~2' .0 .... , ~$ aus D, für welche die Maximaldimen­
sionen dl (i = 1, 2, 0 •• '0', s) der Derivationenmoduln ~(D, 0; D !'l.~D

(r = 0, 1, ...... ; i = 1, 2, ...... , s) von Null verschieden sind. Bezeichnet
man daher für ein beliebiges Primideal ~~ (=F 0) aus D mit d~ die
Maximaldimenßion der DerivationendOlTIuln ~(D, o;D/"{.~r) (r = 0, 1,
...... ), so definiert das Projukt

~(K/k) = Tl 'l.~d~
I.13EO

sicher ein Ideal aus D. Wir definieren dann das Ideal ~(I{/k) als
die DijJerente von Ii / k im Sinne von A. Weil und Y. Kawada.
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Nun betrachten wIr für ein beliebiges Prilnideal ~~ (=F 0) aus D
den ~CBeitrag ~~d~ der Differente ~(K/k) von ](/k in Sinne von A.
Weil und Y. Kawada. Dabei ist d~ nach Definition die Maximal-
dimension der Derivationenmoduln ::DCO, 0; D / '4-~T) (r = 0, 1, ) ;
ferner ist d~ nach Hilfssatz 10 auch die Maximaldimension des Deri-
vationenmoduln ~(D~, 01); D~ / 't,1") (r = 0, 1, ), wo p das durch 't~

teilbare Primideal aus 0 bezeichnet. Also ist '4-..d~ nach Definition die
Differente von ]('i3 / kp im Sinne von A. Weil und Y. Kawada. Weil
nach Satz 5 't:,d~ auch die Differente von K~ / k1) im Sinne von R.
Dedekind ist, so ist ~;,d~ der 'tcBeitrag der Differente von K / k im
Sinne von R. Dedekind'). Somit ist gezeigt, daß für ein beliebiges
Primideal ~~ (=F 0) aus D der '4-~-Beitrag der Differente von K/ k im
Sinne von A. Weil und Y. Ka\vada mit dem ~-Beitrag der Differente
von K!}z im Sinne von R. Dedekind übereinstimmt.

Wir haben in § 3 die Quasidifferente SDo von K I k definiert. Ist
nun ~,e~ der 't~-Beitrag von ~o, so kann man nach Hilfssatz 10 leicht
bestätigen, daß ~,eq3 auch die Quasidifferente von ]("l3!kp ; also ist nach
Satz 8 ~,e~ ein Teiler der Differente ~l-,d~ von ](~ / k p• Hieraus schließt
man sofort, daß die Quasidifferente von KJ k stes ein Teiler der Dif­
ferente von ](/ k ist. Zusammenfassend haben wir bewiesen:

Satz 10. Die Dilrerente von KI k im Sinne von A. Weil und Y.
Kaz()ada stiJnmt lllit der Differente von ](1 k hn Sinne von R. Dedekind
überein. Ferner ist die QuasidiJlerente von KI}?, ein Teiler der Diffe­
rente von K Ik.

Bemerkung 2. Nach dem Differentensatz von R. Dedekind ist
bekannt, daß ein Primideal ~~ (=F 0) aus 0 dann und nur dann in der
Differente von ](ik aufgeht, wenn ~1 durch '4-~2 teilbar ist oder der
Restklassenkörper .~) I~~ über 0 I ~1 inseparabel ist.

§ 8. Differente im Großen einer endlichen separablen Erweite­
rung ohne Primideale mit inseparablen Restklassenkörpererweiterun­
gen. Es sei I?, ein am Anfang dieses Kapitels angegebener Körper
und K eine endliche separable Erweiterung mitD als Hauptorclnung.
Dann betrachten wir für ein von Null verschiedenes Ideal ~( aus D

den Derivationenmodul SD(D, 0; D j~{). Ist nl1n ~l = Ir ~~~11 die Prim-
i"J

idealpotenzzerlegung von ~! in 0, so gilt die folgende D-Isomorphe-
relation:

1) H. Hasse, a. a. 0., S. 321 - 322.

36

Mathematical Journal of Okayama University, Vol. 2 [2008], Iss. 2, Art. 3

http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou/vol2/iss2/3



THEORIE DER DERIVATIONEN UND KÖRPERDIFFERENTE~ 147

Ferner nehmen wir an, daß für jeden Primteiler ~\ (1$ i ='S: s) von ~l

D f t~i über 0 fpi separabel ist, wo Pi das durch s-l\ teilbare Primideal
aus 0 bezeichnet. Für ein jedes i (1'::;: i;;;; s) ist der Derivationen­
modul ~(D, 0; D!'t~~Li) nach Bemerkung 1 in §7 ein zyklischer D·
Modul, dessen erzeugendes Element mit l)t bezeichnet werden soll.
Dabei ist das annullierende Ideal von D i offenbar ein Teiler von ~~;l.

Da () ein Noetherscher Ring ist, so kann man ein Element ~ i aus D
so bestimmen, daß

und

gelten. Dann ist das Element Do = (D[, D'!., , Ds) ein erzeugendes

Element der direkten Summe ~ EB ~(O, 0; D I i.~;i). Denn ein EIe-
i-l

ment D aus dieser direkten Summe ist von der Form:

Ai E 0 Ci = 1, 2, ...... , s) ;

hieraus schließt man ohne weiteres:

~ .V S

(~J.I~iDl' ... "', ~ )..i~iDl) = (~J.i~i)Do,
'i-l i=l t=l

weil für i=t=i ~.IDi=O und ~iDi=D{, ist. Daher ist ~(D,o;Dfm)

ein zyklischer D-Modul. Somit haben wir bewiesen:
Hit fssatz 11. Es sei ~f ein 'Von Null verschiedenes Ideal aus der

HauptordnungO von K Ferner sei ~-l3 ein beliebiger Primteiler von SZl
aus D und p das durch 'l-~ teilbare Primideal aus o. Ist dann D I ~~
über 0 I ~1 stets separabel, so ist der Derivationen1'nodul ~(:O, 0; D / SZ()
ein zykliscJu3r D-Modul.

Von nun an nehmen wir an, daß für ein beliebiges, von Null
verschiedenes Primideal ~~ aus D der Restklassenkörper D 1'l3 stets
über dem Restklassenkörper Dip separabel ist, wo ~1 das durch ~~

teilbare Primideal aus 0 bezeichnet. Dann ist nach Bemerkung 1 in
~ 7 jeder Derivationenmodul ~(:O, 0; D / ~i) (r ~ 0) stets D-zyk1isch~

Aus Hilfssatz 10 und aus Zusätzen 1, 2 zu Satz 9 folgt ohne weiteres,
daß der ~~-Beitrag der Quasidifferente von K/ k gleich ist dem ~c

Beitrag der Differente von K / k. Somit haben wir bewiesen:
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Satz 11. Es sei k der Quotientenkörper eines Noetherschen Ringes
o und K eine endliche separable Erweiterung über k mit Cl als Haupt­
ordnung. Ferner sei ~~ c* 0) ein beliebiges Pritnideal aus Cl und p das
durch ~~ teilbare Primideal aus o. Ist dann der Restklassenkörper
D / ~~ stets separabel über dem Restklassenkörper 0/ p, so sthnmt die
Differente ~ von Kj k 1nit der Quasidifferente von Kj k i"Jbereill; d. h.
~ ist das größte Ideal unter denjenigen Idealen ~r, die den Derivatio­
llenmoduln ~(D, 0; D /%f) die MaximaldimeJlsion angeben.

Bemerkung. Enthält 0 kein Primideal, dessen Restklassenkörper
unvollkommen ist, so ist die Differente von K / k nach Satz 11 gleich
der Quasidifferente von K jk. Wenn insbesondere 0 die Hauptordnung
eines algebraischen Zahlkörpers endlichen Grades ist, so ist für ein
beliebiges Primideal ~1 (=1= 0) aus 0 der Restklassenkörper 0 / ~1 endlicher
Körper, also ist vollkommen. Man darf daher die Quasidifferente
von Kj k schlechthin als die Differente von Kj k definieren.
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