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CONTRIBUTION A LA TOPOLOGIE I
TaxkesH! INAGAKI

Introduction.

Comme les notions primitives pour introduire une topologie & un
ensemble R, nous employons en général celles de la fermeture, de la
famille des voisinages et de la convergence, et leur dépendance
mutuelle est bien connue. Par exemple, elles sont équivalentes les
unes aux autres dans l’espace de Hausdorff, mais elles ne le sont pas
nécessairement dans cet espace qu’a tout sous-ensemble Mc R cor-
respond uniquement un sous-ensemble M, appelé fermeture de M.
Nous serons donc amenés naturellement & poser le probleme:

Quelles propriétes de la fermeture, de la famille des voisinages et
de la convergence sont nécessaires et suffisantes pour que [’équivalence

. soit etablie dans l'espace le plus general proprement dit?
. Malgré des efforts de plusieurs mathématiciens, soient G. Birk-
hoff?, J. W. Tukey® et M. M. Day™ etc., jusqu’a présent il n’a aucune
. solution définitive et il sera donc intéressant de rechercher le prob-
léme. De plus, il sera désirable qu’il soit résolu dans l’espace aussi
général que possible.

Comme on pourra le voir dans §2, d’une part non seulement
Yespace dit d’habitude le plus général n’est jamais celui qui est le
plus général, mais encore il me semble qu’il n’'existe pas l'espace le
plus général dans le sens essentiel, et d’autre part on croit a présent
qu’il est suffisant de considérer l’espace le plus général proprement
dit pour établir la théorie de la topologie au point de vue de mathé-
matiques de nos jours. Donc nous nous contenterons de donner une
réponse du probléme dans un espace un peu plus général que celui
qui est-dit le plus général, a savoir dans un espace dans lequel a
deux sous-ensembles arbitraires M et H correspond uniquement un
sous-ensemble, désigné par M et appelé fermeture de M relative-

. 1) G. Birkhoff, Moore-Smith convergence in general topology. Ann. of Math,,
Vol. 38 (1937), pp. 39—35.
2) J. W. Tukey, Convergence and uniformity in topology. Annals of Mathematics
studies, No.2, Princeton (1940).
3) M. M. Day, Closure, neighborhoods and convergence. Duke Math., Vol, 1L
(1944), pp. 181—199. :
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ment 4 H et jouissant de cette propriété que Mc N entraine M”c NZ,
quels que soient M, N et H; nous dirons dans la suite que cat
espace est monofone au sens generalise. De plus, comme on pourra
le voir dans §2, I’espace le plus général proprement dit est I'un dans
lequel la fermeture M™ est explicitement donnée en écrivant 3 = M*
et M" implicitement, lorsque M et H sont distincts.

Le premier objet de cet article est de donner une réponse au
probléme cité plus haut dans l’espace monotone au sens généralisé,
et le deuxiéme, de montrer un traitement systématique et naturel
sur quelques affaires fondamentales dans la topologie.

Dans le premier paragraphe, nous donnerons quelques propriétés
concernant l’ensemble ordonné, et dans le second, une réponse au
probléme plus haut. Dans le troixiéme, nous traiterons la conver-
gence d’un systéme d’ensembles et le dernier, nous montrerons une
méthode qui immerge un espace dans un espace compact.

§1. Ensembles ordonnés.

Un ensemble A est dit ordonné lorsqu’une relation binaire > est
définie sur A de fagon que, pour points arbitraires a, @, @’ de A,
les deux conditions suivantes soient remplies:

a = a,

a=a et a =a’ entrainent a=a’.

D’aprés cette définition, il est manifest qu’un sous-ensemble d’un
ensemble ordonné est aussi ordonné par la relation définie d’avance.
En particulier, un ensemble ordonné A est dit filtrant a droite,
lorsque toute la partie finie non-vide de A est majoree®.

Nous désignerons dans ce qui suit I’ensemble ordonné A par la
majuscule allemande 2 correspondant a la lettre A. Lorsque nous
écrivons 2, nous supposons dorénavant que, sauf la mention expresse
au contraire, il soit un ensemble ordonné. De plus, nous écrivons
souvent U dans le cas oun A doit étre écrit assurément, soit a€ A
pour g€ A, soit Bc A pour Bc A.

Il y-a deux classes importantes parmi les sous-ensembles de UA;
ce sont les ensembles confinals et les ensembles résiduels dans U,

1) TUn sous-ensemble B de A est dit majoré, lorsqu'il existe un point a¢ A tel
que a = b, quel que soit be B. Dans ce cas, le point @ est dit majorant de B.
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Un sous-ensemble ' c 9 s’appelle confinal dans ¥, si, pour chaque
a€¥, il existe un @' €W tel que ¢ = a.

Un sous-ensemble A c A s’appelle résiduel! dans A, s’il existe un
a,€ % de facon que a = g, entraine a € A’, quel que soit a€ A

D’apreés ces définitions, nous pouvons vérifier sans peine les
Théoréme 1. Soit AW >A". Si A" est confinal dans ¥, alors
N Pest aussi. '

Théoréme 2. Soift AW >N, Si N’ est confinal dans W et W
confinal dans U, alors A’ est encore confinal dans A.

Théoréme 3. Soit AW et posons W = A — W. Alors, l'un au
moins les deux ensembles W et W' est ou bien confinal ou bien résiduel
dans U,

Théoréme 4. Soit A>W. Pour que N soit confinal (ou residuel)
dans U, il faut et il suffit que I'ensemble W' =N — W' ne soit pas
residuel (ou confinal) dans A.

Théoréme 5. Soit A>WU'. Pour que W soit confinal (0w résiduel)
dans U, il faut et il suffit que la partie commune ¢ N et a chaque
sous-ensemble reslduel (ou confinal) dans ¥ ne soit pas vide.

Pour qu’il soit nécessaire plus tard, nous voudrons insérer a cette
place-ci un théoréme qui est un peu plus général que le théoréme 5.
Pour cela nous donnerons d’abord une définition nécessaire :

Désignons par {x, | 2} ou {x,} ou ¥(A) un systéme de «,, ou x,
désigne un point ou un ensemble vide et le suffixe « parcourt un
ensemble ordonné A. Si l'on ordonne maintenant les éléments de
x%(NA) suivant l'ordre de leurs suffixes, alors il devient un systéme
ordonné. Cela posé, définissons pour un ensemble V le produit V.x(2)
comme le systéme de tous les points x, appartenant a la fois a4 V et
a x ).

Draprés cette d#finition, on a les

Théoréme 6. Pour que V.x() soit residuel dans x(), il faut et
il suffit que, pour chaque sous-systeme confinal x() dans x(), les
deux systemes V.x(A) et x(N') ne soient pas disjoints.

Démonstration. Supposons d’abord que V.x(2) soit résiduel dans
% (). Il existe alors un suffixe a tel que, pour chaque suffixe 8 > a,
x, est un point de V. D’autre part., x(?') étant confinal dans x (%),
celui-1A contient au moins un point ¥, ou B = a; par suite, il en
résulte évidemment que V.x(A) et x(A') ne sont pas disjoints.
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Réciproquement, supposons que V.x(2) ne soit pas résiduel dans
xA). Alors il existe pour chaque suffixe « un suffixe f(a) = « déter-
miné par « de fagon que Xpq, € V-x(). Par suite, en désignant par
%¥(A') I'ensemble de tous les points %,., ainsi définis, il est clair qu’il
est confinal dans x() et qu’il ne posséde aucun point commun avec
V.x@), c.q.f.d.

Théoréme 7. Pour que V.x2) soit confinal dans x®), il faut et
il suffit que, pour chaque sous-ensemble résiduwel x (') dans x(), on ait
Vex () .x ) &= ¢.

Demonstration. Si V.x() est confinal dans x(2), il existe pour
chaque suffixe @ un suffixe 8 = « tel que %, est un point de V.x(2).
En outre, x(A') étant résiduel dans x(2), il y a un suffixe « tel que
X € x(A') pour tout B = «. Il en résulte que V.x().x) = ¢.

Réciproquement, si V.x(2) n’est pas confinal dans x(¥), il y a un
suffixe a tel que x,€ V-x(2) ‘pour tout 8= a. En désignant par
*¥(A) 'ensemble de tous les éléments ¥, ainsi obtenus, il est clair que
%(A) est résiduel dans x(A) et V.xA)-xQ) = ¢, c.q.f.d.

Nous insérons maintenant quelques notions importantes dues a
M. Tukey:

Deux ensembles 2 et B sont dits isomorphs” et désignés par
A =~ B, sl existe une correspondance biunivoque entre eux telle quelle
transporte leurs ordres l'un dans lautre.

Deux ensembles U et B sont dits confinalement similaire® et dé-
signés par A ~B, g’il existe un ensemble € contenant deux sous-
ensembles confinals ' et B’ dans lui-méme de fagon que A =~ W et
B =Y.

Cela posg, nous avons les

Théoréme 8. Soient U et B deux ensembles ordonnes et soit la
Dbartie commune C = A*B non-vide. Supposons maintenant que l’ordre
de C dans N soit identique & celui de C dans B et que € soit confinal
a la fois dans N et B. Nous pouvons alors étendre les ordres de U et
de B sur la somme D= A + B de fagon que U et B soient confinals
dans D Uun et Dautre.

Déemonstration. Si deux points de D appartiennent en méme
temps & U ou a B, le nouvel et 'ancien ordre entre eux sont iden-

1) Cette notion est une généralisation de celle qui a été donnée par M. Tukey,
loc. cit., p. 3.
2> M. Tukey, loc. cit., p. 11.
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tiquées. Nous définirons donc l'ordre entre deux points ¢€ U et beDB
comme suivant :

a=b, g’ existe un ceC tel que ¢=c dans ¥ et ¢ = b dans ¥B.
b= a, s'il existe un ce C tel que d=c¢ dans B et ¢ = a dans .

D’aprés cette définition, nous pouvons vérifier sans peine que D
devient un ensemble ordonné dans lequel U et B sont confinals 'un
et lautre.

Théoréme 9. La relation ~ est celle de I'éequivalence.

Demonstration. 11 est presque évident que ~ est reflexible et
symétrique. Donc, il nous reste 4 démontrer qu’elle est transitive.

Soient maintenant A ~B et B ~ €. Par la définition, il existe
alors six ensembles ', B, T/, B, € et T” tels que:

A=W, BB ; A et B sont deux sous-ensembles confinals dans T';
BB, ECxE"; B et € sont deux sous-ensembles confinals dans T”.

Or, étant B = B =~ B, d’aprés une modification légére des ensembles
9, B et € dans le cas nécessaire, nous pouvons supposer, sans perdre
la généralité du raisonnement, que B’ =B" et D-D” = B = B".
Par conséquent, en vertu du théoréme 8, nous pouvons étendre les
ordres de ©’ et de " sur la somme E = D’ + D” de fagon que o'
et ®” soient confinals dans ¢ I'un et Pautre. Encore, étant A =~ W
et € =~ €, nous avons A ~E; par suite, la démonstration du théo-
réme est complétement établie, c.q.f.d.

D’aprés le théoréme 9, nous pouvons classifier tous les ensembles
ordonnés en classes telles que chaque classe se compose de tous les
ensembles confinalement similaires; nous dirons que les ensembles
confinalement similaires possédent le méme fype confinal.

Théoréme 10. Pour que deux ensembles ordonnes U et B soient
confinalement similaires, il faut et il suffit qu’il existe deux fonctions
a= o) de B dans W et b= r(a) de N dans B, telles que:

() az el ~ Y@ =b,

b= V@) > o) = a

Demonstration. Soit A ~B. Alors il existe par la définition un
ensemble ordonné €’ qui contient deux sous-ensembles confinals 2 et
B tels que W =W et B = B.
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Or, B’ étant confinal dans €', pour chaque &' €’ il existe un
b e® tel que ¥ = a'. Par suite, nous pouvons -faire correspondre a
chaque ¢ un ¥ tel que ¥ = «, et désignons par &' = y(a’) cette cor-
respondance. De méme, nous pouvons définir une fonction &’ = ¢,(%')
de B’ dans A’ telle que ¢, (') = b quel que soit &' €B. Pour ces
fonctions, nous avons les implications suivantes:

a = el) -+ @)=V,
o "1!"1(“/) I (Dl(b’) = a.

v v

En effet, selon les définitions des fonctions ¢,(b") et +~(a'), nous
avons ¢,(b) = b et (@) = a’, quels que soient & et &. Donc, si
¢ = ¢(b), on a évidlemment +~(a) = b'. Par suite, nous avons la
premiére implication. De méme, nous avons la seconde.

D’autre part, étant A ~ A’ et B~ B, il existe deux fonctions
isomorphes @ = Y{@) et O = ¢,(b). Donc, en posant b = (a)
= ;' (Y, (¥:(@)) et a = ¢(b) = ¥ (¢(e:(0))), comme on peut le vérifier
aisément, les fonctions @ = ¢(d) et b = (@) remplissent les implica-
tions citées dans le théoréme.

Réciproquement, supposons que, pour A et B, il existe deux
fonctions ¢ = ¢(b) de B dans N et & = y(a) de A dans B telles qu’elles
remplissent les implications données. Dans ce cas, d’aprés une modi-
fication légére de 2 et de B dans le cas nécessaire, nous pouvons
supposer que A-B = ¢ sans perdre la généralité du raisonnement.
Car, si A-B= ¢, nous pouvons adopter B’ au lieu de B tel que
B ~B et A-B' =¢. Cela posé, posons D= A + B et étendons les
ordres déja définis dans U et dans B sur D comme suivant:

a=b, s’il existe un &' €B tel que &' = b et a = ¢ (D),
b= a, s'il existe un @’ € A tel que @' = a et b = ¥ (a).

Ceci étant établi, comme on peut le vérifier sans peine, D devient
un ensemble ordonné dans lequel A et B sont confinals 'un et Pautre.
Nous avons donc 2 ~ 9B, c.q.f.d.

Soient 2 et B deux ensembles ordonnés. S’il existe deux fonctions
a=¢@) de B dans A et b = (@) de A dans B telles qu’elles rem-
pliessent I'implication (1) du théoréme 10, nous dirons suivant M. Tukey?
que U est ou bien supérieur ¢ B ou bien aussi effectif que B pour
la convergence, et le désignons par A = V.

1) Tukey, loc. cit., p.25.
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D’aprés cette définition, nous pouvons vérifier facilement que:

A=Y,
A =B e B=C entrainent A= G,

Selon le théoréme précédent, si A~B, on a alors A=V et
B = A; mais la réciproque de ce fait n’est pas nécessairement vraie.
En particulier, étant A et B deux ensembles filtrants a droite, comme
onlesait, si A=V et A< B,ona A~DB.

Théoréme 11. Les trois propositions suivantes sont equivalentes :

(1) A =D

(2) Il existe une fonction b= ¢(a) de N dans B, jouissant de
cette propriete que, si B est un sous-ensemble residuel dans B, l'image
réecibroque ¢~ (') de B’ lest aussi dans A.

(3) Il existe une fonction b = ¢(a) de U dans B telle que, si A
est un sous-ensemble confinal dans W, l'image ¢A') de W' est confinal
dans B.

Démonstration. (1) — (2). 1l existe du fait que 2 = B, deux fonc-
tions @ = (b)) et b = ¢(a) telles que:

(%) az= ) - ela = b

Cela posé, nous allons démontrer que ia fonction b = ¢{@) de A
dans B remplit la proposition (2). Soit B’ un sous-ensemble résiduel
dans B. Il existe alors un b, € B de facon que, quel que soit H€B,
b=b, entraine beYW. Par suite, on a a= Y(b) - ¢(@) = b, selon
Pimplication (#), ce qui prouve que l'image réciproque ¢ *(B’) contient
tous les points supérieurs a (b, ; donc ¢ (') est résiduel dans .

(2) - (3). Soit b = ¢(¢) une fonction remplissant la condition de
la proposition (2) et soit 2’ un sous-ensemble confinal dans 2. Sup-
posons au contraire que l'image ¢@') ne soit pas confinal dans 3.
Selon le théoréme 4, l'ensemble B — ¢(’) étant résiduel dans B,
I'image réciproque ¢ (B — ¢(')), qui est contenu dans A — A, est
aussi résiduel dans U en vertu de la propriété de ¢ ; par suite, % — A
est a forte raison résiduel dans 9. Mais ce qui contredit selon le
théoréme 4 a I’hypothése que ' est confinal dans 2.

(3) - (1). Soit b = ¢(@) une fonction vérifiant la condition de la
proposition (3) et désignons, quel que soit 5 € B, par B(H) l'ensemble
de tous les points & € B tels que &' = &.

Cela posé, nous allons démontrer que I'image réciproque ¢ (B())
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est résiduel dans 2. En effet, si 'on suppose par contre qu’il ne soit
pas résiduel dans 2, alors A — ¢~'(Bb)) est confinal dans A selon
le théoréme 4. Par conséquent, selon la propriété de ¢, l'image
(A — ¢~ (B))) est confinal dans B; d’autre part, ¢ — ¢~'(B(H)))
est évidemment contenu dans B — B(D), donc celui-ci est sans doute
confinal dans B. Par suite, B(b) n’est pas résiduel dans B selon le
théoréme 4, ce qui contredit a la supposition posée. Donc ¢ '(B8(b))
est résiduel dans 2. - Il en résulte qu’il existe un a€ A de facon que
tout point supérieur a e appartient a ¢ '(B(b)). Par suite, en faisant
correspondre au b un a possédant telle propriété, nous avons une
fonction @ = r(b) de B dans A et, comme on peut le vérifier, I'im-
plication @ = ¥(b) — ¢(a) = b se trouve. Donc on a A =B, c.q.f.d.

§2. Fermeture, famille des voisinages et convergence.

Désignons par R un ensemble non-vide et nous l’employerons
comme celui de la base pour“avancer notre considération dans la
suite.

Supposons a présent que, a deux ensembles quelconques M et H
de R correspond uniquement un ensembles M”, appelé fermeture de
M relativement 4 H, et dans ce cas I'ensemble R s’appelle un espace-

Cela posé, nous allons d’abord montrer le

Théoréme 1. A chaque point x € R nous pouvons faire correspondre
une famille B (x) (qui peut étre vide) des ensembles V¥ (x) (qui peuvent
etre vides), appeles voisinages de x relativement ¢ H et ¢ M, telle que
lequivalence suivante se trouve:

[¥ € M"].=.[(VeEBE(x)) - (V-M % ¢)]°.

Deémonstration. Considérons I'ensemble U tel qu’il satisfait aux
conditions suivantes:

(1) x e CU*»
(2) CU* > M" ou CUD M.

Désignons par V(x) '’ensemble V, contenant au moins un U qui

1) ¢ désigne I’ensemble vide.
2) CU désigne comme d’habitude le complémentaire de U par rapport i l'espace
tout entier: CU=R - U.
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remplit les conditions plus haut, et par B¥(x) la famille des ensembles
i (%)

Ceci étant établi, nous allons démontrer V’équivalence citée plus
haut. D’abord soit x € M7 et supposons par contre qu’il existe un
V¥(x) disjoint 4 M. Il existe alors par la définition un U, contenu
dans Vj(x) et remplissant les conditions (1) et (2). Pour ce U, il est
évident que U-M = ¢, et par suite il vient CU>M. Or, CU vérifiant
les conditions (1) et (2), nous avons évidemment x € CU" et M*cCU";
donc nous avons ¥ € M”, ce qui contredit 4 la supposition xe M";
par conséquent, si x € M”, alors nous avons [I’implication:
(VeBi(x)) - (V-M X 4).

Réciproquement, supposons que ¥ € M”. Dans ce cas, en posant
CU = M, CU vérifie évidlemment les conditions (1) et (2) ; donc, selon
la définition, U/ est un Ve BE(x); par suite, nous avons V-M = ¢.

Des faits obtenus plus haut, I’équivalence que nous avions en vue
est complétement établie, c.q.f.d.

Théoréme 2, -Pour que, quels que soient M et x, la famille B¥(x)
ne soit pas vide, il faut et il suffit que ¢" = ¢.

Démonstration. Si 'on suppose que B¥(x) ne soit pas vide, quels
que soient M et x, alors en particulier B%(x) est encore non-vide.
Il y a donc un V appartenant a Lf(x), nous avons donc ¢” = ¢, en
tenant compte de V’équivalence dans le théoréme 1.

Réciproquement, supposons que ¢” =¢. Si I'on pose U = R, on
a évidemment ¥ € CU”, quel que soit x. D’autre part, comme on
peut le vérifier sans peine, on a ¢~ oM” ou ¢ M, quel que soit M.
Par conséquent, il vient Ue BE(x), a savoir Vi (¥) n’est pas vide,
c.q.f.d.

Théoréme 3. Pour que ¢ € Bi(x), il faut et il suffit que x € R”
et R"> M".

En effet, par la définition du voisinage, il est évident que le
thZoréme est vrai.

Théoréme 4. Quel que soit M, pour que Mc M”, il faut et il
suffit que, quel que soit x, x €V se trouve pour tout Ve LRj(x) si
B (x) = ¢.

Démonstration. Soient ¥ un point quelconque et ¥V un élément
quelconque de LB¥E(x), si B(x) n'est pas vide. D’aprés la définition
de V, il existe un ensemble U vérifiant les conditions:
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¥ € CU" et Uc V.

Par conséquent, nous avons x € CU selon la supposition CUcCU”;
ce qui montre que x € U, donc x€ V.

Réciproquement, soit M un sous-ensemble de R et soit xe€ M.
Dans ce cas, si B(x) = ¢, alors ¥ € M” selon le thsoréme 1; d’autre
part, si Bj(x) & ¢, selon la supposition nous avons x€ V quel que
soit VeRBy(x), donc V-M=¢; par suite, il vient xe€ M* selon le
théoréme 1, c.q.f.d.

Théoréme 5. Qules que soient M et x, pour que la famille TE(x)
soit indépendante de M, il faut et il suffit que Mc N entraine M*c N*
quels que soient M et N.

Deémonstration. Si B(x) est indépendant de M, nous avons alors
Bii{x) = VY¥(x) quels que soient M et N. Par conséquent, en vertu
de l'équivalence dans le théoréme 1, Mc N entraine visiblement
M}l c N}l. .

Réciproquement, supposons que, quels que soient M et N, Mc N
entraine M“c N*. Maintenant, soient ¥ un point. quelconque et U
un ensemble remplissant la condition (1) dans le thforéme 1, & savoir
soit ¥€ CU". Dans ce cas, d’une part si CUTM, il vient Ue L¥(x);
d’autre part si CU>M, il vient CU”>M" selon I'hypothése posée,
donc Ue B¥(x). Il en résulte que, quel que soit M, x € CU” entraine
UeBj(x). Ce qui prouve que la famille Bj(x) est indépendante de
M, quel que soit x, c.q.f.d.

Dans l'espace monotone au sens généralisé, le voisinage V¥ (x)
est indépendant de M d’aprés le théoréme 5, donc nous le désignons
en abrégement par V(x) et l'appelons voisinage de x relativement 2
H. De méme, nous désignons simplement par %,(x) la famille B¥(x).

Théoréme 6. Soit R un espace tel qu’a chaque sous-ensemble M
correspond uniquement un sous-ensemble M que nous appelons fermeture
de M. Alors, nous pouvons faire correspondre dans cet espace R a tout
point x une famille B,(x) (qui peut étre vide) de woisinages Vq(x)
(qui peuvent étre vides) de x relativement a H telle que I’équivalence
suivante est remplie : ‘

[x € M].=.[(VEBu(x) -~ (V-M=9)]

Démonstration. Considérons I'ensemble U de fagon qu’il remplisse
les conditions: .
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(1) =€ CU,
(2) CU>M ou CUDM

Désignons par Vi(x) un ensemble V contenant au moins un U
remplissant les conditions citées, et par LB, (x) la famille des ensembles
Vi(x) ainsi définis.

Cela posé, la démonstration du théoréme 6 peut étre excutée tout
a fait analogue 3 celle du théoréme 1, c.q.f.d.

Dans l'espace R du théoréme 6, nous pouvons faire correspondre
a deux ensembles M et H un ensemble M, appel¢ fermeture de M
relativement a H, par 1’équivalence :

[x € M")].=.[(VeEDBa(x) - (V-M=%9¢)].
En suivant cette convention, il est presque évident que:

(1) McN —» M"c N*, quels que soient M, N et H.
(2) M = M", quel que soit M.

Par conséquent, nous pouvons regarder I'espace R comme un espace
dans lequel la fermeture M” satisfaisant aux conditions (1) et (2) est
implicitement définie; donc nous pouvons en conclure que la théorie
dans l'espace qui est dit d’habitude le plus général, est embrassée
dans celle de I’espace monotone au sens généralisé.

Dans le théoréme 6, nous avons défini la fermeture M”", en
utilisant la famille BV,(x). De méme, en tenant compte du théoréme
1, nous pouvons définir une fermeture M"* de M relativement a
H et 4 K, en utilisant la famille BX(x), par I’équivalence :

[xe M™™].=.[(VeBE(x)) - (V-M4))

Ainsi de suite, nous pourrons considérer un espace dans lequel une
fermeture d’un ensemble est définie relativement a plusieurs ensembles.
Ainsi nous serons naturellement amenés a la question:

Quel est l'espace le plus general aw sens essentiel ?

Ces préliminaires étant posés, nous irons, dans l’espace monotone
au sens généralisé, mettre en lumiére les relations parmi la fermeture,
la famille des voisinages et la convergence. Pour ce but, tout d’abord
nous supposerons que la fermeture, la famille des voisinages et la
convergence jouissent respectivement des conditions suivantes (F),
V) et (C):
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(F) La fermeture M” de M relativement & H est uniquement
déterminée et monotone, c. a. d. quels que soient M, N et H,

Mc N entraine M7cN”,

(V) La famille 8B,(x) (qui peut étre vide) des voisinages V(x)
(qui peuvent étre vides) de point x relativement & H, posséde cette
propriété que:

[(VEBy(x) (Ve U)] - [Ue Ba(x)]

(C) La convergence détermine que, pour chaque systéme ordonné
x() dont chaque élément est un point de R ou un ensemble vide, ou
bien il converge relativement a4 H vers un point ¥ ou bien non. Si
un systéme ordonné x () converge relativement a A vers un point x,
alors ce que nous désignerons simplement par x(¥) o X

La convergence remplit les deux conditions suivantes:

(C) Si x(2) > % alors nous avons x(3) s> % pour tout sous-

systéme confinal x(2’) dans x ().

(C.) Quel que soit un sous-systéme confinal x(2') dans x(2), s’il
existe un point x¥ indépendant de x(A’) et un systéme ordonné x(B)
dont les éléments sont ceux de x () tel que x(B) > % alors il vient
x(A) > x.

Ces trois notions sont souvent joindrées par l’équivalences sui-
vantes : ,

E1°, {x € CV"].=.[V € Baz)]

E2. [V € Bu) - (V-M%¢)].=.[x € M").

E3°. [(VeEB,x)) - (V-x(A) est résiduel dans x(N))].=. [x() 7 *k

E4°. [x@) > %) > (Vex@) £ ¢)].=.[VEB, )]

E5°. [l existe un systeme ordonne x(N)c MV tel que x() > x]

=.[re M"}.
E6". [x € x(W)", quel que soit un sous-systéme confinal x)
dans x(N)].=.[x ) P x].
Ceci étant posg, nous allons démontrer le
Théoréme 7. Les notions de la fermeture, de la famille des voist-

1) x(A)c M signifie que le systéme x(W) se compose ou bien de points de M
-<ou bien d’ensembles vides suivant que M est non-vide ou non.
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nages et de la convergence sont équivalentes deux ¢ deux en ce sens que:

Si Pune parmi- eux satisfait ¢ la condition eénoncee plus haut, alors
les autres sont derivables d’elle et satisfont respectivement aux conditions
correspondantes.

Démonstration. La démonstration du théoréme sera excutée en
divisant en trois cas:

1). La relation entre la fermeture et la famille des voisinages.

Supposons d’abord que la fermeture satisfaisant a la condition (F)
soit donnée, et définissons la famille B,(x) des voisinages de point x
relativement a4 H, par l’équivalence E1°:

[x € CVT].=.[VeBax)]

Cela posé, nous allons démontrer en premier lieu que la famille
satisfait a-la condition (V).

Soient Ve LRyx) e Ve U Nous avons alors CUcCV et
CUZcCV¥ selon la condition (F), donc x € CU” puisque x¢ CV*. 11
vient donc Ue€ Ly(x), ce qui prouve que la famille B,(x) vérifie la
condition (V). _

‘Nous allons maintenant démontrer I’équivalence E2°.

Cots gauche — Cote droit. Si x€ M”, I'ensemble CM est, par la
définition, un voisinage de x relativement a H, et il vient CM-M = 4.
Donc I'implication que nous avions en vue est établie.

Cote droit — Cbhlée gauche. S'il existe un voisinage Ve By(x) tel
que V'-M = ¢, il vient alors Mc CV. En vertu de la condition (F) et
de la définition du voisinage, il vient M*c CV*” et ¥ €CV”¥; donc il
vient ¥ € M”. Ainsi I'implication que nous avions en vue est établie.

Réciproquement, supposons que la famille B,(x) des voisinages
vérifiant la condition (V) soit donnée, et définissons la fermeture M”
par I'équivalence E2° :

[(VEBu®) — (V-M= 6)] .= [x € M"].

D’aprés cette définition, il est presque évident que la fermeture
est monotone au sens généralisé, donc la fermeture vérifie la condition
(F).

Cela posé, nous allons démontrer 1’équivalence E1°:

Cote gauche — Cote droit. Si x€ CV¥, alors il existe selon la
définition un voisinage Ue B, (x) tel que U.CV =¢. Il vient donc
Uc V; par conséquent, étant Ue B,(x), V appartient a B,(x) selon
la condition (V).
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Cote droit — Coté gauche. Soit V un ensemble appartenant 2
B,(¥). Dans ce cas, étant évidemment V:CV = ¢, il vient xeCV”
selon la définition de la fermeture.

2). La relation entre la famille des voisinages et la convergence.

Supposons en premier lieu que la famille B, (x) des voisinages
soit donnée, et définissons la convergence d’un systéme ordonné x(20)
par l’équivalence E3° :

[(VeEBu(x)) - (V-x(A) est résiduel dans x(N))] .=. [x) = x].

Nous allons d’abord démontrer que la convergence anisi définie
vérifie les conditions (C,) et (C,).

Soient x() - % et (') un sous-systéme confinal dans ¥(2). De
plus, si I'on prend un sous-systéme confinal x(”) dans x(2’), il l'est
aussi dans x(¥). Ceci posé, d’aprés I’hypothése x () %, si VeB,x),
alors V.x(¥) est résiduel dans x(2); par suite, il vient V.x (") ¢
selon le théoréme 6 dans §1. Il vient donc selon le théoréme 6 dans
§1 que V.x(') est résiduel dans x(A’); ce qui prouve par la définition
que x(A') —»>x. La convergence satisfait donc 4 la condition (C,).

En suite, soit x(A) un systéme ordonné tel que, quel que soit son
sous-systéme confinal x ('), il existe un systéme ordonné x(B) dont
les éléments sont ceux de x(A') et il converge relativement 3 H vers
un point x indépendant de x(2'). Dans ce cas, étant x(B) - ¥, si
Ve B,x), alors V-x(B) est résiduel dans x(B), il vient donc V.-x(A’)
& ¢. Il en résulte selon le théoréme 6 de §1 que V-x(A) est résiduel
dans x(); par la définition, il vient donc x(2) o %, ce qui prouve
que la convergence vérifie la condition (C,).

Ceci étant posé, nous allons démontrer 1’équivalence E4° :

Cote gauche — Cote droit. Soit U un ensemble n’appartenant pas
a By(x). Alors, U ne contient aucun élément de B,(x) selon la
condition (V). De 14 nous pouvons définir un systéme ordonné x(3)
tel que () —~x et ¥(A) U = ¢ comme suivant :

D’une part, en effet, si B,(x) &= ¢, alors, quel que soit Ve By(x),
il y a au moins un point x,€ V — U. Donc désignons par x()
I'ensemble des point x,, V parcourant B,(x), et nous l'ordonnons de
facon que VeV’ équivaut a x, = x,. Alors, comme on le sait,
%(A) est ordonné et il vient de plus x() >x et xQ)-U=4. Et
d’autre part, si B,(x) = ¢, désignons par x¥() un systéme ordonné et
formé des ensembles vides. Alors, nous avons évidemment x () >,
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selon I'hypothése B, (¥) = ¢ et la définition de la convergence, et de
plus il vient U-x() = ¢.

Cote droit — Cotée gauche. Supposons que Ve By(x) et x Q) — x.
Alors, par la définition V.x(2) est résiduel dans x(); donc il vient
V.x®) % ¢, puisque V.x(A) se compose de points de x(20).

L’équivalence E4° est ainsi complétement démontrée.

Réciproquement, supposons que la convergence vérifiant les condi-
tions (C,) et (C,) soit donnée, et nous en définirons la famille L,(x)
des voisinages de point x relativement a H, par 1’équivalence E4° :

[@Q) = %) — (V-5Q) % 9)] .= [VE By()]

D’aprés cette définition, il est presque évident que la famille B, (x)
vérifie la condition (V). Donc nous démontrerons dés maintenant
I’équivalence E3°.

Coté gauche — Cotée droit. Soit x () un systéme ordonné de fagon
que, quel que s0it Ve QB,(x), V.x() est résiduel dans x(2). Or, si
x(W) est un sous-systéme confinal de x(), alors x(A) n’est pas
résiduel avec lui-méme dans ’ensemble R — x (), et par suite celui-ci
n’appartient pas a %B,(x). Donc il existe, selon la définition du voisi-
nage, un systéme ordonné x(B) tel qu’il converge relativement a H
vers le point ¥ et n’a aucun point commun avec R — x(’). Nous
pouvons dire de 14 que tous les points de x(B) appartiennent aussi a
@) ; il vient donc x() .» x selon la condition (C.).

Cote droit — Coté gauche. Soit x() —»x. Si x() est un sous-
systéme confinal de x (), alors on a x () — % selon la condition (C,).
Par suite, d'aprés la définition du voisinage, il vient V.xQ) 2= ¢ quel
que soit Ve B,(x). x@) étant confinal dans x (), V-x () est résiduel
dans x(), en vertu du théoréme 6 dans §1.

3). La relation entre la convergence et la fermeture.

Supposons tout d’abord que la convergence vérifiant les conditions
(C) et (C.) soit donnée, et nous en définirons la fermeture par 1’équi-
valence E5° : '

[1l existe ur systeme ordonne x(N)c M tel que %) o %]
=.[xeM"].
D’aprés cette définition, il est presque évident que la fermeture ainsi

définie vérifie la condition (F).
Cela posé, nous allons démontrer ’équivalence E6°.
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Cote gauche — Coté droit. Soit x() un systéme ordonné et soit
%(W) un sous-systéme confinal de x(). Si l'on suppose maintenant
que x € x(A)?, alors, en vertu de la définition de la fermeture, il y a
un systéeme ordonné x(B) tel que ¥(B)cx(A) et x(B) —%. Par con-
séquent, il vient x () - ¥ selon la condition (C,).

Cote droit — Coie gaucke. Soit x(A) un systéme ordonné tel que
x () % et soit x(A’) un sous-systéme confinal de x(). Si 2
est un sous-systéme confinal de x(’), alors x(¥) l'est aussi dans
x(A). Par suite, il vient x(") —> ¥ selon la condition (C,); donc il
vient x € x(A)” selon la définition de la fermeture.

Réciproquement, supposons que la fermeture soit donnée et nous
en définirons la convergence par l'équivalence E6° :

[x € ()", quel que soit un sous-systeme confinal x() dans %))
=[x > x]. '

D’aprés cette définition, il est évident selon le théoréme 3 dans §1
que la convergence vérifie la condition (C,). De plus, soit x(’) un
sous-systéme confinal de x(2) et supposons qu’il existe un systéme
ordonné x(B) tel que x(B)c x(A') et x(B) > x. Alors, il vient x € ¥(B)”
selon la définition de la convergence, et x(B)” c x(%)” selon la conditon
(F); il vient donc x € x(U)”, par conséquent, on a ¥(%) —>x par la
définition. Il en résulte que la convergence vérifie la condition (C,).

Ceci étant posé, nous allons démontrer 1’équivalence E5°.

Céte gauche — Cbhté droit. Soit M un ensemble donné d’avance
et supposons qu’il existe un systéme ordonné x() tel que xQ)c M
et x(A) »x. Alors, il vient par la définition x € x()”, puisque x(2A)
est confinal dans lui-méme. Par suite, il vient xe€ M” selon la
condition (F). ,

Coté droit — Cote gauche. Supposons au contraire que, pour
chaque systéme ordonné x(A)c M, il existe un sous-systéme confinal
2 (W) de x(A) tel que x £ x(A)*. Alors, il existe évidemment au moins
un ensemble V de facon que x € CV¥, soit V =R — x(W). Désignons
par § la famille des ensembles V possédant telle propriété.

Ceci étant posé, nous pouvons démontrer qu’il existe au moins
un Ve tel que V-M = ¢. En effet, si 'on suppose par contre qu’on
ait V-M == ¢ pour tout Ve, il existe alors un point x,€ V.M quel
que soit Ve F. Désignons par ¥(B) 'ensemble formé des points x;
et l'ordonnons de fagon que Vc V' équivaut a %, > x;». Dans cette
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convention, comme on peut le vérifier facilement, x(B) est résiduel
dans chaque ensemble V€ §. D’autre part, étant x(B)c M, il existe
un sous-systéme confinal x(®) de x(®B) tel que xex(®)”; donc
I'ensemble V* = R — x(¥®') appartient & §. Par conséquent, x¥(B) est
résiduel dans V*, ce qui contredit au fait que x(¥') est confinal dans
x(B). Par suite, il existe un Ve tel que V-M = ¢, il vient donc
McCV; dou M”cCV™" selon la condition (F). Or, étant xe€ CV”,
onaxeM'.

Ainsi la démonstration du théoréme 7 est complétement établie,
c.q.f.d.

Comme on peut le voir sans peine du théoréme précédent, si 'on
retranche la locution *7elativement ¢ H’’ et écrit M au lieu de M”,
B(x) au lieu de Vyx) et x(A) - x au lieu de x () - %, alors le
raisonnement dans I’espace monotone au sens généralis¢ R coincide
avec celui dans l’espace monotone, c. a.d. dans ’espace jouissant de la
propriété que Mc N entraine Mc N, quels que soit M et N. Par
conséquent, nous considérons dorénavant l’espace monotone.

Du théoréme 7, nous pouvons immeédiatement déduire les

Corollaire 1. Les trois proprietes suivantes d’un ensemble M sont
equivalentes :

(1) xe CM,

(2) MeUB(x), autrement dit B(x) 3= ¢ et M contient un Ve L(x).

(3) Quel que soit x(N), si x(N) - x, alors x(A)-M == ¢.

Le point ¥ jouissant de l'une des propriétés ci-dessus s’appelle

point interieur de M, et I’ensemble des points intérieurs de M s’appelle
interieur de M que nous désignons par I(M) dans ce qui suit.

Corollaire 2. Les trois proprictes suivantes d’'un point x sont
equivalentes :

(1) x € ¢,

(2) Bx) = o,

(3) Quel que soit x(A), on a xN) — x.

Or, en rapprochant les théorémes 2, 3 et 7, nous avons les

Théoréme 8. Dans l'espace R, les trois conditions suivantes sont
equivalentes :

(1) ¢ = 9,
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(2) Re¥B(x), quel que soit x, c.a.d. on a B(x) &= 4.
(3) Tout systeme ordonne et formé des ensembles vides ne converge
vers aucun point.

Théoréme 9. Dans l'espace R, les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) xe kR,

(2) [VeBx)] —[V=4]

(3) Il existe un systeme ordonne et formé de points seuls et tel
qu’il converge vers le point x.

En rapprochant les théorémes 7, 8 et 9, nous avons le

Théoréme 10. Soit R un espace dans lequel la famille des voisi-
nages B(x) n’est pas vide, quel que soit x. Alors, la topologie de
lespace R est bien determinée par les convergences des systémes ordonnes
et ne possedant pas d’ensembles vides comme leurs éléements.

En effet, si I'on suppose x) —» x, le systéme x(3) contient au
moins un point comme son élément; désignons donc par x() le
sous-systéme formé de tous les points appartenant a x(2). Alors,
quel que soit Ve B(x), nous avons clairement V.x(A') = V.x((), donc
il vient x(3') — x puisque x(N) - x. Ce qui prouve que si x() - x,
il existe alors un systéme ordonné x(2') dont les éléments sont des
points et tel qu’il converge vers le point x. De plus, comme on le
sait, tout systéme formé d’ensembles vides ne converge vers aucun
point de K. Par conséquent, la topologie de I'espace est déterminée
par les convergences des systémes ordonnés et ne possedant pas
d’ensembles vides comme leurs éléments, c.q.f.d.

Nous employons souvent la convergence d’un systéme filtrant a
droite au lieu de celle d'un systéme ordonné. Donc il s’agit de
chercher que quelle condition doit étre'satisfaite pour que la fermeture
puisse étre écrite par le mot de la convergence d’'un systéme filtrant
a droite. Mais, cette question peut étre résolue facilement du fait
bien connu que, si un systéme filtrant & droite x(2() est contenu dans
I'ensemble somme M + N, alots il est ou bien confinal ou bien résiduel
avec lui-méme au moins dans 'un des M et N et que, si un systéme
filtrant a droite x(N) est résiduel avec lui-méme dans un ensemble
M, il est encore confinal avec lui-méme dans l'ensemble M. Par
conséquent, lorsqu’un systéme filtrant a droite x(2), contenu dans la
somme M + N, converge vers un point ¥, alors, d’aprés le fait énoncé
ci-dessus, au moins 'un des deux sous-systéme x(A)-M et x@)-N
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converge aussi vers le point x. Donc, en tenant compte de 1’équi-
valence E5°, nous avons évidemment M + N = M + N. Nous appelons
additif I'espace possédant cette propriété que M + N = M + N. En
outre, dans U'espace additif, si x€CV, et x€ CV,, alors nous avons
xeC(V,'V,); donc, en vertu de l'équivalence El1°, si V € B(x) et
V,€ B(x), alors le produit V, -V, appartient aussi a ¥(x). A la fin,
considérons la famille B(x) des voisinages vérifiant la condition citée
tout a l'heure ci-dessus, et définissons, d’aprés I’équivalence E5°, la
convergence des systémes ordonnés par la famille B(x). Alors, comme
on peut le voir de la démonstration de 1’équivalence E6° dans le
théoréme 7, la convergence des systémes ordonnés peut étre com-
plétement déterminée par celle des systémes filtrants & droite. Il en
résulte que, dans Vespace additif, il suffit de considérer la conver-
gence des systémes filtrants a droite pour décrire la topologie dans
Vespace.

Ainsi, nous pouvons dire que les notions de la fermeture, de la
famille des voisinages et de la convergence jouissent respectivement
des propriétés suivantes:

(F) M+ N = M+ N, guels que soient M et N.

V) [(VeBx) . (Ve U)] - [Ue B(x)], quel que soit x.

(Vo) [(V € B(x))-(V2eBx))] > [V,- V2 € Bx)), quel que soit x.

(C) Quel que soit un systeme filtrant a droite x(), si x) - x,
alors il vient x () — x pour tout sous-systeme confinal x(U) de x ).

(C.) Soit x() un systeme filtrant a droite. Quel que soit un
systeme confinal x() de x(N), lorsqu’il existe un point x indépendant
de x() et un systeme filtrant a droite x(B) qui converge vers le point
x et dont les élements sont ceux de x('), on a x() — x.

Cela posé, en suivant le raisonnement dans le théoréme 7, nous
pouvons vérifier sans peine le ‘

Théoréme 11. Les notions de la fermeture, de la famille des
voisinages et de la convergence sont équivalentes deux @ deux en ce
sens que, si l'une parmi eux satisfait ¢ la condition citée plus haut,
alors les autres sont derivables d’elle el satisfoni respectiveinent aux
conditions correspondantes.

En remarquant que lespace additif est monotone et que tout

sous-systéme résiduel d’'un systéme filtrant a droite est confinal, nous
avons immédiatement des théorémes 10 et 11, le
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Théorém= 12. Dans l'espace additif, les trois conditions suivantes
sont equivalentes :

(1) ¢ =9,

(2) B(x) ==9¢, quel que soit x.

(3) Tout systeme filtrant ¢ droite dont les élements sont des en-
sembles vides ne converge vers aucun point.

Théoréme 13. Les trois conditions suivantes sont equivalentes:

(1) Mc M, quel que soit M.

(2) VeB(x) entraine x € V, quel que soit x.

(3) Quel que soit x, tout systeme ordonne {x,} qui se compose
d’un seul point x = x,, converge vers le point x.

Deémonstration. D’aprés le théoréme 4, il est évident que (1) et
(2) sont équivalentes.

(2) > (3)., D’une part, si B(x) = ¢, il vient ¥(A) — x selon I'équi-
valence E3°. D’autre part, si B(x) &= ¢, selon (2) il vient ¥ € V, quel
que soit VeW(x); donc on a évidemment x() - x.

(3) = (2). Soit x(2) un systéme ordonné et formé d’un seul point
X, =x. Lorsqu’il existe un Ve B(x) tel que ¥ € V, comme on le sait,
x(A) ne converge pas vers le point x. Nous aboutissons donc a une
contradiction, c.q.f.d.

Théoréme 14. Les trois conditions suivantes sont équivalentes:

(1) % = x, quel que soit x.

(2) VeB(x) entraine x € V, quel que soit x.

X et y etant deux points distincts, il existe un Ve V(y) tel
que x €'V, quels que soient x et y.

(3) Quel que soit x, en posant ¥ = x,, (« € N), le systeme ordonné
XA) converge vers le point x et il ne converge vers aucun point distinct
de x.

Démonstration. (1) - (2). Quel que soit M, si x€ M, on a
¥ =x%c M; il vient donc Mc M. Par suite, Ve B(x) entraine v€ V
selon le théoréme 4. Puis, soient ¥ et ¥ deux points distincts. D’une
part, si B(y) = », il vient y€ ¥ selon l’équivalence E2°, et d'autre
part, si B(y) &= ¢ et x€ V pour tout Ve B(y), il vient ye % Ce qui
contredit 4 I’hypothése (1). Donc il existe un Ve ®B(y) tel que

x€eV.

(2) - (3). Quel que soit x, en posant ¥ = x,, (a € ), le systéme
ordonné x(2A) converge vers le point x selon I’équivalence E3° et
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Thypothése (2). De plus, le systéme x(2) ne converge vers.aucun
point . distinct de x, selon I'hypothése (2) et I’équivalence EG6°.

(3) > (1). Soit x¥() un systéme ordonné tel que x(A)cx. Alors,
x(¥) se composant du seul point ¥, il converge vers le seul point x;
par conséquent, il vient ¥ = x selon I’équivalence E5° et l'’hypothése
(3), c.a.f.d.

Théoréme 15. Considérons les trois conditions suivantes:

(1) Quel que soit x, il existe un systeme ordonne et ne conver-
geant pas vers le point x.

Si x) — x, alors il ne converge vers aucun point distinct
de x.

(2) On a B(x) &= &, quel que soit x.

Pour deux points distincts x et y, il existe deux voisinages
VeB(x) et UeB(y) tels que V-U = o.

(3) Quel que soit x, il existe un systeme ordonné qui ne converge
pas vers le point x.

Si x@Q) - x, alors le systeme x() ne possede aucun point
distinct de x comme son point adherent®.

Alors, (1) entraine (2), (2) entraine (3). En particulier, dans
Despace additif, (3) entraine (1), en remplacant le systeme ordonne par
le systeme filtrant a droite. ,

Démonstration. (1) — (2). S'il existe un point ¥ tel que B¥(x) = ¢,
tout systéme ordonné converge vers le point % selon ’équivalence
E3°; Ce qui contredit & I’hypothése (1), donc on a B(x) %= ¢.

Puis, supposons au contraire qu’il existe deux points distinct »
et y tels quon a V-U=¢ pour tout Ve V(x) et UeB(y). Dans ce
cas, désignons par %y, un point du produit V.U et ordonnons
I'ensemble des points ¥, ainsi définis, par la régle que VcV’ et
Uc U’ équivalent 3 Xy, yy = ¥u,p. Alors, comme on peut le voir, le
systéme {x..,,} devient un systéme ordonné et il converge a la fois
vers les points ¥ et y, ce qui contredit encore a ’hypothése (1).

(2) - (3). Quel que soit x, étant B(x) &= ¢ selon I’hypothése (2),
il existe selon le théoréme 8 un systéme ordonné qui ne converge
pas vers le point x. :

En outre, soient x(A) - ¥ et ¥ &= y. Il existe alors, selon 'hypo-

1) TUn point x est dit adhérent d’un eystéme ordonné x(A), si I'implication sui-
vante est vérifiée:
[V eRB(x)] > [V-x(A) est confinal dans x(N)].
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thése (2), deux voisinages disjoints Ve B(x) et Ue B(y), et x@) est
résiduel avec lui-méme dans V; donc x¥(2) n’est pas confinal dans U,
par suite le point y n’est pas un point adhérent de x(%).

En supposant 4 la fin que l’espace considéré soit additif, il est
clair que (3) entraine (1), car le point limite d'un systéme filtrant a
droite est encore un point adhérent du systéme, c.q.f.d.

Théoréme 16. Legs deux conditions suivantes sont éguivalentes :

(1) [VeBx)] > [V4]

Si Ue B(x), il existe alors un Ve B(x) tel que Vc U.

(2) Il existe un systeme ordonné et formé de points et tel qu’il
converge vers le point x.

Soit {x3}, (@€ et B€Bla)), un systeme ordonne et forme
de points x§ possedant deux suffixes a et 8, ow Bla) est dépendant de
a«. Si {x§} verifie les deux conditions:

1°. {x3} — x® pour chaque a, lorsqu’on considere le systeme comme
un systeme ordonne par rapport a 8.

2°. {xfwy} ~ x, lorsqu’on considere le systeme comme un systeme
ordonné par rapport ¢ «, ot Bla) est un élement arbitrairement choisi
de B(a) et x est un point independant de {x3.},
alors on a {x*} - x.

Deémonstration. (1) — (2). D’aprés I’hypothése (1), il existe selon
le théoréme 9 un systéme ordonné dont tous les éléments sont des
points et tel qu’il converge vers le point x.

En suite, supposons au contraire qu’il existe un systéme {x%}
ordonné et remplissant les conditions 1° et 2°, et tel que {x*} ne
converge pas vers le point x., Alors, d’'une part, il existe selon
’équivalence E3° un Ue B(x) dans lequel {x°} n’est pas résiduel avec
soi-méme. Par suite, {x*} est confinal dans CU. D’autre part, il
existe selon I'hypothése (1) un Ve B(x) tel que Ve U; il en résulte
que {x*} est encore confinal dans CV. En désignant par {x°} le
systéme des points x® appartenant & la fois au systéme {x“} et &
CV, selon I'équivalence E2° il existe, quel que soit % un voisinage
Vix® € V(x® disjoint V, puisque ¥°¢ V.

~ Or, étant {x3} — x% le systéme est résiduel dans V(x¥®); par
suite, V(x® contient au moins un point du systéme, soit x¥%z;. On a
alors x%s € V pour tout a.

Cela pos3, pour chaque « différent de @ prenons un point quel-

conque de {x3} et le désignons par ¥g,.
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Ainsi, si I'on désigne par {x%.} le systéme des points de {xiz}
et de {¥%.}, alors il vient {x3,} — x selon la condition 2°; ce qui
est une contradiction, puisque Ve B(x) est disjoint & {x%z} qui est
confinal dans {x§.;}-

(2) > (1). D’aprés I’hypothése (2), il vient [{VeB(x)]-» [V 6]
selon le théoréme 9. Ensuite supposons par contre qu’il existe un
point ¥ et un Ue B(x) de fagon qu’il n’existe aucun Ve B(x) tel que
Ve U; donc il vient V — U=¢ quel que soit Ve R(x). Désignons
par x" un point de V — U et par {x"} le systéme formé des points

x, V parcourant B(x), et ordonné par la régle que Vc V' équivaut

a x¥ = x"'. D’aprés cette définition, il est évident que {x"} ne con-
verge pas vers le point x. Or, en rapprochant ’hypothése (2), le
théoréme 9 et I’équivalence E5°, étant x" € V, il existe un systéme
{x}} ordonné, formé des points x; € V et convergeant vers le point
x¥, ou 3 parcourt un ensemble ordonné et dépendant de V.

Cela posé, en désignant par xj,, un point quelconque de {x%},
le systéme {x},} est considéré comme un systéme ordonné et il con-
verge évidemment vers le point x. Par conséquent, on a {x"}—x
selon I’hypothése (2), ce qui contredit au fait obtenu plus haut que
{x¥"} ne converge pas vers le point ¥, c.q.f.d.

Théoréme 17. Les trois proprieles suivantes d’un ensemble U sont
equivalentes .

(1) R—UcR-U,

(2) x€ U entraine Ue B(x).

(3) SixM)—xeU, alors xA)-U % ¢.

Demonstration. (1) — (2). Etant x e U, il vient x € CU. En outre
il vient CUc CU selon ’hypothése (1), d’out ¥ € CU; donc Ue€ L(x).

(2) - (3). Etant xe U, il vient Ue ¥B(x) selon I’hypothése (2).
Donc, si x(¥) — x, on a U-x() & ¢ selon I’équivalence E3°.

8) > (@1). Soit xeR— U. Si R— U =¢, selon ’équivalence E5°
il existe un systéme x(A) ordonné, formé des ensembles vides et con-
vergeant vers le point ¥. D’autre part, étant x € U dans ce cas, on
a U-xA) = ¢ selon I'hypothése (3); ce qui est une contradiction.
Donc R — U = ¢. Par conséquent, il existe selon l’équivalence E3°
un systéme x(A) ordonné et formé des points de R — U tel que
¥() - x. Or, étant évidemment U.x(A) = ¢, x(A) ne converge vers
aucun point de U selon I’hypothése (3); donc on a x€ R —U,
c.q.f.d.
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Un ensemble jouissant de l'une des propriétés du théoréeme est
appelé ouverf. D’aprés cette définition, on peut dire qu’un ensemble
M est ouvert dans le cas et le seul cas ou Mc [(M).

Des théorémes 12 et 16, on peut déduire le

Théoréme 18. Les trois conditions suivantes sont eqmvalenteS'

(1) MCM quel que soit M.

(2) Quel que soit x, si Ve %(x), alors U'intérienr I(V) de V est
ouvert et appartient a V(x) et contient le point x.

(3) Si{x§} > x® et {x°} > x, alors il existe un systéeme ordonné
x(C€) dont les elements sont ceux du systeme {x§} et tel que x(€) — x.

Démonstration. (1) — (2). Soit Ve L(x). Etant x¢€ CV, il vient
donc ¥ € CCV = I(V). En outre, d’'une part, étant CV = CIV), on a
selon 'hypothése (1) CAV) = CVelV = CI(V); donc I(V) est ouvert.
Par conséquent, il vient KV) € B(x) selon le théoreme 17.

(2) — (3). Soient {x3} — x” et {x*} - x. D’une part, si B(x) = ¢,
tout systéme ordonn éconverge vers le point x¥ selon I'équivalence E3°.
Dautre part, si ¥(x) &= ¢, un Ve ¥(x) existe. On a alors C-CV € B(x)

selon l’hypothése (2), et, étant {x*} —» x, il existe un point x* ap-

partenant & CCV, c.a.d. x*€ CV. D’aprés I’équivalence E2°, il existe
un Ue B(x*) tel que U-CV =49, dot UcV. Cela posé, en posant

vV =xgeV, désignons par x(€) = {¥"} I'’ensemble de tous les points
x¥ ainsi obtenus, et 'ordonnons par la reégle que Vc V' équivaut a
x” = xv'. Alors, comme on peut le voir, on a x(€) — x.

3) - (1). Soit x€ M. Quel que soit x(20), si Q) - %, on a alors
x € M selon le corollaire 2 du théoréme 7. Donc, considérons le cas
ou il existe un systéme ordonné x(2) qui ne converge pas vers le
point x. Alors, étant x € Zl7, il vient M==¢ en tenant compte du
corollaire 2 du théoréme 7. Donc; selon l'équivalence E5°, il existe
un systéme ordonné {x*}c M tel que.{x*} - x. Dans ce cas, 11 y a
deux cas possibles & considérer:

Premier cas oi M = ¢. Etant x®€ M, quel que soit {x2}, il vient
{x3} - x* selon le corollaire du théoreme 7; donc en posant x§ = ¢,
on a {x¥3} — x* Par conséquent, selon I’hypothese (3), il existe un
systéme ordonné x(€) dont les éléments sont ceux de {x3} et tel que
%(®) - x. Donc x € M.

Deuxiéme cas ou M=¢. Etant x*e M, il existe un systéme
{x3}c M ordonné et convergeant vers le point x* selon l'équivalence
E5°. Donc, il existe selon I'hypothése (3) un systéme x(C)c{x3}
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ordonné et convergeant vers le point ¥ ; donc il vient x € M.

Il résulte du fait démontré plus haut que Mc M, c.q.f.d.

Nous appelons guasi-accessible un espace vérifiant les conditions,
quel que soit M,

=6, McM e M-=M,
c.a.d. un espace quasi-accessible n’est autre qu’un espace vérifiant
les conditions, quel que soit ¥,
1. Bx) ¢,
-2, Quel que soit Ve L(x), il existe un voisinages ouvert U¢€ L(x)
tel que Uc V.

Théoréme 19.  Soient X el Y deux espaces et soit y = f(x) une
fonction de X sur Y entier. Alors, les trois conditions suivantes sont
equivalentes :

(1) Quel que soit M, x € M entraine f(x) € f(M).

(2) S’ existe un voisinage V(f(x)) de f(x) dans Y, il exisie
alors un voisinage Ve B(x) tel que f(V)c V(f(x)).

(3) Quel que soit x(N), si x(N) — x, alors flx(AN)) — f(x).

Démonstration. (1) — (2). Tout d’abord, nous allons démontrer
que: si la famille B(f(x)) des voisinages V(f(x)) de f(x) dans Y n’est
pas vide, alors celle de ¥ dans X l'est aussi.

Supposons, en effet, que B(x) = ¢. Alors il vient ¥ € ¢ selon le
corollaire 2 du théoréme 7. Donc, selon ’hypothése (1), il vient
fx)€ef(@) =¢; ce qui prouve du corollaire 2 du théoréme 7 que
B(f(x)) = ¢. Il en résulte que V(f(x)) & ¢ entraine L(x) == 4.

Ce préliminaire étant établi, nous allons démontrer notre implica-
tion. Supposons par contre que, pour V(f(x)) donné d’avance il
n’existe aucun Ve L(x) tel que f(V)c V(f(x)). Dans ce cas, si V€ B(x),
alors V= ¢, parce que si #€L(x), on a évidemment f(¢)c V(f(x)).
En tenant compte de la supposition posée, il existe, quel que soit
Ve Q(x), un point x,€ V tel que f(x.) e V(f(x)). En désignant par
M T’ensemble des points x, ainsi définis, comme on le sait, il vient
%€ M. Donc on a f(x)€ f{iM) selon (1). Cependant, d’autre part, on
a évidemment f(M)-V(f(x)) = ¢, donc f(x)€f(M). Nous aboutissons
donc a une contradiction.

(2) > (3). Soit x(A) - x. Si V(f(x)) = ¢, il vient Fx() - flx)
selon I'équivalence E3°. Donc supposons que B(f(x)) ==4. Alors, il
en résulte que BV(x) =+ ¢ selon (2). Donc, en prenant un Ve B(x),
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alors x(A) est résiduel avec lui-méme dans V; donc f(x(2)) lest
aussi dans f(V). D’autre part, selon (2) il existe pour V(f(x)) donné
d’avance un Ve Ux) tel que f(V)c V(f(x)). Par conséquent, f(x(2))
est A forte raison résiduel avec lui-méme dans V(f(x)). Donc il vient
Q) - fx). _

(3) > (1). Soit xe M. Il y a dans ce cas deux cas possibles &
considérer :

Premier cas oi M =g¢. Etant x€9, il vient x() - x quel que
soit x(A. Donc en prenant maintenant un systéme ordonné quel-
conque {y*} dans Y, il existe un systéme ordonné {x*} dans X et tel
que f(x*) = y*. Etant {x"} — x, il vient {y*} — f(x) selon ’hypothése
(3); ce qui prouve selon le corollaire 2 du théoréme 7 que f(x)€ 9,
c.a.d. que f(x) e f(M).

Deuxiéme cas ou M = ¢. Etant x € M, il existe un systéme
x(Mye M ordonné et convergeant vers le point x. Donc il vient
Sx()) — f(x) selon 'hypothése (3) et d’autre part on a f(x())c f(M);
par conséquent, on a f(x) € f(M) selon I’équivalence E5°.

Il en résulte en fin de compte que x € M entraine f(x)e (M),
c.q.f.d.

§3. Convergence du systéme des ensembles.

Soit % un ensemble ordonné et soit {S,} un systéme des ensembles
non-vides et ordonnés en suivant l'ordre des suffixes de fagon que
a = f équivaut a4 S, = S, .

Cela posé, nous commencerons par les définitions nécessaires dans
ce qui suit:

Un systéme ordonné {S,} est dit qu’il converge vers un point ¥,
lorsque, pour chaque voisinage Ve B(x) s’il existe, 'ensemble des
suffixes des ensembles S, entiérement contenus dans V est résiduel
avec,; le point x s’appelle point limite de {S.}.

Un systéme ordonné {S,} est dit qu’il s’attroupe vers un point x,
lorsque, pour chaque voisinage Ve B(x) s’il existe, I'ensemble des
‘suffixes des ensembles S, possédant au moins un point commun & V
est confinal avec ¥ ; le point x est dit point adherent de {S,}.

Dans ce qui suit, nous considérons pour simplicité l'espace ol
9 = ¢ a lieu, c.a.d. B(x) = ¢, quel que soit x.

Ceci étant posé, on peut vérifier sans peine les
Théoréme 1. (1) Pour qu'un systeme ordonné {S,} converge vers
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un point x, il faut et il suffit que, quel que soit un point x, de S, le
systeme ordonne {x,} converge vers le point x.

(2) Pour qu’un systeme ordonné {S,} s’attroupe vers un point x,
il faut et il suffit qu’il existe un systeme {x,} ordonné et s’attroupant
vers le point x, ou x, est un point convenablement choisi de S, .

Un systéme ordonné {S,} sera dit mwonotone si « = 3 entraine
S.cSs.

Si un systéme des ensembles {M} est ordonné par 4dnclusion
inverse, & savoir par la régle que M,c M, équivaut & M, = M,, alors
le systéme deviendra monotone.

Or, étant donné un systéme ordonné {S,}, alors on peut engendrer
de lui un systéme monotone {M,} en posant M, = 31S,, et nous

, Bza
Vappellerons le systeme engendre de {S,}.

Théoréme 2. La condition mnécessaire et suffisante pour qut’un.
systeme ordonne {S,} converge (s’attroupe) vers un point x est que le
systeme engendre {M,} de {S.} converge (s’attroupe) vers le point x.

Théoréme 3. Pour qu’'un systeme {S,} s’atiroupe vers un point x,

il faut et il suffit que la partie commune aux fermetures des ensembles

appartenant au systeme engendre {M,} de {S,} ne soit pas vide.

Démonstration. Supposons d’abord que {S,} s’attroupe vers un
point x, autrement dit, que, quels que soient « et Ve B(x), il existe
un suffixe 8 dépendant de « et de V tel que B=a et V-Sy= 4.
Donc, comme on le voit, étant Spc M,, il vient M,V == 4 quel que
soit Ve®B(x). Par conséquent, il en résulte que x € M,, quel que
soit «; il vient donc v € 17 M,.

Inversement, soit x € 7M,. Alors, on a v € M, quel que soit a;

par suite il vient V-M, 3% ¢ quel que soit Ve¥(x). Il en résulte
immeédiatement qu’il existe un suffixe # dépendant de « et de V tel
que f=a et V-S,%¢; ce qui prouve que {S,} sattroupe vers le
point x, c.q.f.d.

Théoréme 4. Les deux proprietes suivantes sont équivalentes :

(1) Tout systeme ordonne {x,} possede aw moins un point ad-
herent, ont x, désigne un point.

(2) Pour lout systeme monotone {M,), on a toujours Jg!W,, &+ 4.

Démonstration. (1) - (2). Soit {M,} un systéme monotone et soit
¥, un point quelconque de M,. Alors, par la supposition (1), le
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systéme ordonné {x,} possede au moins un point adhérent, soit x.
Par suite, quels que soient « et Ve B(x), il existe un point x, tel
que Bz=a et x;€V. Diautre part, {M,} étant monotone, on a
naturellement x; € M,; par conséquent, on a VM, ¢ et donc
% € M, quel que soit . Il vient*donc TM, % ¢.

(2) - (1). Soit {x,} un systéme ordonné et soit {M,} le systéme
engendré de {x,}. Il vient alors M, % ¢ selon I’hypothése (2), et
par conséquent, en vertu du théoréme 3, le systéeme {x,} s’attroupe
vers un certain point de 77 M,, c.q.f.d.

Ceci étant posé, nous allons dés maintenant étudier la construc-
tion de l'espace vérifiant la condition dans le théoréme 4.

Considérons d’abord le systéme §F formé de tous les sous-ensembles
non-vides de l’espace R, alors, comme on le voit, § peut étre considéré
comme un systéme monotone. Par conséquent, il faut exister, par
hypothése posée a l’espace considéré, au moins un point ¥ commun a
tout M, M parcourant ¥. On peut de 1a dire que le point ¥ posséde
un seul voisinage V(x) coincidant avec l’espace tout-entier. Car, s'il
existait un voisinage V,, différent de I’espace, alors on aurait assuré-
ment x € CV,, et ce qui est une contradiction.

Ainsi, du fait obtenu ci-dessus, on peut déduire facilement le

Théoréme 5. Pour que (dans l’espace monotone) chague systeme
ordonne {x,} possede au moins un point adherent, il faut et il suffit
qu’il existe au moins un point dont la famille des wvoisinages (oi bien
est vide on bien) se compose d’un seul voisinage coincidant avec l'espace
tout-entier.

L’espace de ce genre n’est pas bien intéressant, puisqu’il jouit
de la propriété trés triviale. Par conséquent, nous allons dés mainte-
nant considérer un espace dans lequel chaque systéme filtrant a
droite s’attroupe vers au moins un point.

Soit {x,} un systéme filtrant a droite. Alors le systéme engendré
de lui {M,} posséde la propriété dite l’intersection de lordre fini, c.A.
d. le produit des éléments arbitrairement choisis du nombre fini de
{M,} n’est pas vide.

Ceci étant posé, nous avons le

Théoréeme 6. Les deux proprietes suivantes sont equivalentes:

(1) Tout systeme filtrant & droite {x,} s'attroupe vers au moins
un point.
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(2) Pour tout famille d’ensembles non-vides {M}, jouissant de la
propriete de Uintersection de Uordre fini, la partie commune aux fer-
metures de tous les élements de {M} west pas vide.

Demonstration. (1) - (2). En désignant par {M,} le filtreV en-
gendré® de la famille {M} donnée d’avance, {M,} est considéré comme
monotone, c.a.d. « = 3 entraine M,c M;. -

Ceci posé, soit ¥, un point quelconque de M,. Alors, {x,} est
certainement un systéme filtrant a droite et par conséquent, il y a
selon (1) son point adhérent, soit x. Donc, si Ve %(x), alors ¥V con-
tient un sous-systéme confinal de {x,}; par suite, il existe pour «
arbitraire un B8 supérieur a a tel que x,€ V. Ce qui montre que
V-M,==¢, puisque {M,} est monotone. Par conséquent, on a évi-
demment x € M,, on a donc x€ 7M,. Etant {M}c{M,}, on a &

forte raison x € I M.
M (M}

(2) > (1). Soit {x,} un systéme filtrant 4 droite et soit {i,} la
famille engendrée de {x,}. Alors il est clair que cette famille jouit
de la propriété de l'intersection de l'ordre fini; donc, par ’hypothése
(2), il y a un point x appartenant a tous les M,. Il en résulte du
théoreme 3 que {x,} s’attroupe vers le point ¥, c.q.f.d.

Suivant la terminologie due 4 M. Tukey, nous dirons compact un
espace jouissant de la propriété énoncée dans le théoréme précedent.
Nous voudrons discuter, dans le paragraphe suivant, par rapport a
Yimmersion d’'un espace dans un espace compact. Dans cette place-ci,
nous considérons par rapport a la propriété de l'intersection de l'ordre
plus haut que fini.

Nous dirons qu’une famille des ensembles non-vides {M} jouit de
la propriété de !’intersection de l’ordre &, lorsque la partie commune

1) Filtre § est une jamille des ensembles non-vides jouissant des propriétés
suivantes :
1. ¢ ¢ 8.
2. Quels que soient des ensembles du nombre fini de &, sa partie commune
n’est pas vide et elle appartient aussi a §.
3. Quel que soit M ¢, McN entraine N ¢F. .
2) Soit {M} une famille vérifiant la propriété de l'intersection de I'ordre fini.
Alors on peut engendrer de {A} un [iltre § uniquement déterminé comme suivant :
Si I'on désigne par § la famille des ensembles contenant an moins une partie
commune aux engembles du nombre fini de {M}, alors § est bien 'une que nous
avions en vue, Il est clair que §o{M]}.
Cf. H. Cartant, Théorie des filtres., C. R. (Paris)., t. 205 (1937). pp. 595—598.
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aux éléments arbitrairement choisis de puissance ®; de {M} n’est
pas vide.

Draprés cette convention, nous aurons le

Théoréme 7. La propriéte suivante (1) entraine la propriété sui-
vante (2).

(1) Si {M} est une famille des ensembles jouissant de la pro-
priete de [lintersection de l'ordre &, alors la partie commune aux
fermetures de fous ses élements n'est pas vide.

(2) Si {G} est une famille des ensembles ouverts qui couvre
lespace entier, alors elle contient une sous-famille de puissance g
couvrant lespace entier. )

Démonstration. Supposons par contre que la famille {G} ne con-
tienne aucune sous-famille de puissance & couvrant l'espace entier.
Alors, en posant F = CG, comme on peut le vérifier, nous aurons
une famille des ensembles fermés {F'} jouissant de la propriété de
I'intersection de l'ordre ®:. Donc, d’aprés I’hypothése (1), la partie
commune a tous les éléments de {F} n’est pas vide; par suite, on a
R CUIF) =>)G. Ce qui nous donne une contradiction, c.q.f.d.

En général, la réciproque du théoréme 7 n’est pas nécessairement
vraie, mais elle est vraie sous quelques conditions, c’est a savoir
que:

Pour que la propriété (2) entraine (1), il est suffisant que I’espace
considéré vérifie les conditions suivantes, quel que soit Mc R,

McM e M=M

En effet, soit {M} une famille des ensembles possédant la pro-
priété de lintersection de lordre ®,;. Supposons par contre que
ITM = ¢. Alors, en posant G = CM et en tenant compte de la sup-
position M = M, comme on peut le voir, la famille des ensembles
ouverts {G} couvre l'espace entier. Par suite, selon I’hypothése (2),
{G} contient une sous-famille {G*} de puissance §;, couvrant l’espace
entier. Par conséquent, on a ¢ = C3G*) = TM*, ou M*= CG*.
De plus, selon ’hypothése M*c M*, on a ¢ = ITM* ou M*e{M}.
{M*} étant de puissance R;, nous aboutissons donc a une contradic-
tion, c.q.f.d.

§4. Immersion d’un espace dans un espace compact.

En tenant compte du théoréme 5 dans §3, nous pouvons dire,
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dans un espace vérifiant 'une des conditions citées dans le théoréme
O de §2, que:

A tout espace R, on peut associer, en ajoutant un point, un espace
compact R* tel que R est homeomorphe @ un sous-espace dense dans R*.

En effet, soit R* un ensemble formé de tous les points de R et
d’un point p n’appartenant pas a4 R. Définissons la famille des voisi-
nages de chaque point ¥ de R* comme suivant:

Si x€ R, la nouvelle et I'ancienne famille des voisinages de x
sont identiques.

La famille des voisinages de p (ou bien est vide ou bien) se com-
pose d’'un seul ensemble R*. )

D’aprés cette définition, on voit immédiatement que l’espace R*
vérifie assurément la condition citée dans le théoréme, c.q.f.d.

Mais telle immersion est moins intéressante ; donc nous considé-
rons dorénavant une immersion non triviale et naturelle d’'un espace
dans un espace compact. Pour ce but, il est commode a considérer
ultrafiltre. '

Un ultrafiltre § est un filtre tel qu’il n’existe aucun filtre conte-
nant ¥ comme une vraie sous-famille.

Comme on le sait, pour qu'un filtre ¥ soit ultrafiltre, il faut et
il suffit que, quel que soit Mc R, ou bien M€ F ou bien CMeF. Et
de plus, selon le théoréme bien connu de M. Zorn, il existe pour un
filtre quelconque au moins un ultrafiltre ayant le filtre-lA comme une
sous-famille. Par conséquent, on peut dire, du théoréme 6 dans §3,
que les trois propriétés suivantes sont équivalentes deux a deux:

1)y Tout systeme filtrant a droite possede au moins un point ad-
herent.

2) Tout filtre possede aw moins un point adhérent®.

3) Tout ultrafiltre possede au moins un point limite®.

Aprés ces préliminaires, nous nous avoncerons a notre but.

Soit M un sous-ensemble quelconque dans ’espace R et désignons
par M* l'ensemble de tous les ultrafiltres ¥ dans R auxquels M
appartient comme un élément. Alors, R* désigne 'ensemble de tous
les ultrafiltres dans R, et, comme on le sait, nous aurons les égalités
suivantes, quels que soient M et N:

L ¢* = ¢,

1D TUn filtre étant considéré comme un systéme ordonné et monotone, on pourra
entendre son point adhérent et son point limite. Ci. p. 154,
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2. (R— M)* = R* — M*,
3. Mc N entraine M* c N¥,
4, (M + Ny* = M* + N¥*,
5 (M'N)* = M¥*-N*,

Ceci étant établi, nous considérons un ultrafiltre § dans R comme un
point de R* et définissons un voisinage du point § dans R* comme
suivant ;

Soit M un ensemble quelconque dans R et désignons par I(M)
Vintérieur de M, a savoir (M) = CCM. Si I(M)e€ g, alors nous em-

ployons I'ensemble ([(M))* dans R* .comme un voisinage du point J,

et le désignons par V*(F) dans ce qui suit. Nous pouvons ainsi
considérer ’ensemble R* comme un espace, mais la famille des voisi-
nages d’'un point dans R* n’est pas en général nécessairement non
vide. Donc, nous supposons pour la simplicité de la discussion que
Tespace considéré vérifie la condition ¢ = ¢ dans ce qui suit.

D’apres cette hypothése, & chaque point ¥ de R* correspond au
moins un voisinage V*(%), parce que Re® et R lui-méme est ouvert
dans l'espace R d’aprés ’hypothése que ¢ = ¢.

Cela posé, nous allons démontrer que l'espace R* vérifie les pro-
priétés suivantes:

(1) L’espace R* est quasi-accessible.

Tout d’abord, il viendra § € V*(3). En effet, étant V*(F) = (I(M))*
et (M) € 3, donc par la définition on a évidemment ¥ € (J(M))*= V* ().

En outre, V*(%) sera ouvert dans I'espace R*. En effet, soit &,
un point quelconque de V*(gF). Alors il existe pour V*(§) un en-
semble M tel que V*() = (I(M))*, IIM)eF et I(M)€eF,. Par consé-
quent, V*({%) lui-méme est encore un voisinage de %, d’aprés la
définition de voisinage. Ce qui prouve, selon le théoréme 16 dans §2,
que V*{({) est ouvert, c.q.f.d.

(2) Sil'espace R est additif, alors l'espace R* [’est aussi.

En effet, soient V*(F) et V#$) deux voisinages de §. Il existe
alors deux ensembles M, et M, tels que V#(®) = ([(M))*, I(M)e G,
VEE) = (H(M)* et I(M)€EF. §F étant un filtre, le produit (A1) - I(M,)
n'est pas vide et appartient a §. En outre, comme on le sait, R
étant additif, il vient [(M,-M,) = I(M,) -I(M,); d’'ou M, M) € F.
D’autre part, on a évidemment (I(M,-M,))* = (I(M))*-(I(M,))*, ce qui
prouve que le produit V¥ (%) - V> () lui-méme est encore un voisinage
de %. Il en résulte que l'espace R* est additif, c.q.f.d.
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Cela posé, nous allons démontrer le

Théoréme 1. L’espace R* est compacl. ,

Démonstration. Soit §* un ultrafiltre dans R*. Alors la famille
des sous-ensembles M de R tels que M* € F*, se détermine unique-
ment par rapport a ¥*, nous la désignons par .

Nous allons démontrer que § est un ultrafiltre dans R. En effet,
on a d’abord ¢ € ¥, puisque ¢* =¢ et ¢6*€ F*. En outre, soient M,

=12, - , 1), des ensembles du nombre fini de 3, alors on a par
la définition M¥ € §*. D’une part 3 étant un filtre dans R*, il vient
ITM* €%, et d'autre part étant II = ( HM)*, il vient ( ITM)* €T

par consequent, on a H Mte% De plus, si Me®F et McN, alors 11

vient M*c N¥, donc on a N* e F*, puisque F* est un filtre. Par
suite, il vient Ne§. Ainsi nous pouvons dire que § est un filtre
dans R.

Pour démontrer que §% est un ultrafiltre, il suffit de démontrer
que, quel que soit Mc R, ¥ contient 'un et I'un seul des ensembles
M et CM. OQr, il est clair que § ne contient pas en méme temps les
ensembles M et CM; Donc supposons par contre que % ne contienne
ni M ni CM. Alors, par la définition on a M* ¢ G* et (CM)* ¢ F*.
D’autre part, comme on le sait, M* et (CM)* sont mutuellement
complémentaires dans R*. J* étant un ultrafiltre dans R*, §* con-
tient donc I'un et I'un seul des M* et (CM)*; nous aboutissons ainsi
a une contradiction. Il en résulte que ¥ est un ultrafiltre dans R.

Ceci étant établi, nous allons démontrer que &, considéré comme
un point de R*, est un point limite de ¥*.

Soit, en effet, V*() un voisinage quelconque de F dans R*.
Alors, il existe par la définition un ensemble M tel que I(M)eF et
(I(M))*=V* ). Dautre part, étant I(M) € §, on a (I(M))* € F* selon
la définition de F.

En rapprochant les faits que (I(M))* = V*(F) et (I(M))* € ¥*, on
a clairement V*(%) € ¥*. Ce qui nous montre que F* converge vers
le point §. Ainsi la démonstration du théoréme est complétement
établie, c.q.f.d.

Soit ¥ un point de R et considérons dans R la famille de tous
les sous-ensembles contenant le point x. Alors, comme on le sait,
elle est un ultrafiltre dans R, donc nous le désignons par ¥,. Quand
le point x¥ parcourt l’espace R, nous obtiendrons I’ensemble des points

T dans R*; nous le désignons par K dans la suite. Cela posé, si
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Pon fait correspondre a chaque point ¥ de R le point %. de R*, alors
on a évidemment une fonction biunivoque §, = ¢(x) de R sur .

Cela posé, nous démontrons d’abord le

Théoréme 2. L’ensemble R est partout dense dans R*.

Démonstration. Soient § un point de R* et V*(¥) un voisinage
de §. Alors, pour ce V*(§) il existe un ensemble M tel que I(M) € F
et (I(M))* = V*(F). Or, I(M)€§F entrainant I(M) ==4, il existe un
point x appartenant a I(M). Par suite, il vient évidemment ¥, € (I(M))*,
donc on a &, € V*(¥), puisque (J(M))* = V*(¥). Ce qui prouve que
R est partout dense dans R*, c.q.f.d.

Théoréme 3. Si l’espace R verifie cette condition que Mc M, quel
que soit M, alors la fonction inverse de g, = ¢(x) est continue.

Démonstration. Comme on le sait, il suffit de démontrer qu’on a
¢ (X) o¢(X), quel que soit Xc R. .

Or, soit ¥, un point quelconque n’appartenant pas 3 ¢(X), autre-
ment dit, soit ¥ € X. Il existe alors un voisinage Vix) de x tel que
Vix): X = ¢. Etant évidemment x € I(V(x)), il vient I(V(x)) € F.. Par
suite, ’ensemble (/(V(x)))* est un voisinage de &, dans R*. D’autre
part, §, étant un point quelconque du produit r (I{V{(x)))*, on a alors
I'V(x)) € §, selon la définition de (I(V(x)))*. Il vient donc ye€ I(V(x))
en vertu de la-définition de {,; par suite, il existe un voisinage
V(y) tel que V(y)c Vix). Il en résulte que Viy)-X = ¢, en vertu du
fait que V(x):X =¢; donc y€ X et de plus y€ X selon I’hypothése
que Mc M, quel que soit M. Par suite, on a §,ee(X); ce qui
donne R-(I(V(x)))*¢(X) = ¢. En outre, étant (R* — R)-¢(X) = ¢,
vient en fin de compte (I(V(x))*¢(X)=¢; donc on a %},ew(X)
Nous avons ainsi I'inclusion ¢(X)o¢(X), c.q.f.d.

Théoréme 4. Si l'espace R est quasi-accessible, alors la fonction
¥ = @(x) est continue.

Démonstration. 11 nous suffit de démontrer quon a ¢(X)ce(X),
quel que soit Xc R.

Soient x¥ un point quelconque de X et V*(%,) un vmsmage quel-
conque de ¥,. Alors, en vertu de la définition de V*(§,), il existe
un ensemble M tel que I(M) e @, et (I(M))* = V*(@F.). Il résulte de
IM)e®, que xeI(M); il existe donc un voisinage V{(v) tel que
Vix)yc M. De plus, selon ’hypothése posée, il existe un voisinage

http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou/vol 1/iss1/8



Inagaki: Contribution & aacute; latopologie |

CONTRIBUTION A T.A TOPOLOGIE I 163

ouvert U(x) de x tel que U(x)c V(x). Par suite, on a U(x)c M. Dans
ce cas, d’'une part, étant x € X, il existe un point y appartenant au
produit U(x)'X, et d’autre part, U(x) étant ouvert, U(x) lui-méme est
un voisinage de y. Par suite on a y € [(U(x)); donc y€ I(M), puisque
U(x)c M. Par conséquent, on a §, € (I(M))* = V*&.) ; ce qui prouve
que V*(§,)-¢(X)==¢, autrement dit, que F.€¢(X). Il vient donc
e X)ce(X), c.a.f.d.

Des théoréme 3 et 4, on a immédiatement le

Corollaire. Si l’espace R est quasi-accessible, la fonction ., = o(x)
est bicontinue, autrement dit, R et R sont homéomorphes.

Théoréme 5. Soient R un espace quasi-accessible et U un ensemble
ouvert quelconque dans R. Si lon fait correspondre a U lensemble
AU) = U* dans R*, alors U* est ouvert dans R*, et de plus, dans ce
cas, la famille de tous les ensembles de la forme f(U) constitue une
base pour les ensembles ouverts dans R*, ow U parcourt la famille de
tous les ensembles ouverts dans R. En oulre, celte correspondance
AU) = U* est isomorphe, c.a.d. on a, quels que soient U, et U,,

AU+ Uy = AU + AU,
f(UL'Uz) = f(U]_)'f(UJ))

et elle vérifie la condition que o~ (f(U)-R) = U, ot ¢ est la Sfonction
definie dans le theoreme 3.

Demonstration. Soit U un ensemble ouvert dans R et posons
S(U) = U*. En prenant un point § de U*, par la définition on a
Ue . Par conséquent, R étant quasi-accessible et U ouvert dans R,

il vient J(U) = U; donc ((U))* = U* est un voisinage de §F. Il en

résulte d’abord que U* est ouvert dans R*.

‘En suite,” soient U, et U, deux ensembles ouverts et distincts
dans R. Alors, on peut supposer qu’il existe un point xe U, — U.,
et dans ce cas on a §.€ U¥ et F, € Us; Il en résulte que f(U;) &= f(U.).
Par conséquent, la correspondance entre les familles {U} et {f(U)}
est biunivoque. En outre, soient G(:) un ensemble ouvert dans R*
et § un point de G(»). Etant Fe G(x), il existe un voisinage V*(3E)
de § contenu dans G(#) et, d’autre part, un ensemble Mc R tel que
IM)eF et (IM)* = V*(F). De plus, I(M) est ouvert dans R, puis-
que R est quasi-accessible; donc f(/{(M)) = (I(M))* = V¥(F)c G(x).
Ce qui montre qu'il existe un ensemble ouvert U tel que f(U)c G(x})
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et F€f(U). Par conssquent, il existe pour G(x) une famille A des
ensembles ouverts U convenablement choisis telle que 33 f(U) = G(*).
UeN

Nous pouvons de 1a dire que la famille des ensembles f(U') constitue
une base pour les ensembles ouverts dans R*, De plus, comme on le
sait, étant (U, + U)* = U} + U et (Uy- Up* = U+ U¥, il vient donc

AU+ U) = f(U) + ) fIUT) = fU)fT).

Finalement, nous démontrons que ¢~*f(U/)-R) = U; D’abord, il
est visible que ’ensemble f(U)-R se compose de tous les ultrafiltres

contenant un certain point de U, donc on a évidemment ¢ (f(U)*R)
= U, c.q.f.d.

De plus, nous allons démontrer le

Théoréme 6. Soit W un espace quasi-accessible, compact, conte-
nant Uespace R comme un sous-espace et vérifiant les trois conditions
suivantes :

(1) Lespace W vérifie les conditions (T.) et (T,)".

(2) R=W.

(3) Quel que soit un point we W, il existe un ultrafiltre ¥ dans
R de facon quil existe dans W un ultrafiltre W(3F), contenant §
comme sa sous-famille et convergeant vers le point w.

Dans ces conditions, il existe une fonclion continue w = f(F) de
R* sur W telle que x = f(¥.,), quel que soit §,€ R, oit R* et R sont
les ensembles définis dans le théoreme 3.

Démonstration. Soit ¥ un point de R*, autrement dit soit F un
ultrafiltre dans R. Alors il existe un ultrafiltre dans W tel qu’il
contient § comme une vraie sous-famille, nous le désignons par W(3{).

Remarquons tout d’abord, comme on peut le vérifier sans peine,
que le systéme des parties communes 4 R et aux éléments de W(E)
coincide avec le systéme .

Or, en tenant compte de la condition (7%), l'ultrafiltre W(%) con-
verge vers un point et un seul point, soit w. Dans ce cas, nous
définissons une fonction f de R* dans W telle que

w = &)

1) (T%) et (7%) signifient respectivement les conditions (2) du théroéme 15 et (1)

du théoréme 16 de §2.
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Daprés cette définition, on a manifestement f(¥.) = ¥, quel que soit
X, € R.

Cela posé, nous allons démontrer que la.fonction f est unique-
ment déterminée par ¥. Pour cela supposons qu’il existe dans W
deux ultrafiltres W(F) et W.(%) contenant ¥ comme leur sous-famille
et que W,(®) converge vers un point w, et Wi%) un point w,. Si
w, == w,, il existe selon la condition (7.) deux voisinages V(w) et
Viw.) tels que Viwy):Viw,) = ¢. W,(¥) convergeant vers le point z,,
on a V(w)e Wu%). De méme, on a V(w.)€ Wo(F). Il vient donc
Viw) R==¢==V(w.,) R selon I'hypothése (2). En outre, d’aprés la
remarque citée plus haut, Viw) -ReP et Viw)-ReF. Ce qui nous
donne une contradiction que § n’'est pas un filtre dans R. Donc on
a w, = w, et par suite la fonction f est univoque. °

Nous allons démontrer que f(R*) = W. En effet, soit @ un point
quelconque de W. Daprés ’hypothése (3), il existe un ultrafiltre §
dans R de facon qu’il existe dans W un ultrafiltre W (%) convergeant
vers le point w0 et contenant ¥ comme sa sous-famille. Par consé-
quent, on a, par la définition, f(¥) = w; Il en résulte que f(R*) = W.

En dernier lieu, nous allons démontrer que f est continu sur R*.
Pour cela, il nous suffit de démontrer, selon le théoréme 19 de §2,
que, pour chaque systéme ordonné {%F.} qui se compose des points
T de R* et converge vers un point ¥ de R*, le systéme ordonné
{f(F.)} converge vers le point f(%).

Posons maintenant

) = w, et f(F = w,

et prenons un voisinage quelconque V(w) de ww.. Dans ce cas, selon
la condition (7}), il existe un voisinage ouvert U(w) tel que Uw)c Viw).
Etant f(§) = w, il existe un ultrafiltre W(§) dans W tel qu’il con-
verge vers le point w et contient § comme sa sous-famille. Donc on
a Uw)e W@ et Uw)-Re 3.

Or, U(w) étant ouvert dans W, le produit Uw)-R l'est aussi dans
le sous-espace R de W. Par conséquent, U'intérieur de U{w)-R rela-
tivement a l’espace R est identique a soi-méme. Donc, en tenant
compte de la définition d’'un voisinage du point ¥ dans R* et du fait
que U(w)-Re P, il en résuite que I'ensemble (U(w)-R)* est un voisi-
nage du point $%; nous posons donc V*(E) = (Uw)-R)*.

En outre, d'une part le systéme ordonné {3.} convergeanf vers
le point ¥, il existe pour V*(¥) un suffixe a tel que T, € V*(F) pour
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tout 3= a. Par conséquent, il vient par la définition Ulw) -Re€ T,
pour tout 8 = «. D’autre part, étant f(F,) = w,, le point 2, appar-
tient aux fermetures de tous les ensembles’ de T, donc il vient
ws € U(w).R; par suite, on a, pour tout 8 = «,

fB) = wee Uw)c Viw),

Ce qui prouve que le systéme { f(‘&,} converge vers le point f(3);
donc la fonction f est continue, c.q.f.d.

(Suivre)
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