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Inagaki: Contribution &#224; latopologie Il

CONTRIBUTION A LA TOPOLOGIE il
TakesHr INAGAKI

En suivant le raisonnement dit 8 MM. Kuratowski et Montgomery?,
autrefois j’ai donné une Théorie des fonctions mesurables (B) dans un
espace 3 structure uniforme satisfaisant au premier axiome de dé-
nombrabilité®.

L’objet de cet article est de rechercher la méme Théorie dans
un espace qui ne satisfait pas nécessairement au premier axiome de
dénombrabilité.

Nous considérons un espace ¥ a structure uniforme dont le
caractére 2 est de puissance R; et dirons dans cet espace que la
somme de puissance ®; d’ensembles fermés est un F, et que le pro-
duit de puissance 8; d’ensembles ouverts est un G,° Lorsque
I’espace’considéré satisfait & une condition convenable, soit la condi-
tion (D) ou (B)”, un ensemble fermé est un G,, et, par conséquent,
un ensemble ouvert est un F,. Comme on le voit, selon le fait on a
une belle classification de la famille des ensembles boreliens et il en
résulte qu'on peut adroitement établir la Théorie des fonctions mesu-
rables (B).

Dans le premier paragraphe, nous discutons quelques propriétés

1) Voir, par example, Kuratowski, Topologie I, Warszawa (1952); Montgomery,
Non-separable metric space, Fund. Math., t.25 (1935), pp.527 - 533; Kuratowski, Quel-
ques problémes concernant les espaces métriques non-séparables, Fund. Math., t.25
(1935), pp. 534 - 545.

2) Voir notre article: Sur les espaces 2 structure uniforme. Jour. of the Fac. of Sci.
Hokkaido Imp. Univ., Ser. 1, Vol. X (1943), pp. 238 - 254.

3) Inagaki, Contribution 2 la topologie II. Ce Journal, Vol.2 (1953), p.152.

4) Ibid., p,157.

5) On dit qu’un espace quantitatif jouit de la condition (D) ou (B)), lorsqu'il y a une
relation parmi les voisinages Vi(x) comme suite:

Etant donné un voisinage Va(x), il existe deux suffixes ¢ et » déterminés par x et par
A tels que, en symbole logique,

(D): x € Vu(x) — Vux') © Vi(x), quel que soit z',

(B): Vux)+ Vu(x) ¢ — x' € Vi(a), quel que soit x'.

Comme on le peut aisément vérifier, on a les propositions suivantes:

1°. Pour qu’un espace quantitatif satisfasse a la condition (D), il faut et il suffit que
E=A ?QIS'\(E) pour un ensemble quelconque E, ol I’ensemble S\(E), dit un voisinage

stelliforme de E, est la somme de tous les voisinages Vi(x) tels que Vi(x)-E==¢.
2°. Pour qu’un espace quantitatif satisfasse a la condition (Bi), il faut et il suffit que

f:\ HmO;\(E) pour un ensemble quelconque E, ol '’ensemble Oi(E), dit un voisinage
A€

de E, est la somme de tous les voisinages Vi(x), x parcourant E.

79
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des ensembles boreliens et dans le deuxiéme, des fonctions mesu-
rables (B).

§7. Ensembles boreliens

1. Définition et quelques propriétés des ensembles boreliens.
Dans un espace a structure uniforme % possédant le caractére 9 dont
la puissance est R;, nous définissons la famille ¥ des ensembles
boreliens comme la plus petite famille assujettie aux conditions sui-
vantes : '

1. chaque ensemble ferme appartient a 3,

2. si un ensemble E appartient a G, alors le complementaire de E
appartient aussi a F,

3. si {E,} est une famille de la puissance N d’ensembles apparte-
nant a ¥, alors le produit IE, lui appartient egalement,

ol la condition 3 pouvait étre remplacée par la suivante:
3. si {E)} est une famille de la puissance X; d’ensembles ap-

.

partenant a §, alors la somme S E. lui appartient également.

A

" Dans un espace 3 structure uniforme satisfaisant 4 la condition
(D) ou (B), chaque ensemble fermé est un G, et, par conséquent,
chaque ensemble ouvert est un F,. En s’appuyant sur ces faits, on
peut aisément prouver que la famille des ensembles boreliens est la
plus petite famille satisfaisant aux conditions 1, 2 et 3’. On en con-
clut par simple raisonnement de la Théorie des ensembles que la
famille des ensembles boreliens est la somme d’une suite transfinie
du type og,, des familles:

F =+ Tt e + Fo t e | @ < gy,

telles que 1° §, est la famille des ensembles fermés, 2° les ensembles
de la famille ¥, sont des produits ou des sommes de suites de la
puissance 8 d’ensembles appartenant a §, avec B < a, suivant que
a est pair ou impair (les nombres limites étant considérés comme
pairs). ,

De méme, on peut dire que la famille §% est classifiée comme
suivante :

1) Voir la Note 5) au bas de la page 79.

2) Quant 4 la méthode de la démonstration, voir, par example, Kuratowski: Topo-
logie I, Warszawa (1952), pp. 250 - 252.

3) Comme toujours, désignons par «t4; le nombre initial de la puissance g+ il
est claire que wg.; est régulier.
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ol 1° @&, est la famille des ensembles ouverts, 2° les ensembles de
la famille &, sont des sommes ou des produits de suites de la puis-
sance \; d’ensembles appartenant & ®; avec B < a, suivant que «
est pair ou impair.

Les familles §, avec indice pair, ainsi que les familles &, avec
indice impair, sont mwultiplicatives; autremant dit, le produit de la.
puissance R des ensembles appartenant 4 une telle famille appartient.
encore 3 la méme famille. De plus, les ensembles appartenant a une
famille de ce genre seront dits de classe « multiplicative. D’une
facon analogue, les familles %« avec indice impair, ainsi que les
familles &, avec indice pair, sont additives et constituent la classe «
additive. Un ensemble est dit ambigu de classe « lorsqu’il appartient.
ala fois a §, et a G,.

Comme d’habitude, selon ces préliminaires nous pouvons déduire:
plusieurs résultats que nous insérons ci-dessous sans démonstration:

1. Le complémentaire d’'un ensemble de classe §, (ou &,) est de:
classe &, (ou F.).

2. La somme et le produit d'un nombre fini d’ensembles apparte-
nant 4 une méme classe appartient a cette classe.

3. Si B < a, alors il vient Fc G, et G Fs.

4. Les ensembles ambigus de classe a constituent un corps; un
ensemble borelien de classe « est un ensemble ambigu de classe:
a + 1.

5. Soit E,oE;> ----- SEgD e oFE,, (r < @), une suite (trans-
finie) d’ensembles ambigus de classe a tels que Ej =pT<IS Eg, si 8 est
un nombre limite ou bien é = r. Alors, la somme

est aussi un ensemble de classe a.
6. Si EnE,> - =Y % SRR est une suite (transfinie) du type
< wg,, d’ensembles de classe « multiplicative, alors la somme

E:El—E»2+E3‘—‘E4+ """ +FB+]_Eﬂ+2+ """

est ambigu de classe «.

7. Soient EcX et McE. Pour que I'ensemble M soit de classe
« multiplicative (ou additive) relativement a E, il faut et il suffit
qu’il existe un ensemble M* de classe a multiplicative (ou additive)
dans JVespace X tel que M = M*-E.

Produced by The Berkeley Electronic Press, 1954



Mathematical Journal of Okayama University, Vol. 4[1954], Iss. 1, Art. 5

82 Takesz1 INAGAKI

8. Soient EcX et McE. Si E est de classe §, (ou &,) et si
M est de classe §. (ou &,) relativement a £, alors M lui-méme ap-
partient a la méme classe.

Soient X et ) deux espaces & structure uniforme tels que leurs
caractéres possédent la méme puissance R;. On a alors les proposi-
tions suivantes:

9. Soit ¥ = f(x) une fonction continue de X dans 9. Si un en-
semble Y c 9 est de classe a multiplicative (ou additive), alors l'image
SU(Y) Test aussi dans %.

10. Soient XcX et Yc 9. Si X et Y sont de classe F, (ou G,),
le produit cartésien X x ¥ V’est aussi dans l’espace % x 9).

2. Application de I'opération M. Nous supposons dans la suite,
que les espaces considérés satisfassent i la condition (D) et l'axiome
(T) de séparation.

Ceci étant posé, considérons deux ensembles M et N dans I'espace
X. Pour un suffixe quelconque i( € %), les deux relations Sy\(M)-N = ¢
et Si(V) M = ¢ sont évidemment équivalentes; donc nous désignons

par o(M, N) > % ou par (M, N) < ce fait que S(M)-N =3 ou

S\M)-N = g.

Puis, considérons une suite (transfinie) des ensembles ouverts
croissants
(1) G'cGc vose.. cG'C ceren

et soit {E"} (r = 1) une suite d’ensembles E” tels que, pour chaque 7,

(2) E'cG'— S G".
B<Y
Dans ce cas, si 'on pose
(3) 1= EElmz-6n> 3]

:alors 'ensemble E[p(x, E—-—G"> %:I est fermé comme complémen-

1) Voir, par example, Kuratowski, Topologie I, Warszawa (1952), pp. 264 -275;
Montgomery, Non-separable metric space, Fund. Math., t. 25 (1935), pp.527 -533; Kura-
‘towski, Quelques probldmes concernant les espaces métriques non-séparables, Fund.
Math,, t.25 (1935), pp. 534 - 545.

2) Quant 3 la définition de Sa(M), voir la Note 5) au bas de la page 79.

3) E[ ] désigne I’ensemble des points x qui satisfont & la condition écrite dans la

parenthése [ ].
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Inagaki: Contribution &#224; latopologie Il

CONTRIBUTION A LA TOPOLOGIE III 83

taire de l'ensemble ouvert S,(X — G?). D’autre part, on a ¥—G”
= AII ?[Sx(i — G") selon la condition (D), il vient donc

4) E" = 3 EY.
Ae N
Or, si %7, soit A< 7, on a évidemment Sy\(EY)c SyEM)c
c S\(X — ZGﬁ)cSA(’é GP) et Ef = EP —S,(X¥ — G®); par conséquent,
onasS (E,\) Ef =g et dou S\(Ef)-E} =4¢. Il en résulte que

(5) P(E,I’,Ef)>% pour 7= 8.

En outre, si 'on pose
(6) EA = EE,{’ ’

selon la définition de EY, il vient
(7) SIEY = 33 E = I3 EY = JE,.
Y Yy A ALY A

Dans la suite, en s’appuyant la relation (7), nous allons recher-
cher la propriété de l'ensemble > E, pour étudier celle de I'ensemble
S E. )

" Théoréme 1. Si chaque ensemble E' (cité dans la formule (2))
est ferme, alors la somme > E" est un F,.

Y
Démonstration. Nous démontrons tout d’abord que E, = -3 E)

est fermé. En effet, si ¥ un point de E,, il existe alors un systyéme-
caractéristique {x,}P formé de points de E, tel qu’il converge vers le
point x. Le systéme {x,} est donc résiduel avec lui-méme dans le
voisinage V,(x), et en outre il existe un nombre ordinal « tel que
Vix)-Ef = ¢ selon la formule (6). Il en résulte selon la formule (5)
que Vy(x)-Ef = ¢, si B a; ce qui prouve que ¥ € ( Z (> EP). En tenant

compte de ce fait que x€ E, et E, = E? + ZEA, il v1ent vxe B2 = E?,

puisque E? est fermé selon la formule (3) et I’hypothése que E? est.

fermé. Par conséquent, E, est fermé; d’ot S EY est un F, selon la.
Y

formule (7), c.q.f.d.
En vertu de ce fait que l'opération Pt est multiplicative et addi-
tive¥, on a le

1) Cf. Contribution 4 la topologie II, p.153.
2) Voir, par example, Kuratowski, Topologie I, (1952), p. 265.
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Corollaire 1. Si chague ensemble EY est de classe a (a > 0) multi-
Dlicative (ou additive), I’ensemble S\ E* l’est aussi.

Démonstration. Tout d’abord,ynous démontrons ce corollaire dans
le cas oli chaque ensemble E” est un F,: Selon I'hypothése, E? est
une somme de la puissance R; d’ensembles fermés EY. Donc, il est
évident que ZE" ZZEA EZEA et I’ensemble EE,\ est un F,

selon le théoreme 1. Par suite, l’ensemble ZEV est un F,.

Ensuite, considérons le cas ol chaque E" est un G,. Dans le

cas, en posant M? = G'— 3 GP — E”, I'ensemble M* est un F,, et
E<y
du fait que nous avons déja démontré ci-dessus, SIM? et un F,. Par

conséquent, il vient ZE” EG’ EM" ZEY "est donc un G..

Ainsi nous avons prouvé le coro]lalre pour a = 1. Ensuite, en
supposant que le corollaire est vrai pour tout B inférieur a «, et
nous le démontrons pour « lui-méme.

Dans ce cas, il v a deux cas possibles: Premier cas ol « est un
nombre isolé. Soit EY un ensemble de classe « multiplicative (ou ad-
ditive), et il y a alors d’ensembles de classe a —1 additive (ou multi-
plicative) E? tels que EXcG'— S1GF et E? = UE" (ou EY = ZE’),

B<Y
7 parcourant un ensemble de puissance R;. Or, I'opération It "etant

multiplicative et additive, on a

SIEY

Y

?EEJ = E(EEJ))-

T

SIE" = SWHE) = I
b ¥
fou NE =
Y

D’autre part, il est évident par supposition posée que %‘,EJ est
de classe a—1 additive (ou multiplicative); par conséquent, > E”
Y
=T (JE) (ou SYE* = 3 (S EY) est de classe « multiplicative (ou
K Y T v

additive).
Deuxiéme cas oti « est un nombre limite. Supposons que chaque
E" est de classe a multiplicative (ou additive). Il y a alors d’en-

sembles EY de classe inférieure a « de fagon que E}c G’—pz‘, G? et
<Y

EY = ITEY (ou EY = EE") v parcourant un ensemble de puissance
Rg. Or, soit {a,} une suite croissante des nombres transfinis tels
que 0 = a, < a; < - <y K eennes et hm a,= a; posons EY , = E?

si a, K classe de EY < a,,,. 1l v1ent alors E* = II E(,_,,, (ou E?

http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou/vol 4/issl/5
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=V EZ ). En tenant compte du fait que Topération M est multiplica-
(7.9
tive et additive, il vient > E” =(]I)(§‘_, %y (ou STEY =(Z)(EE&,V)))-
Y ety Y V)7
Il résulte selon 'hypothése que > E} ,, est au plus de classe a,.,
Y

multiplicative ou additive. D’autre part, comme on le voit, ’ensemble
de toutes les paires (r,v) est au plus de puissance \¢; donc l'en-
semble ST E” est de classe « multiplicative (ou additive), c.q.f.d.

Y
Corollaire 2. Un ensemble developpable est a la fois un F, et un
Gd 3
Démonstration. Soit E un ensemble développable. Il existe alors
une suite d’ensembles fermés décroissants tels que

(%) E = E' —E*+ E3— Et 4 vevene + E1 — E™1 4 eeuen. ,

oll nous pouvons supposer sans perdre la généralité, que les indices
limites soient omis dans ce développement et que le dernier terme
de la formule (x), s’il y existe, soit négatif, car s’il est positif, on y
ajoute un ensemble vide, qui est fermé possédant le signe négatif.

Or, soit r,, 7y, -+ » Tas »0oe une suite des indices de termes
positifs dans la formule (x) cités suivant l'ordre croissant. Ceci étant
posé, en posant G = X — EYa*! et M2 = Evs-G¥% — 31 G, il vient
clairement P

Ghec G c «-.... c GYeC vevren et M c G'=— 3 G,

Bla
ol M7= est un F,. Par suite, I'ensemble >SIM" est un F, selon le
corollaire 1. Comme on le voit, on a E = 3IM" et E est donc un F,.

D’autre part, comme on le sait, le complémentaire d’'un ensemble
développable est encore développable, donc l’ensemble X — E est un
F,; il en résulte que E est i la fois un F, et un G,, c.q.f.d.

En rapprochant le corollaire 2 et le lemme 4 donné dans mon
autre article®, on a le

Corollaire 3. Dans un espace satisfaisant & la condition (D) et
Paxiome (T), exceptionel, régulier et localement-parfaitement compact
en soi au sens bien ordonne, les ensembles developpables coincident avec
les ensembles qui sont simultanement F, et G,.

Un ensemble est dit de 1l-re catégorie, lorsqu’il est une somme
de la puissance ®; d’ensembles non-denses et un ensemble qui n'est

1) Cf. Contribution 4 la topologie II, Ce Journal., Vol.2 (1953), p. 160.
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pas de l-re catégorie est dit de second catégorie. Comme d’habitude,
on dit qu'un ensemble jouit de la propriété de Baire, lorsqu’il est de
la forme G— P + R, oit G est ouvert et P et R sont de 1-re catégorie.
Conformément a cette définition, on peut facilement démontrer qu’un
ensemble E posséde la propriété de Baire dans le cas et le seul cas
ol E est écrit sous 'une des deux formes suivantes: E =G, + P et
E=F,— P, ou G, et F, désignent respectivement un ensemble G, et
un ensemble F, et P désigne un ensemble de 1-re catégorie.

Ceci étant établi, on a le

Théoréme 2. Si chaque ensemble E* (cite dans la formule (2))
est non-dense, la somme ZE" est de 1-re catégorie (Uespace X étant

suppose monotone®).

Démonstration. Selon la définition, ’ensemble E} est évidemment
non-dense comme un sous ensemble de EY. Nous allons démontrer
que E, = ZE,\ est non-dense. En effet, supposons par contre que E,

ne soit pas non-dense, c.a.d. qu’il existe un ensemble ouvert G non-
vide tel que Gc E,. Soit, & maintenant, ¥ un point de G et soit
V.(%) un voisinage de ¥ qui est entiérement contenu dans G, ou
#>2. Il en résulte que V,(x) C(ZEV), a savoir que V,(x)- (ZE,{) X4

il existe donc un indice r, tel que Vux)-E}» & ¢. Dautre part selon
~2=2 et la formule (5), il vient V,(x)-EY=¢ pour 7r=Fr,; donc
V.x)cE). Ce qui montre que E¥ n’est pas non-dense et nous
aboutissons a une contradiction. Par conséquent, E, est non-dense et
il en résulte que EEy ZEA est de 1-re catégorie, c.q.f.d.

De plus, on a les
Corollaire 4. Si chaque ensemble EY est de l-re categorie, la
somme S EY Pest aussi.

Y
Corollaire 5. Si chaque ensemble E jouit de la propriete de Baire,
la somme S\ EY posséde la meme propriete.

On a, én effet, le corollaire 4 selon le théoréme 2 et ce fait” que
Popération M est additive, et le corollaire 5 selon ce fait que l'en-
semble EY peut étre considéré comme somme d’un ensemble G, et
d’un ensemble de 1l-re catégorie.

Corollaire 6. Soit P une propriete invariante par rapport a !’ope-
ration M. E étant un ensemble donne, designons par Ep ['ensemble
des points x de E pour lesquels il existe un ensemble ouvert O tel que

1) Un espace est dit monotone, lorsque son caractére est filtrant 3 droite.

http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou/vol 4/issl/5
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x€ O et O-E jouit de la propriete P. L’ensemble Ep jouit alors aussi
de cette propriete.

Démonstration. Rangeons, en effet, tous les points de Ep en une
suite bien ordonnée :

(]_) Xyy Xy *oovee s Xgy wore .

Au point x, faisons correspondre un ensemble ouvert O' contenant
x, tel que O'-E jouit de la propriété P. Puis, soit X, le premier
point dans la suite (1) tel qu’il n’est pas contenu dans O“E. Au
point x, faisons correspondre un ensemble ouvert O* contenant X
tel que O?-E jouit de la propriété P. Supposons que les ensembles
ouverts O® pour tout « < r soient déja définis, et désignons par xg,

le premier point dans la suite (1) tel qu’il n’appartient pas a > O~
a<ly
Au point ¥ faisons correspondre un ensemble ouvert O contenant

Xg, tel que O?-E jouit de la propriété P. Continuerons cette maniére
jusqu'a ce que tous les points de la suite (1) seront épuisés. En
posant G’ = 310% et E'=E-O' — 3 0% G est ouvert et EY jouit

=Y acy

de la propriété P et Ep = 1E'. En outre, on a G'cG*c-..+.- c
Y
cG'c e et E'c G — 3 G* Donc, en tenant compte de la pro-

@<y

priété P, l'ensemble Ep jouit aussi de la propriété P, c.q.f.d.

§8. Fonctions mesurables (B)

Dans ce paragraphe, nous considérons quelques espaces %, %), 3
etc.. Nous devons distinguer en général leurs caractéres, mais, dans
la suite, la puissance de caractére joue un roéle important et, par
conséquent, nous supposons par simplicité du raisonnement que les
caractéres sont égaux dans tous les espaces, sauf mention expresse
du contraire.

1. Définition. Une fonction y = f(x) qui transforme un espace
% dans ¥) est dit fonction mesurable (B) de classe a (ou simplement
fonction de classe a«), lorsque, quel que soit un ensemble fermé Fc ),
I’'ensemble f~'(F) est un ensemble borelien de classe « multiplicative.

De la définition et de l'identité f(Y—F) =% —f'(F), on peut
définir les fonctions de classe « comme fonctions pour lesquelles I'en-
semble f~'(G) est de classe a additive, quel que soit I’ensemble ouvert
Gcy.

Les ensembles fermés étant de classe 0 multiplicative, les fonc-
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tions continues coincident, conformément & cette définition, avec les
fonctions de classe 0.
Ceci étant posé, nous allons donner quelques résultats:
Théoréme 1. Soit ) un espace parfaitement séparable d’ordre
WP, Pour qu'une fonction y = f(x) soit de classe «, il faut et il suffit
qu’il existe pour chaque suffixe A€ A, une décomposition de lespace %
de fagon que X = 33X}, (ne ), en ensembles de classe « additive

m
tels que f(X)) c U(y.), quel que soit n, pour un point y. convenable-
ment choisi.

Demonstration. Necessité: En effet, ) étant parfaitement sépa-
rable d’ordre W, il existe pour chaque suffixe 2 une suite de voisinages
Unlyp tels que Y = ST UL(y)) et ze. f(x) étant de classe a, len-

®
semble X! = fY(U\(»2)) est de classe a additive et on a évidemment
X =3 X2 et fAIX))c U).

I
Suffisance. Supposons que la condition du théoréme est vérifiée,

c.a.d. qu’ a chaque suffixe 4 correspond une décomposition de P'espace

X telles que £ =31X} ot #e? et X} est de classe a additive et

FX c Uy pou';' un point y) convenablement choisi. Ceci étant
établi, il s’agit de prouver que, G étant un ensemble ouvert dans ¥,
f~HG) est de classe « additive.

Soit ¥ € f~!(G) qui équivaut a f(x) € G; Comme G est ouvert, il
existe un voisinage U.(f{x))c G; donc, selon la condition (D) il existe
un suffixe x€? tel que: f(x)€ U(y') > Ufy')c Ui(f(x)), quel que
soit y'€ 9. Par conséquent, selon Fhypothése il vy a un ensemble
x € X} dans une décomposition de ¥ tel que f(x)€ f(X)c U(fix))cG,
c.a.d. a chaque point ¥ € f~(G) correspond un ensemble X} de classe
a additive tel que f(X})c U\(f(x)). Comme on le sait, I’ensemble de
tous les ensembles X} est évidemment au plus de puissance R;; donc
f~(G) est un ensemble de classe « additive comme somme de tels
ensembles X}, c.q.f.d.

Théoréme 2. f(x) étant une fonction de classe a et E un ensem-
ble de classe B, l'ensemble f~'(E) est de classe a + B (multiplicative ou
additive suivant la classe de E).

Ce théoréme est démontré par l'induction transfinie (par rapport

1) Une espace ¥ est dit parfaitement séparable d'ordre ¢, lorsqu’on peut sans
altérer la fermeture dans ¥, adopter pour les différents points y de 9 des voisinages
appartenant & une méme famille d’ensembles cuverts, cette famille, indépendant de y,
ayant une puissance 3.
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a B) et par les identités: f(ZE) =33 fEy et [T E) = T fEy
et du fait que 8, < 8 entraine a + 8, < « + 8, c.q.f.d.

Selon le théoréme 2, on a aisément le

Corollaire 1. Soit y = f(x) une fonction de classe « et z = g(y)
une fonction de classe B. La fonction superposée z = g(fix)) est alors
de classe « + B.

2. Fonction de plusieurs variables. Une fonction z = f(x, y) est
dite fonction de deux variables, lorsque la variable indépendante par-
court un produit cartésien de deux espaces X x ¥).

Clairement, une fonction z = f(x) d’'un seul variable peut étre
considérée comme fonction g(x, ) de deux variables, en posant f(x)
= g(x,y). Cela posé, on prouve aisément que: si z = f(x) est une
fonction de classe «, alors, en posant f(x) = gix,y), g(x,y) est de classe
a par rapport a la variable (x, y).

De plus, on a le

Théoréme 3. Soient X et ) deux espaces el soit B wun espace
satisfaisant a la condition (B,) et monotone. Si une fonction z = f(x, ¥)
est continue relativement a la variable x et de classe «a relativement a
la variable y, alors elle est de classe « + 1 relativement & la variable
(x, 3.

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin de quelques
lemmes :

Lemme 1. Soit z = g(x) une fonction continue de X dans 3B et
soit {x.} un ensemble partout dense dans X. Dans ce cas, la condition
nécessaire el suffisante pour qu’un point g(x) appartienne @ un ensemble
‘ferme F situe dans 3, est que, en symbole logique .

[en) € F] = I IT 33[{x € Su(x} - {gx) € O\F)} 1

ou 2 et p parcourent respectivement le caractere de B et celui de X.

Démonstration. D’une part, si g(x) ¢ F, en vertu de la continuité
de g(x), a deux suffixes quelconques 2 et 2 correspond un suffixe v
tel que g(V.(x)c W,igx)) et V. (x)c V.x). Il en résulte que g(V,(x))c
c O\(F) et V,(x)cS.(x). L’ensemble {x,} étant partout dense dans %,
il v a un suffixe r tel que x.€ V,(x)c S.(x); dou g(x.) € O\(F) et
x € S,(x,) qui équivaut a x,€S.(¥). Par conséquent, on a l'implica-
tion:

(1) [gx) e F] — T 1T 3[{xeSxn}- {glx) € Ou(F)}].

1) Quant & Su(E) et & Ox(E), voir la Note 5) au bas de la page 79.
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Drautre part, si g(x) € F, il existe un suffixe i tel que g(x)e O.(F)".
Il y a donc un suffixe v de fagon que W.,(g(x)) O.(F) = ¢. Or, g(x)
étant continue, il existe selon la condition (D) un suffixe # tel que
£(S.(x) c W,(gx)?; 11 vient donc g(S.(x))-O.F)=¢. En outre,
comme %,€S,(x) et x€S.(x,) sont équivalents, x,€ S,(¥) entraine
£(x.) € O\(Fy; dou on a I'implication suivante;

(2) [gx) e F] — pIDS T{xeS,x)} — {gx.)€ ONF)}].

Selon (1) et (2), la démonstration du lemme est établie, c.q.f.d.
Lemme 2. Soit 3 un espace monotone et satisfaisant a la condi-
tion (B) et soit {z,} wun systeme caracteristique dans B et supposons
qu’il converge vers un point z. Pour que le point z appartienne ¢ un
ensemble fermé Fc B, il faut et il suffit qu’on ait 'equivalence :

[z€ F] = T IT 3} [2,€ Ou(F).
L} Tn T

Deéemonstration. D’une part, si z€ F, on a ze€ O,(F) pour un suffixe
quelconque 1; il existe donc un suffixe # tel que ze W, (z)c O\(F).
Selon supposition que {z.} converge vers le point 2z, il existe, pour
W.(2), un suffixe r, de facon que z,€ W,(2) pour. tout r >r,. Donc,
selon la monotonie de ’espace 3, il existe un suffixe r pour un suffixe
quelconque 7, de facon que z,€ O\(F) et r >r,. On a donc I"implica-
tion suivante:

(3) [ze F] — T T 35 [2.€ O\F)].

Dautre part, si z€ F, il y a un suffixe 4 tel que ze¢ O\F). Il
existe donc un voisinage W.(z) disjoint a2 O\(F). {z,} étant un systéme
convergeant vers le point 2z, il existe un suffixe r, tel que z,€ W,(2)
pour tout r >7,; d'ot on a z,€ O,(F) pour tout r>r,. Par suite,
on a l'implication :

(4) [2EF] > 3 T [2€OF).

D’aprés (3) et (4), le lemme est complétement établie, c.q.f.d.

Ces préliminaires étant posée, nous allons donner la

Deémonstration du theoreme. Considérons tout d’abord le cas ou
a =0. Soit {x¥,} un ensemble partout dense dans X et soit F un en-

1) Voir la Note 5) au bas de la page 79.
2) Dans un espace satisfaisant 3 la condition (D), on peut vérifier qu’il existe pour
an voisinage Va(x) un suffixe p tel que Su(x)< Vaa(x).
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semble fermé dans 8. Alors, d’aprés le lemme 1, on a, en posant
gx) = flx, y),

[flx,y) e Fl = T T 3 [{x € Sux,)} {fx:, 3) € OlF)}].

T

Il vient donc
FUF) = T TS{E(xe Sux) x D} {¥ x E(fix,, y) € OFN}].

Or, f(r,y) étant continue relativement a y, E(f(x.,y) € O\(F)) est
v .
ouvert dans ) et E(x € S,(x,)) est aussi ouvert dans X. Par suite,

I'ensemble dans la Saranthése [ ] est ouvert dans ¥ x 9). Il vient
donc que f~'(F) = TT I3[ ]est un G,.

Deuxiéme cas ot « >1. Rangeons tous les points de ¥ dans une
suite bien ordonnée :

(1) : Xos Xy voveee s Xyy reeees .

Cela posé, pour un suffixe # et un point x € X, désignons par
r(x, ) lé plus petit nombre r tel que x € S.(x,) et posons
@ (X) = Xy, -

Alors, on a évidemment

p(w, (%), X) < .

Comme lespace X satisfait a la condition (D), le systéme caracté-
ristique {o,(x)} converge vers le point x. En outre, le systéme
caractéristique {f(o.(¥), )} converge vers le point f(x, ), puisque
f(x, y) est continue relativement & la variable x. Or, en posant
z = flx,y) et z, = f(o.(x), y), du fait que {f(w.(x), »)} converge vers
le point f(x, ») et de I’équivalence (3) du lemme 2, il résulte que:

U, yye Fl = T I > [fwu(®), 3) € O\F)]
. (4]
et d’'o

(%) 5[f(x, NEF] =TT guozgu zEy[f(w,L(x).y)e O\(F)].

D’autre part, d’aprés définition de w,(x), on a

[f(ou(x), ¥) € O(F)]
= g[‘ﬂx,. ) € O\(F)]-[x € (Su(xy) — RE‘I Su(xa))],
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par suite, il vient

E[f(“’a(x) M € O\(F)]
E {El'j(x,, » e O] E[x € (Sulxy) — 2 S.(xg))]-

En posant G = E[S (%) x Y] et Fy,= E[f(xy. ») € O\(F)]-
2, G%), G est ouvert dans X x 9 et FyY ,, de classe a additive

et contenu dans G} — ﬂ%}{ G!, puisque f(x, y) est de classe « relative-

ment a la variable y. Par suite, F, , = 3}F; , est aussi de classe «

additive. D’autre part, selon la formﬁle (%), il vient fFYF) =

1] I“(T} E§ F, .; il en résulte que f'(F) est au plus de classe a + 1
Bry=p

multiplicative, puisque les suffixes 4, », et » parcourent respective-
ment un ensemble de puissance V¢, c.q.f.d.

3. Image de ’équation y = f(x). Soient ¥ et %) deux espaces
monotones et satisfaisant 4 'axiome (7,) de séparation. On a dans
ce cas le

Théoréme 4. Si y = f(x) est de classe « (> 0), Uimage 1=
E[y = f(x)] de la fonction y = f(x) est de classe a wmultiplicative dans
% x 3.

Demonstration. Soit v,, ¥,, ---+-+, ¥y, ---->- une suite bien ordonnée
de tous les points de ), et, pour simplicité, désignons par UY le voisi-
nage U,(»,) dans 9. Or, f(¥) étant de classe a, 'ensemble EY = f-(TUY)
est de classe a multiplicative. En posant Hy = Ey x (U} — E U$)

et Gl =% x (Z UP, le premier est de classe « mult1phcat1ve et le
dernier, ouvert dans X x 9, et de plus il vient

GlcGic -Gl veneee et HYcGl— > GE.

By

Par suite, il résulte selon le corollaire 1 que !’ensemble H, = EH’
est de classe a multiplicative.

Ces préliminaires étant posés, nous allons démontrer que 1 = 1} H,.
D’une part, soit (¥, y) un point de I et pour un suffixe 4, désignons
par r(y, 4) le plus petit nombre ordinal r tel que y€ Uy. D’aprés
définition, on a ye Uy¥'» — 35 Uf et Eyv® = (0% ). 11 vient

B <YW, A)
donc (x, y) € HY¥-», puisque x € EY¥», Par suite, (x,y) € H,; d’ou

Ic n H,.
Drautre part, soit (¥, ¥) un point n’appartenant pas a I, c.a.d.
Y = ftx). En vertu de l'axiome (T:) il y a deux voisinages disjoints
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U, ) et U, (f(x)). De la montonie de X et de ¥) et du fait que X et
3 satisfont a la condition (D), il y a un suffixe 1, tel que S, (y)c UA )
et SA (flx))c UA (f(x)). Pour ce 4,, si 'on désigne par r(y, 4, le plus
petit nombre ordmal r tel que flx)e Uy, alors il vient f(x)e Uy,
Il en résulte que x € E}* * . Donc, par définition, H}"* ne contient
pas le point (x, ). Puis, si 7(», i) < 7, il résulte selon définition que
yeUy — > Uf. Ilvient donc (x, ) € HY pour tout 7; d’ou (x, ) €H, .

B<v _ .
Il en résulte que (x, )€ I H,; Ce qui montre que I>7 H,, c.q.f.d.

4, Limite de fonctions. Supposons i cette place-ci que l'espace
Y) satisfasse a la condition (B)).

Soit {f.(x)} un systéme caractéristique de fonctions définies de X
dans ¥), c. a.d. supposons qu’il est ordonné suivant 'ordre du caractére
de 9. Ainsi, nous pouvons considérer la convergence du systéme en
chaque point x. Soit f(x¥) une fonction et si, pour chaque point x,
on a, en symbole logique,

I [f.(x) € T(f(x))],

ol r, est un suffixe déterminé par x et 4, on dit alors que le systéme
{f.(x)} converge vers la fonction f(x) et que f(x) est fonction limite
de {f.(x)}. En particulier, si r, est indépendant du point x, on dit
que le systéme {f,(¥)} converge uniformément vers la fonction f(x).

Cela posé, nous allons démontrer le

Théoréme 5. Si un systeme caracteristique {f.(x)} est constitue
de fonctions de classe « et s’il converge vers ume foncltion flx), alors
f(x) est de plus de classe a + 1.

Demonstration. Par supposition que {f.(x)} converge vers f(x), on
a, pour un ensemble fermé Fc9, [fy)eF]l=1 H z, [fA(x) € O\(F)]

selon le lemme 2. Il vient donc STEr
fUF) =1 gﬂ%Tf:‘(OA(F))-

Or, f.(x) étant de classe a, I'ensemble f;1(O,(F)) est de classe a addi-
tive. Par conséquent, f~4(F) est de classe a + 1 multxphcatxve D’ou
f(x) est de classe « + 1, c.q.f.d.

Théoréme 6. Si un systeme caractéristique {f,.(x)} forme de fonc-
tions de ciasse «, converge uniformement vers une fonction f(x), alors
elle est au plus de classe a.

Pour démontrer ce théoréme, nous besoin un lemme suivant ;
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Lemme. Si un systeme {f(x)} converge uniformement vers une
Jfonction f(x), alors on a pour un ensemble ferme Fc?), en symbole
logique,

[fix) € Fl = T 11 [f.x) € O,

oun v, est un suffixe determine par A.
_ Démonstration. Par supposition que {f,(x)} converge uniformé-
ment vers f(x), il y a, pour un suffixe 4, un suffixe r, qui est in-
dépendant de x tel que u];__'[ff(x)e U.(f(x)). Or, si f(x)€F, on a
Ui(f(x))c O\(F)c O,(F); Doli on a l'implication: [f(x)€ F]— IT T'\g T
[fo(x%) € O\(F)].
D’autre part, si fix) € F, il y a alors deux suffixes 4 et « tels que
U (fix) - O\(F) = ¢°. De plus, {f,(x)} convergeant uniformément vers
f(x), le systéme {f.(x)} est résiduel avec lui-méme dans U,(f(x)). Par
suite, il y a un suffixe ¢ (= ¢,) tel que £,(x) € U(f(x)): d’ot f,(x) € Ox(F).
Il en résulte que [f(x)e F]— %}ngf[f,(x)EOA(F y]. Ainsi la démon-
stration est établie, c.q.f.d. '
Demonstration du théeoreme. Par le lemme, on a
fHEF) = T I Efx)eOU)] = T 1L fr{OJF)).

A

fAx) étant de classe «, f;(O\(F) est de classe a multiplicative;
Donc, f-'(F) l'est aussi. f(x) est ainsi de classe «, c.q.f.d.

5. Théoréme de Baire sur les fonctions de 1l.re classe. En sui-
vant le raisonnement dit 4 M. Kuratowski, on peut aisément démontrer
le théoréme 7 et le corollaire suivant®.

Théoréme 7. L’ensemble des points de discontinuite d’une fonction
¥ = f(x) de 1-re classe est de 1-re categorie (J) etant suppose parfaite-
ment separable d’ordre ;).

Corollaire. f(x) étant une fonction de 1-re classe et E étant un
sous-ensemble arbitraire de Uespace X, Uensemble des points de discon-
tinuite de la fonction partielle f(x | E) est de 1-re catégorie par rapport
g E.

Théoréme 8. Une fonction ponctuellement discontinue sur tout
ensemble ferme est de 1-re classe (étant supposé que l'espace X satis-

1) Nous pouvons prouver qu’un espace satisfaisant 2 la condition (B)) est régulier.
Voir notre article: Sur les espaces i structure uniforme, Jour. of the Fac. of Sci. Hok-
kaido Imp. Univ., Ser. 1, Vol. X (1943), p.188.

2) Cf. Kuratowski, Topologie I, pp. 300 - 302.
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fasse @ la condition (T)). :

Deémonstration, Soit, en effet, Fc'§) un ensemble fermé. Il s’agit
de prouver que f-!(F) est un G,. Or, comme ) — F est ouvert, il y
a un ensemble {F.} d’ensembles fermés tels que 9 — F = S F,, r par-
courant un ensemble de puissance ;. Nous démontrons tout d’abord
qu’il existe pour deux ensembles f~*(F) et f~'(F,) un ensemble déve-
loppable D, de facon que f~YF)c D, et f~YF))-D, = ¢.

En effet, supposons par contre qu’il existe un ensemble X fermé’

et non-vide tel que X = X-f~'(F)-X-f~'(F,). X étant fermé et non-
vide, il existe par I’hypothése un point ¥ de continuité de la fonction
partielle g(x) = f(x | X). Par conséquent,ona x€ Xc X f~'(F) = g~ '(F)
et, en vertu de la continuité de la fonction g(x); gx)egg™(F). 1l
vient donc f(x)€ F, puisque fix) = g(x) et gig '(F))cF=F. Dune
facon analogue, on a f(x) € F, selon l'inclusion ¥ € Xc X-f~(F,). Mais
cela est impossible, car F-F, = ¢. 1l vient donc X =¢. Ce qui. est
une contradiction. Par conséquent, comme on le sait, il y a un en-
semble développable D, tel que f-(F)eD, et f~'(F,)-D,=¢; Il en
résulte que

fUF)e ID,c I (% - f(F)) c X — SIf'(F)
= X—f(SF) = X~ f"@ - F)
= X — (X — fUF) = fUF).

Dot f~'(F) =T D.. f~\(F) est donc un G,; ce qui montre que f(x)
est de classe 1, c.q.f.d.

En rapprochant le théoréme 8 et le lemme 4 donné dans un autre
article®, on a le

Théoréme 9. Dans un espace exceptionel, réegulier et localement-
Darfaitment compact en soi aw sens bien ordonne, pour qu’une fonction
f(x) soit de classe 1, il faut et il suffit qu’elle soit ponctuellement dis-
continue sur tout ensemble fermeé dans X.

6. Fonction jouissant de la propriété de Baire. En suivant l'idée
due a M. Kuratowski®, on peut démontrer le

Théoréme 10. Soient X et ) deux espaces monotones. Alors, la
condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction y = f(x) jouisse
de la proprietée de Baire est qu’il existe un ensemble P de l-re caié-

1) Cf. Contribution 2 Ia topologie II, Ce Jonrnal, Vol. 2 (1953), p. 160.
2) Kuratowski, Topologie I, (1952), p. 306.
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gorie dans X tel que la fonction partielle fix | X — P) est continue ()
élant suppose parfaitement séparable d'ordre Q).

Théoréme 11. Soient X et 3) deux espaces monotones verifiant
Uaxiome (T, el soit 8 un espace monotone verifiant la condition (B,).
St une fonction z = fix, ¥) est continue relativement & la variable x et
Jouit de la propriete de Baire relativement a la variable y, elle jouit
de cette propriete relativement a la variable (x, y).

La démonstration du théoréme est obtenu d'une facon tout-a-fait
analogue 3 celle du théoréme 3.

Quant a I'image de l’equation y = f(x), on a le théoréme suivant
d’'une fagon analogue au théoréme 4 ;

Théoréeme 12. Soient X et ). deux espaces monotones verifiant
laxiome (T,), et y = f(x) soit une fonction jouissant de la proprieté de
Baire. Alors, U'image I = E[y = fix)] de f(x) jouit de cette propriete.

Nous insérons un théo?«"ame qui est analogue au théoréme 5:

Théoréme 13. Soit X un espace monotone veérifiant I’axiome (T
et soit Y) un espace monotone satisfaisant a la condition (B). La limite
d’un systeme caractéristique {f.(x)} de fonctions jouissant de la pro-
priéte de Baire jouit aussi de cette propricte.

(Fin)
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