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NOTE SUR LA DÉRIVÉE DE LIE D'UN
ÊTRE GÉOMÉTRIQUE

YOSIDHIRO TA5HIRO

Dans mon Mémoire récent "Sur .la dérivée de Lie d'un être géo
métrique et son groupe d'invariance ",') nous avons obtenu une for
mule entre les dérivé.e de Lie d'un être géométrique spécial, soit
linéaire,

(1 )

X a étant les opérateurs de la différentation de Lie par rappOrt aux
déformations d'un grouPe' continu Gr, et· Chea les constantes de struc
ture du groupe. Par conséquent, les résultats se limitaient à tels
êtres et en outre les expressions étaient surabondantes et com
.pliquées.

Cette Note est un addenda pour démontrer l'existence de la
formules (1) pour un être géométrique général 'et pour raccourcir les
expressions. Comme conséquence, beaucoup de résultats dans DL
:seront aussi applicables aux êtres géométriques généraux par petites
modifications.

1. Dans un espace général à n dimensions, un être géométrique
est un être consistant en N compOsantes .QA(X), qui, par un change
ment de coordonnées fiA = fA(X', ••.••. , x7l

), se transforment suivant la
loi

QA(X) = FA(!JB, xA
, f\ f\ "1' ...••. , fA., li, ...... li)' . fA, li, '.1, == f)X.."f)~~Aâxv~

(A = 1, , N; ~, p., v, ai = 1, , n; s = 1, , k)

<>ù les fonctions du second membre, qui s'écriront brièvement comme
F.J(Q, x, x), possèdent des propriétés

(3)
a)

b)
c)

F.J.(F(IJ, X, x), x, x) = FA(Q, x, x),
F.A.(Q, x', x). F.A.(!JB, x'\ x\ a;" 0, , 0)

F.A.(F(!J, X, x), x, x) = QA,

OA... ,

1) Tûhoku M:athematical Journal, Vol. 2, 1951, pp. 166-181; il sera cité comme
.DL.
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126 YOSHIIuno TASHIRO

(x.\), (X.\) , (x~) étant trois systèmes quelconques de coordonnées.
Par rapport à une déformation infinitésimale "X.\ = x.\ + ~.\iJt, la

dérivée de Lie d'un être géométrique .QA(X), qui est définie Par

(4) XQA = Hm (iiA(x) - ,QA(X» / iJl,
lit .. 0

a comme compOSantes des expressions

(5)

où la virgule désigne la dérivée partielle par rapport àux variables
x.\ et nous avons posé

(5 = 0, 1, , k; t = 2,· , k)~

Les composantes de la dérivée de Lie d'un être géométrique Q_'l

se transforment suivant la loi

( 6) (A, B ~ 1, , N).

où et désormais la convention de sommation sera aussi adoptée à
l'indice capital. Par conséquent, pour que la dérivée de Lie d'un
être géométrique soit elle-même un être géométrique, il faut et il
suffit que les fonctions de transformation FA(SJ, x, x) soient linéaires
en ses composantes .QA, un tel être géométrique s'étant appelé un
être géométrique linéaire dans DL. L'union' {QA, X.QA} d'un être
géométrique et de sa dérivée de Lie est aussi· un être géométrique.

2. Considérons maintenant deux transformations .infinitésimales
quelconques

( 7)
b)
c)

x.\ - x.\ + ~~;;s,

x'\ x.\ + ~~at.

Quand on effectue successivement ces deux transformations, en nég
ligeant des quantités infinitésimales d'ordre suppérieur à deux, le
premier membre de (3 a) est égal à
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(8 )

NOTE SUR LA DÉRIVÉE DE LIE D'UN ÊTRE GÉO:\lÉTRIQUE 127

.QA(X) + ~:(jJ, X)lU ++(~c~c)Aot2

QA + "Aas +~ (.A ~ )Aad!~b 2 I;/j'il/J .,

+ ~Â at + (E-A ~'" + E-/l ~]l) asat +~ (~ t:)A at!!"'c 'ilc.J.l."b 'il c ,n'il1J 2 'ilo"'c ,

où la virgule précédant la capitale indique la dérivée partielle par
rappOrt à la compOsante QB et l'on a posé symboliquement

I l.. - xl..

k ~ [ÔPA J-,.. ~ A _.~ À Il. À "À
(1;,,) - b ~ ~ .1I1······ ..8~ ."'l ...... "'t Ô/À ôl'" 1 .'J I = 0,;]

s~ll (.=u ....l····....s ,"'1 ...... "'t À

1 ,1I1 ...... lIt = 0

D'autre part, en tenant compte de

le deuxième membre de (3 a) est égal à

{ 9 ) .QA = .QA + ~:aS + ~tat + (~~."'~~), "8F-~sasat

+ ~ (~/.aS + ~cat, ~/,aS + ~cat)A.

En comparant les coefficients de as et de at dans deux expressions
(8) et (9), nous obtenons des identités

{10)

qui sont varables pour vecteurs quelconques ~~ et ~;.

La dérivée de Lie du vecteur ~~ par la déformation infinitésimale
correspOndant à ~~ est un vecteur:

(11)

La dérivée de Lie de l'union {Q.!, X~/l} par rapport à une défor
mation correspondant à ~t est l'union de

(12)

et

(13) ~~(~;.J.l.QA'À + ~;!JÂ'À"" - ~:.J.l. - ~:.B!JB.J.l.)

- ~:.B(~~.QB.", - ~:).
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128 YosnulIno .TASHIRO

En échangeant les indices b et c de (13), retranchant le résultat de
(13) et tenant compte de (12) et (5), nous avons enfin les formules

(X/)XC)tJA
- ~~.QA'À - ~~.'118F~B

- ~~c.QA.. A - ~te

- Xb(JJA.,

X bc étant l'opérateur de Lie correspondant à la déformation infinitési
male du vecteur ~~.

Si ~~, ~~, ~; sont les vecteurs d'un groupe GT à l' paramètres,.
nous avons ~tc = Cbca~~, et ensuite

OÙ c,Icf[ sont les constantes de structure du groupe Gr.
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