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ZUR MODULAREN DARSTELLUNGSTHEORIE
SYMMETRISCHER UND ALTERNIERENDER
GRUPPEN III

ADALBERT KERBER

In Litv. [1] wurde folgender Satz iiber die verallgemeinerten Zerle-
gungszahlen symmetrischer Gruppen bewiesen :

Satz 1. Die verallgemeinerten Zerlegungszahlen der symmetrischen
Gruppen S, bzgl. p sind fur alle n und alle p ganzrational.

Auch konnte dort angegeben werden, wie die Berechnung dieser
verallgemeinerten Zerlegungszahlen auf die Ermittlung von Zerlegungs-
zahlen symmetrischer Gruppen zuriickgefiihrt werden kann. Eine wichtige
Rolle spielt dabei die Tatsache, dass Zentralisatoren von p-Elementen aus
S, direkte Produkte aus Kranzprodukten Z,/¢ S, zyklischer p-Gruppen Z,
mit symmetrischen Gruppen sind. Soweit das auch fiir p-Elemente alter-
nierender Gruppen gilt, lassen sich deren verallgemeinerte Zerlegungs-
zahlen ganz analog ermitteln. Dabei zeigte sich, dass die verallgemeiner-
ten Zerlegungszahlen von A; bzgl. p=3 nicht ganzrational sind, dass
also folgendes gilt ([1]):

Satz 2. Die veraligemeinerten Zerlegungszahlen alternierender Grup-
pen sind nicht immer ganzrational.
Doch hat kiirzlich M. Osima folgendes bewiesen ([6]):

Satz 3. Die veraligemeinerten Zerlegungszahlen alternievender Grup-
pen A, sind bzgl. p=2 fur alle n ganzrational.

Man kann nun fragen, wie Satz 1 und Satz 3 gemeinsam verallgemei-
nert werden konnen. Als eine Antwort darauf soll hier folgender Satz be-
wiesen werden :

Satz 4. Ist GF(p) Zerfillungskirper fiir die Zentralisatoren der
p-Elemente aus der endlichen Gruppe G und sind die Werte der gewidhn-
lichen irreduziblen Charaktere von G2 S, auf den p-singuliren Elementen
ganzrational, dann hat G2 S, ganzrationale verallgemeinerte Zerlegungs-
zahlen bzgl. p.

Satz 4 umfasst die beiden Sitze 1 und 3, ein Spezialfall von Satz 4
ist
Satz 5. Die verallgemeinerten Zerlegungszahlen der Kranzprodukte
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S, CS. sind fur alle m, n und p ganzrational.

1. Kranzprodukte

Ist G eine Gruppe, H eine Permutationsgruppe auf der Ziffernmenge
2=1{1, -+, n}, dann versteht man unter dem Kranzprodukt G2 H von G
und H die Menge

{(f; B) | f Abbildung von £ in G, hEH)
zusammen mit der Verkniipfung
(fs B) (F'5 1Y) i=(ffas hA).
(Zu f': 9> G und h=H sei f, durch
fu(h(@)) =1'() Vi€,
zu zwei Abbildungen f und f' deren Produkt ff’ durch
@) =r@f'0) Viel

definiert. Prcdukte von Permutationen sind hier von rechts nach links zu
lesen, also

RE'(E) =kl (@) ViEL.
Es folgt daraus, dass
(fudir=farn
gilt. Ausserdem sei noch zu f eine Abbildung f™' durch
@) =107 Viel
definiert und mit ¢ wollen wir die Abbildung mit

ed) :=1; YiEg

bezeichnen.)
Zur Herleitung der Darstellungstheorie von G¢ H geht man vom
Normalteiler
G* i={(f51)|f: 22G}=G XX G,
mit

G ={(f; W f(N=1 Vj#i}=G
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aus, von der Basisgruppe G* von G¢ H. Diese besitzt mit der Untergruppe
H' :={(e; h)| hEH}=H
ein zu H isomorphes Komplement, es gilt
G2 H=G*H', G*{4G2H, G‘NH'=1s,4=(e; 1u).

Wir betrachten jetzt den Spezialfall G2 S,, also Krdnze um symmetrische
Gruppen, die auch die Namen wvolle monomiale Gruppen uber G und
Symmetrien von G tragen.

Um Satz 4 beweisen zu kénnen, miissen wir die Zentralisatoren. von
p-Elementen in solchen Gruppen genauer kennen. Dazu konnen wir auf O.
Ores Beschreibung der Zentralizatoren von Elemnten aus solchen Gruppen
zuriickgreifen ([4]). Zuvor muss allerdings W. Spechts Charakterisierung
der Konjugiertenklassen von G ¢ S: beschrieben werden (vgl. [7]). Es sei
(f; EG2 S, wir wollen die zu diesem konjugierten Elemente bestim-
men.

Dazu legen wir zunichst die Schreibweise von / fest: % sei wie iiblich
als Produkt paarweise ziffernfremder Zyklen geschrieben, und in den
zyklischen Faktoren (j A(7) -+« #7(j)) von /i stehe die kleinste Ziffer an erster
Stelle. Mittels f: 2— G konnen wir dann jedem dieser Zyklen auf ein-
deutige Weise das zugehorige Zyklenprodukt bzgl. f

FhowE AN =FG) fBG) () E G

zuordnen.

Weiter sei K, --+, K. eine im folgenden feste Reihenfolge der Konju-
giertenklassen der im folgenden stets als endlich vorausgesetzten Gruppe
G. Istdann # vom Typ

Th=(a, -, &),

d. h. sind fiir 1<<k<{sn genau a, der zyklischen Faktoren von % Zyklen
der Ligen k, so mogen fiir 1<\/<(s genau ay der a. Zyklenprodukte zu
den Zyklen der Linge 2 aus /i der Konjugiertenklasse K; aus G ange-
héren. Die Matrix

T(f; k) i=(au), 1<i<s, 1<k<n,

aus diesen nicht negativen ganzen Zahlen . heisse Typ von (f; k).
Und ganz analog zu dem bekannten Satz, dass die Elemente Z<S, vom
gleichen Typ (@, **-, @.) konjugiert sind, gilt hier ([7]):
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1.1 Die Elemente gleichen Typs (ax) bilden eine Konjugiertenklasse
in G2S..
Dieses Ergebnis erleichtert eine Beschreibung des Zentralisators von

(fs h).

Betrachten wir zunichst den Spezialfall
(f; eG?2S,, Th=(, - 0,1),

h sei also ein Zyklus der Linge n. Der Typ T(f; k)=(as) ist in diesem
Fall eine Matrix mit genau einem nicht verschwindenden Koeffizienten,
einer 1 in der letzten Spalte. Da Zentralisatoren konjugierter Elemente
konjugierte Untergruppen sind und uns die Gestalt des Zentralisators von
(f3 B) nur bis auf Isomorphie genau interessiert, konnen wir ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass fiir dieses f aus (f; &) gilt

(f; lwEG, also f(i)=1¢ Vis=l, f(1)EK,

wenn a;=1 dieser einzige nicht verschwindende Koeffizient von (z.,) ist.
(f; k) ist nun einerseits trivialerweise mit seinen simtlichen Potenzen
vertauschbar, zum andern aber auch mit den Elementen (f'; 1x) € G*,
deren Abbildungen f' konstant sind auf £ und als Bildmenge ein Element
des Zentralisators von f(1) in G haben:

1) =g=Z(fANVie.

Die Untergruppe dieser {(f’; 1) ist die Diagonale der Basisgruppe von

Z(f(1)) 2 S G2 S
Diag (Za(f(1))*).

Multiplizieren wir diese mit der von (f; k) erzeugten zyklischen Unter-
gruppe, so erhalten wir eine Untergruppe des Zentralisators :

Diag (Zo(S(IN*)X(f; B)<Zs, sm(f; h).
Diese hat die Ordnung
| Zo(fA) | -n=n| G|/ | K. ]|,

was nach Spechts Formel fiir die Ordnung der Klasse von (f; &) ([7]) be-
reits die Ordnung von Zs, s, (f; &) ist. Also haben wir:

1.2 Ist h ein Zyklus der Linge n und (f; 1,) € G, dann ist der
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Zentralisator von (f; h) in G2 S, das Produkt aus der Diagonale der

Basisgruppe von ZJf (1)) 2 S. mit der von (f; h) erzeugten zyklischen
Untergruppe .

Zoos,(f3 h)=Diag (Zo(fS(N*)K(f; k).

Um daraus den Zentralisator eines allgemeinen Elements (f; #) vom
Typ T(f: k)= (ax) herzuleiten, bezeichnen wir zunichst einmal mit
hi (1<j<a,) die @ zyklischen Faktoren der Linge k von %, deren Zykl-
enprodukte bzgl. f in K, liegen, falls solche vorkommen. Es sei

1.3 W= (rk h(Grk) - 17 (rk),

ri. also die jeweils kleinste Ziffer.

Von f aus (f; k) kdonnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit
voraussetzen, dass

f(r{k) €K, f(h—l(r'rix)) e =f(k—k+l(7'f:/c)) =1q

gilt.
Ist dazu f% die durch

f(ri) r=r
1.4 ()=
() { 1 sonst
definierte Abbildung, dann ist
1.5 (fs by =T (fles i)

und diese Faktoren sind paarweise vertauschbar.

Genau so wie man schliesst, dass der Zentralisator einer Permutation vom
Typ (@, -+, @) in S, isomorph zum direkten Produkt X (Z; 2S,,) ist (vgl
[3]), folgt nun hier ([4]):

1.6 Ist T (f; h)=(ax), so gilt fur den Zentralisator von (f; k) in
G?2S.:

Zeps (S5 h) = xk(Zaesk(f:'k 3 h) k)snik)’
dabei ist-(vgl. 1.2)

Za?sk(fz!k ; h;k)zDiag(ZG(f(rll'k))*)<(f}k ’ h:k)>-
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2. Darstellungen von Kranzprodukten

Zur Herleitung der irreduziblen Darstellungen von G¢ H iiber alge-
braisch abgeschlossenem Grundkorper K wendet man Cliffords Theorie
der Darstellungen von Gruppen mit Normalteilern auf die Basisgruppe G*
als Normalteiler an (vgl. [2]).

Die irreduziblen K-Darstellungen von G* sind genau die iusseren
direkten Produkte

2.1 F* i=FzZz4F,

aus irreduziblen K-Darstellungen F; von G mit den darstellenden Matri-
zen

F*(f;1,) :=F(fQ)) X - X F,(f(n)) (Kroneckerprodukt).

Ist F', .-, F' ein vollstindiges System paarweise iniquivalenter irre-
duzibler K-Darstellungen von G, so heisse F* vom Typ (ny, »++, n,), wenn
fir 1<<j<t genau #; der Faktoren F; von F* zu F’ iquivalent sind.
Ist nun S,,j die Untergruppe derjenigen Permutationen aus der symmetri-

schen Gruppe S, (=H) auf £={1, ---,#}, die hochstens die 7, Indizes
der zu F), iiquivalenten Faktoren F; von F* vertauschen, dann gilt fiir die
Trigheitsgruppe G H.» von F* (vgl. [2]):

2.2 G2 Hix=G*(H'MS'wy)= G (HNSe»)
mit

’

SE,.) ::S; X oaee XS:_,

1 ¢t

und
S,'._’, i={(e; )| KES. }.
Die Untergruppe
2.3 Hix : = HNS,

heisse Tréagheitsfaktor von F*.

Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit kénnen und wollen wir anneh-
men, dass dquivalente Faktoren von F* sogar gleich sind. F* kann unter

dieser Annahme leicht zu einer Darstellung F* von G H,. erweitert
werden. Man braucht dazu nur, wenn

http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou/vol 15/issl/4



Kerber: Zur modularen Darstellungstheorie symmetrischer und

ZUR MODULAREN DASSTELLUNGSTHEORIE 31
2.4 F*(f 5 1) = (L (fQ)Frp (F()))
ist,
2.5 F*(f; h.) = (f:lﬂh—j(l)(f(l))"'f:ﬁﬁh—l(")(f(”)))

zu setzen, wenn (f; )€ G2 Hy+. Das priift man leicht nach.

Die Einschrinkung dieser Darstellung auf die Basisgruppe ist offenbar
F*, alsoist F* irreduzible Darstellung.

Ist zudem F'' eine irreduzible K-Darstellung des Trigheitsfaktcrs
Hz, F' die ihr gemiss

2.6 F!'(f;h) :=F"(e: h)
entsprechende Darstellung der Trigheitsgruppe, so ist die induzierte Dar-
stellung

2.7 F :=(F*QF)1 G°H

((F‘* QR F)f; h) 1= F* (f; )X F(f; h), Kroneckerprodukt) irreduzible
K-Darstellung von GZ H und jede K-Darstellung von G¢ H ist nach
Cliffords Theorie von dieser Form.

3. Beweis von Satz 4

Zum Beweis der Tatsache, dass die verallgemeinerten Zerlegungungs-
zahlen einer endlichen Gruppe ganzrational sind, geniigt der Beweis von
zweierlei (vgl. [5]): man weist nach, dass die Brauercharaktere der
Zentralisatoren von p-Elementen dieser Gruppe und die gewdhnlichen
irreduziblen Charaktere dieser Gruppe auf p-singuliren Elementen ganzra-
tionale Werte haben.

Unter den Voraussetzungen von Satz 4 bleibt also zum Beweis nur zu
zeigen, dass, falls GF(p) Zerfillungskorper fiir die Zentralisatoren von
p-Elementen in G ist, die Brauercharaktere der Zentralisatoren von p-
Elementen in G¢ S, ganzrational sind.

Ist (f; %) ein p-Element aus G2 S, und vom Typ (au), so gilt nach
1. 6 fiir dessen Zentralisator :

3.1 Z(;(‘sn(f; h)z ?i(zﬁ(\\“,(fl!k H h}k) ? Su,.k)‘

Es geniigt deshalb zu beweisen, dass die Brauercharaktere der direkten
Faktoren
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3.2 Zs Ksk(fsk > h}k) 8 Sa,“,

dieses Zentralisators ganzrationale Werte haben.
Nach der im letzten Paragraphen beschriebenen Konstruktion der
Darstellungen von Kranzprodukten ist das jedenfalls dann der Fall, wenn

die irreduziblen p-modularen Darstellungen von
3.3 Z(.'.).k:k(f,!k 3 ll:&‘)

in GF(p) geschrieben werden konnen. Dazu reicht aber die Voraussetzung
von Satz 4 hin, denn wegen 1.2 ist 3. 3 eine Erweiterung des Zentralisa-
tors eines p-Elements von G mit einer zyklischen p-Gruppe. GF(p) ist
also auch fiir 3.3 Zerfidllungskorper, demnach also auch fiir die Basis-
gruppe von 3.2. Nach 2.4/2.5 kann also auch jede der Darstellungen
F* in GF(p) geschrieben werden. Der Trigheitsfaktor jeder p-modularen
irreduziblen Darstellung der Basisgruppe von 3.2 ist nach 2.3 direktes
Produkt aus symmetrischen Gruppen, hat also ebenfalls GF(p) als Zer-
fallungskorper, nach 2.7 gilt das dann auch fiir 3.2 selbst und mithin
auch fiir 3. 1.

Die Brauercharaktere von Zentralisatoren von p-Elementen in G2 S.
sind also ganzrational, wenn GF(p) Zerfillungskorper fiir die Zentralisa-
toren von p-Elementen in G ist.

Damit ist Satz 4 bewiesen.

Setzen wir G={1}, so erhalten wir als erstes Korollar von Satz 4
den Satz 1.

Ist #=S. vom Typ (@, -+, a,), dann gilt bekanntlich

Zo, (=X (2,25,

Einzige p-modulare irreduzible Darstellung der Basisgruppe von Z y I Sap;
ist die Einsdarstellung, deren Triigheitsfaktor ist Sf,p,», also ist GF(p)
Zerfillungskorper fiir Z i e Sapl- und damit auch fiir Z Sn(h)‘ Also ist auch

Satz 5 ein Korollar zu Satz 4. M. Osima hat bewiesen, dass GF(2) Zerfil-
lungskorper fiir die Zentralisatoren von 2-Elementen in alternierenden
Gruppen ist ([6]), also folgt aus Satz 4 auch Satz 3.
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