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１ は じ め に

所得不平等度尺度は異なった状態にある所得分配の間で不平等度を比較するうえで欠かせない統計

的用具であり，今日に至るまで数多くの不平等度尺度が提案され実証分析に用いられている。これら

の不平等度尺度は，各構成員の所得がどのように変化した場合に不平等が不変に保たれるかという性

質に応じて，（�）相対的不平等度尺度，（�）絶対的不平等度尺度，（�）中間的不平等度尺度，に

大別することが可能である。相対的尺度とは，全構成員の所得の比例的変化に対して不平等度が不変

に保たれる性質を有する尺度のことをいう。これに対して絶対的尺度とは，全構成員の所得の絶対的

な同一金額の変化に対して不平等度が不変に保たれる性質を持つ尺度のことを指す。中間的不平等尺

度とは，文字通り，相対的尺度と絶対的尺度のどこか中間に不平等不変経路が位置しているような尺

度の総称である。より形式的には，全構成員の所得の比例的な増加に対しては不平等度は上昇する

が，全構成員の所得の同一額の増加に対しては不平等度は減少するような性質を有する尺度のことを

いう。中間的不平等度尺度が有すべきこの性質は Bossert and Pfingsten（１９９０）によって折衷的性質

compromise propertyと名付けられている。中間的不平等度概念に関しては，Kolm（１９７６a, b）による

独創的な研究が著わされたのを契機に論者の間で徐々に関心が高まり，特に１９９０年代以降，Pfingsten

（１９８６，１９８８），Bossert and Pfingsten（１９９０），Krtscha（１９９４），Seidl and Pfingsten（１９９７），Del Río and

Ruiz−Castillo（２０００），Zoli（１９９８，１９９９），Ebert（２００４），Zheng（２００４，２００７），Yoshida（２００５）等

により，異なった中間的不平等度概念とそれに基づく様々な不平等度尺度が提案されている。

本論文は近年筆者が提唱した中間的不平等概念である�−不平等不変性（Yoshida，２００５）を仮定す
る。�−不平等不変性は Krtscha（１９９３）が公平な折衷概念 fair compromsise conceptと名付けた非線形

の中間的不平等概念を一般化してより厳密に定式化したものであって，相対的不平等概念と絶対的不

平等概念を両端に含むパラメトリックな中間的不平等概念である。筆者は前論文（Yoshida，２００５）

において，この新しい不平等概念を，所得分布の社会的厚生基準によるランキングにかかわるフレー

ムワークの中で性格付けることを試みた。本論文では社会的厚生から不平等度計測そのものに焦点を

移動させることとする。より具体的には，�−不平等不変性を有する不平等度尺度関数のクラスをそ
れに対応するローレンツ優越によって性格付けることを本論文の目的とする。
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２ 基本概念と諸記号

２．１ 不平等度尺度：定義

すべての正の自然数の集合を記号 ，すべての実数の集合を記号 を用いて表す。�:� �� ���0� �， �� :� �� ���0� �であり， �nは n 個の �のデカルト積を表す。人口が
n� である所得分布はベクトル�:�(�1������n )� n :� �n � 0n� �によって表される。なお
0n :�(0�����0)� nである。本論文が想定するあらゆる所得分布の集合は :��

n� nによって表され

る。更に，任意に与えられた所得分布�� についてこの分布を l 回複製して作る新しい所得分布を���

l

�l[ ] :� �������( )� l	n (�) によって表そう。所得分布�� の算術平均所得を m (�)によって表す。最後
にe n :�(1�����1)� n (n� )は全構成員が１単位の所得を稼得する単位所得分布を表すものとする。

定義１．下記の３性質をすべて満たす実数値関数 M : → を不平等度尺度と呼ぶ。

Ａ１（S-凸性）．任意の�� と任意の重確率行列 Q �B (n (�))－但し B (n ) :� Q�Q� はサイズ n の重

確率行列�である－に対して
M (Q�)
M (�)

が成立する。

Ａ２（完全平等分配の規模に関する不変性）．任意の �� ��と任意の n� に対して

M (�e n )�M (e n )が成立する。

Ａ３（人口に対する対称性）．任意の�� と任意の l � に対して M (�l[ ])�M (�)が成立する。
ここでＡ１は不平等度尺度 M : → が所得に対して対称的かつ Pigou−Daltonの所得移転原理を満

たすことと同値である。Ａ２はＡ１と相俟って完全平等時に不平等度が最小値をとることを保証して

いる１。Ａ３は同一の所得分布を複数個合併しても不平等度には何等影響を与えないことを意味して

いる。

さて，異なった総所得を持つ所得分布の間で不平等を比較するためには不平等不変経路－すなわち

社会の総所得の変化に応じて各構成員の所得がどのように変化した場合に不平等度が不変に保たれる

か－に関する性質が更に追加されなければならない。冒頭でも触れたように，このような不平等不変

経路には（�）相対的不平等概念，（�）絶対的不平等概念，（�）中間的不平等概念，がある。本論

文は近年筆者が提唱した中間的不平等概念である�−不平等不変性（Yoshida，２００５）を仮定する。�−
不平等不変性は Krtscha（１９９３）が公平な折衷概念 fair compromsise conceptと名付けた概念を一般化

してより厳密に定式化したものであって，相対的不平等概念と絶対的不平等概念を両端に含むパラメ

トリックな中間的不平等概念である。M : → が満たすべき性質として次の性質を導入しよう。

１ 任意の�� と任意の�� ��に対して
M (�)�M Q �E� ��M m (�)e n �( )� ��M �e n �( )� �

が成立する。なお，Q E�B (n (�))は各要素が 1�n (�)であるような重確率行列である。
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A４（�-不平等不変性）．不平等不変性を表現するパラメータ�� 0�1� �
の値が任意にひとつ与えられ

ているとする。任意の�� と ��������
m (�)� 1���� ��e n (�)� ��

を満たす任意の�� � 0��に対して
M ��������

m (�)� 1���� ��e n (�)� �� ��M (�)
が成立する。ここで���� �

m (�) ;�	 

:� ��m (�)�1� ���1��m (�) である。

Ａ４を満たす関数M : n	 は明らかにＡ２を満たしているから，Ａ１，Ａ３及びＡ４を満たす

M : n	 は定義１の意味において不平等度尺度であると言える。以下では各�� 0�1� �
に対して記

号 (�)を用いて�−不平等不変的な不平等度尺度の関数族を表すことにしよう，すなわち
(�) :� M : n	 
M� はＡ１，Ａ３及びＡ４を満たす．�

とする。

２．２ ローレンツ曲線基準

各�� 0�1� �
を与件として，われわれは�−不平等不変性に対応するローレンツ曲線基準－以下�−

ローレンツ準順序と呼ぶ－を定義することができる（Yoshida，２００５）。この概念を導入するための準

備として，任意に与えられた�� に対して，ベクトルの各要素を昇順に並べ換えて作る�の
permutationを �̃:� �̃1������̃n (�)� �

と表したうえで，関数 S (��k�n (�);�)を
S (��k�n (�);�) :� 1

n (�)� i�1k �̃i �m (�)
m (�)� �

0� if k �1�2�����n (�) :
if k �0�
�
�

と定義しておこう。�−ローレンツ曲線関数は S (��k�n (�);�)を用いることにより
F (��(k ��)�n (�);�) :�(1��)�S (��k�n (�);�)���S (��(k �1)�n (�);�)

（すべての k � 0�1�����n (�)�1� �と�� 0�1� �
に対して）

と定義される。すなわち，�−ローレンツ曲線はローレンツ曲線図表上において隣接する各点
(k�n (�)�S (��k�n (�);�))�k �0�����n (�)，を直線補間することにより描かれる曲線である。�−ローレン
ツ準順序は反射律と推移律を満たす 上の二項関係

L�:� (	��)� � 
F (	�p ;�)�F (��p ;�) for all p�0�1� �� �
として定義される。
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３ 同 値 定 理

以上の準備のもとにわれわれは次の定理を提出することができる。

定理１．パラメータ�� 0�1� �
を与件とする。ふたつの所得分布���� について，M (�)�M (�)が

すべてのM� (�)に対して成立するための必要十分条件は (���)�L�が成立することである。
証明．（必要性）準備として関数 Ŝ (��k�n (�);�)�k �0�����n (�)，を

Ŝ (��k�n (�);�) :��S (��k�n (�);�)� 1

n (�)�k �m (�)�H (�; k )m (�)�
と定義しよう。ここで H (�; k )�k �0�����n (�)，は

H (�; k ) :� �
i�1k �̃i�

0� if k �1�����n (�);
if k �0�������

を表すものとする。H (�; k )�k �0�����n (�)は�について対称的かつ凹関数であるから，�の S −凹関

数となる。したがって関数 Ŝ (��k�n (�);�)�k �0�����n (�)，は�の S −凸関数であることに注意してお

こう。また，Ŝ (��k�n (�);�)が�−不平等不変性を満たすことは
Ŝ ��������

m (�)� 1���� 	�e n (�)
 ��k�n (�);�� 

� 1

n (�)�k m (�)��� 	��i�1k �̃i �������̃i�m (�)�1���� 	� �
m (�)��� 	�� 1

n (�)�1������m (�)� 	�k �m (�)��i�1k �̃i� �
m (�)��� 	�� 1

n (�)�(m (�)��)�m (�)� ���k �m (�)��i�1k �̃i� �
m (�)��� 	�� 1

n (�)�k �m (�)�H (�; k )m (�)� �Ŝ (��k�n (�);�)
により確認される。

以上の準備のもとで，関数 M�(�; (k �	)�n (�))�k �0�����n (�)，	� 0�1� �
，を

M�(�; (k �	)�n (�)) :��F (��(k �	)�n (�);�)�(1�	)�Ŝ (��k�n (�);�)�	�Ŝ (��k �1( )�n (�);�)
と定義すれば，上述から明らかなようにこの関数はＡ１とＡ４を満たしている。更に任意に与えられ
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た p � 0�1� �
のもとで

M�(�; p )�M�(�l[ ]; p )（任意の�� ， l � に対して）

が成立するからＡ３が満たされていることも明らかである。以上により，任意に与えられた

p � 0�1� �
に対して，関数 M�(�; p )は関数族 (�)のメンバーであることが明らかになった。ところで

いま仮定により，関数族 (�)に所属するすべての不平等度尺度 M に対して M (�)�M (�)が成立す
るとされている。したがって

F (��p ;�)��M�(�; p )��M�(�; p )�F (��p ;�)
が任意の p � 0�1� �

に対して成立していることがわかった。

（十分性）逆に (���)�L�が成立しているとする。��m (�)�m (�)とおいたうえで所得分布ベクト
ル z �D を

z :�������������(��m (�);�)��m (�)� 1����m (�);�� �� ��e n (�)	 
�� if ���0;
if ��0

としよう２。ベクトル z はベクトル�と�−不平等概念の意味で不平等度が同一であるから，Ａ４を満
たしているすべての M : → に対して

M (z )�M (�) �

が成立する。他方，本証明の必要性パートでも確認されたように，ベクトル�からこのようなベク
トル z への移動においては，ローレンツ曲線関数 F は不変に保たれるから

F (z�p ;�)�F (��p ;�)（すべての p � 0�1� �
に対して） �

が成立する。したがって，すべての p � 0�1� �
に対して

F z n (�)� ��p ;�� ��F (z�p ;�) （Ａ３による）�F (��p ;�) （�による）�F (��p ;�) （(���)�L�による）�F �n (z )
� ��p ;�� �

（Ａ３による）

が成立している。この式を m (z )�m (�)���m (�)を考慮して書き改めると，
i�1n (�)�n (z )
z̃ i
n (�)� ��


i�1n (�)�n (z ) �̃i n (z )� �
かつ �

i�1k z̃ i
n (�)� ���

i�1k �̃i n (z )� �
k �1�����n (�)�n (z )�1� �

２ 言うまでもなく，n (z )�n (�)である。
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が成立するから３，Hardy, Littlewood and Pólya（１９５２）の定理４に よ り，あ る 重 確 率 行 列

Q �B (n (�)�n (z ))が存在して
M z n (�)� �� ��M �n (z )

� �� �
�

がＡ１を満たすすべての M : → に対して成立する。最後にＡ３を考慮に入れたうえで�と�を組

み合わせることにより，すべてのM� (�)に対して
M (�)�M (z ) （�による）�M z n (�)� �� �

（Ａ３による）�M �n (z )
� �� �

（�による）�M (�) （Ａ３による）

が成立することが明らかにされた。 □
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Measurement of Income Inequality :
The�−invariance and its Associated Lorenz Dominance

Tateo Yoshida

In a recent paper, Yoshida (Social Choice and Welfare 24 : 557−574 ; 2005) has proposed a new concept of

intermediate inequality which is referred to as the �−inequality equivalence. The aim of this paper is to

characterize the class of inequality measures possessing this property in terms of the associated Lorenz

dominance. For each �� 0�1� �
, we place a class (�) of inequality measures satisfying the �−inequality

equivalence. Then we show that a necessary and sufficient condition for two income distributions to be ranked

unambiguously according to the class (�) is that the associated�−Lorenz curves do not intersect.
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