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Resumo

RESUMO

As analises conjuntas ao sangue, propostas por Dorfmamtdusasegunda grande
Guerra, permitiram uma gestdo mais eficiente de recursoetegab dos infetados com
sifilis no exército americano, e tornaram-se um paradigoeasg pode tornar mais realista e
aplicavel se considerarmos que os testes de diagnosticuiims a erros de classificacao.

No ambito deste trabalho estendemos os conceitos de dielasibie especificidade para
a realizacdo de testes conjuntos, adotando a proposta tiessSBestana e Martins (2012)
para modelar a sensibilidade e a especificidade, que temné@ die conta o problema da
diluicdo e consequente rarefacao.

Analisamos, via simulag&o, o comportamento de alguns adtines para a taxa de preva-
léncia baseados em testes conjuntos, quer na auséncisaquesenca de erros de classifica-
cao.

Para os testes quantitativos discretos estendemos o$osalizusensibilidade e da espe-
cificidade para o modelo de Poisson a populacfes mais dispersmeadamente binomiais
negativas, dando especial relevo ao caso mais tratavelpggodo geométrica.

Por fim, no que toca a testes quantitativos continuos, étigaes a informacao da média
sobre o maximo (ou sobre o minimo) da amostra a fim de, com haseesultado conjunto,
decidir os casos em que a amostra conjunta € classificada suwspeita de conter um ou
mais infetados.

Palavras chave Estimacgéo, Classificacédo, Simulagao, Testes Compostos.

AMS (2010) Subject Classification:62D02.
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Abstract

ABSTRACT

The composite sampling proposed by Dorfman during the SE@@rld War led to a more
efficient management of resources in the detection of theciatl with syphilis in the U.S.
Army, and became a paradigm, which could be more realisticearforceable considering
that diagnostic tests are subjected to classification®rror

In this work we extended the concepts of sensitivity and ifpéyg for the performance
of compound tests, adopting the Santos, Pestana and M&@ag) proposal to model the
sensitivity and specificity, which takes into account thieitebn and consequent rarefaction
problem.

We analyse, through simulation, the behaviour of some estira for the prevalence rate
based on compound tests, let it be the absence or in the peesarrors of classification .

For quantitative discrete tests we extended the calcukatid sensitivity and specificity
for the Poisson model to more dispersed populations, nangggtive binomial models, with
more detailed analysis of geometric populations.

Finally, concerning the continuous quantitative testsjiwestigated the information that
the sample mean can provide about the maximum (or the min)jnadfirthe sample, based
on a joint result, and its bearing on identifying composdeples which eventually include
infected individuals.

Keywords: Estimation, Classification, Simulation, Compound Tests

AMS (2010) Subject Classification:62D02
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Capitulo 1

Introducao

As analises conjuntas ou testes compostos séo utilizadameadissimas situacdes e tém
como principal objetivo aceder a informacéo contida nassarae individuais a custos re-
duzidos. Os testes compostos foram introduzidos na e&tatf®r Dorfman (1943) e sao
efetuados usando um sangue combinado (mistura de sangué@sdididuos) com o objetivo
de determinar a dimensé&o 6tima para cada grupo em funcasalddgrevaléncia. Desta
forma é possivel minimizar o nimero esperado de testess@&aes para a identificacdo de
todos os elementos de uma determinada populacéo

Na metodologia proposta por Dorfman é efetuado um testeistinp cada grupo. Caso
0 teste conjunto seja negativo, todos os individuos do gsépalassificados como negativos
(saudaveis), caso contrario, pelo menos um dos elemengpspo esta infetado e consequen-
temente todos os elementos do grupo séo testados individntd por forma a identificar os
elementos infetados. Para taxas de prevaléncia redundasgue-se obter poupancas consi-
deraveis. A metodologia de Dorfman é contudo muito limitgdque, por um lado, assume
a inexisténcia de erros de classificacdo nos resultadossis te, por outro, s é aplicavel
a testes qualitativos (presenca ou auséncia de deterntneataeristica nas unidades experi-
mentais).

Novas metodologias foram posteriormente propostas ponda minimizar o namero
esperado de testes necessarios para classificar corrétaotos os elementos da populacao,
tais como Sterret (1957), Gill & Gottlieb (1974), ou Kie al(2007).

A utilizacdo de amostragem composta deve porem levar era tieltconta o problema de
os resultados dos testes laboratoriais ndo serem completarfiaveis. A presenca de uma
substancia esta sujeita a eventuais erros de detecdo quaraferizados pela sensibilidade
(probabilidade de classificar corretamente os infetad@&la especificidade (probabilidade
de classificar corretamente os nédo infetados). Esta quésd@alisada quer assumindo que
a miscigenacdo da unidades ndo altera as caracteristieegcigmais do teste, quer admi-
tindo que a sensibilidade e/ou a especificidade sao afgbad&snomenos associados a ultra-
diluicdo e consequente rarefacao.

A metodologia de Dorfman pode ser estendida a testes catartg onde a quantidade de
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Introducéo

qualquer substancia em analise é descrita por uma vari@eatbea X caraterizada por uma
distribuicdoD com vetor de parametrags Nestes casos a positividade € determinada caso
uma determinada quantidade ultrapasse um determinadw liprieviamente definido.

O recurso a analises conjuntas ndo se esgota com a clagsifidagndividuos sendo
também aplicavel na estimacao da taxa de prevaléncia. Bardira, perante um resultado
positivo do teste conjunto, ndo € necessario proceder izagab de testes individuais uma
vez que o objetivo da andlise ja ndo passa pela classificacalds os individuos da popu-
lacdo, mas apenas pela estimacéo da taxa de prevaléncimsAdgtores, como por exemplo
Chen & Swallow (1990), referem que sob determinadas consligigeestimadores obtidos
pela aplicacdo de testes compostos tém melhor comportameatos estimadores baseados
em testes individuais. Assim, 0s testes compostos pernm@Enapenas poupar recursos mo-
netarios (minimizando o numero de testes efetuados) combéia obter estimativas mais
precisas comparativamente as estimativas obtidas nes iadividuais.

O objetivo dos testes conjuntos quantitativos consistedantificar se algum dos ele-
mentos do grupo esta infetado. Assim, ao efetuar um tesjarntorestamos interessados em
averiguar se 0 maximo (ou o minimo) do grupo é superior (aeriof) a um ponto de corte e,
como tal, pretendemos realizar testes sobre 0 maximo do ¢gengdo como unica informagéo
o valor da média desse grupo. A quantidade de informacédo quédé do grupo contém
sobre o maximo do grupo desempenha um papel preponderaamializgdo da qualidade dos
testes efetuados.

2 Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman



Capitulo 2

Testes compostos qualitativos

2.1 Introducéo

Quando se pretende classificar qualitativamente os elesidetuma populacdo em defeitu-
0s0s ou nao defeituosos, é possivel, em certas situac@ies, jun nimero de unidades num
grupo e fazer um teste a esse grupo. E o que acontece, porlexeop analises ao sangue
ou a urina, para despiste de doencas de prevaléncia bate agorobabilidade de todos os
individuos do grupo serem negativos é razoavelmente alta.

Se o teste for positivo entdo pelo menos um dos individuosrgipogé positivo, sendo
por isso necessario proceder a uma segunda andlise, essaldes classicos (analises indi-
viduais). Este método surgiu na literatura estatisticamtera segunda guerra mundial com
o intuito de identificar soldados infetados por sifilis (Daah, 1943; Feller, 1968). A ideia
consiste em formar amostras misturando o sangue de grummd#elos. Se o resultado do
teste fosse negativo, todos os soldados daquele grupmsagdasificados como nédo tendo a
infecdo. No caso de um resultado positivo, um ou mais sokldd@rupo estariam infetados
e todos eles teriam que ser testados individualmente.

Se o grupo fosse constituido posoldados, no primeiro caso, apenas um teste substituiria
n testes. No segundo caso, como todos ssldados tinham que ser testados individualmente,
seriam necessarios+ 1 testes. Consequentemente existiriam grupos onde se ecavaimi
n — 1 testes e outros onde se tinha um gasto suplementar de unSestéaxa de prevaléncia
for alta, havera predominéncia de grupos contaminados ccewrario, havera predominancia
de grupos ndo contaminados o que determina se 0 process@é eaanomico.

Uma economia consideravel sera obtida se a prevalénciaica.bDorfman (1943) ob-
teve na pratica uma economia superior a 80%. O objetivo ipahdo método consiste em
encontrar o tamanho 6timo para os grupos de observacéo edofdia taxa de prevaléncia
por forma a minimizar o nimero esperado de testes.

A metodologia inicial proposta por Dorfman é extremameirtgokes de formalizar e re-
solver ja que considera a inexisténcia de erros nos resglidos testes e unicamente a re-
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Testes compostos qualitativos

alizacdo de testes qualitativos (identificacdo da presengda auséncia de uma qualquer
substancia no liquido composto analisado).

Posteriormente novos algoritmos foram propostos com diebjde minimizar o nimero
de testes necessarios para a correta classificacao de wawividuos da populagédo, como
por exemplo as propostas de Sterrett (1957), Sobel & Grébg), Finucan (1964), Gill &
Gottlieb (1974), ou mais recentemente, Katral. (2007).

Sterrett (1957) sugeriu uma alternativa a metodologia dénizn onde, perante um resul-
tado positivo da amostra combinada, as amostras indiaddai testadas sequencialmente até
a obtencdo de um resultado positivo, sendo as remanestestidas conjuntamente. Caso
se obtenha um resultado positivo o procedimento repetease, contrario o procedimento
termina.

Gill & Gottlieb (1974) propuseram que perante um resultaositivo da amostra combi-
nada, esta fosse dividida em duas subamostras de dimemsdatento possivel idéntica.
Cada uma das subamostras é testada e no caso de se obter tadogsositivo esta sera
novamente dividida. O procedimento termina quando todasrastras individuais tiverem
sido testadas.

Assim, neste capitulo sdo descritas trés metodologiasigamminimizar o nimero es-
perado de testes necessérios para a identificacdo de todtsreEntos de uma determinada
populacdo. A metodologia inicial proposta por Dorfman @94 duas metodologias alter-
nativas propostas por Sterret (1957) e por Gill & GottlieB74). Para cada metodologia
apresenta-se uma versao otimizada. Por fim procede-se awgép das trés metodologias
com o intuito de identificar a mais eficiente.

2.2 A metodologia de Dorfman

Consideremos que o valgr probabilidade de infecédo, é igual para todos os elemergos d
populacao e que ndo ha interacdo entre os individuos (@tgery independentes). Neste caso
podemos caraterizar os membros da populacéo através deeraraleatorias independentes
X;,i = 1,2,..., N, com distribuicdo de Bernoulli de parameprdtaxa de prevaléncia da
doenca), ondeX; = 1 representa a presencaXe = 0 a auséncia de infecdo rieesimo
individuo da populacao.

Ao aplicar o teste a grupos deindividuos duas situacdes podem ocorrer: ou o teste €
negativo(i.e. ., X; = 0) e por conseguinte serd necessario efetuar apenas um teste pa
catalogar todo o grupo, o que ocorre com probabilidgide p)”, ou o teste é positivo e
pelo menos um dos membros do grupo esta infetado) " | X; > 1) sendo necessario
efetuar testes individuais. Este acontecimento ocorreprotmabilidadel — (1 — p)" e serdo
efetuados: + 1 testes para identificar todos os individuos infetados.

Denotando pofl;,, 0 nimero de andlises que é necessario efetuar em cada grupo de
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individuos tem-se

ﬂl_{ 1 n n+1 n
(1-p)" 1-(1-p)

sendo o0 numero esperado de analises em cada grupgadtreados simultaneamente dado
por

E(T.) = A=p"+n+1)[1-(1-p)]
= 1+n[l-(1-p)"], Vn > 2.

Através da comparacdo com o nimero de testes necessariasmdecanalises individu-
ais,n, podemos definir o custo relativo, ou seja, 0 numero espefadodlises por individuo,

através de
E(T,) 1 .
CR=E, = ( ):——1—1—(1—])), n>2. (2.1)
n n

A economia alcancada pelo método depende da dimenséo qgusgrala prevaléncia da
doenca. Na Figura 2.1 é visivel o comportamentd.gdepara diversos valores dee dep.

Numero esperado de analises por individuo
1,1
14 p=0.3
0,9 1 \ —poe
0.8 - p=0.15
0.7 1 p=0.12
0,6 \ — -
0.5 p=0.08
—=0,06
0,47 p=0.05
0,3 7 e [y =00, (4
0.2 1 p=0.03
0,1 1 p=0.02
0 ' ! ' ' ' ' ' ' ' ' p=0.01
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Dimenséio do Grupo

Figura 2.1: Variagdo d@'R parap € [0.01,0.3]

Considerem-se as diferencas

An (p) - En+1 - ETL

_ | +1—(1—p)"“]—Eﬂtl—(l—p)"]

n+1
1
p(L=p) n(n+1)
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DerivandoA,,(p) relativamente a e igualando a zero obtém-se:

A,(p)=0 & 1-p) " —np(l—p)" =0
& (1-p)" '[l=p—np]=0
& 1-p)"'=0vpn+1) =1
1
=P n+1 p ’

ondep = 1 é uma raiz de multiplicidade — 1. Assim obtém-se

, 0 — 1
Ap) ||+ +] O | =10
A, (p) /| Max | N\

ou seja, para um valor fixo dg A, (p) € maximo enp = —.

Paran = 2 tem-se
A 1 —1>< 2\ 1—_1<0:>E<E
*\3) 37 \3 6 54 S

Dado queA, (p) € maximo enp = ; e se obteve\, (3) < 0, podemos concluir que
F5 < E,,Vp. Paran > 3 tem-se

1 1 1 \" 1
A”QH%) B n+1(1_n+1>‘yun+n
il

>
Pelo teorema de Rolle sabemos que:

1. Se para um determinado valordeR; e R, forem zeros da fun¢éq,, (p), continua no
intervalo[R;, R, e diferenciavel no seu interior, existe pelo menos um zera de)
em| Ry, Ry[, ou sejaRy < —5 < R.

2. Send% e 1, zeros consecutivos d&, (p), entdoA,, (p) ndo pode ter mais do que um

zero no intervalg—, 1.

Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman
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0 R — Ry 1
A, (p) v+ [+ |+ o0 [-=-]-]o0
SinaldeA,(p) | — | - | O |+ | + | +] 0| —|—
An (p) PP AVAL IR

Tabela 2.1: Intervalos de Variacao de

3. Conjugando este resultado com o teorema de Bolzano solg@efsioontinuas podemos
afirmar queA,,(p) admite apenas um zero (designado fg) no intervalo]nLH, IE!
queA, (-5) x A, (1) < 0.

n+1

4. O teorema de Bolzano garante a existéncia de pelo menosronded, (p) no in-
tervalo]0, 15[ j& queA, (0) x A, (;47) < 0. Por outro lado, comg+; € o menor
zero deA’ (p) ndo pode existir mais do que um zero Ag(p) menor que e por

conseguintek; € o Unico zero dé\,, (p) no intervalo]0, —[ (ver Tabela 2.1).

Assim, para cada valor de determinam-se numericamente 0s zeroa\gé) e posteri-
ormente obtém-se o intervalo de valorespdgue minimizam o custo relativo ( ver Samuels
(1978)). As dimens0es 6timés*) e correspondentes custos relatiyoR) sdo apresentados
na Tabela 2.2.

Na Figura 2.2, é visivel que ndo existem valores de previalrara os quais seja mais
favoravel juntar os sangues 2 a 2 do que 3 a 3. Assiste-se aanmmagao brusca de isoladas
(n = 1) para trios ¢ = 3).

Niimero médio de analises por individuo

1,08
-p=0.3
—=0.20
p=0.28
p=0.27
—=0,26
p=0.24
—_—=0.23
p=0.22
—_—=001
p=0.20

1,01

0,94

0,87

0,8

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Dimensao do Grupo

Figura 2.2: Variagdo d6R parap € [0.2,0.3]

Na Tabela 2.2 é visivel um salto inesperado, ao passar ddérasids sangue individuais
(p > 0.30663), para amostras de 3 sangues (0.12394 , 0.30663)). Claro que, do ponto de
vista pratico, pareceria indicado e expedito analisargpg@ara uma prevaléncia intermédia.
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Recorrendo ao bindmio de Newton e utilizando uma aproximénaar (razoavel para
prevalénciap proximas de 0) obtém-se:

(1-p)" =

~
~

n

k=0

(6)= (e o

1 —np.

S (1) (Z)pkln—k

O numero esperado de analises por individtig, (ver equacdd2.1) na pagina 5) pode ser

aproximado por

1
By=—+1-(1-np)=

n

1
— + np.
n

DerivandoE’ em ordem a e igualando a zero obtém-se:

OE:
on

—1
=0 S +p=0& n=
n

1
5

Assim, podemos concluir (ver Tabela 2.3) qugtem um minimo aproximadamente igual

a2 /pemn—1 (L

onde, segundo Finucan (1964]x) representa 0 menor inteiro maior

1

p
ou igualx+0.5. Na ‘2abela 2.4 sdo apresentados os valores aproximadosh#em como o
correspondente custo relativo

L P CR H
1 (0.30663, 1] 1

3 | (0.12394,0.30663] | (0.660973,0.999987]
4 [ (0.06558,0.12394] | (0.487622,0.660973]
5 | (0.04112,0.06558] | (0.389372, 0.487622]
6 | (0.02828,0.04112] | (0.324792,0.389372]
7 | (0.02066, 0.02828] | (0.278810, 0.324792]
8 | (0.01577,0.02066] | (0.244410,0.278810]
9 | (0.01243,0.01577] | (0.217573,0.244410]
10 | (0.01005,0.01243] | (0.196068,0.217573]
11 | (0.00830,0.01005] | (0.178510,0.196068]
12 | (0.00697,0.00830] | (0.163839,0.178510]
13 | (0.00593,0.00697] | (0.151323,0.163839)]
14 | (0.00511,0.00593] | (0.140635,0.151323]
15 | (0.00445,0.00511] | (0.131373,0.140635]

Tabela 2.2: Valores exatos dé e correspondent€R para a metodologia de Dorfman
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1
] N
8613: — 0 | +
E* | Ny |Min| 7

Tabela 2.3: Intervalos de variagéo Hg

H n* P CR

4 (0.0816,0.16] (0.5781,0.82]

5 | (0.0494,0.0816] | (0.4476,0.5781]
6 | (0.0331,0.0494] | (0.3655,0.4476]
7 | (0.0237,0.0331] | (0.3089,0.3655]
8 | (0.0178,0.02237] | (0.2675,0.3089]
9 | (0.0138,0.0178] | (0.2354,0.2675]
10 | (0.0111,0.0138] | (0.2110,0.2354]
11 | (0.0091,0.0111] | (0.191,0.2110]
12 | (0.0076,0.0091] | (0.1745,0.191]
13 | (0.0064,0.0076] | (0.1601,0.1745]
14 | (0.0055,0.0064] | (0.1484,0.1601]
15 | (0.0048,0.0055] | (0.1386,0.1484]
16 | (0.0042,0.0048] | (0.1297,0.1386]

Tabela 2.4: Valores aproximados dee correspondent€R para a metodologia de Dorfman

2.3 Uma estratégia alternativa para analises aos pares

Vamos apresentar uma estratégia de analises sequenagisogufornece resultados oti-
mos para analises aos pares (ver Sousa (2005)) e constataalcacontece quande €
(0.203 , 0.382).

A estratégia esta descrita na Figura 2.3 e advém da cor@étatlecque, caso a analise
ao sangue combinado dé positiva e a andlise ao primeiro samgjvidual dé negativa entao
ja ndo é necessario fazer a analise ao segundo sangue, Eoisesessariamente positiva.
Assim:

» Se a analise combinada der negativa, essa € suficientermdmanalises igual a 1);

» Se a analise combinada der positiva e a primeira analisaédod! der negativa, essas
sdo suficientes (nimero de analises de analises igual a 2);

» Na pior das hipoteses, a sequéncia positivo, positivayataiuma terceira analise, para
determinar se ambos os individuos ser&o positivos (nuneeamélises igual a 3).

Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman 9
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12 etapa 22 gtapa
Analize ao sangue Analises
combinado individuais

@ 2,12 da negativa

Fazerlou 2

@ analises
separadamente

p(Z-p)

@ A.12 da positiva

(1-p)?

Figura 2.3: Estratégia sequencial para grupos de dimensao 2

A funcdo massa de probabilidadefig variavel aleatéria que conta o nimero de andlises
necessarias para determinar a positividade/negatividiasldois individuos do grupo, é dada
por

/ 1 2 3
P(Th=t)| (1—p)°|[p(l—p) |p

e, por conseguinte, o numero médio de analises por indivddiazlo por

E (T 1 - +3p+1
By =B _Lrg g0y L
2 2 2
Dado quel; = 1 tem-se
—p®+3 1
Ailp) <0 < EQ—E1<0@E2<1©%<1@

& 0<p<0.382.

Considere-se a estratégia descrita na Figura 2.4 que advéondttacdo de que, caso
a andlise ao sangue combinado dé positiva e caso as anatisaduais aos dois primeiros
sangues sejam negativas, jA ndo € necessario fazer a awliseceiro sangue, que sera
necessariamente positiva.

Assim:

10 Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman
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12 Etapa 22 Etapa
Analise ao sangue Analises
combinado Individuais

Ll2eg2a
dio negativas
Fazer 2 ou 3
analises
1-(-pf senaradamente

Caso contrario

fi-pf

O FParar

Figura 2.4: Estratégia sequencial para grupos de dimensao 3

» Se a analise combinada der negativa, essa € suficientermdmanalises igual a 1)

» Se a analise combinada der positiva e se as duas prime#iisesnndividuais derem
negativas, essas sao suficientes (nimero de analises)gual 3

» Caso contrario sera necessario fazer a analise a todos gusesafmiimero de analises
igual a 4)

A func@o massa de probabilidade’g variavel aleatoria que conta o niumero de analises
necessarias para determinar a positividade/negatividesiérés individuos do grupo é dada
por

' 1 3 4
P(Ty=t) | (1-p)° | p(1—p)°|p2—p)

Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman 11
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e, por conseguinte, o numero médio de analises por indiddiazlo por

E (T 1
By = (33) = g[(1—p)3+3p(1—p)2+4p(2—p)}
1
= 5[2p3—7p2—|—8p+1]
2, 7, 8 1
= gl gty

Assim tem-se

2 7 8 1 —p*+3p+1
No(p)=Es—Ey = (zp°—sp’+-p+5 ) — | —
2(p) 3 2 (317 3]9 +3p+3> ( 5 )

2, 1, T
- 3P TP TP T

€ portanto

2 11 7 1
Ay(p) > 0 < §p3 — Ep2 +teP— 5> 0 < 0.203 < p < 0.650,

0 que permite concluir que para valores de prevalémeig0.203 , 0.382) é mais econémico
juntar os sangues 2 a 2.

As alteraces relativamente a metodologia de Dorfman para2 sao apresentadas na
Tabela 2.5. Para valores de> 3 consultar a Tabela 2.6 na pagina 13.

n* D
1 (0.381966, 1]
(0.202616, 0.381966]

Tabela 2.5: AlteracGes a metodologia de Dorfman

Consegue-se assim melhorar a estratégia de Dorfman, pargadode prevaléncia mode-
rada (na pratica de 20% a 38%), a qual, foi em si mesma, umaadidativo importante na
gestao da saude publica. Note-se ainda que este procedigemd ponto de vista pratico,

facilmente implementével.

2.4 A metodologia de Dorfman otimizada

A estratégia sequencial apresentada na seccao antermispodeneralizada para grupos de
dimensam. Assim, ao aplicar o teste a grupossdandividuos trés situacdes podem ocorrer:

1. O teste € negativo e por conseguinte sera necessariaredpienas um teste para cata-
logar todo o grupo, o que ocorre com probabilidatie
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2. Oteste é positivo e 0s primeiras-1 membros do grupo tém um resultado negativo, néo

sendo por conseguinte necessario efetuar o teste ao Ulime®’to do grupo. Serdo
necessarios testes para identificar todos os elementos do grupo, 0 queeocoom
probabilidadepg™!;

3. Caso contrario seréo necessarios 1 testes para identificar todos os elementos conta-
minados, o que ocorre com probabilidade ¢**.

Assim, a funcdo massa de probabilidade/fj& dada por

t 1 n n—+1
]P (Tn — t) qn pqn—l 1 _ qn—l
donde
ET,] = ¢"+npg" '+ (n+1)(1—q¢"")

= n+1l-ng"—¢"'p,

e, por conseguinte, o custo relativo € dado por

A dimensao otima dos grupos para uma determinada prevalénciseuCR constam na

CR = 1 [n—i— 1 —ng" —q”’lp]

n

1
n

Tabela 2.6.
H na ‘ P CR

1 (0.38196, 1] 1

2 | (0.20261,0.38196] | (0.783386,0.999993]
3 | (0.10291,0.20261] | (0.583770,0.783386]
4 | (0.06010,0.10291] | (0.457106, 0.583770]
5 | (0.03906,0.06010] | (0.373965,0.457106]
6 | (0.02733,0.03906] | (0.315871,0.373965]
7 1 (0.02017,0.02733] | (0.273231,0.315871]
8 | (0.01549,0.02017] | (0.240669,0.273231]
9 | (0.01226,0.01549] | (0.214956, 0.240669]
10 | (0.00994,0.01226] | (0.194156, 0.214956]

Tabela 2.6: Dimensao 6tima e correspondéiitepara a metodologia de Dorfman otimizada

Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman
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2.5 A metodologia de Sterrett

Perante um resultado positivo do teste conjunto, Stetd®87) sugere que todos os elemen-
tos do grupo sejam sequencialmente testados até a ideg@dickp primeiro elemento com
resultado positivo, sendo 0s remanescentes testadosntamgnte. Se o resultado do teste
conjunto for positivo o procedimento é repetido até serezntiticados todos os elementos
infetados, caso contrario o procedimento termina. 3gja numero de testes necessarios
para a classificacdo dasindividuos que compdem o grupo. Para valores reduzides de
namero esperado de testes pode ser calculado diretametgedo-se:

E[N)=1,E[l]=3-2¢, E[T3]=5-q¢—2¢" - ¢".

No célculo deE [T,] = 3 — 2¢°, estamos a considerar que quando o teste ao grupo da
positivo e o primeiro teste individual da negativo, se testagundo individuo.

Vamos determinar uma férmula de recorréncia condicionahdao nimero de testes
individuais J efetuados até encontrar o primeiro elemento do grupo coufiads positivo.
Assim,J = 0 se o teste ao grupo der negativo= 1 se o teste ao grupo der positivo e o teste
ao primeiro elemento do grupo der positivo e assim sucessivte. Entéao

ET.] = E[E(T.]J)]

n

= Y E[T|J =4]P[J =]

J=0

= E[T,|J=0]¢"+> E[T|J=jl¢ 'p, n=2.3..

j=1

Para que o primeiro teste individual com resultado pos#eja 0j-€simo € necessario que
o0 teste ao grupo dé positivo e que os primejres] testes individuais deem negativos. Dado
que os remanescentes- j elementos do grupo sao variaveis aleatorias com distébude
Bernoulli de parametrp tem-se

E[Tn‘J:j]:j_‘_l"i_E[Tnfj]a Jj >0,

donde se obtém

B[] = ¢+ (+1+ET o

J=1

= ¢+ G+ p+ Y ET ¢ '
j=1 j=1

n—1 n—1
= ¢+ (+2dp+ > _E[T]¢ 7 p.
=0 =0

14 Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman



Testes compostos qualitativos

por outro lado

n—1 n—2
BT =q"+> G+ dp+ Y E[T]q" 7 'p, n=34,...
j=1 7=0
e portanto
n—1
E[T,] - qB[T,a] = |20+ Y ¢'p| +E[T.]p,
j=1
donde )
1—q"
B(5) - (L] = 2p+ PE0D gy g g
No entanto
E[T,)-E[B] = ) {E[T]-E[T;.]}
j=3
= (n—=2)(2p+q) - Zq
1 — n—2
- <n—2><2p+q)——q (1_‘-; ) n=23...

Somando a ambos os membros o valoEd#;,| obtém-se

1 — 3 1— n+1
E[T] = 3-2¢+(n-2)(2p+q) +—0 — —
D P
1_qn+1
= 2m-—n-3)q—¢ - ——, n=2,3,...
n—(n-3)q¢—q o T
O custo relativo é dado pela expressao
E|T, 1 1—q¢"!
cr = El ]:2—q—|—— 3¢ — ¢ — ——
n n P

Para uma determinada taxa de prevaléncia, podemos vaualirmenséo 6tima do grupo
e o0 correspondente custo relatiV® na Tabela 2.7 da pagina 16.

2.6 A metodologia de Sterrett otimizada

A metodologia de Sterrett pode ser otimizada quando o tesieugpo der positivo e os testes
individuais aos primeiros — 1 elementos que o compdem derem negativos. Nestas circuns-
tancias ndo é necessario efetuar o teste ao uUltimo elemergougo pois sabe-s& priori

que é positivo. Para valores reduzidos:g® numero esperado de testes pode ser calculado
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n* P CR

1 (0.30437, 1] 1

3 | (0.21253,0.30437] | (0.827997,0.999984]
4 | (0.12774,0.21253] | (0.622819,0.827997]
5 | (0.08283,0.12774] | (0.487586,0.622819]
6 | (0.05759,0.08283] | (0.397398, 0.487586]
7 1 (0.04224,0.05759] | (0.334221,0.397398]
8 | (0.03226,0.04224] | (0.287849,0.334221]
9 | (0.02543,0.03226] | (0.252541,0.287849]
10 | (0.02005,0.02543] | (0.224784,0.252541]
11 | (0.01695,0.02055] | (0.202456, 0.224784]
12 | (0.01422,0.01695] | (0.184127,0.202456]
13 | (0.01210,0.01422] | (0.168814,0.184127]
14 | (0.01042,0.01210] | (0.155825,0.168814]
15 | (0.00906,0.01042] | (0.144618,0.155825]

Tabela 2.7: Dimenséao 6tima e correspondéiftepara a metodologia de Sterrett

diretamente, obtendo-sE:[T1] = 1, E[Ty] =3 — g — ¢*, E[T3] =5 — 2¢ — ¢*> — ¢*. Desig-
nando por/ o nimero de testes individuais que € necessario efetuanewé@tear o primeiro
elemento do grupo com resultado positivo tem-se

E[T,] = ZE[Tn\J:j]P(Jzﬁ

n—1
= "+ E[T.|J=4¢ 'p+ng"'p
j=1

n—1

= ¢ tng" '+ Y (G 1HET ) ¢

j=1
n—2 n—1
= ¢"+ng"'p+ Y (G +2dp+ Y E[T]¢" 7,
j=0 j=1
por outro lado,
n—3 n—2
BTl =¢"+n=1)""p+> [+ "'p+ > E[T]¢" 7 'p
j=0 j=1
= ¢"+(n-1 p—f—Zj—l—l)qu—i-ZE il =34,
e portanto,
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n—2
E[T] —qE[T]=q"'p+2p+ ) @p+E[T,]p
j=1
ou
1 . n—2
E[T.)-E[Ti] = ¢ 'p+2p+ PCJ(TCé)

= ¢ p+2p+q(1—-¢"7), n=34,...

O numero esperado de testes para classificar @@e@mentos do grupo assume todos os
valores del a2n — 1 a excec¢éo do 2 e é dado por

1_
E[Tn]—n(2—9)+2q——§ :

sendo o custo relativo dado por

E[T,]

[261 - 1“?,,”“]

CR = =2—q+

Para uma determinada taxa de prevaléncia, podemos vaualirmenséao 6tima do grupo
e 0 correspondente custo relativ®X na Tabela 2.8.

L P | CR H

1 (0.38196, 1] 1

2 | (0.26101,0.38196] | (0.857449, 0.999993]
3 | (0.16832,0.26101] | (0.689891, 0.857449)]
4 [ (0.10986,0.16832] | (0.551025, 0.689891]
5 | (0.07506,0.10986] | (0.448910, 0.551025]
6 | (0.05381,0.07506] | (0.374861,0.448910]
7 | (0.04022,0.05381] | (0.320154, 0.374861]
8 | (0.03109,0.04022] | (0.278530, 0.320154]
9 | (0.02471,0.03109] | (0.246079, 0.278530]
10 | (0.02008,0.02471] | (0.220107,0.246079)]
11 | (0.01664,0.02008] | (0.199027,0.220107]
12 | (0.01400,0.01664] | (0.181486,0.199027]
13 | (0.01194,0.01400] | (0.166741,0.181486]
14 | (0.01030,0.01194] | (0.154162,0.166741]
15 | (0.00897,0.01030] | (0.143279,0.154162]

Tabela 2.8: Dimensao 6tima e correspondéiitepara a metodologia de Sterrett otimizada

Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman
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2.7 A metodologia de Gill & Gottlieb

Gill & Gottlieb (1974) argumentam que o procedimento de D@ e 0 procedimento de
Sterrett sdo limitados no que respeita ao bindbmio cust@etii@ ja que perante um resul-
tado positivo do teste conjunto ambos recomendam (pelo sn@imalmente) que se teste
separadamente cada um dos elementos do grupo. Os autarssatgm que condicional-
mente a positividade do grupo, a prevaléncia dos element$ogmam o grupo é dada por
pt = ﬁ > p e por conseguinte a dimensédo 6tima correspondepterdio sera supe-
rior an* (dimensao 6tima correspondentg)a Assim, caso o teste ao grupo dé positivo, €
mais razoavel formar subamostras do que testar isoladarnada um dos elementos que o

compdem.

Com esta modificagcdo e assumindo o modelo binomial, Gill & @bt{1974) propbem
gue na presenca de um grupo positivo, este seja dividido esnsdbgrupos de dimenséo
idéntica (ou préxima) e testados posteriormente. Os spbgrtestados positivamente sdo
novamente divididos até todos os elementos que o compdem sestados.

Para valores reduzidos de o numero esperado de testes pode ser calculado diretamente
obtendo-se:

E[Ty] =1, E[Ty) =3—-2¢*, E[T5] =5 —2¢* — ¢*.

No célculo deE T3] = 3 — 2¢?, estamos a considerar que quando o teste conjunto da
positivo e o teste a primeira subamostra da negativo, sedestgunda subamostra.

Quando o teste ao grupo da positivo,roglementos que o compdem sao divididos em
dois subgrupos de dimens&g e n, = n — n;, onden; = n, = % sen for par e onde
n, = ”T‘l eny = ”T“ sen for impar. Denotando paB o acontecimento “Pelo menos um dos
n elementos que compdem o grupo esta contaminado” entdo

E[T,]

E([T,|B] +E [T,[B]
= (1+E[T,, +T,,|B)P(B)+1xP[B]
= E[T,, +T,,|B]P(B)+1.
N——
1—q™
Considerando agora os subgrupos de dimens&o, tem-se

ou seja,
E [Tm] +E [Tnz] = EE [Tm + Tm |B] P (B)l+2qn

-~
=E(T,,)—1

e portanto
E[T,) =E[T,]+E[T,]+1—2¢".
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Esta formula pode ser utilizada recursivamente para olc&ek [7,,] para qualquer valor
den, obtendo-se, por exemplB,[T5] = 2E [T1]+1—2¢* e E[T3] = E[T1]+E [T]+1—2¢>.
Desta forma vamos obter:

E[Ty] = 3—2¢*%

E[T3] = 5—2¢° —2¢%

E [Ty4] 7 —4¢* — 2¢%;

E [T3] 9 —4¢* — 2¢° — 2¢°;

E [Tg] 11 — 4q¢* — 4¢° — 24¢5;

E[Ty] = 13 —6¢* —2¢° —2¢* — 2q";

E [Tx] 15 — 8¢ — 4¢" — 2¢%;

E [Ty 17 — 8¢% — 2¢° — 2¢* — 2¢° — 2¢°;
E [T}0] 19 — 8¢ — 4¢® — 4¢° — 2¢*°;
E[Ty] = 21 —8¢* —6¢* —2¢° —2¢° — 2¢™";
E[Ty] = 23 —8¢° —8¢° —4¢° — 2¢™.

O custo relativo é calculado dividindo o nimero esperadoedtes pela dimenséo do
grupo. Na Tabela 2.9 podemos visualizar a dimenséo étimaerespondente custo relativo
para uma determinada taxa de prevaléncia.

[~ P | CR H

1 (0.29289, 1] 1
2 | (0.15910,0.29289] | (0.792883,0.999995]
4 [ (0.08299,0.15910] | (0.555524, 0.792883]
8 | (0.04239,0.08299] | (0.360729,0.555524]
16 | (0.02142,0.04239] | (0.222719,0.360729]
32 | (0.01077,0.02142] | (0.132800, 0.222719]
64 | (0.00540,0.01077] | (0.077175,0.132800]

( ] ( ]

0.00267,0.00540] | (0.043552,0.077175

Tabela 2.9: Dimensao 6tima e correspondéiftepara a metodologia de Gill & Gottlieb

2.8 A metodologia de Gill & Gottlieb otimizada

A metodologia de Gill & Gottlieb pode ser otimizada quandest¢ ao grupo der positivo e o
teste ao primeiro subgrupo der negativo. Nestas circucisiindo é obviamente necessario
testar o segundo subgrupo. Assim, o segundo subgrupo staddegiando o primeiro der
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positivo. De forma analoga ao apresentado na metodologiltl& Gottlieb, obtém-se a
seguinte formula recursiva:

E[T) =E [Ty +E[Th] +1—¢"" —¢"

Quandon € par, entda;, = n, = 3. Cason seja impar, o niumero esperado de testes é
menor comn; = ”7*1 do que comm; = ”T“ Com esta escolha parg, a formula recursiva
anterior pode ser utilizada iterativamente para obter arvaédio de7;,. Assim tem-se:

E[T] = 3-q—¢;

E T3] =5—q—2¢" — ¢*

E[T)] T-2¢-2¢—¢ — ¢4

E [T%] 9-2¢-3¢ ¢ —q" — ¢

E [T¢) 11 -2 —4¢° — 2¢° — ¢° — ¢

E [T7] 13=3¢—4¢° —2¢° — ¢ — ¢" — ¢;

E (T3] 15— 4q — 4¢* = 2¢° — 2¢* — " — ¢";

E T3] 17 —4q —5¢°> — 2¢° — 2¢* — ¢" — ¢* — ¢;
E [T1o] 19 —4q —6¢° — 2¢° — 2¢" — 2¢° — ¢° — ¢';
E[Th] = 21—4¢—7¢* =3¢ —¢" —2¢° = ¢* — ¢' — ¢'";
E[T2] = 23 —4q — 8¢* — 4¢® — 2¢° — 2¢° — ¢'t — ¢'%.

O custo relativo é calculado dividindo o niumero esperadoedies pela dimenséo do
grupo. Para uma determinada prevaléncia, podemos viaualidimensao 6tima e o custo
relativo na Tabela 2.10.

L P | CR H

1 (0.38196, 1] 1

2 | (0.26101, 0.38196] | (0.857449, 0.999993]
3 | (0.16582,0.26101] | (0.685100, 0.857449]
5 | (0.10106,0.16582] | (0.513090, 0.685100]
7 | (0.08439,0.10106] | (0.458100, 0.513090]
9 | (0.06817,0.08439] | (0.397968,0.458100]
10 | (0.06640, 0.06817] | (0.391045, 0.397968]
11 | (0.05054, 0.06640] | (0.325611, 0.391045]

Tabela 2.10: Dimensé&o Otima e correspondérifepara a metodologia de Gill & Gottlieb

otimizada.
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2.9 Comparacgoes entre as diversas metodologias

[ | Dorfman | Sterrett | Gill & Gotliebb |
| » | g [»] CR [n] CR [ n]| CR |
0.2 0.8 3 10.7787|| 3 | 0.7493|| 3 0.7493
0.19 | 0.81 || 3 |0.7603| 3 | 0.7308| 3 0.7308
0.18 | 0.82 || 3 | 0.7416| 3 | 0.7121| 3 0.7121
0.17 | 0.83 || 3 | 0.7225|| 3 | 0.6931| 3 0.6931
0.16 | 0.84 || 3 | 0.7030| 4 | 0.6710| 5 0.6705
0.15| 0.85 | 3 |0.6831| 4 | 0.6478| 5 0.6449
0.14 | 0.86 || 3 | 0.6628| 4 | 0.6243| 5 0.6189
0.13 | 0.87 || 3 |0.6420|| 4 | 0.6004| 5 0.5924
0.12 | 0.88 || 3 | 0.6209| 4 | 0.5761| 5 0.5655
0.11 | 0.89 || 3 |0.5993| 4 | 0.5514| 5 0.5381
0.10 | 0.90 || 4 | 0.5757|| 5 | 0.5229| 7 0.5097
0.09 | 091 || 4 | 0.5473|| 5 | 0.4937| 7 0.4769
0.08 | 0.92 || 4 | 0.5180| 5 | 0.4639| 9 0.4421
0.07 | 0.93 | 4 |0.4879| 6 | 0.4317| 9 0.4049
0.06 | 094 || 5 | 0.4567| 6 | 0.3969| 11 0.3611
005| 095 || 5 |0.4181| 7 | 0.3798| 13 0.3254
0.04 | 096 || 5 |0.3738| 8 | 0.3192| 19 0.2907
0.01 | 0.99 || 10| 0.1947| 15| 0.1517| 75 0.1049
0.005] 0.995| 15| 0.1388|| 21 | 0.1054| 149| 0.0602

Tabela 2.11: Tabela comparativa das trés metodologias

Na Tabela 2.11 procede-se a comparacédo entre as trés nogiiadolPara cada metodo-
logia, determinou-se o custo relativo para o valomd@timo, para um conjunto de valores
de prevaléncia. Os valores a negrito identificam para calta ga p a metodologia mais
eficiente, ou seja, a que tem um custo relativo menor.

Assim, concluimos que a metodologia de Gill & Gottlieb é asyeiciente para a gene-
ralidade dos valores de sendo igualmente eficiente a metodologia de Sterrett agEras
grupos de dimenséao 3.
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Capitulo 3

Testes de diagnostico e erros de
classificacao

3.1 Introducao

Os testes de diagndéstico permitem a previsdo ou detecaotelendeados acontecimentos

numa fase incipiente de desenvolvimento. Variadas quegt@dlematicas se podem colo-

car na utilizacado de um teste de diagnostico. Desde logoldgma da discriminacao, que

consiste em conseguir classificar, de uma forma precisagsms considerados normais e 0s
casos anormais.

Outra questao que se torna problematica num teste de diagnpsende-se com as de-
finicBes de exatiddo e precisdo. A precisao estéa relaciccadaa disperséo dos valores em
sucessivas observacdes, enquanto que a exatiddo se rgfieneraidade da estimativa do
verdadeiro valor que se pretende representar. As limitagaexatiddo e da precisao no di-
agnostico, originaram a introducéo dos conceitosatesibilidadgprobabilidade de um teste
positivo num individuo infetado) especificidad€probabilidade de um teste negativo num
individuo saudavel) dum teste de diagndéstico. Estas medids indices a elas associados,
como aproporcao de verdadeiros positivasproporcao de falsos positivpe valor preditivo
positivoe o valor preditivo negativasao mais significantes do que a exatiddo, embora néo
fornecam uma descri¢éao unica do desempenho do diagnaostico.

A sensibilidadee aespecificidadgecam por dependerem do critério de diagndstico ou
dum valor decorte, 0 qual é por vezes selecionado arbitrariamente. Assimandalo crité-
rio pode-se aumentarsensibilidadecom o consequente detrimento elgpecificidade vice
versa. Consequentemente, estas medidas representam wmigoathpleto do desempenho
de um teste de diagndstico.

E contudo necessario ter em consideracdo que um determiniééido de decisdo de-
pende dos beneficios associados aos resultados corretasb® dos custos associados aos
resultados incorretos. A previsdo de um ciclone que acabagmocorrerfalso positiv) é
tipicamente vista como tendo um custo menor comparativeerefalha na previsdo de um
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ciclone que ocorrefélso negativp, assim o critério a adotar para um diagnostico positivo
devera estar do lado mais brando.

Num teste de diagnéstico existem dois tipos de erro que pamenmrer na decisao, a
escolha de umtalha (no sentido de declarar um doente como saudavel) ou a esi®ina
falso alarme(ao declarar uma pessoa saudavel como doente). Qualqserapesrante um
diagndstico de doenca contagiosa preferefaiso alarmea umafalha pois este tipo de erro
conduzira ao que se pode designar‘fuon mal menor” e, por conseguinte, ird optar sempre
por um teste mais sensivel. No entanto, ele dever estasientesque uma terapia disponivel
para este tipo de doenca podera ser, efectivamente, cafiaiertte, o que torna o teste pouco
especifico.

Observe-se por outro lado que em saude publica, nomeadamestteios de doencas
raras (em particular se nao forem contagiosas), intereasamudesempenho coletivo do que
o individual, e nesse caso torna-se imperativo escolheramopde corte correspondente a
uma especificidade elevada

Para contornar este tipo de situacdes, foi necessariovi#genmedidas alternativas de
diagnéstico com propriedades mais robustas do gsenaibilidadee aespecificidade A
analise ROGReceiver Operating Characteristifi a técnica desenvolvida para tornear este
tipo de problema.

A analise ROC ¢ um método grafi€dpara avaliacéo, organizacio e sele¢éo de sistemas
de diagndstico e/ou predicdo. Os graficos ROC foram origieate utilizados em detecéo
de sinais, para se avaliar a qualidade de transmissédo denaimsaim canal com ruido. Os
graficos ROC também sdo muito utilizados em psicologia paravaliar a capacidade de
individuos distinguirem entre estimulo e ndo estimulo; esdigina, para analisar a qualidade
de um determinado teste clinico; em economia (onde é cafdheomo grafico de Lorenz),
para a avaliacdo de desigualdade de rendimento; e em welos@mpo, para se avaliar a
qualidade das predi¢cGes de eventos raros.

Deste modo, neste capitulo comecamos por fazer um paraleateoria dos testes de
hip6teses e os testes de diagndstico referindo o imporpatel desempenhado pela curva
ROC como uma medida alternativa de diagnostico com proguiiesi robustas. A introdu-
cao de erros de classificagdo nos teste diagnostico cormduaredefinicdo dos conceitos de
sensibilidade e de especificidade num teste composto. Ole#@la sensibilidade e da espe-
cificidade na metodologia de Dorfman é efetuado tendo emdemagao o efeito de diluicdo
e consequente rarefagcdo. Por fim, analisam-se as altei@gdes erros de classificagéo pro-
vocam no numero esperado de analises efetuadas bem conteraedas provocadas pela
existéncia de subpopulacdes na sensibilidade e na esjafao teste.

(MRaramente s&o considerados procedimentos de inferémaistsa que os tornem mais sofisticados e ade-
quados a realidade, por exemplo na determinacéo do pontortieraramente se usa funcbes de perda que
modelassem os riscos associados a erros de diagndstico.
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3.2 Teoria estatistica

Suponha-se que se pretende estudar o comportamento pistizabde um atributo de certa
populacdo— representado pela variavel aleatoNa— e admita-se que a respetiva funcéo
de distribuicdo depende de um parametro desconhegjdnbre o qual se vao estabelecer
conjeturas. O objetivo do teste de hipéteses vai ser o delideodm base na informacao
fornecida pelos dados, sobre a rejeicdo ou néo rejeicaotderderada hipdtese paramétrica,
que estabelece no espago-parameétigma particao,

@0U@1:® y @()m@l:@,

ondeH, : ;1 € ©q € a hipétese a testar,/é : 1 € O, € a hiptese que corresponde ao con-
junto das alternativas. A hiptegg, da-se o nome de hipotese nula, designacéo tradicional
gue geralmente corresponde statu quoou a algo que se pretende manter; a hipétése

é designada por hipétese alternativa. Considerando o cascimgples em qu®, = g €

0, = u; tem-se:

H, : A populacédo tem média = 1y,
H; : A populacdo tem média = ;.

Com base numa observagéicuma das hipéteses € aceite.

o Observacio (x)

Figura 3.1: Funcdes densidade de duas populacdes

Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman 25



Testes de diagnostico e erros de classificacédo

Como se pode verificar na Figura 3H, € a hipotese nula que considera que a populacao
tem valor médiou = o € H; € a hipotese alternativa que considera que a populagéo tem
valor médioy = 1. A area sombreada a direita do critério de decisdo- c) representa
a probabilidade de cometer uenro do tipo | e corresponde a probabilidade de rejeftar
quandoH, é verdadeira; a &rea sombreada a esquerda do critério d&adleck c) representa
a probabilidade de cometer uenro de tipo Il e corresponde a probabilidade de néo rejeitar
H, quandoH, é falsa. A poténcia do teste é definida como a probabilidadejdear H,
quandoH, é falsa.

O teste estatistico baseia-se na divisdo do eixo das abeiesa duas regides separadas
pelo ponto de corte. Valores dex menores que conduzirdo a ndo rejeicdo da hipbtese
nula, H,, e valores der maiores que: conduzirdo a aceitacao da hipotese alternatiia,
Consoante o critério de decisao escolhido, pode-se det@raprobabilidade de cometam
erro de tipo | ou tipo lI(Figura 3.1).

Claro que ao deslocarmos o ponto de corte para a direita €FggLy estamos a diminuir a
probabilidade de cometer uemnro de tipo le necessariamente a aumentar a probabilidade de
cometer urrerro de tipo Il A reducdo simultanea das duas probabilidades (ou de uras, del
supondo a outra fixa) s6 se consegue a custa do aumento daséordmamostra suportando
0s custos que isso implica. Caso néo se pretenda seguir assasta-nos uma solucéo de
compromisso, apds uma avaliacdo das consequéncias depzada erro.

Na impossibilidade de minimizar simultaneamente os daossetorna-se necessario de-
finir uma abordagem que permita considera-los de algumaaforas varias alternativas
possiveis, assume particular relevancia a abordagem dmadelPearson, que consiste em
fixar a probabilidade associada @wo de tipo Ie minimizar aprobabilidade do erro de tipo
II, ou, dito de outra forma, fixar o tamanho do teste e maximizaiagoténcia.

Assinale-se que esta forma de proceder atribui maior irpoid acerro de tipo | uma
vez que é fixado num valor conveniente, ao passo que a po#@meaximizada dentro das
condicionantes existentes. Consequentemente, quandeisa k& tem-se sempre presente
a probabilidade associada ao erro que se pode estar a cosiitacdo que nem sempre
acontece quando nao se rejeitg

3.3 Diagnostico do problema

Representando para variavel em estudo, vamos supor que valores reduzido$ad®erecem
a decisé@o “normal(7~) e que valores elevados defavorecem a deciséo “anormgl7’™).

Denote-se pof (z|A) a distribuicdo dos valores depara os casos designados anormais,
e por f (z|N) a distribuicdo dos valores depara os casos designados normais, Grafi-
camente, a situacao descrita € ilustrada na Figura 3.2. Enosede diagnéstica fracao
de verdadeiros positivo@-VP) corresponde a probabilidade de decidir que a cafstiter
em questdo esta presente, quando na realidade assim acoRtrooutro lado, fracéo de
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Figura 3.2: Sobreposicao de duas populacdes hipotéticas

verdadeiros negativo@VN) corresponde a probabilidade de decidir que a caiiatitar esta
ausente, quando de facto estéa ausente. Estas duas defcogdegem a outras duas direta-
mente relacionadas,feacao de falsos positivo$-FP) e &racao de falsos negativd&FN),
dadas por:

namero de decisdes falsas positivas

FFP = — .
numero de casos realmente negativos

namero de decisfes falsas negativas

FFN = — —.
numero de casos realmente positivos

Assumindo-se que todos 0s casos podem ser diagnosticanospositivos ou negativos
(no que diz respeito a uma determinada doenca), entdo o aweelecisdes corretas adicio-
nado ao numero de decisdes incorretas devera ser igual aarader casos com esse estado
atual.

Assim, verifica-se que
FVP 4+ FFN =1

FVN + FFP = 1.

Geralmente um teste de diagndstico é avaliado por duassdest@idas, FVHsensibili-
dade)e FVN (especificidade)Em termos de diagnostico, pode definirseasibilidadecomo
a capacidade que um teste tem para detetar a doenca no undigidespecificidadeomo a
capacidade gue o teste tem para excluir os individuos seetdoenca. Assim, caso a positi-
vidade ocorra quando o resultado da analise é superior @@ georte tem-se qualores de
corteelevados conduzem a testes pouco sensiveis e muito espegific outro lado, valores
de corte baixos, conduzem a testes muito sensiveis e popeoi Bsos.
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Num teste de diagnostico as hipoteses podem ser definidas com

Hy : o individuo € anormalX 4
H, : oindividuo é normal X,

e consequentemente,

o = P (errodetipo |) = P (RejeitarHy|H, Verdadeira =P (1| X )
= 1-P(T"|X4) =1 - sensibilidade

B = P (errodetipo Il) = P (N&o RejeitarH,|H, Verdadeira=P (1" Xy) =
= 1-P(T"|Xy) =1 — especificidade

Atendendo a que walor de cortedefine a regido de rejeicao, isto €, define a dimensdo dos
erros ddipo | e detipo I, & medida que se variavalor de corte estes erros vao variando em
sentidos opostos, isto €, a medida queumenta;s diminui, e vice-versa.

Equilibrando a escolha do bindmio sensibilidade/espédé#te de uma forma a otimizar
resultados, o que em geral é feito “graficamente”, atravédistancia dos pontos da curva
ROC ao veértice superior esquerdo do quadi@eor, y < 1. Melhor seria— mas muito mais
complexo— otimizar com base em func¢des de perda quantificando as agsggs de erros
de diagndstico num e noutro sentido.

3.4 A curva ROC

A curva ROC é baseada na probabilidade de detecadragéo de verdadeiros positivos
(FVP) e na probabilidade de falso alarme, feagcdo de falsos positivo@FP). Por defini-
céo, uma curva ROC é a representacao grafica dos gametbilidadeou FVP (ordenadas) e
1—especificidad®u FFP (abcissas), resultante da variacagalor de corteao longo de um
eixo de decisday. Com efeito, uma curva ROC é uma descricdo empirica da caukecab
sistema de diagndstico poder discriminar entre dois estadm universo, onde cada ponto
da curva representa um compromisso diferente entre a FVA-® a@jfre pode ser adquirido
pela ado¢&o de um diferentalor de corte

Sob o ponto de vista da teoria dos testes de hipoteses statisma curva ROC é con-
ceptualmente equivalente a uma curva que mostra a rela¢éo a&epoténcia do teste e a
probabilidade de cometer uenro de tipo Icom a variagcéo do “valor criticivalor de corte)
do teste estatistico.

Consoante os critérios adotados poder-se-a fazer cormdmpom ponto na curva ROC.
Assim, pode-se definir, um critério “estrito” (por exempdgenas se designa o paciente po-
sitivo quando a evidéncia da doenca é muito forte) como sendele que conduz a uma
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Figura 3.3: Curva ROC com a variacdo do critério de deciséo

pequena fracdo de falsos positivos e também a uma relatitarpequena fragdo de verda-
deiros positivos, isto é, gera um ponto na curva ROC que s& 8d canto inferior esquerdo

do espaco ROC. Progressivamente critérios menos estritmiizem a maiores fracoes de
ambos os tipos, isto €, pontos situados no canto superigitadota curva no espaco ROC.
Esta situacdo pode ser descrita graficamente pela curva Bf@€eatada na Figura 3.3. A
localizag&o ideal do ponto de corte € assim um processal djie depende de um equili-

brio adequado entre a sensibilidade e a especificidade qiedem aumento da sensibilidade
resulta no sacrificio da especificidade e vice-versa.

3.5 Testes com erros de classificacéo

3.5.1 Introducéo

Ao relaxar a hipétese de auséncia de erros de classificag@@, & necessidade de estender
0s conceitos de sensibilidade e especificidade para aaeatizle testes conjuntos. A maioria

dos trabalhos em analises conjuntas considera que as piddidds associadas aos erros de
classificacdo sao iguais nos testes individuais e nos tEsgstos, como por exemplo Bl
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al. (1994, 1995), Kimet al. (2007) e Liuet al. (2011). Alguns autores consideram que estas
probabilidades sédo distintas nos testes conjuntos, masap@mdem do namero de individuos
infetados dentro do grupo (Hwang, 1976); outros considerardelos bastantes simplifica-
dos de forma a incluir o nimero de individuos infetados ena ¢cgidpo na modelacao destas
medidas (Hung & Swallow, 1999). Neste trabalho adotou-seopgsta de Santos, Pestana
e Martins (2012) para modelar a sensibilidade e especiflieidme tem em linha de conta
o problema da diluicdo e consequente rarefacdo, uma vez galeroda sensibilidade sera
condicionado ao numero de elementos infetados no grupocadde, fao misturar o sangue de
um individuo infetado com o de muitos individuos nao infesgdom grande probabilidade a
analise conjunta néo ira identificar o sangue infetado @de&idiluicdo e consequente rarefa-
céo das caracteristicas que distinguem os dois tipos desamgue provocara uma perda da
sensibilidade do teste.

3.5.2 Sensibilidade e especificidade num teste simples

Como ja repetidamente referimos, em geral um teste de difigmésavaliado por duas carac-
teristicas designadas psensibilidadee especificidadejue conjuntamente com a estimativa
da prevaléncia permitem estimar o valor preditivo positvo valor preditivo negativo do
teste. Denote-se par;, € (0, 1] a sensibilidade de um teste individuaprobabilidade de ob-
ter um teste positivdX;") numa amostra infetadaX; = 1) — e ¢, € (0, 1] a especificidade
do teste— probabilidade de obter um teste negat{/®; ) numa amostra limp&X; = 0).
Consequentemente— ¢, representara a probabilidade de um falso negative-eo. a pro-
babilidade de um falso positivo. As probabilidades dos ipess acontecimentos num teste
individual figuram na Tabela 3.1 (ongde= 1 — p).

Resultado do teste

H [ xr ] X; [ ]
X, =1 Psp (L—ps)p p
X, =0 (1—e)q Peq q

[ losp+ 1 —p)a ] (1—p)p+peatoeq| 1]

Tabela 3.1: Probabilidades num teste individual

3.5.3 Sensibilidade e especificidade num teste composto

Sejal™ = """ | X; 0 nlmero de elementos infetados numa amostra de dimersa6" =

P (1" =4) = (M)p' (1 —p)" ", i=0,1,--- ,n. Denote-se poX [+ (X[=I) a ocorréncia

de um resultado positivinegativg num teste composto. Santos, Pestana e Martins (2012)
compararam a sensibilidade, e a especificidade, de um teste simpleg» = 1) com a
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sensibilidadeo[s”] e especificidadeL”] de um teste composto por amostras:dedividuos. A
especificidade de um teste composto é definida como sendbairdade de obter um teste
negativo quando nenhuma das amostras esta infectadaaou sej

"l — p (X[_’”]|I["} - 0) )

e

Suponhamos que se pretende detetar a presenca de umaabaatariestar a contaminacao
de iogurtes numa unidade fabril. Caso se testdogurtes simultaneamente, comeca-se por
misturar as: amostras para posteriormente se retirar um mililitro dduraspara teste. Caso
asn amostras estejam limpas, o teste conjunto dara negativoresopseguinte, este qua-
dro sera equivalente a retirar um mililitro de um iogurte néntaminado. Assim, podemos

concluir que o valor de nédo afeta a especificidade do teé&é”] = g06>.

Por outro lado, a sensibilidade de um teste compapg“laé definida como sendo a proba-
bilidade de obter um teste positivo quando pelo menos umataanesta infectada

ol = p (x|l > 1)

A sensibilidade do teste compos@zﬁi’,‘], ird assumir valores distintos consoante o niamero
de individuos infectados entre agestados simultaneamente. Assim, denote-se por

‘P[J’n] —P (X[Jnn] |[[n} — 7)

a sensibilidade do teste composto quandimsn elementos do grupo estéo infetados. Nestas
condicdes, (as diversas sensibilidades para o modelo @aagsodem ser consultadas na
férmula 7.8 da pagina 107) devido ao efeito de diluicdo e eguente rarefacdo € espetavel
que

0< (’O[Ln} < S0[82171] <...< 90[7%”}

S S :

Recorrendo ao teorema da probabilidade total obtém-se:

S P (X = )P (10 = )
P (Il > 1)

bn]

s
j=1 L

[
— qTL
j=1

onde a sucesséo de nljme{<2§}~;.‘:1 € (0,1)comy’"_| \; = 1 representa a funcdo massa de
probabilidade de uma variavel aleatoria com distribuig&omial(», p) truncada na origem.

Assim, " é uma média ponderada dp%™.
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D 0.15| 0.1 0.05 | 0.03 | 0.025| 0.02 | 0.015| 0.01 | 0.005
n* 3 4 5 6 7 8 9 11 15
A1 0.843] 0.8478| 0.9 | 0.925| 0.926| 0.931| 0.941| 0.951| 0.965
A2 0.149| 0.141 | 0.095| 0.072| 0.071| 0.066| 0.057| 0.048| 0.034
A1+ A2 | 0.992) 0.989 | 0.995| 0.997| 0.997| 0.997| 0.998| 0.999| 0.999

Tabela 3.2: Valores dg; e \; para algumas prevaléncias cam= n*

Na Tabela 3.2 figuram os valores dge A\, para um conjunto de valores ggroximos
de zero considerando-se grupos de dimenséao 6tima, ow seja*, para a metodologia de
Dorfman. Podemos constatar gue> \; para: < j, sendo o primeiro peso decrescente com
p € 0s restantes crescentes canParap = 0.15, consideranda* = 3 tem-se)\; ~ 0.843 e
A2 &~ 0.149. Para uma prevaléncia= 0.01, consideranda* = 11, tem-se\; = 0.951 e\, =
0.048 e, por conseguinte, 0s restarktéjs"] comj > 2 podem ser negligenciados. Deste modo
o valor de«,p[sl’”], sensibilidade de um teste composto numa amostraidividuos dos quais
apenas um esta infectado, € fundamental para a determidacgensibilidade de um teste
composto e, consequentemente, caso a rarefacdo tenha gnélnédncia na sensibilidade,
(<p[§’”] tenha um valor reduzido comparativamente, po teste composto nao é recomendado.
Considerando que a relacéo entre as diversas sensibilijadeser modelada através de

Pl = (1= k) (3.1)

comi™ < .. < ké”] < k{”] tem-se
A= Y-
j=1
=3 e S,
i=1 j=1

= ¥s— Z /\jkj['n]gps
j=1

e, por conseguinte, a diferenca entre a sensibilidade thodiesples e a sensibilidade do teste
composto é dada por

Ps — Qo[sn] = Z Ajkj['n]gps-
=1

Casop =~ (0 tem-se
0y — oM & (Alk;g"} + Ang"]) . (3.2)
As probabilidades dos possiveis acontecimentos num tesjpernto, considerando grupos
den individuos, figuram na Tabela 3.3

A utilizacdo destes pesos sera ilustrada no capitulo 6 conodelm de Poisson e no
capitulo 7 com os modelos exponencial e Gaussiano.
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Resultado do teste

H H Xt H Xt H |
I > 1 gan] (1—q™) (1 - @Ln]> (1—-4q") L—q"
I =0 (1— ) q" ©eq"” q"

so[s"]—q”< [sn]‘l'(,Oe—l) 1— "4 gn (SO[sn]‘f'(,De—l) 1

Tabela 3.3: Probabilidades num teste conjunto

3.5.4 Sensibilidade e especificidade na metodologia de Dorfman

Para um elemento infetado ser corretamente identificativamiio a metodologia de Dorf-
man, 0 grupo a que pertence tera que ser classificado comivpdsique ocorre com pro-
babilidadegoL”] que depende d&™) e no teste individual tera novamente que obter um teste
positivo (o que ocorre com probabilidagg). Assim sendo, supondo que os resultados dos
testes sdo independentes, a sensibilidade sera dada por

n—1

fsn = P(XTIXy=1) =Y P(X/[Xy = 1,1 = i) P (1" =)
=0
n—1
= Y P(X{X = 1) P(XPIM =i 1) T [i,n — 1]
=0
n—1
= @, Z gpgﬂ,n}l[i,nq]’
=0

e vs, < ps, OU seja, a sensibilidade utilizando a metodologia de Danfié inferior a dos
testes individuais.

Existem duas possibilidades de um individuo néo infetade@@etamente identificado:
OU O grupo a que pertence tem um resultado negativo ou o testposto tem resultado
positivo e o resultado do teste individual da negativo. Wssi especificidade., sera dada
por

—

Yo, = P(XT|1X1=0)=) P(X{|X;=0,I"T=§)P (I =4)

%

Il
o

1
= [P (X7 |1X, = 0) P (X1 =) 4 P (X 10 = )] ptim—1]

1=0

3

n—1

= lpet+ e (1= @)l "+ ) [weel™ + (1 = )] 1on

i=1

n—1
= 1= (1= [(L=p) " + Y I =1 (1 - @),
=1
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[i,n]

onde¢ = ¢ <gp[§’”], Dey Py n> € uma média ponderada e— ¢.) eps ;i =1,....,n—1,0
que implica qu& < 1 e consequentemente > ¢.. ASSim se constata que a especificidade
na metodologia de Dorfman é superior a especificidade dumitetividual.

Vamos admitir que a sensibilidade e a especificidade de umnnés sofrem alteracoes
pelo facto de ao compor uma amostra combinada com fragcbead#ewna das unidades
amostrais individuais haver um efeito de diluicdo e consatpurarefacdo, o que decerto nas
situagcOes mais usuais deve alterar a probabilidade deﬁmedieginfetadow([s%”] = s 1 <
~v < n), oU seja, vamos excluir o efeito da diluicdo e consequarefacdo. Neste caso
particular, as probabilidades dos possiveis acontecosenim teste conjunto, considerando
grupos den individuos, sdo apresentadas na Tabela 3.4

Resultado do teste

H H Xt H Xt H |
m>1 ¢s (1 —q") (1—¢s) (1 —q") L —q"
=0 (1—e)q" eq" q"

H los(l—g)+(1—w)d" [[A—p)1—g)teq" [ 1 |

Tabela 3.4: Probabilidades num teste conjunto gzxé?ﬁ} = (g

Excluindo o fator de rarefaco, ou seja, assumindogud = ¢, tem-sep,, = ¢? < o,
gue nao depende do valor daitilizado.

Em relag&o a especificidade teremos:

G = @ed" H 0 (L=0) "+ s (1—q") +(1—¢s) (1—¢"1)
= 1- (1_(106) [(1_@e)qn_1+§08 (1_qn_1)] =1- (1_§06)§

onde¢ = & (ps, we, p, n) corresponde a probabilidade de se obter um teste positmanupo
comn — 1 individuos. Assim, tem-s€ (¢s, ¢e,p,n) < 1 € consequentemente obtém-se
Pe, 2 Pe-

Conclui-se assim que a especificidade na metodologia de Borénsuperior a dos testes
individuais e, por conseguinte, a taxa global de falsogtiposié inferior (ver Sousa (2006)).
Note-se que quando se analisa a mistura e se obtém um requiisitlvo efetuam-se analises
individuais com o intuito de identificar qual ou quais dessadises dao positivas.

A especificidade pode ainda escrever-se da seguinte forma

Pe, =1 — (1 —e) s — (1 —@e) (1 — e — @s) "7, (3.3)

donde ressalta que para valores razoaveig,dedey., isto €, parap; + ¢. > 1, a especi-
ficidade na metodologia de Dorfman é crescente gbm. Caso se recorra a aproximacao

1 , .
n ~ \/Aﬁ teremos;"~! ~ (1 —p)v# ' que é decrescente com Assim, quanto menor for
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o valor dep maior sera o ganho na utilizacdo de testes compostos no sjpeiteea especi-
ficidade. Refira-se ainda que nos casos em que a especificidadelevada, a expressao
(1 —e) (1 — . — ¢s) assumira valores reduzidos e, por conseguinte, a variag@améo
implicar& alteracdes significativas na especificidade

3.5.5 Numero esperado de analises em testes com erros de classificacéo

A existéncia de erros de classificacdo provoca alteragcdagmero esperado de analises em
cada grupo de individuos. Assim,

P[T, =1 = (1—-¢.) (1 —¢") +¢q",

P[T, =n+ 1] 1—P[T, =1]
= 1—(1—ps)(1—=q") = pq"

= 0s(1=¢")+(1—e)q"
O numero esperado de analises em cada grupoiidividuos € entao

E(T,) = (1—9s)(1—=q")+veq"+ (n+1)x
X s (1 —=¢") + (1 —¢e) ¢"]
= 1+n[%(1_qn)+(1_%)qn]’ n =2,

e consequentemente o custo relativo é dado por

1
En:E-Hps(l—q”)—l—(l—gpe)q", n > 2.

Note-se que o custo relativdy,,, € uma fungdo crescente com e decrescente com..
Na Figura 3.4 pode-se observar a variagao do custo reladira\@alores de prevaléngiac
[0.2,0.3], assumindo valores para a sensibilidade e para a espeaiéciduais a 0.8 e 0.9
respetivamente. E visivel que n&o existem valores de @mevialp < [0.2,0.3] onde ndo
compense juntar sangues em virtude de o nimero médio deempbr individuo ser sempre
inferior a 1.

Considerem-se as diferencas:
An (p) - En+1 - En

= { : +908(1—q”“)+(1—soe)q”+1}—

n+1
- |:%+905 (1_qn)+(1_%)qn]
= n(n_—qltl)—i_p(l_p)n[%—i_%_l]'
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N°médio de analises por individuo

1.1 p=0.3
— =028

1
p=0.28
0.9 NN p=0,27
= —p=0,28

0,8 — p=0,25

——p=0,24
p=0,23

07

0,6 —p=0.22
n=0,21
p=02

05

1 2 3 4 5 6 7 g 8 10 11 12 13 14

Dimensio dos grupos

Figura 3.4: Variagdo d0R comyp, = 0.8 ep, = 0.9

DerivandoA,,(p) relativamente a e igualando a zero obtém-se:

& [ps+ee—1[(1=p)" —np(l—p)" '] =0
& (1-p)" 'L—p—np]=0

& (1-p " =0vpm+1)=1
=4

p=——Vp=1,
n

ondep = 1 é uma raiz de multiplicidade — 1. Assim obtém-se

, 0 — 1
Ap) | +]+] 0 | =10
A, (p) | Max | N\

ou seja, fixado um valor de, A, (p) € maximo enp = n%l

Paran = 2 tem-se

A1—1+(+ 1)1><22<0=>E<E
2 3 - 6 s Pe 3 3 3 2-

<1 \ ,
<

=

Dado queA; (p) € maximo enp = 3 e se obteve\, (3) < 0, podemos concluir qués; <
E5,¥p. Ou seja, ndo existem valores de prevaléncia para os qyaisaé favoravel juntar
andlises 2 a 2 do que 3 a 3. Assiste-se, também neste casovanggdo brusca de isoladas

n = 1 para analises de trios= 3.
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Paran > 3 tem-se

A(—) = L Lt n( + . — 1)
"\n+1)  nn+1) n+1l ntl1) \FeTwe

1 IR 1
1 - s 6_1__
n+1 (+n> (ps ¢ ) n

1 {(%Jr%—l) 11

n+1 e n

/

~
<0 sepstpe<l+

Podemos concluir quén > 3, sep, + ¢, < 1+ £, ndo existem valores de prevaléncia para
0Ss quais seja mais favoravel juntar os individuasn do quen + 1 an + 1 paravp.

Concretizando para alguns valoresidiem-se:

n 3 4 5 6 7 8 9 10
14 £ 1.9061| 1.6796| 1.5437| 1.4530| 1.3883| 1.3798| 1.3020| 1.2718

Tabela 3.5: Valores de+ =

*» Sep. + ps < 1.9061 n&o existem valores de prevaléncia para 0s quais seja mais
favoravel juntar os individuos 3 a 3 do que 4 a 4.

*» Sep. + ps < 1.6796 ndo existem valores de prevaléncia para 0s quais seja mais
favoravel juntar os individuos 4 a 4 do que 5 a 5.

* Sep. + ¢, < 1.2718 ndo existem valores de prevaléncia para os quais seja mais fa
ravel juntar os individuos 10 a 10 do que 11 a 11.

3.6 Subpopulacoes

Santos, Pestana e Martins (2012) consideram a divisdo ddgodp emk subpopulagdes,
COm pesosuy, ws, . .., wy tais qued "  w; = 1, e taxas de prevaléncia, ps, ..., px cOm
Zle w;p; = p. Nestas condi¢cbes, ao efetuar testes conjuntos, coloaagsestao de sa-
ber se a separacédo dasubpopulagdes se traduz, ou ndo, num ganho de eficiénciaa Out
questao relevante consiste em saber se a existéncia depsildiizes provoca alteracdes na
sensibilidade e na especificidade.
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No caso de separarmosfasubpopulacdes e considerando que cada populagéo é composta
por N individuos, o nimero esperado de testes é dado por

ny;

k
i=1 ’

onden; € determinado em funcao gdede forma analoga a apresentada para a determinacao de
n. O custo relativoCR = %, corresponde a média ponderada dos custos relativos de cada
populacdo. A sensibilidade dos testes conjuntos ndo shémagbes, mas a especificidade

para cada subpopulacdo sera dada por

n;—1

SOeni:1—(1_9%)%05_(1_9%)(1_90@_903)%

n .05 [.025 [.005 [.0005].05 [.05 [.05 [.05 [.005 [.005 [.005
wy 05 |05 |05 [.05 |25 |.1 75 | .9 25 |1 75
'S 15 | .175 | .195 | .1995| .11(6)| .10(5)| .25 | .55 | .131(6).110(5).385
I 5 5 5 5 75 | .9 25 | .1 75 | .9 25
ni 4 6 14 |45 |4 4 4 4 14 |14 |14
no 3 2 2 2 3 3 2 1 3 3 2
oL 19939 .9936| .9934| .9933| .994 | .994 | .9936| .9931| .9938| .9939| .9926
CR 5004 | .4686| .408 | .3658| .5124| .5173| .4776| .4465| .4704| .5013| .3203

Tabela 3.6: Variagéo dp[gj] e doCR na presenca de subpopulacdes

Quanto a especificidade total tem-se

k
@Li] = Zwi [1 — (1 =) ps = (1 = ¢e) (1 — e — ) qzm_l}
i=1

k
= 1-(1—9e)ps — (1 =) (1_906_4P8)Zwiqzlfl>

=1
gue pode ser aproximada, para prevaléncias proximas deppero
k
L
(p[ei} 1= (1—@e)ps— (1 —¢e) (1 _903—905)211)2‘(1 —pi) Vi
=1
Dado quef (p) = (1 —p)ﬁ*1 é uma fungéo convexa para valoresyde (0,1) , isto é,

f'(p) > 0¥p € (0,1) tem-se pela desigualdade de Jens&h, w;f (p;) > f (Zle wipl-)
e, por conseguinte,

I S——
k
k k E W;P;
S - 1 _q
E wi(1—pi)ve > (1 - E wiPi) =1 =(1-p) .
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Conclui-se assim que a especificidade do teste aumenta ndeaspararmos as subpopula-
coes.

Considerando, por exemplé, = 2, p = 0.1, ¢, = 0.95 e o, = 0.90 onde, caso nao
se considerasse as subpopulagbes se ohteria= 0.9727 e CR = 0.5939, obtém-se os
resultados apresentados na Tabela 3.6.

Areducédo d&CR (ver ultima linha da Tabela 6) permite-nos concluir que é mais eficiente
testar as subpopulacdes separadamente (caso pelo mendssisubpopulacdes tenha taxa
de prevaléncia inferior a 30,7%). Por outro lado, a senddile do teste néo sofre alteracao,
no entanto a especificidade tem um ligeiro aumento. A reddg&osto relativo é tanto maior
guanto maior for a distancia entpe e p,. Refira-se ainda que o ganho em eficiéncia é tanto
maior quanto maior for a dimenséo da subpopulacdo com maxade prevaléncia.
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Capitulo 4

Estimacao da taxa de prevaléncia na
auséncia de erros de classificacao

4.1 Introducao

Nos capitulos anteriores realcamos a capacidade da teobiarfiman e seus aperfeicoamen-
tos permitirem determinar a dimensadtima para cada grupo em funcéo da taxa de preva-
|énciap, por forma a minimizar 0 nimero esperado de testes necesgdta a identificacéo
de todos os individuos de uma determinada populacgéo.

Porém, o recurso a andlises conjuntas ndo se esgota considicdgdo de individuos,
podendo adotar-se a perspetiva direcionada ao contrémobase em classificacdes de ana-
lises combinadas baseadas na combinacéo de diversos stimgeounidades amostrais, e
concomitante determinacdo de quantos sdo detetados ctetarlivs nesses diversos grupos,
estimar a taxa de prevaléncia da doenca.

Os estimadores obtidos para testes compostos, tém, somohetdas condi¢cdes, melhor
comportamento que os estimadores tradicionais baseadtsstas individuais, cf. Sobel e
Elashoff (1975), Loyer (1983) e Garnetral. (1989).

Chen & Swallow (1990), Lancaster & Keller-McNulty (1998) e mtu& Swallow (1999)
analisaram o enviesamento, eficiéncia e a robustez desi@adsres e concluiram que os
estimadores baseados em testes conjuntos permitem n&asapebtencdo de ganhos mo-
netérios (minimizando o niumero de testes efetuados) mdsetara obtencao de estimativas
mais precisas (minimizando o erro quadratico médio do estor) comparativamente as uti-
lizadas nos testes individuais.

Refira-se ainda que as suas aplicacdes ndo se restringenisesnél sangue ou a urina,
podendo ser aplicadas a qualquer analise em que a mistuyBaea das amostras individu-
ais se possa efetuar. Um grande numero de aplicacfes enéerdibliogréficas referentes
aos testes conjuntos foi proposta por Boswekl. (1996). Entre estas aplicacdes sublinha-
mos a potencial utilidade desta metodologia na area doatorte qualidade, nomeadamente
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na amostragem para aceitacao de, por exemplo, produtcengdires.

Neste capitulo comegamos por analisar a qualidade do estimpantual da taxa de pre-
valéncia. Para tal, determinam-se os valores da variahciaigs e do erro quadratico medio
para um conjunto de valores da prevaléncia e para gruposveesas dimensdes. No que
respeita a estimacao intervalar da taxa de prevaléncibsamas, via simulacéo, a qualidade
dos estimadores disponiveis no packbmesrouppara o R (Bilderet al,, 2010).

4.2 Estimacéao por verosimilhanga maxima

Em grupos de dimensaeo, numa primeira fase apenas nos interessa saber se o grapo est
limpo (3", X; = 0) ou contaminad@) ;" , X; > 1), sendo a probabilidade de o grupo estar
contaminado dada por, = P(>_" | X; >1) = 1 — (1 —p)". Resolvendo a equacédo em
ordem agp obtém-se

p=1—(1—m)"".

Denotando potX;" o nimero de testes positivos quandarupos (conn individuos cada)
sdo analisados, tem-se gie& —~ binomial (m, m,) e, por conseguinte, a probabilidade de
observarr grupos positivos € dada por

m

P (XF = alm, m,) = ( )Wﬁ (1= 7)™

X

Dado quer, depende da taxa de prevaléngiae da dimenséo do grupo, a probabilidade
referida pode ser calculada como

P = almonm) = () L= (=TT (4.1)

. L . " ;X t
Atendendo a que o estimador de maxima verosimilhanda dg(1 — p)"| é % e recor-
rendo a propriedade da invariancia dos estimadores de rma&drnsimilhanca obtém-se

R X+ 1/n
pzl—(l——”) .
m

Seja§ = §(X) um estimador pontual do parametto O erro quadratico médio deé
dado por

EQM®) =E (7 - 9)2 | 4.2)

Mostra-se, sem dificuldade, que

EQM@) = var(®) + [BO)] . (4.3)
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~ ~

ondeB(#) = E(0) — 0 representa o viés do estimador. Assim, o erro quadraticeondédum
estimador é igual a soma da sua variancia com o quadrado @émgesamento. Com efeito,

pou (7) = e{[(7-50) + (26)-9)]'}

No caso de amostras individudis = 1), considere-se a variavel aleatéiig™ que re-
presenta o numero de testes positivosrertestes individuais. Dado que a probabilidade de
sucesso € dada per = 1 — (1 — p)! = ptem-se queX;” ~ binomial (m, p). Atendendo a
que o estimador de maxima verosimilhancadedado por

XY
p=—
m

para o qual se tem:

+
X1
m

1M@=E( )Zlﬂbﬁﬂzgfw=p

m
Constata-se assim qpeé um estimador centrado gee, por conseguinte, tem-se

Xfr) B var(X;")

2

EQM(p) = war(p) =wvar (

mp(1—p) _pL—p)

m m

Refira-se que a variancia do estimador € igual ao limite iofef® Cramér-Rao e por conse-
guintep = X% € um estimador centrado de variancia uniformemente minema @ontudo,
recorrendo a desigualdade de Jensen, demonstra-se quepdrae tenkE (p) > p, ou seja,
para testes conjuntogtem um viés positivo.

O valor médio, a variancia e o erro quadratico médig g@dem ser calculados através
das seguintes expressoes

B =Y - (1-5) ’ﬂ (7 )z = my, (4.9)

var (p) = i [1 . (1 . ﬁ)} : (m> 7% (1 — my)™ " — E2 () (4.5)
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EQM (p) = var (p) + [B (p))? (4.6)

Nas Tabelas 4.1 e 4.2 figuram respetivamente os valores doevito erro quadratico
medio paran = 30. Note-se que no caso de amostras individ(ais- 1) o estimador tem
viés nulo. Para > 1 verifica-se que o0 viés aumenta com a dimensao do grupo.nPara
1 o enviesamento do estimador ge¢ uma consequéncia do desconhecimento do nimero
de individuos infetados que estdo na origem da positividadieste ao grupo. Nas tabelas
apresentadas seguidamente recorreu-se a natatao 10~ 7.

D S50 25 15 1 .05 .025 .01 .005.001
n= 0 0 0 0 0 0 0 0 0

n= .0067 .0025 .0014 .0009 .0004 .0002 9% 4e > 86
n=3 .0187 .0040 .0020 .0013 .0006 .0003 .0001 Bee®
n=4 .0664 .0055 .0025 .0015 .0007 .0003 .0001 Bee®
n= .1669 .0073 .0030 .0017 .0008 .0004 .0001 7ee?®
n= .2803 .0107 .0035 .0019 .0008 .0004 .0001 7ee®
n= .3695 .0190 .0040 .0021 .0009 .0004 .0002 7ee®
n= 4272 .0383 .0046 .0023 .0009 .0004 .0002 Bee®
n=29 4609 .0739 .0055 .0025 .0010 .0004 .0002 Be2e >

n =10 4794 1273 .0070 .0027 .0010 .0004 .0002 8e2e®
n=15 4993 .4828 .0581 .0049 .0012 .0005 .0002 Be2e >
n =20 5000 .6732 .2520 .0227 .0015 .0005 .0002 Qe2e >
n=25 5000 .7305 .4933 .0970 .0018 .0006 .0002 Qe2e >
n =50 5000 .7500 .8417 .7657 .0868 .0009 .0002 .0001°2e
n =100 | .5000 .7500 .8500 .8992 .7922 .0817 .0003 .0001°2e
n = 1000 | .5000 .7500 .8500 .9000 .9500 .9750 .9887 .8141°3e

Tabela 4.1: Valores do viésn = 30)

Recorde-se que o facto de o resultado do teste conjunto sev@sgynifica apenas que
pelo menos uma das amostras individuais esta infetadagrtespendo-se portanto se € ape-
nas uma, duas, ou se inclusivamente estao todas infetastasauséncia de informacao é que
conduz a existéncia de enviesamento.

Se a dimensé&o do grupo for demasiadamente elevada para tenaidada prevaléncia,

a probabilidade do grupo ser positivg = 1 — (1 — p)™ aumenta e, por conseguinte, o valor
médio do estimador vai ser superior ao verdadeiro valor danpetro (ver equacao 4.4 da
pagina 43) originando um aumento do viés. Verifica-se asgamganto maior for a dimenséo
do grupo maior sera o viés do estimador. Para valoresmeito elevados comecamos a ter
todos os grupos infetados (quase certamente) e, conseqetie, a estimativa seraigual a 1
(logo o viés converge pata— p quandon — oo). Refira-se que o viés também aumenta com
a taxa de prevaléncia ja qug € uma fungéo crescente cgm

44 Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman



Estimacéo da taxa de prevaléncia na auséncia de erros diiciasio

P 50 25 15 1 05 .025 .01 .005.001
n= .0083 .0063 .0043 .0030 .0016 .0008 .0003 .0002°3e
n= .0067 .0038 .0024 .0016 .0008 .0004 .0002 8e 2e°
n= .0111 .0030 .0018 .0012 .0006 .0003 .0001 Gee®
n= .0400 .0028 .0015 .0009 .0004 .0002 98 4e®> 9e
n=>5 .0989 .0030 .0013 .0008 .0004 .0002 7e3e > 7e6
n= 1589 .0045 .0012 .0007 .0003 .0001 Be 3e® 6e°
n="7 .2008 .0105.0012 .0007 .0003 .0001 5& 2e° 5
n = 2251 .0262 .0012 .0006 .0003 .0001 4e 2e > 4e 6
n=9 .2378 .0559 .0015 .0006 .0002 .0001 Ze 2e® 4e

n =10 2441 .1001 .0023.0006 .0002 .0001 4e® 2e° 3ef
n=15 2499 .3768 .0474 .0014 .0002 7Pe 2¢° e5 2e°6
n =20 2500 .5122 .2211 .01710002 6e® 2e° 9e 6 2e6
n =25 2500 .5503 .4298 .0870 .0008e® 25 76 6

n = 50 2500 .5625 .7162 .6939 .0818 e 9e 6 4e® 7e7
n=100 | .2500 .5625 .7225 .8094 .7553 .07®& 6 2e6 47
n=1000 | .2500 .5625 .7225 .8100 .9025 .9506 .9788 .8103 e

Tabela 4.2: Valores do EQNmn = 30)

Valor médio do estimador

(= 30)
i

14 n=25
0,9 4
0,8 4 — =15
0,7
0,6 n=10
0,5
0,4 n=7
0,3 A
0,2 7 ——n=5
0,1 1 3

0 _P —— ; . . ; . . . ; n=1

o o005 01 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

Verdadeirovalor de p

Figura 4.1: Variagdes do viés do estimador

Na Figura 4.1 séo visiveis as oscilaces do viés para grigpdsatentes dimensdes. No
caso de amostras individudis = 1), o valor esperado d&é igual ap, ou seja, o estimador é
centrado e, por conseguinte, tem viés nulo. Paral o estimador tem um viés positivo, ou
seja,p sobre-estima o verdadeiro valor geFacilmente se constata que o viés é fortemente
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dependente da dimenséo do grupo. Note-se que quard®o viés é reduzido para< 0.25
sendo negligivel para < 0.05. No caso de: = 25 o viés € negligivel para < 0.06 sendo
colossal para valores gemais elevados. Notemos ainda que para 0.3 S80 necessarios
grupos de dimensao reduzida<{ 5) para manter o viés reduzido.

Valores da variincia

(m=30)
0,2
n=25%
— =15
] n=10
0,1 4 |
/ n=7
“ ! — =5
AN / N\
o AN/ — n=3

0 0,05 0,10,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

Verdadeiro valor de p

Figura 4.2: Valores da variancia: = 30)

Na Figura 4.2 podemos constatar que a dimensao do grupo r#ssR no critério de
variancia minima. Note-se, por exemplo, que para 0.3 a variancia € minima quando
n = 25, contudo (ver Figura 4.1) o seu viés é extremamente eleagoXimadamente igual
a0.7).

A Figura 4.3 condensa a informacao das duas figuras antriorerro quadratico meédio
€ igual a soma da variancia com o quadrado do viés, e por agngse@ erro quadratico
médio sera elevado ndo apenas quando o viés for elevadudédstiinadequado) mas também
quando a variancia for elevada (estimador pouco preciso).

Na Tabela 4.2 é visivel que a utilizacédo de testes conjurgorife, para prevaléncias re-
duzidas, obter uma reducéo significativa no erro quadratiédio. Refira-se que comparati-
vamente aos testes individuais, os testes conjuntos genmibbtencao de um erro quadratico
médio inferior para prevalénciase (0,0.58). Os valores a negrito identificam os grupos de
dimensao 6tima (de entre as dimensdes apresentadas na)Tabel

Quanto maior for o niumero de testes efetuados menores sevatoees do viés do estima-
dor. Note-se que a probabilidade de todos os testes serémgmsiada pofl — (1 — p)"|™,
€ uma funcao decrescente cono que provoca uma reducao no viés do estimador. Os valores
do viés paran = 100 e paran = 1000 figuram nas Tabelas 4.3 e 4.5 respetivamente.

O aumento do numero de testes provoca igualmente uma redoigiim quadratico médio
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0,6

0,5

0,4

Valores do EQM
(=30}

T

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

gt

Verdadeirovalor de p

Figura 4.3: Valores do EQNim = 30)

P 50 25 15 .1 05 .025 .01 .005.001
n= 0 0 0 0 0 0 0 0
n= .0019 .0007 .0004 .0003 .0001 ®e 3e® 5 3eb
n= .0041 .0012 .0006 .0004 .0002 e 3e® 2e° 3
n= .0083 .0015 .0007 .0004 .0002 .0001 &e 2e® 4
n= .0273 .0020 .0009 .0005 .0002 .0001 &e 2e® 4
n==6 .0955 .0025 .0010 .0006 .0002 .0001 Ze 2e° 4e
n= .2068 .0032 .0011 .0006 .0003 .0001 Ze 2e® 4e
n=38 .3146 .0040 .0013 .0007 .0003 .0001 Be 2> 4e©
n= .3927 .0054 .0014 .0007 .0003 .0001 Be2e® 4ef
n =10 4411 .0084 .0016 .0008 .0003 .0001 Be2e > 5e6
n=15 4978 .1885 .0031 .0011 .0003 .0001 Be2e > 5e°6
n =20 4999 5326 .0206 .0017 .0004 .0002 Be 3¢5 5e6
n=25 5000 .6896 .1483 .0030 .0005 .0002 B8e 3e¢® 56
n =50 5000 .7499 .8234 .5307 .0016 .0003 Be 3¢ ® 5e6
n =100 | .5000 .7500 .8500 .8975 .5215 .0009 9e 3e® 5e¢6
n = 1000 | .5000 .7500 .8500 .9000 .9500 .9750 .9857 .510169e

Tabela 4.3: Valores do viésn = 100)

do estimador (ver Tabelas 4.4 e 4.6). Refira-se ainda que orsoime nimero de testes nao
provoca alteracdes significativas na dimenséo 6tima dgsogru

Estas tabelas fixam o nimero de testes (valonjleA ideia € considerar custos fixos por
teste uma vez que, em muitas aplicacdes, 0 custo associatudandos sangues é usual-
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D S50 25 15 1 .05 .025 .01 .005.001
n= .0025 .0019 .0013 .0009 .0005 .0002 .0001 Bee®
n= .0019 .0011 .0007 .0005 .0002 .0001 e 3e® 5e6
n=3 .0021 .0009 .0005 .0003 .0002 8e 3e° 2e° 36
n=4 .0031 .0007 .0004 .0003 .0002 6€ 3e° e 3e°b
n=2> .0132 .0008 .0004 .0002 .0001 Be 2e° e 26
n= .0534 .0008 .0003 .0002 9& 4e® 2e° 8e 6 2e°6
n=7 1155 .0008 .0003 .0002 8& 4e° e 7e° e
n= .1788 .0009 .0003 .0002 7&¢ 3e® e’ 6e° e
n= .2076 .0013.0003 .0002 7e° 3e® e’ 6e°% e

n =10 .2284 .0029 .0003 .0002 6& 3e° e° b5egb b
n=15 2494 1470 .0005.0001 5¢° 2e° 7e¢6 36 7e7
n =20 2500 .4101 .0144 .0002 4e& 2e° 5e6 36 5e7
n =25 2500 .5222 .1277 .000Ze® e5 b5e6 2e6 4e7
n = 50 2500 .5625 .7016 .4833 .0006 ° 3e6 e6 2e7
n=100 | .2500 .5625 .7225 .8079 .4984 .00=6 7e 7 e 7
n=1000 | .2500 .5625 .7225 .8100 .9025 .9506 .9759 .5(%8°

Tabela 4.4: Valores do EQNn = 100)

P .50 .25 .15 A .05 .025 .01 .005.001
n=1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

n= 0002 7e® 4e® 3e® 5 6eb 3eb eb 37
n=3 .0004 .0001 68° 4e® 2e5 96 36 266 3e7
n =4 .0007 .0002 7e® 4e® 2e° e5 4eb 266 47
n= .0013 .0002 9e° 5e5 2e° 5 4eb 266 47
n==~6 .0023 .0002 .0001 68 2e° e5 46 266 47
n = .0045 .0003 .0001 68 2e° e° 4eb 26 47
n = .0156 .0004 .0001 7@ 3e® e° 5gb 266 47
n=29 .0696 .0005 .0001 7@ 3e® e5 b5eb 266 47

n=10 .1763 .0006 .0002 88 3e® e° b5eb 26 57
n=15 4810 .0018 .0003 .0001 3& e° b5e6 2¢6 5e7
n =20 4993 .0346 .0005 .0002 4& 2e° 5e6 2e6 5e7
n =25 5000 .3444 .0010 .0002 5& 2e 5 5e6 36 5e7
n =50 5000 .7495 .6265 .6926 .0001 Ze 6e 6 36 5e 7
n =100 | .5000 .7500 .8499 .8755 .0034 6e 9e¢ % 3e 6 5e7
n = 1000 | .5000 .7500 .8500 .9000 .9500 .9750 .9480 .001379e

Tabela 4.5: Valores do viésn = 1000)
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P .50 .25 A5 A .05 .025 .01 .005.001
n = .0003 .0002 .0001 9€¢ 5e° 2¢P° 5 ©5gb b
n= .0002 .0001 7e€° 5e° 25 5 5egb 26 57
n= 0002 9e® 5e° 3e® 25 8e 6 36 26 3e7
n= 0002 8e® 4e® 3e® 5 6eb 3eb b 3e7
n=>5 0003 7e® 4e® 25 g5 bBegb 266 6 2e7
n= 0005 7e® 3e® 2e® 9e 6 46 2e6 87 2¢77
n="7 0009 8e® 3¢ 2e¢° 8e b 46 b 77 7
n = 0061 8e® 3e® 2e° 7% 36 6 6e7 e’
n=9 0362 9e® 3e® 25 7% 36 6 6e’ e’
n =10 0947 .00013e® 2e° 6% 36 6 5Be7 e7
n=15 2430 .0002 3e® e 5eb 266 77 37 7e®
n =20 2498 .0239 58° e 4eb 26 5e7 3e 7 5ed
n =25 2500 .2652 7e® 2e° 4e 6 6 47 27 4e8
n = 50 2500 .5622 .5376 .0047 4& e 6 37 e 7 2e®
n =100 |.2500 .5625 .7224 .7888 .0024 % 2e7 6e® e®
n = 1000 | .2500 .5625 .7225 .8100 .9025 .9506 .9387 .02 °

mente diminuto comparativamente ao custo de cada testeudinatnimero de individuos

Tabela 4.6: Valores do EQNh = 1000)

utilizados emm testes com grupos deindividuos seran x n e, consequentemente, os testes
conjuntos poderao ter mais informacéao.
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4.3 Estimacéo intervalar

A estimagé&o pontual permite aproximar o verdadeiro valamdgarametro, mas nada diz so-
bre a preciséo ou fiabilidade da estimativa usada. Uma igé@licsobre a precisdo do processo
de estimacéo € dada pelo erro-padréo da estimativa. Ematltera obtencédo de um estima-
dor 7r,, vamos associar um intervalo de valores paraor forma a que com uma confianca
1 — a, 0 intervalo contenha o verdadeiro valor do parametro désmodo. A amplitude do
intervalo depende, entre outras coisas, da dimensé&o darareaio coeficiente de confianga
(1—a).

Genericamente, s¥ for uma amostra aleatéria proveniente de uma populacdo com
funcdo de distribuicdoF;,, (z) e se (I(X),U (X)) forem duas estatisticas tais que
P[I(X) <m, <U(X)] =1 — a, dizemos quél (X),U (X)) € um estimador intervalar de
m, € chamamos probabilidade de cobertura a probabilidade deealo aleatério cobrir
o verdadeiro valor do paramet®r, € (1 (X),U (X)) |r,]. O coeficiente de confianca de
(1 (X),U (X)) € o infimo das probabilidades de cobertunié,, P [, € (I (X,U (X))) |m,].

Dada uma amostng a concretizagad (x) , U (X)) € um intervalo de confianga (determi-
nista) a(l — «) x 100% parar,. O valor(1 — «) € o grau ou coeficiente de confianca do
intervalo.

Os adeptos da escola frequencista interpretam o intereatmdfianca numa perspetiva
de experiéncias repetidas procedendo a estimacao dg a partir de inUmeras realizacdes
da amostra aleatédria, a propor¢cédo de casos em que o par&aeincontra de facto naquele
intervalo estara a convergir para- «.

Por definicdo, um intervalo de confiang@la- o) x 100% de confianga para um parametro
m, engloba todos os valoreg que conduzam a nao rejeicao da hipétese algla 7, = m
de um teste bilateral com nivel de confian¢a a. Na presenca de um intervalo de confianca
€ desejavel que a sua probabilidade de cobertura estejemaréo coeficiente de confianca
do mesmo. O facto de o modelo binomial ser do tipo discretedepue o coeficiente de
confianca seja sempre alcangcado. Assim, 0 N0Sso objetigist@r®em construir um intervalo
de confianca para, tal que a sua probabilidade de cobertura seja aproximadangeral a
1—«a

Denotando porX;F o numero de testes positivos quandogrupos de dimensao séo
analisados, vimos quE;” —~ binomial(m, 7,,) onder, = 1—(1—p)" representa a proporgéo
de testes positivos. Com base €jn= % serdo deduzidos varios intervalos de confianca para
7, cujos limites (inferior e superior) denotaremos poi(l) e 7, (u) respetivamente. Tendo
emcontaque = 1 — (1 — %)%, os limites de confianca pagaseréo obtidos através das
expressdes, =1 — (1 —m, ()) ep, = 1 — (1 — 7, (u))=. Refira-se que este procedimento
s6 é possivel pelo facto de ser uma fungdo monaotona crescentede

A convergéncia da distribuicdo de somas para uma distGbuiaussiana foi descoberta

por Abraham de Moivre, no caso especial de parcelas binemi@ resultado geral foi
estabelecido por Bienaymé, Laplace, Gauss, e a demonstregdo hipoteses cada vez
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menos exigentes, retomada por Chebycheff, Liapunov, Maikiodeberg, Lévy e Feller.
Em 1920 Polya referiu os resultados sobre a convergénciastrndicdo de somas para um
limite ndo degenerado como o teorema central da teoria da®igEncias estocasticas. O
Teorema Limite Central, que seguidamente se enuncia, é desile usado para referir, em
sentido lato, a convergéncia de somas para uma variavébadeado degenerada.

Teorema 4.1.(Teorema limite central)

Seja{X;}>, uma sucesséo de variaveis i.i.dG < X, S, = ZXk' Entdo, se existir
k=1
var(X) = 0% e denotarmo& (X) = 4,

Sp—np 4 .
———— — 7 —~ Gaussiand0, 1) .
~a 40,1)

A demonstracao pode ser consultada, por exemplo, em Pest@hasa (2006), 2t edicao,
pagina 1006 .

4.3.1 Intervalo de confianca de Wald

Dado que o numero de grupos positivos de dimensa@ modelado por uma variavel alea-
toria X;” —~ binomial(m, 7,,) tem-se quenm, € uma soma de varidveis indicatrizes e, por
conseguinte, para valores elevadoside

mm, — M,

vmm, (1 —m,)

—

T, — T

~ Gaussiané), 1),

€ consequentemente

"_ 2 Gaussiand, 1),
T (1—7n
m

—~ 0 - n 1_ n
wanaussmn{wn, \/M> ,
m

aproximacao que é aceitavel quandmao for um valor nem muito proximo denem muito
préximo del. Deste modo o estimador intervalardesera dado por

- T (1 — 1) 7, (1 —m,
G%_zkgv‘47;—1”%+ZPSV‘J7E—J>’

0 que é pouco interessante porque na férmula aparece o walgrglie estamos a estimar.
Uma forma de contornar este obstaculo consiste em substitpiela sua estimativa de ma-

. .. — + . e~ ,
xima verosimilhancazx, = e desprezar o erro cometido. Note-se que a substituicdo €

ou seja
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feita numa expressao que esta dividida pormarelevado. Obtém-se assim, para o intervalo
de confianca, a solucao habitual

_ -7 I
<7Tn ) /M) | @7
2 m 2 m

Este intervalo é conhecido partervalo de confianca de Waldpor poder ser obtido
através da inversao do teste de Wald paraAssim, se para testar as hipotegks: m,, = mq
versusH, : m, # m utilizarmos a estatistica de Wald

y— _"n M0 (4.8)
Tn(1-7n)

m

baseada na normalidade assintética do estimador de magiosimilhangar,,, o intervalo
de confianga sera constituido pelo conjunto de valegegue conduzam a nao rejeicado da
hipétese nuldi, : m, = my ao nivel se significancia.

O facto de no erro padrdo se proceder a substituicdo do pacapeda sua estimativa
de maxima verosimilhanca vai violar uma das premissas nstre@do do intervalo ja que,
mesmo para valores elevadosrdea estatistica (4.8) ndo segue uma distribuicdo normal.

Este intervalo de confian¢a continua a ser usado apenasep@nauito simples, porque
0 seu desempenho € de facto muito mau. Na literatura da eBgade (ver, por exemplo,
Agresti & Coull (1998) e Pires & Amado (2008)) reporta-se gueintervalo de confianca
com coeficiente de confiangca nominal de 95% chega a ter umalplidiade de cobertura de
™, de apenas cerca de 80%.

O mau desempenho deste intervalo persiste perante amdstiavensao muito elevada.
As probabilidades de cobertura deste intervalo apresegtantdes oscilagdes em torno do
nivel de confianca nominal. Para além deste facto é visivelsepca sistematica de um viés
negativo. As oscilacdes estao relacionadas com o facto dedelmbinomial ser do tipo
discreto ao passo que a existéncia do viés esta relacionatda ea escolha para o centro
do intervalo. De facto, apesar @& ser o estimador centrado dg, deslocando o centro do
intervalo para

2

Z_a

Tt 2
T, = —2m_ (4.9)
14 2

m

obtém-se um aumento significativo nas probabilidades dertiola bem como a eliminagéo
do viés sistematicover Brown, Cai & DasGuptél999)).

A utilizacdo de uma correcao de continuide(@%) se por um lado melhora a probabili-
dade de cobertura, por outro lado aumenta a probabilidaddrdervalo conter valores fora
do intervalo (0,1). A inclusdo da correcdo de continuida@l®rgem ao seguinte estimador

intervalar
_ [T, (1 —7,) 1 e /7?\”(1—7?;)+ 1
n— Rl_e\| ———— — — Ty + e\ ———— + — | .
T =3 m 2m T 1=3 m 2m
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4.3.2 Intervalo de confianca de score de Wilson

Este intervalo foi introduzido por Wilson (1927) e é dedozatravés da inversdo do teste
score parar,,. Este teste baseia-se nas propriedades assintoticasgdia fecore para compa-
rar uma propor¢do observada com uma propor¢ao hipotétEsimApara testar as hipoteses
Hy : m, = mo versusH, : w, # m utilizamos a estatistica de score

Tp — T
2= —F,
mo(1—m0)
m

e o intervalo de confianca sera constituido pelo conjuntcattesr, que conduzam a nao
rejeicao da hipote nulél, : m, = 7y ao nivel se significancia.

Pretende-se assim determinar os valores,dgue satisfacam a desigualdade

Jnzmol (4.10)
mo(1—m0) 2

0 que é equivalente a

H(Tfo) = (ﬂ - 7'('0)2 - 2 S 0.

A expressao anterior pode ser escrita na forma
H(m) =1+ iy (m0)* — | 27 + g + (7)°
o) = o) — T M Tn) .
0 m 0 m 0

Atendendo a quél () € uma expressao quadratica egra determinacao dos seus zeros
conduz-nos aos limites do intervalo de confianga

Optando-se pela inclusao da correcdo de continuidade ter&egdeterminar os valores
den, que satisfagam a desigualdade

|70 — 7ol — 5
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obtendo de forma analoga os seguintes limites

2mﬁ+zf_% -1 —21_%\/237% — (2—|— %) + 47, (m — mm, + 1)

0 2 (i)

2mﬂ+zi% -1 +Z17%\/Zf_% — (2+21) + 47, (m — mm, + 1)
2 (m + Z%_g>
2

Este intervalo tem um desempenho muito superior ao in@lconfianca de Wald ja
gue tem probabilidades de cobertura muito proximas do ¢eefecde confianca nominal. No
entanto, como tem uma expressao complicada, é preferi@ebustervalo de confianca de
Agresti-Coull.

T (l> =

4.3.3 Intervalo de confianca de Agresti-Coull

A primeira vista, a férmula do intervalo de confianca de sciar&Vilson parece ser de difi-
cil interpretacdo comparativamente a expressao (4.7) giagpa2. Agresti & Coull (1998)
propuseram um ajustamento ao intervalo de confianca de Waltbpna a melhorar o seu
desempenho. Comecemos por notar que o centro do intervatmtianca de score de Wilson
pode ser escrito na forma

— Fl_a 2
—~ 7Tn+_2 o~ ]. ng
7] ey NI [ (4.11)
14 17;% m—l—zl_% 2 m—l—zl_%

Note-se quer,, € uma combinacédo convexa dg e % Substituindo em (4.113,, por %

obtém-se ,
N g 1 “-g
[l sl Bl (s a
m+ 2] _a 2\m+2z{ o
2 2

e, por conseguinte, verifica-se que o ponto médio do intereaincide com a proporcao
2 2

2
1

.. 2o ~ . Al_a ~
amostral apés se terem ad|C|onaéI§>2— pseudo observacdes Ilmpasﬁgl observacoes con-
taminadas.

O erro padrao do referido intervalo pode ser reescrito mador

2
1 __ __ m 1 1 Z{_a
2 T (1 — ) — = | T (_) (_) —; :
m+zl_% m+zl_% 2 2 m+zl_%

O radicando da expressao anterior € a média ponderada dacrarde uma proporcao
amostral quandar, = 7, com a variancia de uma propor¢cdo amostral quangdc= %
utilizandom + 2§ . em substituicdo da dimensdo amostral usual

2

54 Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman



Estimacéo da taxa de prevaléncia na auséncia de erros diiciasio

A variancia der,, pode ser estimada por

_ mm, (1 —7,) T (1—mp)

var(77) = P
(o]
(m—l— Z%_g) -3
2

)

pelo que se usa como estimativa do erro padr&g,deexpressa

. T ~ . :
Assim, fazender, = —— 2™ e = m + obtém-se finalmente

2

N T, (1 =,
T S e Gk} (4.12)
2 m

Como vimos anteriormente, o intervalo de score de Wilson ¢éemvalo de Agresti-Coull séo
centrados no mesmo ponto. Contudo, é facil de constatar guiervalo de Agresti-Coull
tem uma amplitude superior. Dado que na pratica é usualsesatervalos com coeficiente
de confianga 95% e comg ,,; = 1.96 ~ 2; no caso de o valor observado 8¢ serz;, 0
ponto médio do intervalo é aproximado por

_ xr 2 xr+2
n=—" = 4.13
m m+ 4 i m—+4 m—+4 ( )
e por conseguinte o intervalo sera da forma
— m, (1 — 7,
T Y L Gl (4.14)
2 m

~ o~ +
ondem =m-+4emn, = —l

4.3.4 Intervalo de confianca assintotico

Os intervalos de confianca baseados na normalidade agsird&b pouco precisos para pre-
valéncias reduzidas e amostras de dimensdo moderada ewtevitha distribuicdo dg ser
muito assimétrica. Refira-se contudo que a variancia do adtndep € uma funcao decres-
cente comn (dimensédo do grupo) e, por conseguinte, quanto maior fomamkao do grupo
mais preciso sera o estimadorde

Designando pop o estimador de méxima verosimilhancagga foi referido quep =
1—(1- ﬁ)% onderw, = % representa a proporgao de testes positivos quandoupos
de dimenséam sdo analisados. Recorrendo as propriedades assintotea&stiimadores de
maxima verosimilhanca, para amostras de dimensao elesadad que

*E(® ~p
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« DA Gaussian#p, \/W)

e, por conseguinte,

2= L2 Gaussiang, 1).

N

var(p)

Denotando pot; o o percentill — § da distribuicdo normal padrdo, o intervalo(de- «) x
100% de confianca para a prevaléncia é dado por

N

P+ 21-g [var (5)]
. pd=p) _1/n .
Dado quevar (7,) = —ep=g(m,) =1— (1 —m,)’" vamos recorrer ao método
m
Delta, que seguidamente se enuncia, para determinarmsgibudcao assintotica de

Teorema 4.2. (Método delta
Seja{Y,},-, uma sucessdo de variaveis aleatorias e suponha-se que

Vn(Y, —0) - Z ~ Gaussiand0, o).

n—o0

e, fixadod, que para uma dada fungéo g exigted) # 0. Entdo também

Vilg(Y,) —g(0)] -5 Z ~ Gaussiana(o, o ‘g'(&)D

n—oo

DemonstracdoA expansao de (Y,,) em série de Taylor em torno d¢ = 6, de primeira
ordem, é

g(Ya)=g(0)+ g/ (0) (Yo, —0) + Ry,

ondeR; — 0 quandoy,, — 6.

ComoY,, LN 0, segue-se que tambéRy LN e, por conseguinte, recorrendo ao teorema
n—o0 n—oo

de Slutsky tem-se

/

Vilg(Ya) —g (@) ~g (0)vVn(Y,—0).

Teorema 4.3. (Distribuicdo assintética d@)
A distribuicao assintotica dg é dada por

p -~ Gaussiangp, \/var (p)),

onde

var (p) = L-(-p"
(p) mn? (1 _p)ﬂ*Z'
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Demonstracao.

Pelas propriedades assintéticas dos estimadores de maaiogimilhanca, sabemos qgpe
tem distribuicao assintética normal com valor mégdidPara determinar uma expressao para
a sua variancia considere-se:

g(m,) = 1—(1—7Tn)%<:>
/ 1
g (m) = —(1-m)
n
’ 2 1 _2
slom)| = S0-m) e
/ 2 (1 —mp,) 1 2 4
2 o n n =
sotlg(m)| = T (1)
o (l—m) (1= )
N mn?
Dado quer,, = 1 — (1 — p)" obtém-se:
, 2 1—(1—p)"
mn? (1 — p)
e, por conseguinte,
R 1—(1—-p)"
var (p) = ( 2172.
mn? (1 —p)
Assim, a distribuicdo assintotica ged
. 1—(1—-p)"
p —~ Gaussiana p, ( plﬁ . (4.15)
mn? (1 — p)

4.3.5 Intervalo com corre¢des de segunda ordem

Ja foi referido anteriormente que as excelentes probabiisl de coberturas do intervalo de
confianca de score de Wilson contribuem para que este sefaeadado como uma das alter-
nativas ao intervalo de Wald. Brovet al. (2003) ampliaram os resultados obtidos no modelo
binomial & familia exponencial natural cuja variancia égimquando muito quadratica do
valor médio (FEN-FVQ) e concluiram que os problemas e seligkistentes no modelo
binomial s&o comuns a todos os membros da referida familia.

Mais concretamente, 0 mau desempenho ao nivel da cobedumgedvalo de Wald e as
excelentes probabilidades de cobertura do intervalo de siedVVilson séo extensiveis a FEN-
FVQ que inclui, para além da binomial, as secantes hipedmlgaussianas, gamas, Poissons
e binomiais negativas. Cai (2005) faz um tratamento unific@dantervalos de confianga uni-
laterais para a familia exponencial discreta com funcaadéncia quadratica (como funcao
do valor médio) que engloba os distribuicdes binomial, $arie binomial negativa. Apesar
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da existéncia de caracteristicas comuns, 0s problemasads®a estimacao intervalar unila-
teral diferem significativamente dos problemas associadssntervalos bilaterais. De facto,
o bom desempenho do intervalo de score de Wilson na estinbilaéeral ndo é transportado

para o caso unilateral para qualquer dos trés modelos tisaeferidos, ndo apenas a nivel
de probabilidades de cobertura mas também no que respeitaliéuae média dos intervalos.

Cai (2005) mostra que as probabilidades de cobertura dgsatds unilaterais de Wald e de

score de Wilson padecem de um pronunciado viés sistemdtibora de gravidade e direcédo
distintas.

Este mau desempenho dos intervalos unilaterais de Wald eode de Wilson conduz
a pesquisa de intervalos unilaterais alternativos quesaptem melhores probabilidades de
cobertura.

Cai (2005) compara os termos nao oscilantes das probal@idelcobertura de diversos
intervalos recorrendo as expansdes de EdgewWbrthderiva o chamado second-order cor-
rected interval (SOC) que apresenta um melhor desempenheejé giés sistematico das
probabilidades de cobertura é quase inexistente parasomté@elos discretos.

Deste modo, os intervalos de confianca unilaterais serao

5o \/ 71]9(1_ )‘l‘%l
1— a\/— m )
e
1—p)+
0.5+ 1. \/ L np(L=P) + %
vm m
~  gt_s . ,
onde:p = 25T | 7=z 4, 1= T8 0~ e 2 = 1570 + 35 €21 € 0 quantil

1 — a da gaussiana padréo. Estes limites podem ser aplicadcaraalios bilaterais para um
namero de grupos relativamente pequeno substitwif\gopporzf_% obtendo-se

_ L (0 —p) - 1—p)+
( L J50 g 4 1WPL=D) ’szJer_\/_ L i mp) ’72)

Caso o numero testes seja reduzido, o limite superior dovaltepode ser superior a 1
e a estimativgg = 1 pode ser excluida no caso d&- = m param elevado. Por forma a
que o limite superior fique restrito ao intervald 1] o seu valor devera ser igual a 1 quando
Xt=m

(MAs expansdes de Edgeworth surgiram no final do século XIXsistindo numa expansdo em termos da
funcdo de distribuicdo gaussiana e suas derivadas. Cerssuftor exemplo Barndorff-Nielsen & Cox(1994)
onde as mesmas sdo apresentadas numa perspetiva atual.

58 Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman



Estimacéo da taxa de prevaléncia na auséncia de erros diiciasio

4.3.6 Intervalo de confianca de Clopper-Pearson

Para evitar recorrer a métodos aproximados alguma bibliiagrecomenda o intervalo de
confianca “exato” de Clopper-Pearson paya(Clopper & Pearson, 1934). Este intervalo é
baseado na inverséo do teste bilateral para o modelo bihomde a hipotese nula & :

™, = o versus a hipbtese alternativd, : m, # m. Este intervalo é retratado como um
intervaloexatoapenas por recorrer a distribuicdo exata (binomial) pdis faeto de se estar
a proceder a contagens leva a que, de todos 0s nimeros pEaiasgossamos observar 0s
naturais. Se forem observadosucessos, ou seja, se ocorrer 0 acontecimgpjte- = entdo
parar = 1,2,...,m— 1, ointervalo de Clopper-Pearson é definido poy({) , 7, (u)), onde

m (1) e, (u) séo solu¢des do seguinte conjunto de equacdes

>t (1) [ (O [ =7 (D] = §
>0 (7) [ ) [1 = (W)™ = §

sendo que quando = 0 o limite inferior serd e quandor = m o limite superior sera igual
al.

(4.16)

Recorrendo a conhecida relacéo existente entre a caudia diecima variavel com dis-
tribuicdo binomial e a cauda esquerda de uma variavel camibdigdo beta, podemos obter
os valores der,, (1) e der, (u) que satisfazem as condi¢des referidas atraves dos psrgenti
el — § dos modelosBeta (z,m — x + 1) € Beta (x + 1, m — x) respetivamente.

Assim, podemos escrever as igualdades (4.16) da seguinta fo

1 w0 1 -
——— 1=t dt = =
Be(x,m—xz+1) /(; ( ) 9 (4 17)

7 (u)
L )/ -t a =12
0

Be(z+1m—=z 2
onde )
Be(a,b) / 11— 1)t
0
representa a fungédo beta com parameires.

A distribuicédo beta esta também relacionada com a distdlouF de Fisher-Snedecor e,
por conseguinte, os limites (inferior e superior) do inkdovde Clopper-Pearson podem ser
escritos na forma

-1
m—x+1

() =1+

7 (1) ( xF(l—%;Qx,Q(m—x—l—l)))

m—x

(:1:+1)F(%;2(x+1),2(m—:1:))> ’

T (u) = (1 +
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onde F¢, m, n) representa o quantil da distribuicdo F de Snedecor come n graus de
liberdade.

4.3.7 Algoritmo de Blaker

Dos muitos intervalos de confianca existentes para o pardmetda binomial, o classico
intervalo de confianca de Wald e o intervalo de Clopper-Paaséo os mais utilizados em
aplicacdes. O primeiro, publicado ha 200 anos atras porkcefll812) baseia-se na aproxi-
macao da distribuicdo binomial a distribuicdo normal e tena yprobabilidade de cobertura
gue oscila em torno do nivel de confianca nominal «. O segundo, publicado pela pri-
meira vez em 1934 por Clopper-Pearson, é derivado diretanglendistribuicdo binomial e
€ um intervalo de confianca conservador pelo facto de teapitibade de cobertura sempre
igual ou superior ao nivel de confianga nominal. Os limitésriar e superior do intervalo de
Clopper-Pearson para a obtencaacdeicessos em provas sao dados por

T, (1) =inf{m, € [0,1] : Pr, (X,} > z) > o/2}

T, (u) = sup{m, € [0,1] : P, (X7 <z) > a/2},
0 que garante queér,, € [0, 1]

P, (m, < mn (1)) <a/2 e Pr, (7 > 7w, (u) < af2 (4.18)
€ consequentemente

P, (1, < 7, (1) + Pr, (70, > 1 (1)) < . (4.19)

O intervalo de Clopper-Pearson tem sido frequentementeactd por ser excessivamente
conservador. Desde 1950 varias alternativas menos caseas tém sido sugeridas
Sterne (1954), Crow (1956), Blyth and Still (1983), Casela G)@8Blaker (2000).

Todas elas mantém valida a igualdade (4.19) no intefalid mas violam(4.18) permi-
tindo queP,, (m, < m, ({)) ouP,, (7, > m, (u)) excedan/2. Desta forma a probabilidade
de cobertura aproxima-se do nivel de confianca nominal sersdw valor minimo igual a
1—a.

A proposta de Blaker (2000) foi alvo de muita atencdo devidsegsintes virtudes:

1. O intervalo de confianca de Blaker é sempre um subconjuétm,necessariamente
préprio, do intervalo de Clopper-Pearson e, por consegupetenite uma precisao mais
elevada (a0 mesmo nivel de confian¢a e baseado nos mesme}, dado

2. Quandax; > s, 0 intervalo com confiancél — «;) é sempre um subconjunto (néo
necessariamente proprio) do intervalo com confidtga as),
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3. Facil de calcular através da utilizacdo de um pequenaameyem R incluido em Bla-
ker (2000).

Para que seja possivel efetuar uma analogia entre os iloende Blaker e
Clopper-Pearson comecemos por notar que este pode ser adefltednativamente como
{mn : BSE (mn) > ) onde

SLZ (m,) = min {2P (X,} > z) ;2P (X,} <=z);1}.
Os intervalos de confianga de Blaker sdo baseados na channgda fie aceitabilidad,, .
definida por

min [P,, (X > 2) + P, (X <2*),P,, (X} <2) + P, (X > ™), 1]

onde
o* =max{y: P, (X;f <y) <P, (X, >2)}

n — — n n =

e =min{y: P, (X >y) <P, (X <2)}.

Blaker (2000) mostrou qué', (z) = {m, : Bm. (m,) > a} € um conjunto de confianca
(1 — a) exato, isto éP,, (m, € C, (X)) > a, Vm, € [0,1]. A situacdo é contudo mais
complicada que no caso de Clopper-Pearson. EnqL{mto gg(wn) > a} € sempre um
intervalo,C,, (z) pode ndo ser um intervalo mas apenas uma unido de intervsjlostds. Isto

deve-se ao facto dé ao contrario dg¢“”’, ndo ser necessariamente uma func&o unimodal.

O algoritmo de Blaker € constituido por duas fun¢ces, nonmadieacceptbine accep-
tinterval. A primeira calcula a funcdo de aceitabilidade num pante a segunda efetua
uma pesquisa numérica do ponto mais a esquerda e do ponta diegita onde a funcéo de
aceitabilidade é superiorea A pesquisa numérica do limite inferiaf” pode ser descrita do
seguinte modo (a pesquisa do limite superior € analoga):

1. Entrada de dados: numero de testesmimero de infetadas, nivel de confianca — «,

toleranciaA (real positivo que por defeito é igualla—'"). Escreverr!”.

2. Sex =0, wﬁf’ =0, escrevelm(f) e terminar, caso contrario continuar.
3. T, =Ty

4. Enquant® (m, + A) < «, repetirm, = 7, + A.

5. 7V .= x,, escreverr’ e terminar.
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4.3.8 Comparacéao de resultados via simulacéo

Para avaliar as vantagens decorrentes da utilizacdo ddrasosnjuntas na estimacdo da
taxa de prevaléncia, recorreu-se ao packag&roup para o R (Bilderet al. 2010) que en-
globa a generalidade dos estimadores intervalares amembe referidos. Foram efetuadas
100000 réplicas e o nivel de confianca utilizado foi de 0.95alada valor dg, foram re-
gistados, para grupos de dimenséao Gtima e para amostraisiuads, os valores dos seguintes
parametros:

ML — Comprimento médio do intervalo
a; — taxade erroinferior
ay — taxade erro superior

Os estimadores intervalares utilizados foram:

CP — Clopper-Pearson
B — Blaker

AC  — Agresti-Coull
S — score de Wilson

SOC — Second order corrected - I.C. assint6tico para probleméaterais
W — Wald

Ao analisar os resultados que figuram na Tabela 4.7 verifisaue, para todo e qualquer
valor dep, o comprimento médio do intervalo de confianca (ML) para gsuge dimensao
otima é sempre inferior ao valor obtido para amostras iddais. Esta conclusdo é mais do
que espetavel pois o numero de observacdes utilizadas sgegho do intervalo recorrendo a
amostras conjuntas; x n, € sempre superior ao numero de observagdes recorrendtrasnos
individuais, m, e como é sabido a amplitude dum intervalo de confianca vareasamente
com a dimensdo da amostra (quanto mais informacéo existionsera a amplitude do in-
tervalo e consequentemente maior sera a sua preciséo)utPotarlo, a referida reducéo do
comprimento médio do intervalo é mais acentuada para taxasedaléncia mais pequenas
ja que a dimenséao 6tima do grupo aumenta com a reducéo daet@xavéléncia.

No que respeita a taxa de erro inferiar;, e a taxa de erro superiaiy;, constatamos
gue na generalidade dos casos, recorrendo a amostrastesnmaxa de erraey;, + oy, Se
aproxima do nivel de significancia utilizade = 0.05) e, consequentemente, as probabilida-
des de cobertura dos intervalds + (a; + ar )] estdo mais proximas do nivel de confianga
nominal,1 — a = 0.95. Nas Tabelas 4.8 e 4.9 figuram os resultados obtidosrparal 00 e
m = 1000 que veem reforcar tudo o que foi previamente referido.
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Assim, para taxas de prevaléncias reduzidas, 0 recursdes te@njuntos permite nao
apenas minimizar os custos inerentes a classificacdo doemtes da populacdo (assunto
tratado no capitulo 1) mas também a reducéo do erro quamindédio do estimador, obtendo-
se assim estimativas mais precisas.

Relativamente a comparacao dos resultados obtidos paraeysati intervalos podemos
constatar que para = 30 (ver Tabela 4.7) as probabilidades de cobertura do inteal
Wald oscilam em torno do nivel de confianga nominal. Para0.5 observa-se uma taxa de
erro superior a 0.0 + ay = 0.0615 o que significa que a probabilidade de cobertura é
inferior ao coeficiente de confianca nominal e, por consgégumintervalo é liberal.

Ao invés, para = 0.1 obtém-sga; + ay = 0.0371) o que significa que a probabilidade
de cobertura é superior ao nivel de confian¢ca nominal e coas&gmente o intervalo de
confianga é conservador. As frequentes oscilagces de gnsagidtude da taxa de cobertura
deste intervalo juntamente com o facto de ser o intervalm@pado com maior comprimento
médio, fazem com que este intervalo tenha por sistema um esangpenho.

Os intervalos de score de Wilson e de Agresti-Coull apreseptababilidades de cober-
tura muito superiores ao intervalo de Wald. Como se pode atangiver Tabela 4.7), apenas
parap = 0.05 ep = 0.1 se obtém uma taxa de cobertura inferidr.@5. Refira-se que ape-
sar de as probabilidades de cobertura serem iguais o iftetgaAgresti-Coull tem menor
comprimento médio.

No que respeita aos intervalos exatos (Clopper-Pearson erBlakie sdo os Unicos que
apresentam probabilidades de cobertura iguais ou supgr@ar nivel de confianga nominal
para todos os valores ge constata-se que o intervalo de Blaker tem uma amplitude mé-
dia menor. As diferencas ao nivel das probabilidades derttwhe ndo séo significativas

P .50 .25 .10 .05 .01 .001
n 1 2 1 4 1 10 1 20 1 100 | 1 100
ML | 36.85 33.14 32.34 21.74 23.58 9.89| 18.56 5.14| 13.18 1.06| 11.74 0.27
CP ar 210 1.09| 217 197| 0.76 241| 152 187| 0.36 1.49| 0.05 2.00
ap 213 226|110 112| 0 116 | 0 162 | 0 207 | 0 0
ML | 35.29 31.03 30.61 20.41 22.09 9.31| 17.33 4.85| 12.19 1.00| 10.79 0.26
B ar 210 1.09| 217 1.97| 254 241| 152 187| 3.73 1.49| 298 2.00
au 213 226| 110 272| 0 116 | 0 162 | 0 207 |0 0
ML | 33.24 30.06 29.72 19.40 23.09 8.78| 19.20 4.56| 14.81 0.94| 13.61 0.27
AC  ar 210 1.09| 217 197| 254 241| 152 187| 036 1.49| 0.05 2.00
ay 213 226| 110 272| 0 295| 0 379 0 207 | 0 0
ML | 33.18 29.29 29.15 19.10 21.50 8.68| 17.25 4.51| 12.72 0.93| 11.49 0.25
S ar, 210 1.09| 217 197| 254 241| 6.00 1.87| 3.73 1.49| 2.98 2.00
ay 213 226| 110 272| 0 2951 0 379 0 207 |0 0
ML | 33.96 30.73 29.54 20.13 20.87 9.15| 15.67 4.78| 9.52 0.98| 7.71 0.24
SOC ar, 210 3.89| 217 197| 254 241|152 1.87| 0.36 4.03| 0.05 2.00
ay 213 226| 380 272| 418 295| 0 3791 0 207 |0 5.00
ML | 35.17 30.94 30.25 20.00 20.15 9.02| 13.21 4.67| 3.54 0.96| 0.39 0.22
w ar 210 3.89| 217 1.97| 0.77 0.76| 0.33 0.60| 0.02 0.44| 0 0.13
ap 213 2.26| 3.80 2.72| 18.30 2.95| 21.49 3.79| 74.01 4.63| 97.02 5.00

Tabela 4.7: Resultados de simulagéo de |. C. na auséncia dederotassificacaon = 30)
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D .50 .25 .10 .05 .01 10—3
n 1 2 1 4 1 10 |1 20 |1 100 | 1 100
ML | 20.24 17.79 17.67 11.39 1257 5.11| 9.43 2.64| 523 0.54| 3.80 0.14
CP ap | 173 206| 1.64 228 2.05 221| 1.12 231| 1.91 1.67| 050 1.36
ay | 1.82 1.61| 210 1.91| 2.41 229| 056 2.37| 0 211| 0 1.12
ML | 19.82 17.3p 17.20 11.1p 12.05 4.98/ 8.89 2.58| 4.95 0.53] 3.71 0.13
B ar | 1.73 2.06| 2.78 2.28| 2.05 221| 2.76 2.31| 191 285 0.50 2.78
ay | 1.82 270| 210 1.91| 2.41 2.29| 056 2.37| 0 212| 0 1.12
ML | 19.14 16.7D 16.76 10.7B 12.14 4.81| 9.45 2.49| 5.86 0.51| 460 0.13
AC ap | 2.82 2.06| 278 228 205 221|276 231| 1.91 2.85| 050 2.78
ay | 294 270 210 3.09| 0.78 2.29| 056 2.37| 0 212| 0 1.12
ML | 19.14 16.68 16.65 10.6D 11.77 4.80| 8.85 2.48| 5.10 0.51| 3.86 0.13
S &y | 2.82 2.06| 2.78 2.28| 394 221| 276 231| 799 285 954 278
ay | 294 2.70| 210 3.09| 2.41 2.29| 056 2.37| 0 212| 0 1.12
ML | 19.30 16.91 16.73 10.8511.65 4.87| 854 252| 420 052] 252 0.13
SOC a7 | 2.82 206| 278 228| 2.05 221| 1.12 2.31| 0.33 2.85| 0.02 2.78
ay | 294 270 210 3.09| 2.41 229| 366 237| 0 211| 0 3.33
ML | 1950 16.9F 16.86 10.8511.59 4.85) 8.29 2.51| 3.00 0.52| 0.38 0.13
W arp | 282 206| 1.64 228 098 1.28| 0.42 1.33| 0.04 1.67| 0.001 0.65
ay | 294 270| 3.77 3.09| 574 3.68| 11.68 3.75| 36.79 3.40| 90.4 7.72

Tabela 4.8: Resultados de simulagéo de I.C. na auséncia dederotassificagdon = 100)

verificando-se em ambos uma taxa de cobertura muito eleQz@8) parg = 0.001.

Nos intervalos aproximados, a medida que o niumero de taestesrda as oscilacdes da
taxa de cobertura em torno do nivel de confiangca vao dimiougahdo, por conseguinte,
menos visiveis as vantagens de um intervalo relativamesteestantes. As amplitudes mé-
dias dos intervalos também se tornam quase constantesrpataeterminado valor dg (ver
Tabelas 4.8 € 4.9).

Relativamente aos intervalos exatos, o intervalo de Blakesemue ser bastante menos
conservador que o intervalo de Clopper-Pearson e consequente apresentar um compri-
mento médio inferior.

No que concerne aos intervalos unilaterais as conclusoesgificativamente diferentes.
Assim, paran = 30 (ver Tabela 4.7) podemos constatar o seguinte:

» Relativamente ao intervalo de Wald, o limite superior érib@ara prevaléncias pro-
ximas de zero. As probabilidades de cobertura vdo aumentandedida que se
aproxima de 0.5. Ao invés observa-se taxas de cobertura raltgts para o limite in-
ferior quandg esta proximo de 0. Essas taxas de cobertura diminuem duastite a
medida que se aproxima dé.5.

» Os resultados obtidos para os intervalos de Wilson e Ag@astll sdo praticamente
coincidentes. Verifica-se que o limite superior € consemwaiara valores dg proximos
de zero. Para valores gesuperiores, a taxa de cobertura tem pequenas oscilagdes
em torno do nivel de confianca nominal. Relativamente aodimniterior podemos
constatar que € conservador para todos os valorgs de
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* Relativamente ao SOC, o limite superior € liberal para valdep proximos de zero
e conservativo para valores ggréximos de 0.5. Para valores intermédios existe uma
oscilacdo em torno no nivel de confianca nominal. Ao invéanid inferior é con-
servativo para valores depréximos de zero e liberal para valoresdproximos de
0.5.

» Os testes exatos (Clopper-Pearson e Blaker) exibem as mesofabilidades de co-
bertura. Verifica-se que o limite superior é ultra-consgovgara valores deproximos
de zero. Para valores gesuperiores existe um oscilacao da taxa de cobertura. Refira-s
gue neste intervalo a taxa de cobertura nunca é inferionesb e confianca nominal.
O mesmo se passa para o limite inferior para todos os valergsAlamplitude média
do intervalo de Blaker é inferior a do intervalo de Clooper+Besa.

D .50 .25 .10 .05 .01 10-3
n 1 2 1 4 1 10 |1 20 |1 100 | 1 100
ML | 6.29 5.46| 546 3.48| 3.81 155/ 2.80 0.80| 1.34 0.16| 0.53 0.04
CP ar | 233 210/ 220 2.32| 217 214|201 234| 1.37 224 1.91 211
Gy | 240 235| 2.08 243| 2.24 239| 217 2.32| 1.02 2.30| 0 1.93
ML | 6.22 542 542 3.45| 3.78 154 2.76 0.80| 1.30 0.16| 0.53 0.04
B ar | 233 252| 220 2.32| 217 2.14| 278 2.34| 2.65 258 1.91 211
ay | 240 2.35| 251 243| 224 239| 217 232| 1.02 230| 0 2.51
ML | 6.18 5.36| 536 3.41| 3.73 1.52| 273 0.79| 1.33 0.16]| 0.61 0.04
AC ar; | 269 252|263 2.32| 271 2.49| 2.78 2.34| 265 258 1.91 2.66
ay | 277 2.78| 251 2.43| 224 2.39| 217 232| 1.02 266| 0 1.93
ML | 6.18 5.36| 536 3.41| 3.72 1.52| 271 0.79| 1.27 0.16]| 0.53 0.04
S ar | 269 252| 2.63 2.32| 271 2.49| 278 2.34| 2.65 258 7.98 2.66
ay | 277 278| 251 243| 2.24 239| 217 2.32| 1.02 2.66| 0 251
ML | 6.18 5.36| 5.36 3.42| 3.72 1.53| 2.70 0.79| 1.24 0.16| 0.43 0.06
SOC ar | 269 252| 220 2.32| 217 249| 201 275/ 1.37 258| 0.36 2.11
ay | 277 235| 251 243| 293 239| 3.07 2.32| 292 230/ 0 251
ML | 619 5.37| 5.36 3.42| 3.71 1.53| 269 0.79| 1.22 0.16| 0.30 0.04
W  ap | 269 252 220 232|173 214| 1.46 2.34| 0.69 2.24| 0.06 1.65
auy | 277 235|299 287| 293 2.78| 434 2.70| 6.66 2.66| 37  3.24

Tabela 4.9: Resultados de simulacéo de I.C. na auséncia daeratassificacaon = 1000)

Param = 1000 (ver Tabela 4.9) podemos concluir que:

1. Relativamente ao intervalo de Wald, o limite superior reamse liberal praticamente
para todos os valores gecom excecado de = 0.5. Ao invés o limite inferior é conser-
vativo para todos os valores geom excecao dg = 0.5.

2. Relativamente aos intervalos de Wilson e Agesti-Coull, maés uma vez apresentam
taxas de cobertura praticamente idénticas, observa-daifioeo limite inferior como o
limite superior tém pequenas oscilagdes em torno do coeticae confianca nominal.
Os intervalos apresentam a mesma amplitude média paradedadores de.

3. O SOC tem um comportamento praticamente idéntico aosvals de Wilson e
Agresti-Coull.
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4. No que diz respeito aos intervalos exatos € notorio o taréarenos conservador do
limite superior do intervalo de Blaker para valorespd@e6ximos de zero.
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Capitulo 5

Estimacao da taxa de prevaléncia na
presenca de erros de classificacao

5.1 Estimacao por verosimilhanca maxima

Consideremos agora que 0s testes podem estar sujeitos 8&ap, < [0, 1] a sensibilidade
do teste (probabilidade de teste positivo numa amostratade) ep. € [0, 1] a especifici-
dade do teste (probabilidade de teste negativo numa amiospra). Vamos assumir que a
miscigenacao de unidades ndo altera as caracteristicasmpris do teste, isto ¢,, = ¢

e v., = .. Denotando potX;" o nimero de testes positivos quangogrupos (comn
individuos cada) sdo analisados, temos &je—~ binomial (m, 7,,), onde

T = [1=(1=p)"ws+(1=p)"(1—¢)
- gps+(1—p)n<1—(pe—g05)

representa a probabilidade do teste conjunto dar poshitiote-se que nocaso ge = ¢, = 1

se obtémr, = 1—(1 — p)", que representa a probabilidade da amostra combinada pelde
menos um elemento contaminado na situacdo classica, decaudé erros de classificagao,
analisada no capitulo anterior. Refira-se ainda que no cpsciakden = 1 se obtémr; = p
que representa a probabilidade de um teste individual dgitiyjona auséncia de erros de
classificacéo.

Facilmente se verifica que, € uma funcdo monétona crescente gooasop, + ¢, > 1.
Note-se que tal s6 acontece quaride- . — ps) < 0. Assim, quanto mais elevada for a
taxa de prevaléncia maior sera a probabilidade do teste ateammombinada dar positivo.
Atendendo ao facto de ¢, e ¢, tomarem valores no intervalo, 1], tem-se que

1_906§7Tn§@57

em que a igualdade no limite inferior do intervalo ocorrerglegy = 0 e no limite superior
quandagp = 1.
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Para estimar a taxa de prevaléncia, vamos determinar cagktinde verosimilhanca ma-
xima dep, isto é encontrar o maximizante de

L(p)ocazt Infm,)+ (m—a})In[l—m,].

Dado quer, € uma fungdo mondtona crescentepgd® estimador de maxima verosimi-
lhancap, pode ser determinado calculando previamente o estimadanakima verosimi-
Ihanca der,. Assim, pela propriedade da invaridncia dos estimadores&&ma verosimi-
Ihanca tem-se

Tn=0s[1—(1=D)"T+ 1 =D)" (1 —¢)
donde

Ps = Tn = (1_@\)”(‘?8_{'906_1)@
A~ 808_7/1-;
1-— = )&
1 -%) <<ps+soe—1)
© —7T/\ 1/n
5 = 1_(# |
(Ps+906_1
Dado quer,, = % tem-se finalmente que

_ (¢s—$$/m>l/n

903"_90@_1

)

Para se obter um valor pertencente ao interj@ld é contudo necessario que

Casom — oo, 7, = % — m, pela lei forte dos grandes numeros. Caso contrario, a
condicao anterior depende dos valoreside:, ¢, ¢. € p. NO caso de uma doenca rafeé
pequeno e o valor da especificidade é crucial para%ug 1 — .. Refira-se quéd — ¢,
representa a taxa de falsos positivos e por conseguinte%asol — . Obtemos uma taxa
de testes positivos inferior a probabilidade de um grupd®eal ser considerado infetado.

Ja foi referido queéP 7, > 1 — .| cresce comn (ndmero de grupos) mas esta solugao
implica um elevado aumento de recursos. O nosso objetivosfrana@ue incrementando
(dimenséo dos grupos) estamos também a aumefitar,a> 1 — ¢.].

O argumento anterior mostra que o0s testes compostos aumameobabilidade de obter
uma estimativa para a prevaléncia, dado que a condigae 1 — ¢, se verifica com maior
probabilidade. Contudo, no caso de a prevaléncia ser elepadastes compostos ja ndo sao
aconselhaveis, pois a probabilidade de cada grupo seivpaSiaior e, por conseguinte, a
condicaor, < ¢, pode nado ser satisfeita.

68 Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman



Estimacao da taxa de prevaléncia na presenca de erros siécd@sio

Assim,P[m, > 1 — ¢.] € uma medida quantitativa Util para averiguar se a previa@&nc
ou nao estimavel um valor proximo de um da-nos a “esperanca” de conseguirstoaa
a prevaléncia ao passo que um valor préximo de zero indisaimorisco de desperdicio de
recursos.

Para mostrar qu 7, > 1 — ¢.] € uma fungdo crescente com a dimensé&o do grupo,
comecemaos por notar que

Plm,>1—¢p] = P[X]>[m(l—¢)]]
= Y (")mrn -
i=[m(1—pe)] (7’)

onde[z] representa o0 menor valor inteiro igual ou superior a

Recorrendo a conhecida relacdo entre a fungcédo beta incenpletsoma de binomiais
tem-se

> (WD m) = m)™ = 5 (l,ml— 1) /OM d7 (1 —2)" e

i=[m(l—¢pe)]

ondel = [m (1 — ¢.)]| e Be (a,b) é a funcéo beta definida por
1
Be(a,b) = / 21— )" da. (5.1)
0
Derivando o integral em ordenvaobtém-se

CAL (I

onde o termodinﬂn € positivo se e so se, for uma funcao crescente com

Concluimos assim quB (7w, > 1 — ¢.] pode ser determinada através da fungao de distri-
buicdo do modelde ([m (1 — ¢())] . m — [m (1 — ¢.)] + 1) calculada no ponta,,.

O valor médio, a variancia e o erro quadratico médip dedem ser determinados através
das seguintes expressoes

EG) =Y [1 (o) ’11] ()= mmes (5:2)

] (Mma-mr-2e 63
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EQM (p) = var (p) + (B (p))*. (5.4)
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P .50 .25 15 A .05 025 .01 .005 .001

n = -3e® 2e® .0004 .0016 .0057 .0104 .0146 .0163 .0178
n= .0084 .0031 .0018 .0013 .0016 .0034 .0061 .0075 .0089
n= —.0041 .0050 .0026 .0017 .0010 .0016 .0034 .0046 .0058
n= —.0831 .0071 .0032 .0019.0010 .0010 .0021 .0031 .0043
n=>5 —.1833 .0095 .0038 .0022 .0010 .0007 .0015 .0023 .0034
n = —.2577 .0102 .0044 .0024 .0011.0006 .0011 .0017 .0028
n="17 —.3046 .0059 .0052 .0026 .0011.0006 .0008 .0014 .0023
n = —.3341 —.0061 .0061 .0029 .0012 .0006 .0006 .0011 .0020
n=9 —.3540 —.0250 .0070 .0032 .0012 .0006 .0005 .0009 .0017
n =10 —.3684 —.0477 .0076 .0035 .0012 .0006 .0004 .0008 .0015
n =15 —.4087 —.1392 —.0076 .0054 .0015 .0006 .0003 .0004 .0009
n =20 —.4296 —.1757 —.0466 .0025 .0019 .0007 .0003 .0002 .0006
n =25 —.4427 —.1919 —.0776 —.0106 .0024 .0007 .0003 .0002 .0005
n =50 —.4703 —.2203 —.1202 —.0677 —.0041 .0012 .0003 .0001 .0002

n = 100 —.4849 —.2349 —.1349 —.0849 —.0334 —.0017 .0004 .0001 5e°

n =1000 | —.4985 —.2485 —.1485 —.0985 —.0485 —.0235 —.0085 —.0033 4e~°

Tabela 5.1: Valores do viésn = 30, ¢, = ¢, = 0.95)

A presenca de erros de classificacdo provoca alteracegse vio erro quadratico mé-
dio dep. Para amostras de dimensao um (ver Tabela 5.1), ao contidrime sucede no
modelo binomialp ndo é um estimador centrado plePor outro lado, para prevaléncias al-
tas e amostras de dimensao elevada, observa-se a existért@vados valores negativos do
viés. Relativamente ao erro quadratico médio (ver Tabe)afpoBlemos constatar que mesmo
na presenca de erros de classificagéo, € possivel obter dog@cesignificativa do erro qua-
dratico médio recorrendo a utilizacdo de testes conjurioda para tal, necessario construir
grupos de dimenséo inferior a dimenséo otima utilizada ndetoobinomial. Os valores a
negrito identificam a dimenséo 6tima para cada valgs.ddumentando o nimero de testes
(valor dem ) observamos que tanto o viés como o erro quadratico médiersafma reducao
significativa (ver Tabelas 5.3 a 5.6)

70

Testes conjuntos — extensdes da teoria de Dorfman



Estimacao da taxa de prevaléncia na presenca de erros siécd@sio

P 50 25 15 1 05 .025 .01 .005.001

n= .0103 .0082 .0061 .0046 .0028 .0018 .0014 .0013 .0012
n=2 .0093 .0047 .0031 .0022 .0013 .0007 .0004 .0004 .0003
n=3 .0186 .0038 .0022 .0015 .0008 .0005 .0002 .0002 .0001
n=4 .0469 .0038 .0018 .0012 .0006 .0003 .0002 .0001 8e
n=>5 .0831 .0042 .0017 .0010 .0004 .0003 .0001 Be6e®

n= .0112 .0051.0016 .0009 .0004 .0002 .0001 6@ 4e®
n=" 1306 .0064 .0016 .0008 .0004 .0002 8e5e® 3e®

n= 1428 .0082 .0017 .0008 .0003 .0002 7e 4e® 2e°
n=29 1512 .0108 .0019.0008 .0003 .0001 6e° 4e > 2e°

n =10 1575 .0141 .0021 .0008 .0003 .0001 Be 3e¢® 2e°
n=15 .1780 .0297 .0036 .0010 .0002 e 4e > 2e° 8e©

n =20 1911 .0374 .0068 .00130002 7e® 3e® e5 b5egb

n =25 .2003 .0412 .0100 .0019 .0008e® 2e5 e5 3e6

n = 50 2224 .0497 .0156 .0057 .0005 e e® 5e6 g6

n =100 .2354 .0555 .0185 .0075 .0014 .00®e % 3¢ 6 6e 7
n=1000 | .2485 .0617 .0220 .0097 .0024 .0006 7ee® 9e8

Tabela 5.2: Valores do EQMn = 30, ps = ¢, = 0.95)

P .50 .25 15 1 05 .025 .01 .005 .001

n= —e" 1 g1l 27 e 0005 .0026 .0058 .0075 .0091
n= .0025 .0009 .0005 .0004.0002 .0004 .0018 .0030 .0044
n= .0066 .0014 .0007 .0005 .00030002 .0007 .0016 .0028
n= .0117 .0020 .0009 .0006 .00030002 .0004 .0009 .0020
n=>5 —.0128.0027 .0011 .0006 .0003.0002 .0002 .0006 .0015
n==6 —.0677.0036 .0012 .0007 .0003.0002 .0001 .0004 .0012
n="T —.1182.0051 .0014 .0008 .0003.0002 .0001 .0003 .0010
n= —.1534.0082 .0017 .0008 .0003.0002 9e¢° .0002 .0008
n=29 —.1767.0145 .0019 .0009 .0003.0002 9e¢° .0001 .0007
n =10 —.1926 .0242 .0023 .0010 .0004.0002 8e° .0001 .0006
n=15 —.2328.0358 .0093 .0016 .0004.0002 8e° 8e® .0003
n =20 —.2525.0041 .0516 .0032 .0005.0002 7e€° 4e® .0002
n=25 —.2650 —.0135.0822 .0155 .0006.0002 7e€° 4e® .0001
n = 50 —.2914 —.0414.0589 .1103 .0116 .0003 82 4e® 2e°

n = 100 —.3054 —.0554.0446 .0946 .1428 .0096 .0004e>® Qe 6

n=1000 | —.3185 —.0685.0315 .0815 .1315 .1565 .1715 .1707 °e

Tabela 5.3: Valores do viésn = 100, ps = ¢, = 0.95)
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P 50 25 15 1 05 .025 .01 .005.001
n=1 .0031 .0025 .0019 .0015 .0010 .0006 .0004 .0004 .0003
n=2 .0025 .0014 .0009 .0007 .0004 .0003 .0001 .0001 Qe
n=3 .0035 .0011 .0006 .0004 .0002 .0002 8e 6e® 4e°
n=4 .0142 .0010 .0005 .0003 .0002 .0001 6& 4e > 2e°
n=>5 .0530 .0010 .0005 .0003 .0001 8e 4e® 3e® 2e°
n==~6 .0975 .0011 .0004 .0003 .0001 e 3e® 2e° e
n="17 1279 .0015.0004 .0002 .0001 5° 3e® 2e° 8ef
n==8 1459 .0031 .0004 .0002 92 5e¢° 2e° g5 7e6
n=29 1567 .0089 .0004 .0002 88 4e® 2e° g5 G5egb
n =10 1638 .0216 .0005.0002 8e® 4e® 2e° g5 4
n=15 1829 .1056 .0048 .0002 68 3e® e?® 6e6 2e6
n =20 1946 .1274 .0546 .0007 58 2e° 8e 6 4e¢6 2e°6
n =25 2030 .1324 .1104 .011%e® 2e° 6e6 36 6
n = 50 2236 .1404 .1420 .1467 .0096 ° 3e6 2e6 4e7
n = 100 2360 .1458 .1447 .1517 .1589 .008®= 6 8e 7 2e8
n=1000 | .2485 .01518.1481 .1537 .1644 .1716 0.17650.P&2%

Tabela 5.4: Valores do EQMn = 100, ¢, = ¢, = 0.95)

P .50 25 15 1 05 .025 .01  .005.001
n=1 —2¢ 1 715 9= 15_ge—15e=10 5e=6 0004 .0012 .0026
n=2 0002 9e® bBe?® 4e® 2e° e 25 0002 .0011
n=3 .0006 .0001 7e® 5e° 3e® 25 e5 Beg5 .0006
n=4 0014 .0002 9e° 6e® 3e® 2e° e® ed 0004
n=>5 .0040 .0003 .0001 6@ 3e® 2e° 9e% 8eb .0003
n==6 —.0016 .0003 .0001 7e® 3e® 2e° 9e% 7eb .0002
n= —.0634 .0005 .0001 7e® 3e® 2e° 9e% Be® .0001
n= —.1423 .0006 .0002 8e® 3e® 2e° 8eb 6Geb 9ed
n= —.1986 .0009 .0002 9° 35 25 g6 56 ggb
n=10 —.2342 .0012 .0002 .0001 4e 2e° 8e 6 5eb B5eb
n=15 —.3045 .0042 .0005 .0001 4e€ 2e° 7e6 B5egb >
n = 20 —.3347 —.0567.0014 .0002 5° 2e°® T7eb 46 b
n =25 —.3540 —.0975.0069 .0004 6e8° 2e° 7eb 46 26
n =50 —.3957 —.1457—.0444.0142 .0002 3e® 8e 6 46 b
n =100 —.4183 —.1683—.0683.0183 .0294 .0001 @ 4e % 9e7
n=1000 | —.4398 —.1898 —.0898 —.0398.0102 .0352 .0502 .0394 —&

Tabela 5.5: Valores do viésn = 1000, ps = ¢, = 0.95)
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P .50 .25 .15 A .05 .025 .01 .005.001
n=1 .0003 .0002 .0002 .0001 .0001 8e 6e® 4e® 3°
n=2 .0002 .0001 9e® 7e® 4e® 3e® 265 5 8eb
n=23 .0003 .0001 68° 4e® 25 25 g5 8eb 4e6
n=4 .0005 .0001 58° 3e® 25 5 66 5eb 2e6
n=>5 .0012 .0001 4e® 3e® 5 B8eb b5egb 3egb 2e6
n==6 0115 .0001 4> 2e® e5 6% 36 36 e
n="T 0493 .0001 48> 2e° e° b5eb 36 266 6
n=2=8 .0881 .00014e > 2e® 9e 6 56 2e6 26 ge7
n=29 1129 .0002 4e® 2e5 8e b 4e6 266 6 7e7
n =10 1273 .0002 4e° 2e® 8e 6 4e6 266 g6 e 7
n=15 1538 .0126 68° 2e° 6 266 6 6e7 3e7
n = 20 1679 .0511 .0001 2@ 5e6 26 8e 7 4e7 27
n =25 1789 .0621 .0058 3¢ 56 2¢6 67 37 e7
n =50 2083 .0729 .0535 .0404 8& e ¢ 37 27 5e®
n = 100 2274 .0807 .0570 .0527 .0400 Ze 2¢7 8e® 2e®
n=1000 | .2476 .0902 .0622 .0558 .0543 .0554 .0567 .04DS8°

Tabela 5.6: Valores do EQNn = 1000, s = ¢, = 0.95)

5.2 Estimacéo intervalar

Na presenca de erros de classificagdo onde a sensibilidadgpecificidade sdo inferiores a
1, surge a necessidade de recalcular os limites de confipneseatados no capitulo anterior.
Tendo em conta que a variavel aleatékizi —~ binomial(m, 7,,) com

Wn:(ps+(1_p)n(1_908_906>

. L. — , + s
e que o estimador de maxima verosimilhancargé dado por%" obtém-se

_ Xt o\~
po1— [T ) (5.5)
‘P8+906_1

Denotando os limites de confianga dum intervalo sem a prasénerros de classificacao
por [Ly, U;] vamos escrever o estimador de maxima verosimilhanga, decusta dos limites
desse intervalo. Assim obtemos:

X+\» X+

L1:1—(1——") s o1 (1- L), (5.6)
m m
X+\» X+t

U1=1—(1——”) s 1 1-U)". (5.7)
m m
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Substituindo em (5.5%%+ porl—(1— Ly)" eporl—(1— U;)" obtém-se respetivamente:

1

s—1+(1—L)"\"
L2:1—(90 + 1)) , (5.8)

908+906_1

1+ (1-U)"\"

Ps — — U1 "
Uy=1— , 5.9
’ ( 908"‘906_1 ) ( )

ondel, e U, séo os novos limites do intervalo de confianga.

5.2.1 Intervalo de confianca assintotico

Designando por

1 (%—@T/m)l/n

Ps + Pe — 1
o estimador de maxima verosimilhancaydéem-se o seguinte resultado.

)

Teorema 5.1. (Distribui¢éo assintética d@)
Para um numero fixo de testes, a distribuicao assintética éelada por

-~ Gaussian&, \/var(p))

onde . a )
R 2 o w(l—m,

var (p) = 5 (s — )™ 2

mn (Qpe + Ps — 1)

S

Demonstragao.

Denotando pofr,, = % o estimador de verosimilhanca maximasg onde X" representa
0 numero de testes positivos quandogrupos de dimenséo sdo analisados, tem-se que
X7 ~ binomial (m, r,). Sabemos que, converge em probabilidade para e, para va-
lores elevados de: \/I,,, () (7, — 7,) ~ Gaussiand, 1) ondel,,(r,) = i denota

a quantidade de informagao estatistica numa amostra deshime. Sejap = g [7,,] uma
funcao der,. Atendendo a que, para valores elevados:&, esta préximo der,,, podemos

aproximarg [r,] pelos dois primeiros termos da série de Taylor em torne,debtendo

’

glml = vlm] = glm] + (T — 1) g (),

ondeg (r,,) existe e é diferente de zero. Dado qué,,] € uma fung&o linear dg,, tem-se
que:

!

c Elv(m)] =gm]+E @ —m) g (m) =g(m) =p
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var [v (m,)] = [g/ (Wn)] i var (T, — m,)
] ()

onde

/ 2 s n l/n ?
[g[ﬂ'n]} = %[1— gas(ergoe—l) ]}

19 2
- E ) )
n ‘ps+90e_1 ‘ps+906_1

2

]7—2

(903 + Pe — 1)E

1
= — X
n?

Para valores elevados de g (7,,) é aproximadamente iguakd,| e por conseguinte tém a
mesma distribuicéo limite. Conclui-se assim que

o . ]. . n ]- - ln
p — Gaussiana p, 5 (s — wn)i 2T (1= ) = |- (5.10)
mn (QOE + Ps — 1);

]

- - - A - - 7 - - —_~ +
Uma estimativa da variancia do estimadompd#btém-se substituindo, porm, = Xu

m

Se em (5.10) fizermog, = ¢. = 1 e substituirmosr,, por1 — (1 — p)"™ obtém-se (4.15),
presente na pagina 57.

5.2.2 Comparacao de intervalos de confianca via simulacéo

Na Tabela 5.7 podemos constatar que para um determinadamameestem = 30), a
existéncia de erros de classificacéo provoca alteracoeificagivas nos valores dos parame-
tros analisados. E visivel logo & partida um aumento siguific do comprimento médio dos
intervalos se compararmos os resultados patentes na TaBejae figura na pagina 77. O
aumento do numero de testes (ver Tabelas 5.8 e 5.9) tem carsedquEncia a diminui¢ao sig-
nificativa das amplitudes dos intervalos bem como a estab#io dos valores dos parametros
em torno do nivel de confian¢a nominal.

No que respeita aos intervalos bilaterais refira-se que:

1. O intervalo de Wald é altamente conservador para presia€proximas de zero e me-
nos liberal para prevaléncias elevadas.
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2. Relativamente aos intervalos de Wilson e Agresti-Couthsalista a diminuicéo sig-
nificativa da taxa de cobertura para prevaléncias proxiraaemh

3. No que diz respeito aos intervalos exatos constata-seiomarao das taxas de cobertura
para prevaléncias proximas de zero e uma ligeira diminuiga prevaléncias mais
altas.

Relativamente a intervalos unilaterais note-se que:

1. Na presenca de erros de classificacdo o limite inferiomtirvalo de Wald é liberal
para todos os valores ge O limite superior é ultra conservador para= 0.001 e para
prevaléncias superiores as probabilidades de cobertueaaagam grandes oscilacdes
em torno do nivel de confianca nominal.

2. Os limites superiores dos intervalos de Agresti-Coull satge de Wilson ndo sofrem
alteracOes significativas. O limite inferior € liberal pgravaléncias pequenas e con-
servador para prevaléncias elevadas.

3. A existéncia de erros de classificacdo faz com que o limpersor dos intervalos de
Clopper-Pearson e Blaker sejam mais conservativos pardégmeias baixas.

Em forma de conclusdo podemaos referir que:

 Paradeterminar a dimenséo 6tima do grupo € necessaray dispma estimativa prévia
da taxa de prevaléncia

» Caso existam erros de classificagédo € necessério conhegler ada sensibilidade e da
especificidade ou pelo menos boas estimativas dos mesmos.

* Nesta analise apenas foi considerado o custo de cada te®ie @nseguinte, o custo
relativo a juncdo das amostras néo foi considerado.

» Fixando o numero de testes (ixo), os estimadores baseados em testes compostos sao
mais precisos que os estimadores baseados em testes simples

Z ;o ~ . X;—
 E necessaria a obtencao de estimadores quandg. < - < ¢, uma vez que

os estimadores utilizados neste trabalho ndo permiternagfatestimagcao de nesta
situacédo. Deste modo, quando tal ocorreu nas simulac@es ealores foram retirados
da analise.
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P .50 .25 .10 .05 .01 1073
n 1 2 1 4 1 10 1 20 1 100 | 1 100
ML | 40.93 39.6) 36.96 26.10 30.38 12.05 27.87 6.44| 25.99 1.55| 25.61 0.36
CP ar, 213 184 192 1.17| 196 159| 262 132| 1.35 1.07| 3.64 166
ay 217 1.92| 188 2.02| 0 1.98| 0 237| 0 120 0 0
ML | 39.21 37.09 35.03 24.3p 28.55 11.28 26.11 6.03| 24.29 1.46| 23.93 0.34
B ar 213 1.84] 1.92 1.17| 1.96 1.59| 2.62 1.32| 547 1.07| 3.64 1.66
ay 217 1.92| 188 2.02| 0 198| 0 237| 0 3.00| O 0
ML | 36.93 35.59 33.81 23.02 28.82 10.58 26.98 5.66| 25.63 1.38| 25.36 0.34
AC  ar 213 1.84] 1.92 1.17| 1.96 1.59| 2.62 1.32| 547 2.94| 3.64 4.50
ap 217 192| 188 2.02| 0 1.98| 0 237| 0 3.00| O 0
ML | 36.87 34.9533.30 22.7{ 27.48 10.46 25.30 5.60| 23.67 1.37| 23.34 0.33
S ar 213 1.84| 192 1.17| 533 1.59| 7.68 1.32| 547 2.94| 13.96 4.50
ayu 217 192 1.88 2.02| 0 1.98| 0 237, 0 3.00f 0 0
ML | 37.73 36.78 33.82 24.15 27.37 11.14 2491 5.96| 23.07 1.44| 22.70 0.32
SOC ar, 213 1.84| 192 350| 1.96 4.28| 2.62 3.43| 1.35 294| 3.64 166
au 217 1.92| 188 2.02| 0 1.98| 0 237 0 3.00| 0 0
ML | 39.07 36.99 34.74 23.72 27.46 10.7y 24.65 5.74| 22.53 1.39| 22.11 0.31
W ar, 213 184 192 117| 0.62 1.59| 0.72 132 026 1.07| 0.82 0.54
au 217 1.92| 188 4.59| 0 1.98| 0 529| 0 6.35| 0 0

Tabela 5.7: Resultados de simulagéo de I.C. utilizande 30 e p; = ¢, = 0.95

D .50 .25 .10 .05 .01 10—3
n 1 2 1 4 1 10 |1 20 |1 100 | 1 100
ML | 22.49 2054 20.20 12.9V 15.97 5.79| 13.97 2.99| 12.62 0.61] 12.38 0.18
CP ar | 1.74 1.88| 243 154| 1.97 1.77| 1.43 2.01| 277 242| 3.12 1.40
ay | 1.72 2.40| 1.84 1.79| 1.98 1.90| 0 1.84| 0 1.56| 0 0.85
ML | 22.02 19.99 19.69 12.64 15.43 5.64| 13.39 2.92| 11.97 0.60| 11.70 0.17
B ar | 1.74 1.88| 243 262| 1.97 1.77| 290 2.01| 2.77 2.42| 7.71 2.65
ay | 1.72 2.40| 1.84 1.79| 1.98 3.10| 0 2.94| 0 2.58| 0 0.85
ML | 21.27 19.3519.15 12.20 15.29 5.44| 13.49 2.81| 12.30 0.58| 12.09 0.17
AC ar | 2.82 1.88| 243 262| 354 1.77| 290 201| 6.25 242| 7.71 2.65
ay | 279 240 1.84 2.89| 1.98 3.10| 0 2.94| 0 2.58| 0 0.85
ML | 21.27 19.2519.06 12.17 15.00 5.43| 13.09 2.81| 11.81 0.58| 11.58 0.17
S ar | 2.82 1.88| 2.43 2.62| 354 1.77| 290 2.01| 6.25 2.42| 7.71 2.65
ay | 279 2.40| 1.84 289 1.98 3.10| 0 2.94| 0 2.58| 0 0.85
ML | 21.44 1954 19.16 12.3514.95 552 12.96 2.85/ 11.61 0.59| 11.38 0.17
SOC ap | 2.82 3.39| 243 262| 1.97 3.03| 290 3.31| 2.77 2.42| 3.121 2.65
ay | 279 2.40| 3.31 2.89| 1.98 3.10| 0 2.94| 0 2.58| 0 2.55
ML | 21.67 19.6D 19.32 12.33 14.97 5.48| 12.89 2.83| 11.49 0.58| 11.24 0.16
W  ar | 2.82 3.39| 243 154/ 1.05 1.77| 1.43 2.01| 1.12 1.42| 1.19 0.73
ay | 279 2.40| 3.31 2.89| 1.98 3.10| 0 2.94| 0 4.04| 0 5.66

Tabela 5.8: Resultados de simulagéo de I.C. utilizande 100 e o, = ¢, = 0.95
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D .50 .25 .10 .05 .01 10—3
n 1 2 1 4 1 10 |1 20 |1 100 | 1 100
ML | 6.99 6.26| 6.25 3.92| 4.88 1.74| 414 0.90| 3.40 0.18| 3.29 0.053
CP &y | 242 245|222 245|225 219| 1.97 2.40| 2.48 2.14| 4.02 2.29
ay | 232 231| 247 243| 225 2.16| 2.02 223/ 0 231 0 2.40
ML | 6.91 6.22] 6.21 3.89] 484 1.73] 410 0.89] 3.36 0.18 3.25 0.053
B Gr | 242 245| 222 245| 274 219| 254 2.40| 248 2.14| 402 229
ay | 232 231| 247 243| 225 254| 2.02 260/ 0 231 0 2.40
ML | 6.87 6.15| 6.14 3.85| 4.78 1.71] 405 0.88] 3.32 0.18] 3.20 0.052
AC ap | 2.80 2.45| 260 2.45| 2.74 2.19| 254 2.40| 3.30 2.50| 549 2.86
ay | 2.68 2.71| 2.47 243| 225 254| 2.02 2.60| 0 2.64| 0 2.40
ML | 6.87 6.14| 6.14 3.85| 4.77 1.71] 404 0.88] 3.30 0.18] 3.19 0.052
S a7 | 2.80 2.45| 260 2.45| 274 2.19| 254 2.40| 3.30 250| 549 286
ay | 2.68 2.71| 2.47 2.43| 225 254| 202 260| 0 264| 0 2.40
ML | 6.88 6.15| 6.14 3.86| 4.77 1.71] 404 0.88) 3.29 0.18] 3.18 0.052
SOC a7 | 2.80 245| 222 245| 225 259| 254 2.40| 2.48 250| 4.02 2.29
ay | 2.68 231| 2.47 243| 2.83 254| 265 260/ 0 2.64| 0 2.96
ML | 6.88 6.15| 6.15 3.86| 4.77 1.71| 403 0.88] 3.29 0.18] 3.17 0.052
W arp | 280 245|222 245|225 219| 1.97 240| 1.82 2.14| 2.87 1.86
ay | 2.68 2.71| 2.93 287| 2.83 254| 3.41 3.00| 0 3.04| 0 3.68

Tabela 5.9: Resultados de simulagéo de I.C. utilizande 1000 e p; = ¢, = 0.95

5.3 Robustez do modelo binomial

Um dos pressupostos que é usual impor no modelo binomial éte de diagnostico ter
probabilidade nula de erro, isto &, a sensibilidade e a d&peade do teste serem iguais a
100%. Com o intuito de estudar a robustez do modelo binomiahgHs Swallow (1999)
abordaram as alteracGes provocadas no erro quadratico medistimador de, quando o
referido pressuposto é violade, # 1) e propuseram como alternativa dois modelos para o
efeito de diluigdo (todavia continuam a considesar 1).

O efeito de diluicdo existe quando a diminuicdo do niumeroagaeninados no grupo
tem como consequéncia um aumento da taxa de falsos negefiyms conseguinte, uma
diminuicao da sensibilidade. Denotando verdadeiro nirdercontaminados no gruggoor
D; —~ binomial (2, p) e por H; uma variavel indicatriz que assume o valataso 0j-€simo
grupo seja classificado como limpo ou o valocaso seja classificado como contaminado,
tem-se:

P(H; =0) = ng:ozyzn

:ZP ;= 01D, =) P(D; =)

= E:w””P =)
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H | fo=0]fo=01] fo=1 | fo=10 | fo=100 |
n==6 1.00 | 8.53e! | 3.68e! | 5.50e? | 5.79¢?
n=71| 1.00 | 6.1e! | 1.35¢! | 1.54e? | 1.56¢€3
n=8§ 1.00 | 3.44e! | 4.98e? | 5.21e? | 5.24e*
n=29 1.00 | 1.57e¢! | 1.83e? | 1.86e3 | 1.87¢*
n =10 1.00 | 6.35e¢% | 6.74e3 | 6.78¢* | 6.78¢e
n =15 1.00 | 4.54e* | 4.54e® | 4.54e5 | 4547
n =20 1.00 | 3.06e° | 3.06e7 | 3.06e® | 3.06e”
n=30| 1.00 | 1.39e'? | 1.39¢!! | 1.39¢'? | 1.39¢ 13

Tabela 5.10: Valores assumidos pelo primeiro modelo décditu

e, por conseguinte, o numero de grupos classificados corpodiiff, € modelado por

H = H; ~ binomial <m, 1= P (D; = 7)) .

j=1 v=1

Assim, na presenca do efeito de diluicdo, o parametrque figura nas expressoes (4.4)
(4.5) e (4.6) da pagina 43 devera ser substituidgpor, i (D; = ). Hung & Swallow
(1999) propdem 2 modelos de diluicio pata”.

5.3.1 Primeiro modelo de diluicao

Neste primeiro modelo assume-se que falso negativoocorre quando a proporcao de in-
dividuos contaminados no grupge/n) é inferior a uma determinada fasquig () e que a
probabilidade de ocorréncia de ualso negativoé inversamente proporcional a fracdo de
contaminados no grupo. Assim, pata= 1,2, --- , n, tem-se

(5.11)

bhnl — 1 v I .
R ) R T ST AR € )

a2
onde f; e f, sdo os parametros do modeld € uma funcéo indicatrizf; € um parametro
conhecido cujo valor depende do teste utilizado para aifttagsio dos grupos. Note-se que
quandon < f; nao existe efeito de diluicdo dado ql_%e < % < 1 e, por conseguinte,
gpb’n] = 1 paray > 1. O parametrof, representa os diferentes niveis de diluicao e, por
conseguinte, quanto maior for o valor flemaior sera o efeito de diluicdo. No casofde= 0

tem-sepl"" = 1 (ver Tabela 5.10).

Considerandg;, = 5 e f,, = 100, a probabilidade de um grupo com um contaminado
ser declarado como positivo € aproximadamente igual a 8.§0&ndo. = 6 €4.54 x 107
quandon = 15 (ver Tabela 5.10).
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5.3.2 Segundo modelo de diluicéo

Neste modelo ndo se estipula um limiar para a proporgéao @gute$os no grupo abaixo do
qual se considere a existéncia do efeito de diluicdo. Cadseel® ndo contaminado contribui
com uma quantidade especifiéqfactor de diluicdo) tal que quando> 0, a probabilidade
de ocorréncia de um falso negativo aumenta com o nuimero~) de ndo contaminados no
grupo. Este modelo é definido por

bl — v . 5.12
s (n—9)xf+n~ (5-12)

Cada um dos elementos contaminados tem peso 1 e cada um dog elementos saudaveis
tem pesof. Para garantir que a contribuicdo de um elemento saudakeelappositividade
do teste seja inferior a contribuicdo de um elemento comaaai considera-se que < 1.
Na presenca do efeito de diluicdo € ainda possivel mantegrasfisios do modelo binomial

essencialmente quangoé pequeno e se recorre a grupos de dimensao inferior a dimensa

Otima para o modelo binomial.

Para concluir podemos dizer que o modelo binomial é robustpresenca do efeito de
diluicdo dado que optando por grupos de dimenséo inferieamartsao 6tima, consegue-se
em muitas situacdes obter grande parte dos beneficiogalbas pelo modelo.
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Capitulo 6

Testes quantitativos discretos

6.1 Introducéo

Suponhamos que se pretende detetar a presenca de umaabaatariestar a contaminacao
de iogurtes numa unidade fabril. Para tal, assuma-se gux@ a¢acontaminacao € constante

e igual ap. O numero de iogurtes contaminados enogurtes selecionados € uma varia-
vel aleatéria/[” ~ binomial(n, p). Assuma-se que o nimero de bactérias presentes num
mililitro de iogurte é representado pdj*. No caso de o iogurte ndo estar contaminado en-
tdoY* = 0. Caso contrario, a quantidade de bactérias por ml de iogeréensodelada por
uma variavel aleatoéria discretd com distribuicdoD, vetor de parametro e suporteNj.
Quando se misturam asamostras individuais para posteriormente retirar um itndidessa
mistura para teste, o nimero de bactérias numa amostrandeé uma variavel aleatéria

B, =" Y= Zle Y;. Assim, assumindo que o processo de mistura € perfeito, o nu-
mero de bactérias numa amostra de um mililitro de iogurte & vamiavel aleatoriaB; —~
binomial (B,, 1) (Santos, Pestana e Martins, 2012). O mesmo resultado poddtigo
considerandd3, = 3, W = .1, I, onde as variaveis aleatoriéi§ sdo descritas pelo
modelo hierarquicd?; —~ binomial (7, -) comT —~ D (6).

Santos, Pestana e Martins (2012), deduziram express&es palculo da sensibilidade e
da especificidade no caso de o numero de bactérias pormmidigtiogurte ser bem modelado,
caso o iogurte esteja contaminado, por uma variavel alaatocom distribuicdo de Pois-
son de parametra. As expressoes referidas foram determinadas quer assumiadséncia
de erros de classificacdo associados ao teste (metodold@riiman) quer considerando
a existéncia de um erro associado ao proprio teste. Assiste wapitulo, estendemos es-
tes resultados a populacdes sobre-dispersas como a geaneétnais geralmente qualquer
binomial negativa. Condicionalmente ao niumero de iogurb@sacninados, é determinado
0 numero de bactérias numa amostra de um mililitro de iodedsencial para o calculo da
sensibilidade e especificidade em testes compostos) pamaikafde distribuicdes de conta-
gem ndo degeneradas que verificam a formula recursiva derfa881) (binomial, Poisson e
binomial negativa), bem como para o modelo logaritmico (damsuas extensdes). Para in-
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formacao mais detalhada consulte-se Sundt & Jewell (198llinot (87), Hesset al. (2002)
e Pestana e Velosa (2004).

6.2 Classes de Panjer

As fun¢des massa de probabilidade das variaveis aleatfriesntagem mais usuaisbino-
miais, binomiais negativas e de Poissewnerificam a equacao

b
pn+1:(a+ >pn;n:0,1,2,... ;a,beR. (6.1)
n+1

Esta expressao recursiva foi originalmente usada por K&&5) para definir uma familia
ampla de distribuicées, que Johnson, Kotz & Kemp (2005) idenam ter entre as variaveis
aleatédrias discretas um papel analogo aos que tém as cuwvasaison no caso continuo.
Esta formula ganhou particular importancia quando Patf@81) descobriu que facilitava o
calculo da funcéo de distribuicdo de indemniza¢cdes agasgaal processo de risco, em teoria
de seguros.

Na sequéncia do trabalho seminal de Panjer, Sundt & Jev@dlljlprovaram que bino-
mial, Poisson e binomial negativa sao os unicos modelosmtagem (ndo degenerados) que
verificam aquela expressao recursiva.

Aigualdade (6.1) pode ser escrita na forma

(n + 1) DPn+1 = anpy + (a + b)pn- (62)

SejaP(s) = > 2 ,s"p, a funcéo geradora de probabilidades da variavel aleatdria
calculada no ponte. Multiplicando ambos os membros de (6.2) pof! e somando para
n=20,1,2,..., obtém-se:

o0

Y (n+pastt=a Z npas™ (a4 b)Y pus™!
n=0

n=0
oo

EN Z(n 4+ 1)ppy1s" ™ = as? Z npns™ pp + (a +b)s ansn
n=0 n=0

n=0

= Z(n + D)ppss™™ = as*P'(s) + (a + b)sP(s)

n=0

& Z npns" = as’P'(s) + (a + b)sP(s)

& s}’(s) = as’P'(s) + (a4 b)sP(s)
& P'(s)=asP'(s)+ (a+b)P(s)
& P'(s)(1—as)=(a+b)P(s)
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donde se conclui P(s) ;
(s a+
P(s) (1 —as) (6-3)

Teorema 6.1.:

A equacdo diferencial6.3) admite as seguintes solu¢des absolutamente monétonas com
P(1)=1:

1. X0 =0sea=b=0;
2. Xy, — Poisson(b) se a=0 e b>0;
3. X, — binomial negativa(“t2, 1 — a) sea € (0,1) ea + b > 0;

4. X,, — binomial(—1 — %, -2} sea<0e= € N*.

Demonstracao.

1. sea = b = 0tem-se

=0 < In[P(s)] =k < P(s) = ¢".

Atendendo a condicdB(1) = 1 vem quee® = 1 < k = 0 e, por conseguinte, tem-se
P(s) = € = 1, que representa a fungdo geradora de probabilidades dearésel
degenerada na origem. Pelo teorema da unicidade texg-se- 0 .

2. Sea =0eb > 0tem-se:
P'(s)
P(s)

=b < In[P(s)] = bs + k & P(s) = e

Atendendo a condicdB(1) = 1vemquee** = 1 b+ k=0 <

k = —b e por conseguinte tem-g&(s) = e**~1), que representa a fungdo geradora de
probabilidades de uma variavel aleatoria com distribuRdisson de parametto Pelo
teorema da unicidade tem-8g , —~ Poisson(b).

3. Sea e (0,1)ea+ b > 0tem-se:

P’ b ;
P((Ss)) _ 1a_+a8 & In[P(s)] = —In(1 —as) — - In(1 — as) + ¢
= P(S) = eln<ﬁ)eln(1*as)%bk
& P(s)= : _kas(l —as)%.

AcondigdoP(1) =1 = - (1—a)+ =1 =k = (1—a)'*< e, consequentemente,

a+b

P(s)z(l_ay , (6.4)

1—as
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que representa a funcéo geradora de probabilidades de uidzelaleatéria com dis-
tribuicdo binomial negativé“T“’, 1-— a). Pelo teorema da unicidade tem-8g;, —
binomial negativa(“T*b, 1—a).

4. Sea < 0 e =" € NT, e reescrevendo a funcéo geradora de probabilidades @btida

(6.4), obtem -se
a a0+
P(s) = (1 - + s) :

a—1 a-—1
gue representa a fungéo geradora de probabilidades de widneeValeatoria com dis-
tribuicao blnomla( 1-2 —) Pelo teorema da unicidade tem-8g;, — binomial
b _a
<_1 T a—l)'
]

Os resultados de Panjer guedecerto ndo por acaso, apanham os modelos de contagem
mais tradicionais- foram imediatamente generalizados por Sundt & Jewell (188dostra-
ram que a variavel logaritmica verificava a expressao reeurs

b
= Lin=123 .. 6.5
Pn+1 (a+n+1)p n (6.5)

onde se admite qu& = 0 e se exige que a recorréncia é valida apenaspard. Sundt &
Jewell (1981) mostraram que a variavel aleatoria logacdrgbzava como subordinadora de
somas aleatérias, de caracteristicas tdo boas como asasadistribuicdes de Panjer.

Para obter uma equacéo funcional para a funcao geradoralaghirdades ha que multi-
plicar ambos os membros da igualddde) por s"*! e somar emn obtendo-se

[e.9] [e.9]

Z(n—i— Dppyrs"t = aZns ', + a—i—b)z s"p,
n=1 n=1
N Z(n + Dppy1s"™ —pis=a (Z ns"tp, — 0) +
n=0 n=0
+ (a+b) (Z s" M p, — p08>
n=0
& Zns"‘lpn —p1S = CLSQanns” Y4(a+0)s Zs P — (a4 b)pos
n—1 n—1 D
—_——— —_——
=P'(s) =P'(s)

& sP'(s)=as’P (s)+ (a+b)sP(s) + ps
& P(s)=asP'(s)+ (a+b)P(s) + pis
& pr=P(s)(1 —as)— (a+Db)P(s).

Esta equacao funcional tem um conjunto mais vasto de sautgis como a binomial nega-
tiva generalizada de Engen (1974) de qu¥ a~ Logaritmicd«) é um caso limite, quando
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a € (0,1) ea + b = 0. Mais precisamente, verificam a expressao recu(siv as variaveis
aleatorias cuja funcdo geradora de probabiliddeies é da forma

P(s)=7+(1—7)P(s)

PO) -, 1), sendo P(s) uma das seguintes fun¢des geradoras de pictdutest

onder € [W

1+ﬁ)

1. P(s) = % funcéo geradora de probabilidades de:
1—(1—a) a
a) binomial negativa truncada em zeraise (0,1) ea + b > 0;
b) binomial negativa generalizada de Engen truncada emseetioc (0,1] e b €
(—2&, _a);
c) logaritmicag) se—b =a € (0,1).

—b

2. P(s) = == (e** — 1), Poisson truncada em zero,se- 0 ea + b — 0, b > 0);

|
~—

—(1+
3. P(s) = % binomial truncada em zero, se< 0 e =X € N.
(1-a)”

-1

slo| o

Assim, para além da Poisson, binomial negativa e binomaifiezam a expressao recursiva
(6.5) os referidos modelos truncados na origem, a logaritmicaroarnial negativa generali-
zada de Engen truncada em zero.

6.3 O modelo de Poisson

Santos, Pestana e Martins (2012) modelaram a sensibilel@adespecificidade para testes
quantitativos discretos no caso Be—~Poisson §) quer considerando que os testes ndo estao
sujeitos a erros de classificacdo (metodologia de Dorfmaer) cpnsiderando que a diluicdo

e consequente rarefacéo alteram as caracteristicas thssdesjuntos.

Vamos supor que o numero de bactérias numa amostra aledearia mililitro de iogurte
€ bem modelado, caso o iogurte esteja contaminado, por undaelaaleatoriay; com dis-
tribuicdo de Poisson de paramelrasto é,Y; —~ Poissor()\), cuja massa de probabilidade é
dada por

Yy ’ y:()aL
Y—{ A . (6.6)

Considerando que o teste ndo comete erros (identifica senfqaretéria caso o mililitro
analisado contenha alguma bactéria), a sensibilidadesti® serd dada pela probabilidade
de haver pelo menos uma bactéria num iogurte contaminadcg,iporp, = P (Y; > 0) =
1—e~*; sendo a especificidade igual a um (nos iogurtes ndo coradimémao existe a bactéria
em estudo). Assim, atendendo a que a probabilidade de umeaggtar contaminado € igual
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ap, a quantidade de bactérias por mililitro de iogurte € modelada por uma distribuicdo de
Poisson inflacionada em zero com massa de probabilidadepdada

X reN

fy*(x){ (1 —p) + pe? ;' r=0
z! )
Caso se testem iogurtes simultaneamente, comegamos por misturaraasostras para
posteriormente retirar um mililitro da mistura para o tefesta amostra conjunta, conside-
rando que o processo de mistura € perfeito e que as varia@eiadependentes, tem-se que
0 numero de iogurtes infetados na amostra é descrito por imoenkal com parametros e
p. Por outro lado, caso existain< n iogurtes contaminados nasjue compdem o grupo, o0
numero de bactérias numa amostrandeililitros de iogurte, é descrito por uma variavel ale-
atoriaB, |;—, com distribuicdo Poissan\) e, por conseguinte, o nimero de bactérias numa
amostra de 1 mililitro de iogurte sera descrito por um model®oisson filtrado com massa
de probabilidade dada por

P(By=kI=v) = Y P(Bi=kB,=k+j)P(By|i= =k +j)

=S (U6 () e
( |

ou seja, 0 numero de bactérias numa amostra de um mililitioglete proveniente de uma
mistura de» iogurtes dos quaig estdo contaminados € modelado poy;—, —~ Poissor(%) .
Consequentemente, a quantidade de bact&figsor mililitro de iogurte numa amostra con-
junta den iogurtes sera dada por

zn:_f[i’”]e_ﬁ ;=0

i (2)° )
n

=0
ZI[i’”]—;x eN
i=1

frp(z) =
x!
que no caso particular de= 1 serd igual a fungdo massa de probabilid&de Denotando

por C o conjunto dos iogurtes contaminados e continuando a cenasid auséncia de erros
no teste temos que., = 1 (se os iogurtes ndo estiverem contaminados o teste nureca ser
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positivo) e

b = PV =11 €0 xP(¥i>1)
n—1

= Zl[i’”_l] <1 — e_w> (1 — e_’\) .
i=0

A férmula anterior é consequéncia do facto de a identificagikeeta de um elemento
infetado na metodologia de Dorfman obrigar a que o grupo aegse elemento pertence
tenha um resultado positivo (0 que ocorre com probabilidé*é)ae o teste individual tera que
ter também um resultado positivo (com probabilidade

Considerando que existe um erro associado ao préprio testepmwbabilidade igual a
1 — ¢, de falso positivo e uma probabilidade igudl & ¢, de falso negativo obtém-se

Ve, = P, PYS=0Y1¢C)+(1—ps)P(Y,,>0]Y1¢C)+
+ Pep [(1 = 0ep) P (Y, = 0]Y1 ¢ C) + ¢, P (Y, > 0]Y; ¢ C)]
= Perpo T (1 = 9sr) (L = @0) + er [(1 = 0er) po + sp (1 = 00)]
= 1= (1= ¥er) sy — (1 = ez) (L = @er — @s1) Po,

compy = Z;‘;OI [lin=1 (=% )| férmula semelhante a previamente deduzida ¢dbm no
lugar dey, (ver formula (3.3) na pagina 34).

Em relacdo a sensibilidade, teremos que obter quer o tesjento quer o individual
positivos e, por conseguinte,

Ps, = (1= @ep) P(Y, = 0[Y1 € C) + ¢, P (Y7 > 0|1 € O)] x
X s, P (Y1 2 1) + (1 = ey ) P (Y1 = 0)]
[(1 = @er) 1+ @sp (1 — 1)) X

X [psr (T=€ )+ (1= ep) (7]

= szT + (pleiA (1 = Per — ¢5T)2 +
+ Psr (901 + B_A) (1 — Per — SOST) )

ondeg; = S0 flin-1 (e’(”l)%).

Assim, além da contabilizacdo do erro associado ao tesmsrigualmente a conta-
bilizacdo do erro de amostragem (dado pela probabilidadeid® amostra proveniente de
iogurtes contaminados ndo haver qualquer bactéria). &atg#éo de testes compostos tem a
vantagem de poupar no numero de testes utilizados mas podegtan a grandes perdas de
sensibilidade.

Vamos supor que existem em média 10 bactérias por mililér@ddurte contaminado e,
por conseguinte)l = 10. Considerando uma taxa de prevalénciddé, a dimenséo 6tima
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do teste composto € de = 11. A sensibilidade do teste simples é dada por

s = 1—e

Considerando que dosn elementos do grupo estéo infetados a sensibilidade do teste

composto é
ol =1 — en .

Recorrendo a formuléd.1) da pagina 32 tem-se que

YA
" I—e ™
=120 (6.7)

podendo a diferenga, — go[s”] ser aproximada (ver igualdade (3.2) da pagina 32) por

10
l—e 11

11 x (0.01) (0.99)" (1 — m) + (%) (0.01)% (0.99)° (1 — %)

1—(0.99)"

Ps

donde se obtém
05 — "~ 0.39¢,.

Assim, a reducado do numero de testes traduz-se numa perdasikikdade de aproximada-
mente 40% provocada pelo efeito de diluicéo.

[n,n]

Fazendoy = n naigualdade (6.7) obtém-$& = 1 = ws = ps. Assim, no modelo de
Poisson a sensibilidade do teste composto quando todosrosmios estao infetados coincide
com a sensibilidade do teste simples. No capitulo 7 veremesegta caracteristica ndo é
extensivel ao modelo Gaussiano nem ao modelo exponencial.

6.4 Mistura Poisson-exponencial- 0 modelo geométrico

Quando se pretende modelar o nUmero de ocorréncias numspoocejo comportamento
médio é estavel a Poisson € um modelo adequado. Contudo cpseteseda flexibilizar o
modelo de Poisson, admitindo a existéncia de variabilidadigidual, o0 modelo geométrico

e mais geralmente o binomial negativo sdo duas alternatitaessantes a ter em conta.
Assumindo que o nimero de bactérias numa amostra aleagdria dhililitro de iogurte é bem
modelado, caso o iogurte esteja contaminado, por uma ehaéeatoriay; com distribuicao

de Poisson de parametio Y —~ Poissor()\), com massa de probabilidade dada em (6.6) e
para o qual se tei(Y') = var(Y) = A. No entanto, por estarmos a modelar uma populagéo
gue consideramos mais variavel que a Poisson, vamos adjpnéik € um valor observado
de uma variavel aleatéri@ com distribuicdo exponencial de valor médi@uja densidade é
dada por

B l1e% A>0 _
fA(ﬁ)—{g A<o B> 0.
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A massa de probabilidade do modelo mistura é dada por

- ()T [T () et

I (y+1)

= ? (m) Tio,y (y); B>0,

ou sejaY’ —~ geométric B+1 . Assim, a quantidade de bactérias por mililitro de iogurte
€ modelada por uma geomeétrica inflacionada em zero com magsalihbilidade

(l—p)ﬂ?(ﬁ) . x=0
fY*x T .
() () e

Caso existamy < n iogurtes contaminados nesque compde 0 grupo, o numero de
bactérias numa amostra denililitros de iogurte € descrito por uma variavel aleatdsig,—.,
com distribuicdo binomial negati\<ay, ﬁ) e, por conseguinte, o numero de bactérias numa
amostra de um mililitro de iogurte sera descrito por uma fiab negativa filtrada. Assim,
aplicando um filtro binomial, tem-se
“+o00
P(By =kl =7) =Y P(Bi=kBy=k+j) xP(By|i= =k +j)

Jj=0

= (k) (1>k(1_1)j(v+k+j—1)( 1 >”( 3 )“j
= K\ n k4 j B+ 1 B+1

B 3" §(7+k+j—1)!< B )j(n—l)j
C klnk (B + 1) sHy=1r \B+1 n

(8 +
(v+k:—1'ﬁ’f 7+/€+]—1) (n—1)B7’
(v — w+kz(; L(y+k—1)! [n(ﬁ—i—l)}

: Wilik;i)'ﬁiw () L)

j=

.

(1) () () ()™
- (w:_l) (nfﬁ) (niﬂ)
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ou seja, 0 numero de bactérias numa amostra de um mililittoglete proveniente de uma
mistura den iogurtes dos quais estédo contaminados é modelado pif;—, — binomial

negativa(m #) Consequentemente, a quantidade de bact&figsor mililitro de iogurte
numa amostra conjunta edogurtes sera dada por

el (2 ) L 2=0

; (n+ﬂ !
YY) () (Ges) e
— x n+pg n+ 5

que coincidira conY™* no cason = 1. Considerando a auséncia de erros no teste temos que
©e, = 1 (Se os iogurtes ndo estiverem contaminados o teste nuricpa®tivo) e

ng(ﬁﬁ) =

e, = P21V € O xB(Y, > 1)
n—1 i+l
S| 6
i=0 n+p B+l

‘ i+1
que corresponde a formula (3.3) cm%“’”] = [1 — (#ﬂ) } e, = %_

Considerando que existe um erro associado ao proprio tetse cie

Pe, =1 — (1 — @eT) Psp — (1- QOGT) (1— Per — QDST) %0,

com

n—1 i
_ lin—1] n '
= (n+ .

Em relacdo a sensibilidade, teremos que obter quer o tesfento quer o individual
positivos e por conseguinte

©s, = [(1—=pep)P(Y,) =0Y; € C) + ¢, P (Y, > 0]Y; € C)] x
X P (Y1 > 1) + (1 = e, ) P (Y1 = 0)]
= [(1 = @ep) 01+ @op (1 = 01)] ¥

< Jow [ (73) [ 0m0 (5755
= ¢l +o (ﬁ) (1= Per — sr)” +
+ Psr [sol + (ﬁﬂ (1 = Per = Psr) 5

el o1 i+1

ondep; = > 1lin—ll (#) .
Vamos admitir que a quantidade de bactérias por mililitraodgirte varia com a tem-
peratura e que esta ndo € homogénea dentro da unidade fathniitindo a existéncia de
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variabilidade individual, vamos recorrer ao modelo geoimeétcomo alternativa ao modelo
de Poisson. Assumindo uma taxa de prevalépcia 0.2 e consequentemente grupos de
dimenséo trégn* = 3), o numero médio de bactérias por mililitro de iogurte wuditido o
modelo de Poisson & = np = 0.6. Para determinar o valor de (valor médio do mo-
delo geométrico) e tendo em conta que o modelo geométricaévariavel aleatoria Poisson
compostaSy = fo:l X}, com parcelas i.i.dX; — exponencigl\), considere-se o seguinte
resultado (informacéo mais detalhada pode ser consultadelan Gut (1995) ).

Teorema 6.2.(Valor médio de uma soma aleatéria)

Considere-séSy = X; + X5 + --- + Xy uma soma aleatdria de variaveis aleatérias com
parcelas{ X}},., variaveis i.i.d., sendo o seu nimerg, independente de cada uma delas.
O valor médio deSy é dado por

N

>

k=1

E[Sy] =E ~F = E[NE(X)] = E(N)E(X).

E <§; X,C|N)

Tendo em conta qQUE(Sy) = 8+ 1, E(N) = 0.6 e queE(X) = 3, obtém-sef = 5 =
2.5. Assumindo, por exemplay, = 0.99 e p. = 0.95 obtém-se um custo relativo 0.8213
e especificidade,, ~ 0.9893. Refira-se que utilizando o modelo de Poisson obteriamos
e, = 0.9942 e, por conseguinte, a variabilidade individual provocaitagelmente uma
reducdo na especificidade do teste comp(sto).

Pressupondo a existéncia de 3 zonas dentro da unidadedabldla temperatura é sig-
nificativamente diferente, e considerando a existéncia sidpopulacdes com pesos iguais
a 0.5, 0.3 e 0.2 e taxas de prevaléncia iguais a 0.25, 0.2 & @e8petivamente obtém-se
CR = 0.8057 e @Ei] = (0.9883. Constata-se assim mais uma vez que a inclusado das subpo-
pulacdes conduziu a um aumento da eficiéncia do teste adgipela diminuicdo do custo
relativo.

6.5 Mistura Poisson-gama— o modelo binomial negativo

Na situacdo em que no modelo hierarquico se adota uma garaarpatelar a variabi-
lidade do parametro, obtém-se, como atras se viu , um modetonial negativo para
as contagens. Com o intuito de generalizar os resultadodogsbtiamos considerar que
Y —~ binomial negativd«, p;) com massa de probabilidade dada por

at+zxz—1
T

i) = (

e, por conseguinte, o numero de bactébigspor mililitro de iogurte € modelado por uma
binomial negativa inflacionada em zero com massa de profiaddd dada por

)(M)a(l—m)m; r=0,1,...

[ (A=p)+p(p)* ;=0
frlo) = { p("T) (p)* (1=p)" ; zEN’
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Seguindo o mesmo raciocinio que foi aplicado anteriorménfi&cil concluir que caso
existam~y < n iogurtes contaminados nesque compde 0 grupo, 0 numero de bactérias
numa amostra de mililitros de iogurte € modelado por uma variavel aleat@ja;—, com
distribuicdo binomial negativey«, p;) €, por conseguinte, o numero de bactérias num milili-
tro de iogurte condicional &= ~ tem massa de probabilidade dada por

+oo
P(Bi =k|I=7) =Y P(By=kBy =k+j) x P(Buli=y =k + j)

J=0

SO O (e

- S G) (1) B e -

= k!j! n n) (k+j) (ya—1)!
O Ra-p)]) etk X (yatktj— 1)
B k! (ya — 1)! (1) JZ:; (va+k—1)l5!

[m-i—%(l—pl)] Trenh

_ (704+k‘—1)( npy )a”( 1—p )“”
k np1 +1—pm np1 +1—p

Assim, o namero de bactérias numa amostra de um mililitroglerte proveniente de uma

mistura den iogurtes dos quais estdo contaminados é modelado por uma variavel aleatéria
Bi|;—, — binomial negativa(va, nplif’f_m) e, consequentemente, a quantidade de bactérias
Y * por mililitro numa amostra conjunta deiogurtes sera dada por

n [e%
im] (e : _
Z I <7LP1+1*P1> ; =0
=0
" ai 1 T
[i,n] (aitz—1 np1 —P1 .
Z I ( x ) (nm-l-l—pl) (np1+1—p1> jz €N

i=1

gue coincidird conY™* no caso dex = 1. No que respeita a sensibilidade tem-se

o = PYE21Yi €O xP(Y; 2 1)

n—1 (i+1)a
PR np (e}
= D 1—(—1) 1= (p1)").
p npr+1—p
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Considerando que um falso positivo ocorre com probabilidguis al — ¢.,. e que a proba-
bilidade de ocorréncia de um falso negativo é deyg,. tem-se

e =1 = (1= 0er) P57 — (1 = 0ep) (1 = Per — 057) P0

onde

n—1 ai
Z[['Ln 1] np1
np + 1-— ’

=0

formula semelhante a equacéo (3.3) da pagina 34 ¢orhno lugar dep,. Em relacéo a
sensibilidade teremos

05, = i+ 01 (01)" (1= Qer — 057)° + s 01 + (01)°] (1 = @ep — 057)  (6.8)

(i+1)a
i,n—1] np1
ondep; = Z (& (np1 1 p1> .

Para os modelos logaritmico e binomial sera apresentad@aapemassa de probabilidade de
By |=. As expressodes para a sensibilidade e para a especificiéladeterminadas de forma
analoga.

6.6 O modelo logaritmico

Considere-se que o numero de bactérias numa amostra aedddnm mililitro de iogurte
sera, no caso de o iogurte estar contaminado, descrito powvariavel aleatéria com distri-
buicéo logaritmica de paramet#a@om massa de probabilidade dada por

1 0"

fy(z) = (-0 =

;x e N.

Dado que a distribuicdo da soma de variaveis independemteslistribuicdo logaritmica ndo
é conhecida, n&o é possivel determinar a distribuica®,de S | Y;* = > v;. Contudo,
a determinacéo d&; pode ser obtida considerando gie = ' | W = Zle W,; onde

W; é um modelo hierarquico, ou sejl; — binomial(7, 1) comT ~ logaritmicg®).
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Escolhendo agora um

mililitro deste liquido vamos obter

o0

Z (i) (%) (1 B %)j <ln(1_1— e)) %J |
zIn(1—0 ; x—{_;—w)! <%)m Kl_%) erw
rrrns (o) () 103)
“ anll— 0) (9]2 (ij) Kl N %) Q}ﬁi
[1-(1-)e]
1 g )
z In(1—0) [[1—(n—%)9}] e

o= Y —1 07
rwi-0 = 2 (0) () (0-3) ()5
_ ! i (60-2)
In(1-—0) = J
—_———
—1n(1—0+i)
B In (1 -0+ Q)
 In(1-06)
e, por conseguinte, conclui-se
([ In (1 — 0+ %) . 0
n(1—6) T
sz(x) " )
-1 4
zIn (1—-96) <1—9(1—%)) el
sendo queB, = YL W.
6.7 O modelo binomial

Considere-se que, caso 0 iogurte esteja contaminado, 0 aldeadractérias numa amostra
aleatoria de um mililitro de iogurte é bem modelado por~ binomial («, p;). Caso existam
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~ iogurtes contaminados, o numero de bactérias numa amdeatarga den mililitros (um
mililitro de cada iogurte) € bem modelada fi#)],—, — binomial(yc, p;). Escolhendo agora
um mililitro deste liquido vamos obter

Yo
P (B =kl =7) =) P(By=jlimy) P(Bi = k| B, = j)

= ii@“) e () <%>’“<1—g>“f

J

o (immy
n—nm
ya\ (pryk pr\rek
BIGNE
Logo By |;—, — binomial (vya, &)

A escolha inicial para modelar a variavel aleatdsid,_., recaiu na distribuicdo de Pois-
son, modelo apropriado para proceder a contagens nos caspgeea aleatoriedade é mode-
rada por uma grande regularidade (estacionaridade e indépeia dos incrementos) e que
se traduz na estabilidade dos valores esperados em cadaleidiel tempo. A necessidade de
flexibilizar o modelo de Poisson, admitindo variabilidadéividual conduziu-nos ao modelo
binomial negativo, modelo sobre-disperso, isto €, comawaia superior a média. A bino-
mial surge como o0 modelo onde a variancia inferior & médiard&eé ainda que a binomial
negativa pode ser obtida como uma soma aleatéria de logeaftroom subordinadora com
distribuicdo de Poisson. Assim se justifica o recurso a fardé distribuicbes de contagem
que verificam a férmula recursiva de Panjer e suas extensdes.
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Capitulo 7

Testes quantitativos continuos

7.1 Introducéo

A ideia original de Dorfman (1943) aplicada inicialmentenalégses qualitativas conjuntas de
sangue, € uma estratégia adequada caso se pretenda determiasenca (positividade) ou
auséncia (negatividade) de determinada caracteristcamdades amostrais. A extenséo da
metodologia de Dorfman ndo é contudo imediata quando aiyidaide € determinada por
uma certa quantidade na analise exceder um determinadogatan ponto de corte previ-
amente determinado (ver Sousa (2008)). De facto, ao efetnaeste conjunto quantitativo,
pretendemos determinar se existe algum elemento infetadoupo e, por conseguinte, esta-
mos interessados em averiguar se 0 maximo (ou o minimo) o gsuperior (ou inferior) a
determinado limiar. Uma vez que temos acesso apenas aaleatoédia do grupo, a correla-
cao existente entre 0 maximo e a média terd um papel pre@oridera avaliacao da qualidade
do teste.

Deste modo, neste capitulo comecamos por determinarieaalénte a poténcia do teste
simples para o modelo Gaussiano (para populacdes homticad@&sheterocedasticas) e para
o modelo exponencial. O calculo da poténcia do teste camg@sambém determinado para
os dois modelos. Para quantificar a qualidade dos testesntosjforam efetuadas simula-
¢cOes para os modelos gaussiano, exponencial e Pareto, ctuito de, para cada um deles,
quantificar a quantidade de informacédo que a média do grupgrmosobre 0 maximo. A
comparacao dos resultados é feita com base na comparac@aales da sensibilidade e da
especificidade do teste conjunto.

7.2 Testes de hipoteses para amostras individuais

Num teste individual pretende-se testar se a quantidadeldtésicia de um determinado in-
dividuo ultrapassa um limiar critido Uma regra para optar pela positividade ou negatividade
da amostra € determinada sfl. Suponhamos que a quantidade de substancia nos indivi-
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duos saudaveis € modelada por uma determinada distribogg@tnuay” —~ Dy, € que a
quantidade de substancia nos individuos doentes é modwada ~ D,, onded, e ¢, séo
vectores de parametros distintos. Assim, para um nivel glefisinciac a hipotese nula
€ rejeitada (ver Martins, Santos e Sousa 2012) caso a qadetik substancia Y exceda o
limiar | = F,gglo (1—a) ondeF];;O(l — «) representa o quantil de probabilidade— «) do
modelo estipulado na hipétese nula. Assim, para testapasdsies:

Hy:X;=0 versus H; : X; =1 (7.1)

a hipotese nula sera rejeitada cgse F,;;O (1—a).

7.2.1 Sensibilidade do teste simples para o modelo Gaussiano

Comecemos por considerar que existe homocedasticidadejagg — Gaussiandy, o)
e Dy, —~ Gaussiandy,, o) e assuma-se, sem perda de generalidadejgue . Assim,
pretende-se determinar o teste mais potente de mipara testar

Hy:p=pg versus Hy : =y , COM Ly > pig.

SeY —~ Gaussiangu, o) a sua fun¢éo densidade de probabilidade é

1 -

_ = (y—n)?.
= ———¢2?2 s yeR
fY (y|:u) O'\/% )
e por conseguinte
1 1 2
5 (y—1po)
By W) ovor
Sy (ylp) L —Seew?
o\ 2T

— e [wmn0)*~(y—p)’]
Assim, pelo lema de Neyman-Pearson, a regiao de rejeicatacpda

B vy (ylpo) )
= {yER‘ﬁwmmd< }

— {y ER: ei[(y—uo)Q—(y—/tl)ﬂ < C}

e consequentemente
=2y (1 — o) — (pg — p¥) < 20°In(c),
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donde se conclui que
_ —20°In(e) = (pg — 1)
2 (p1 — po)

v~

=l

A regido de rejeicdo é entdo
R={yeR:y>1l};

onde
| = P (RejeitarHy| H, Verdadeira = a.

Assim tem-se

P (Rejeitai| Hy\Verdadeirg = «

& PV >ilu=p)=a

Y — [ —
o IP’( M0> Mo):a

o o

& 1—<I>(l_'u0>:a
o
& @(l_uo)zl—a
o

| —
e o9t (1-a)
g

s l=u+od'(1-a),

onde®~! (1 — «) representa o quantil— « da Gaussiana padrao.

0.4

0.3

dnorm(x, mean = mu0, sd = sigma/n"0.5)
0.2

0.1
1

0.0

T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 7.1: Densidade d¢é condicional aH, e H,
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Uma vez determinado o limiar critido= 1y + 0@~ (1 — «), @ hipdtese nula é rejeitada
caso a quantidade de substanceeja estritamente superior a esse valor. Denotand@ por
probabilidade de cometer um erro de segunda espécie, ajzotknteste é dada por
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1—-p = P(Rejeitay|H, Falso
= P(Y >p+02 " (1—a)|u=m)

—1 _ _
_ P(Z>uo+0<b (1—a) Ml)

o

e, por conseguinte,

1-5:1-@{"0;“1+@—1(1—a)}. (7.2)

Denotando pon\ = j; — pp tem-se

o

1—5:1—@[@—1(1—(1)—&} (7.3)

Note-se que a poténcia do teste é uma funcéo crescentdcem; — ji, OU Seja, quanto
maior for a discrepancia entrg e o maior sera a poténcia do teste.

sigma0/n”0.5)
0.3 04

muo, sd =

0.2

dnorm(x, mean
0.1
|

0.0

T T T T T
-10 -5 0 5 10

Figura 7.2: Densidade dé condicional aH, e H, compu, > pg €0y > og

Considere-se qu¥ —~Gaussiandy, 1) e com base numa observagéo se pretende testar
Hy : = 0versusH; : u = 3. Facilmente se constata que quanto mais afagiaéstiver de
Lo Menor sera a sobreposicdo das duas curvas e consequemstamant sera a poténcia do
teste (ver Figura 7.1).

Suponhamos agora quB,, —~ Gaussianguy,oo) € Dy, —~ Gaussiangu,,o).
Considere-se qu&™ = 2 e A = y; — p9 > 0. Para determinar o teste mais potente de
nivel o para testar (7.1) comecemos por observar a Figura 7.2 ondévél\que a razédo de
verosimilhancas ndo é mondétona. Contudo, intuitivameriiersas que a regiao de rejeicéao
sera do tipo

R={yeR:y>1},
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uma vez que consideramgs > i, € onde
| = P (RejeitarHy| H, Verdadeira = «
Assim tem-se

P (Rejeitarr{y| H,Verdadeira = «

& PY >llp=py,0=00) =«

Y — [ —
o ]P’( M0> MO):a

00 00

g0

PN @(l_’m):l—a
0o

e Tl g1
0o

& l=pp+0o®'(1-a)

A poténcia do teste é dada por

1 -8 = P(RejeitaHy|H, Falso
= P(Y >po+00® ' (1—0a)|p=p,0=0)

- P(Z>MO+UO@1(1_Q)_M1)7

01

e, por conseguinte,

01

_ po—p | (1 -0a)
1—5_1—c1>[ +— ]

ou ainda

1 (1-a) A] (7.4)

1—5_1—@[7—0—1 .
Quanto maiores forem os valores giee deo; em relacdo a\ = u; — o Maior sera
a reducéo da poténcia do teste. Se considerarmos uma sitde¢@dmocedasticidade onde,
por exemplo Dy, —~ Gaussiand, = 2,00 = 5) e Dy, —~ Gaussiangu, = 5,0, = 5) temos
queo = 2t = 1eA =y — o = 3. Recorrendo a igualdade (7.2) obtém-se um valor de
0.1469 para a sensibilidade do teste
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Considerando agora uma situacdo em que as variancias seentéife considere-se que
Dy, —~ Gaussiandyy = 2,09 = 1) e Dy, —~ Gaussiandyu; = 5,0, = 3). Substituindo na
igualdade (7.4)x = 3, A = 3 ea = 0.05 obtém-se uma poténcia de aproximadamente
0.3228. Esta reducgéo da poténcia do teste pode explicar atiidacao do teste conjunto,
uma vez que estes s6 devem ser aplicados caso a poténcisedsingdes seja elevada (uma
vez que a sensibilidade do teste conjunto € inferior a de tedividual.

7.2.2 Sensibilidade do teste simples para o modelo exponencial

Consideremos agora 0 caso em ddg — exponencialdy) e Dy, — exponenciald,) e
assuma-se, sem perda de generalidadepgue é,. Assim, pretende-se determinar o teste
mais potente de nivel para testar

Hy : pp = po versusHy : p = py, com pug > i, (7.5)

ondeY —~ exponencia{d) e portanto com fungdo densidade dada por

1 —
fr(ylo) = 567 .y > 0.

O valor médio deste modelo é dado [iidd") = § e por conseguinte testér.5) é equivalente
a testar
Hy:6 =0y versust; : 6 = 61, com 01 > dg. (76)

Considere-se o0 quociente

Ty (gl%0) _ 5™ _ 01 (-2),

— = —¢
fy (y|d1) 6ieéTy do

1

O lema de Neyman-Pearson conduz-nos a seguinte regiacdgice|

R = {yeR:%m}

= {y ceR: ée_y<%_%> < c} ,

e portanto

donde se conclui que

(5051 C(SO
— In{— 1.
v (51 —5) " ( 01 )

~
l

A regido de rejeicdo é entdo
R={yeR:y>1},
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onde
| = P (RejeitarHy|H, Verdadeir() = a.

Atendendo a qu& — exponenciald) = W = = ~ X obtem -se

P (RejeitaH| H,Verdadeirg = «

s PY >1d=0) =«
2Y 21
P _— _— =
o (50>50) o
@P(W>2—l>:a
do

21
0

5o s

& 1= 5)((2)(1 —a)

ondexé)(l — «) representa o quantil — «« do modelo qui-quadrado com dois graus de
liberdade. Uma vez determinado o limiar criticque figura en{7.1), rejeitamos a hipotese
nula caso a quantidade de substapcaja estritamente superior a esse limiar. A poténcia do
teste é dada por

1—-p = P(RejeitarHy|H, Falsa
do
B 2Y 6o
= ]P)((Sl 51X2(1_04))
_ 00 o
=P W>5—1X(2)(1—04) :

obtendo-se finalmente

l-f=1-Fg <§‘1) 2 (1—a)) (7.7)

Refira- se mais uma vez que quanto maior for a distancia éntee), (em termos de
qu00|ent ) maior sera o valor da poténcia do teste.
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7.3 Testes de hipoteses para amostras conjuntas

7.3.1 Sensibilidade do teste composto para o modelo gaussiano conside-
rando grupos de dimensaao: dos quaisy estao infetados

Suponhamos que com base huma amostra aleatéria de dimeesiaida de uma populacdo
Y —~Gaussiandy, o) se pretende testdf, : i = o VErsusHy : = pg COMpy > fio.

A funcao de verosimilhanca da amostra € dada por

n 1 ;1 B )
Luy)=L(uly) = ] W H)
k=1

o2
) . e;;z 2 (Yo — 1)
(27T)L2L on ’
onde
(e — 1) = D (e =9+ @G-’
k=1 k=1
= > -2’ +2) (- @E-p+Y F-p’
k=1 k=1 k=1

Assim ter-se-a

1 1 n(@=pg)*+(n=1)s?
L(poly) = ——e> o
om (2m)?
€ —1 n(F—p1)?+(n—1)s>
L(uly) = ——=e7 o
o" (2m)2
e, consequentemente,
L (uoly) n =0~ (5= )’
—_— — (& o
L (p1ly)

_ ea%(uo_’“)@_ uo-gm )

Assim, pelo lema de Neyman-Pearson, a regiao de rejeicadapae

e <

= {y c R": @a%(uo—ul)(g_ﬂo-gm) _ c} |
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e, por conseguinte,

2
Atendendo a qug; > ug €, consequentementia, — i, < 0 obtém-se

o =) (7= 2524) <92

1 2
§>ﬂ0+m+ U—ln(c).
2 Ho — H1 T

g

.

A regido de rejeicdo é entdo
R:{yeR”:g>c'},
onde
¢ = P (Rejeitatt]| H,Verdadeira = .

Assim tem-se

P (Rejeitarr{y| H,Verdeirg = «

& P(7>c/|u:ug):a

Y- '
@IP’( u0>c MO)za

s =+ —0 (1 -0),

onde® ! (1 — «) representa o quantll — o da Gaussiana padrdo. Considerando que ha
infetados tem-s& —~ Gaussian{;/, %) ondey’ = o+ I (1 — o) € condicionalmente a
existéncia de infetados ter-se-a

1—-p = P(Rejeitary|HFalsa

J— ag /
= P[Y>Mo+%q)l(1—0‘)|ﬂzﬂ]

- IP’{Z> <M0+%®_1(1—a)—,u/> \/7%]

- 1—¢[M\/ﬁ+q>—l(1—a)].

o
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Atendendo a que’ = o + 2 (1 — 110) Obtém-se
1-B=1-0a @1(1—a)—i<é)]. (7.8)

Facilmente se constata que a poténcia do teste aumenta ciéanesach entre as médias
A = (3 — pp). Por outro lado quanto maior for o valor ggnumero de contaminados no
grupo), maior sera o valor da poténcia do teste e por congegein-se

0 < bl <l < < plnnl, (7.9)

Se em (7.8) fizermos = n obtém-se

1-B8=1-9o @1(1—04)—\/5(9)1. (7.10)

o

Da equacdao 3.1 presente na pagina 32 obtém-se

[v,n]
QI
Y Vs
e, por conseguinte, quango= n tem-se
[n,n]
=12
©s

Atendendo as expressoes (7.2) e (7.10) obtém-se finalmente

szl_1-@[@-1(1—a)—\/ﬁ(§)]
" 1-®[@1(1—a)—(2)]

g

<0

Podemos assim concluir que no modelo Gaussiano a seraialido teste conjunto
quando todos os individuos estdo contaminados é superansibgidade do teste simples.
Mais especificamente, (ver equagéo 7.8), podemos aindéuaaoee

[v,m]

Ps < Y5 ;7<\/ﬁ
oM =, o y=yn (sevneN).

> 5y >y

Na sequéncia do exemplo dado na pagina 102 suponhamos agoestamos perante um
grupo de 3 individuos. Observando a Figura 7.3 observamesiquedida que aumenta o
namero de infetados no grupo maior sera a difergnca o € por conseguinte maior sera a
sensibilidade do teste.
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7.3.2 Sensibilidade do teste composto para o0 modelo exponencial consi-
derando grupos de dimenséa dos quaisy estao infetados

Considerando agora que o teste € efetuado a grupos de dimemséo Dy, —~ exponen-
cial (d9) e Dy, — exponenciald;), vamos continuar a assumir qig > J,. Pretende-se
determinar o teste mais potente de niveglara testar

Hy:p=pg versus Hy : = pg, COM pg > pig, (7.11)
gue, como ja foi referido, equivale a testar
Hy:0 =0y versus Hy : 6 = 9;, com d; > dg. (7.12)

O quociente das verosimilhancas é dado por

donde se obtém
— “\& 4 5) |

Assim, rejeita-se a hipotese nula quando a soma das ob8esvéar superior @ sendol
determinado por forma a que

P (Rejeitar Hy|Hy Verdadeiro) = a.

Comecemos por recordar que se

n

: g 2
Y ~ exponencials) = ZYi ~gaman,d) = W = 5 ZYi ~ Xan):
i=1

i=1
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0.6

dnorm(x, mean = mu0, sd = sigma/n"0.5)
0.2

0.0

T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 7.3: Densidade dé condicional ay = m comm = {0,1,2,3}

€ portanto tem-se

P (Rejeitar Hy|Hy Verdadeira) = «

& P(Z}g>zy(5:50>:a

i=1

2

2

= F' (1 -
501 W( OZ)

0

ondexén) (1 — «) representa o quantil de probabilidade «« do modelo qui-quadrado com
2n graus de liberdade.

Neste caso, o calculo da poténcia do teste € mais complexoot@hga do teste € a
probabilidade de rejeitar a hipétese nula quando estaa& falsonsequentemente, a hipbtese
alternativa é verdadeira. Se levarmos em linha de contaahé@nitese alternativa o nimero
de infetados;, pode variar entré e a dimensao do grupa, ou seja, se atendermos a que
§' =6+ 1 (6 — &), concluimos que
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1—-p = P(Rejeitairdy|HyFalsa

= (ZY> X2n) )|5—5>
n—ry Y . 50 )
d Vit Y, >5X(2n)(1—04)
=1 =1

ondeY; —exponencialfy) e Y;* —~exponencial(y;) e por conseguinte ha que determinar
a distribuicdo duma soma de exponenciais com parametroscaéaalistintos (Informacgao
detalhada sobre este resultado pode ser encontrada emnBrilfi®99)). Recorrendo ao
teorema 7.1podemos determinar a poténcia do teste paguguaklor dey

Teorema 7.1.(Convolugdo generalizada de exponendiais

SejamX, X5, --- , X,,, n variaveis aleatorias independentes com fun¢édo densidade d

probabilidadefxi(x) = %e%:, x>0,i=12,---,n,ondes > 0ed # 0,. Avariavel

aleatoria S, = Z X; tem funcéo densidade de probabilidafie (s Z Cm—e?

=1

OemqueCi,n:H(; 16'
- 0i — 05

i

No entanto, quandg = n tem-se quel = §; e por conseguinte a poténcia do teste
guando todos os elementos do grupo estao infetados é dada por

1 —p = P(Rejeitary|HyFalsg
= (ZY> X oy (I—a)[d = 51>
— (51 > vi> (1— a)>

n (b M)
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Atendendo a expressao anterior e aigualdade (7.7) da pE@dnaodemos determinar o valor
da contante

1- FX(Zzn) <g_(1)X%2n)(1 o a>>
o
1= FX%Q) (ﬁXé)(l N Oz))

Assim, no modelo exponencial, a sensibilidade do teste ostogjuando todos os seus ele-
mentos estéo infetados € superior a sensibilidade do tegites.

]ﬂ[:llzl_ < 0.

7.3.3 Proposta de duas metodologias

O nosso objetivo consiste em estender a metodologia de Rorfranalises quantitativas.
Para tal, proceda-se & analise de uma amostra compgsia, . . ., Y,,) den unidades amos-
trais com médid’, e maximoY,,.,,. Para concluir se uma unidade amostral esta ou néo infec-
tada, recorrendo a metodologia de Dorfman, ha que efetagiapnente um teste ao grupo.

Para a obtencdo de uma amostra composta retira-se umaideiarquantidade de subs-
tancia de cada um dos elementos do grupo que posteriormarstutada de forma homogeé-
nea. Se o teste ao grupo der negativo conclui-se que todésnosrgos que o compdem estéo
limpos, caso contrario, é sinal de que existe pelo menos emeglto contaminado no grupo.
O principal problema que se coloca nesta fase, reside erfadatpresenca de pelo menos
um contaminado no grupo, ou seja, determinar uma forma detifjoar a probabilidade de
existéncia no grupo de pelo menos um elemento com quantdfadabstancia superiorla
As hipoteses a testar sao:

Hy: Y X;=0 versusH, : y X;>1 (7.13)

i=1 i=1

Ja foi referido que num teste composto pretende-se avergexisténcia de pelo menos
um individuo infetado e, por conseguinte, utilizando a nesmetodologia que foi aplicada
nos testes individuais (na qual um individuo é classificaoainfetado se; > [), a analise
conjunta vai identificar se o maximo do grupo € superior a@litm Dado que so dispomos de
informacé&o da média do grupo, os testes efetuados baseiamegiantificacdo da informacéo
sobre o maximo dada pela média do grupo. Note-se que a eleristéncia de pelo menos
um infetado no grupo implica que o maximo tome um valor elevad

Na situacdo referida tanto as amostras referentes a indwisaudaveis como as refe-
rentes a individuos doentes possuem uma determinadadp@datie substancia de interesse.
Suponhamos que a quantidade de substancia nos individudévess € modelada por uma
determinada distribuicdo contindd —~ Dy, e que a quantidade de substancia nos indivi-
duos doentes é modelada @otr = 5y + £1Y (ou Y —~ Dy, ) ondef, e ¢, séo vectores de
parametros distintos. Vamos considerar os casos enbDgeregloba os modelos gaussiano,
exponencial e Pareto. Naturalmente que outras formas/panaoderiam ser aplicadas, con-
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tudo iremos restringir as situagdes em gye € do mesmo tipo qud,, com apenas alteracao
de localizacéo e escala.

Para concluir se a hipétese nula deve ser rejeitada ou raa@apropostas duas metodo-
logias:

Primeira metodologia

Nesta metodologia inicial designada pdf;, — determina-se a distribuicdo de, e utiliza-se
0 seu percentil — o como limiar critico.

Quando se misturam amostras saudavels, Y, - - - , Y, e se extrai uma porgélg'n da
quantidade total, a quantidade de substancia de interedmgacpela variavel aleatoré, ,
ondeC, ,, € dado por

n—y v

R ED A

Con == =1 (7.14)

n

Deste modo, a variavel aleatoia, ,, representa a quantidade de substancia de interesse
numa amostra de dimensa@om-~ amostras individuais infectadas. A hip6tese nula do teste
de hipétesesr.13) é rejeitada s€ ,, > ¢, ondeFy, , (1-o) = 1 — a € F, , representa a
fungéo de distribuicéo da variavel aleatdtig, .

Naturalmente que ao efetuar a analise conjunta observapsrgas a média do grupo.
Contudo pretende-se analisar o maximo do grupo e ndo a médisafada correlacao exis-
tente entre elas).

Gaussiana| Exponencial Pareto

n =5 06=3] 06=1

2 0.8546 0.9441 0.9680| 0.9815| 0.999944
3 0.7653 0.9018 0.9417| 0.9652| 0.999982
4 0.7128 0.8749 0.9185| 0.9518| 0.9999782
5 0.6618 0.8395 0.8947| 0.9382|| 0.9999734
10 0.5296 0.7390 0.8260| 0.8892| 0.9997459
20 0.4260 0.6224 0.7462| 0.8377|| 0.9999075
50 0.3227 0.4931 0.6347| 0.7612| 0.999982
100 0.2295 0.4012 0.5468| 0.6892| 0.9999732

Tabela 7.1: Correlacdo entre a soma e o maximo

Caso exista uma amostra infectada no grupo, o problema painconsiste em saber
de que forma é que o valor observado da variavel aleatdsjaé influenciado pela pre-
senca da amostra infectada. A quantidade de informaca® solmaximo da amostra
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M, = max (Y1, Ys,--- ,Y,) fornecido pela média amostr@al, ,, sera provavelmente elevada
quando a correlagéo entre 0 maximo da amostra e a média ahfostlta. Para as trés dis-
tribuicbes mencionadas anteriormente foi calculada a&lzg@o entre 0 maximo da amostra
e a média amostral para varias dimensdes amostrais.

Todos os valores apresentados na Tabela 7.1 foram obtidasnpolacéo apesar de se
conseguirem obter os mesmos resultados analiticamentasoada distribuigdo exponencial
e por aproximacao numérica no caso gaussiano. Refira-se qasomda Pareto(1) ndo existe
média, no entanto a sequéncia de correlacdes convergé gaaadad — 1. Verificamos que
a medida que a dimensao da amostra aumenta a correlacaaidiNdrcaso da Pareto, talvez
por ser um modelo de caudas pesadas, a correlagdo mantéevestaenesmo para valores
den elevados, tais com20 ou 50. Para o modelo exponencial e para o modelo gaussiano os
valores obtidos para a correlagéo sdo muito reduzidos oagieva a crer que a poténcia dos
testes utilizando esses modelos devera ser bastantedaduzi

Segunda metodologia

Uma outra metodologia designada paf, — consiste em determinar, séh, a distribuicdo
deY,, condicionada ao maximo.

Sejacx 0 nivel de significancia do teste.13). A hipotese nula sera rejeitada se pelo menos
um individuo ultrapassar o limiar critido Desta forma, sold/,

P(M, <l) = PVi<l-- Y, <)=Fp h=1-ae

& I=Fpl ((1 - a)%) .

Assim,| representa o limiar critico para amostras conjuntas derdiéree.. O calculo do
quantiIF591 nao é usualmente linear contudo a utilizacédo de valoredailos fornece boas
- 0,.,
aproximacoes.

Para a obtencé&o do ponto critico para a média amostral,geoese da seguinte forma:

1. Simulou-se, sold/,, N = 100000 amostras de dimens&oque posteriormente foram
ordenados pelo seu maximo;

2. Determinou-se a probabilidade de nenhuma observacasuperior ao percentil
1
(1 — «) da distribuicad, ou seja, determinou-se o perceiftil— «)~ da distribuicdo
D que carateriza um individuo sdk,.

3. Selecionaram-se as = 1000 amostras cujo maximo esta mais proximd .da media
amostral dessas amostras é calculada e utilizada como ar fimpara o teste com-
posto. Assim, se a média exceden hipotese nula é rejeitada e a amostra composta €
declarada infetada.
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Comparacao das metodologias via simulacao

Ao juntarn por¢cdes de uma determinada substancia num grupo, a selaglbido teste con-
junto sofre uma reducéao significativa. Com o intuito de compas duas metodologias apre-
sentadas relativamente a magnitude dessas perdas, tesermenétodos de Monte Carlo para
obter valores para a sensibilida,d@ eparaa especificidadé”] do teste composto (ver Tabe-
las 7.2 a 7.6). Todos os valores simulados foram obtidosaerdo-se grupos de dimensao
Otima e assumindo-se que cada modejp € apenas uma translacdoMdg . A translacéo foi
determinada por forma a manter a sensibilidade e a espdadieido teste individual iguais
a0.95 (caso ) e 0.995 (caso 2. Da analise dos valores simulados verificamos facilmente
que a metodologid; € mais eficiente ja que a reducdo operada na sensibilidadestio t
composto é significativamente menor comparativamente adoleigiaZ’;. No que respeita a
especificidade, as perdas sdo em ambas as metodologiagpowiio significativas.

caso 1ol = ol = 0.95 caso 205 = o = 0.995
T1 | TQ T1 | T2

7 o PP F [ ]

0.15 0.9 || .7746| .8994| .8573| .8283|| .9623| .9002| .9830| .8231
(n*=3) | 0.95 || .6627| .9504| .8012| .8818| .9229| .9501| .9728| .8707
0.99 | .4310| .9900| .6902| .9408 | .7835| .9901| .9319| .9427

0.10 0.90 || .6946| .9009| .8141| .8085| .9182| .9004| .9598 | .8183
(n*=4) | 0.95 || .5707| .9499| .7617| .8557| .8518]| .9501| .9450| .8561
0.99 | .3393| .9900| .6507 | .9209| .6603| .9899| .8931| .9235

0.05 0.90 || .6127| .9003| .7636| .7971| .8628| .8992| .9371| .7960
(n*=5) | 0.95 | .4804| .9501| .7109| .8417 | .7716| .9500| .9202| .8320
0.99 | .2534| .9901| .9490| .9082| .5431| .9900| .8445| .9137

0.01 0.90 || .4066| .8997| .6600| .7343| .6261| .9001| .8277| .7404

(n*=11) | 0.95 | .2759| .9497| .5917| .7874| .4880| .9502| .8182| .7606
0.99 | .1061| .9899| .5266| .8338| .2491| .9900| .7337| .8347

Tabela 7.2: Modelo Gaussiano (100000 replicas)
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(1]

(1]

(1]

(1]

caso lips' = e = 0.95 caso 2ips' = we' = 0.995
T | T, T | Ty

L » J1-of ol [ [ [ [ [ @ [0 | o |
0.15 0.9 || .9423| .8984| .9923| .8825| 1.00 | .9019 | 1.00 | .8856
(n*=3) | 0.95 || .5496| .9492| .6673| .9339| 1.00 | .9554 | 1.00 | .9429
0.99 | .1626| .9894| .2464 | .9792| .6413| .9895 | .9596| .9820

0.10 0.90 || .8641| .9032| .9743| .8785| 1.00 | .9049 | 1.00 | .8860
(n*=4) | 0.95 || .4788]| .9458| .6585| .9256| 1.00 | .9517 | 1.00 | .9324
0.99 | .1174| .9908| .2473| .9781 | .4929| 0.9903| .8980| 0.9792

0.05 0.90 | .8206| .9005| .9644| .8698|| 1.00 | .8975 | 1.00 | .8667
(n*=5) | 0.95 | .4240| .9486| .6660| .9198| 1.00 | .9494 | 1.00 | .9229
0.99 | .0792| .9900| .2195| .9746| .4019| .9903 | .8979| .9737

0.01 0.90 || .7668| .9015| .9907| .8371| 1.00 | .8957 | 1.00 | .8220
(n*=11) | 0.95 | .3514| .9487| .8710| .8842| .9521| .9472 | 1.00 | .8896
0.99 | .0256| .9910| .3292| .9525| .1896| .9902 | .9367| .9512

Tabela 7.3: Modelo exponencial (100000 replicas)
caso 1ol = ol = 0.95 caso 2:ol = ol = 0.995
T, | T, T | T,

[ r [ o WMo [ AT AT o [ [ o]
0.15 0.9 || .5813|.9010| .63 |.8883| 1.0 | .8995| 1.0 | .8928
(n*=3) | 0.95 || .3616| .9473| .3994| .9408| 1.0 | .9495 | 1.0 |.9422
0.99 | .0646| .9896| .0802| .9874 | .4166| .9898 | .5075| .9873

0.10 0.90 || .5014| .8996| .5359| .8886( 1.0 | .8997 | 1.0 | .8866
(n*=4) | 0.95 || .2908| .9497| .3314| .9414| .9503| .9503 | .9410| .9381
0.99 | .0556| .9910| .0752| .9874 | .3345| 0.9902| .4070| .9875

0.05 0.90 | .4189| .9001| .4725| .8827| .9924| .8861 | .9987| .8861
(n*=5) | 0.95 || .2248| .9507 | .2875| .9353| .8087| .9514 | .9084 | .9362
0.99 | .0406| .9901| .0583| .9862 | .2526| .9892 | .3350| .9842

0.01 0.90 || .2585| .90 | .3555| .8551| .6771| .9004 | .7738| .8687
(n*=11) | 0.95 | .1365| .9504| .2113| .9207| .4294| .9497 | .5940| .9168
0.99 | .0263| .99 |.0554| .98 | .1118| .9902 | .2054| .9881

Tabela 7.4: Modelo Pareto(5) (100000 replicas)

A reducao da sensibilidade do teste composto provocadaefeito de diluicdo pode ser
minimizada caso se opte por grupos de dimenséao inferior ardiio 6tima. Nas tabelas 7.7,
7.8 e 7.9 é visivel o ganho significativo na sensibilidadesdtetcomposto.
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caso Ll = ol = 0.95 caso 2:1 = oM = 0.995
T | T, T | T,

L Ji—af o [ ol [ o | & | 7 | o [ o | |

0.15 0.9 || .5691| .9019]| .5883| .8978| 1.00 | .8994 | 1.00 | .8905
(n*=3) | 0.95 || .2900| .9518| .3216| .9479| 1.00 | .9534 | 1.00 | .9494
0.99 | .0287| .9891| .0325| .9886| .3409 | .9904 | .3840 | .9893

0.10 0.90 || .3667| .8985| .4994| .8882| 1.00 | .8983 | 1.00 | .8917
(n* =4) | 0.95 || .2319| .9561| .2595| .9512| 1.00 | .9479 | 1.00 | .9420
0.99 | .0254| .9903| .0294| .9893| .2622 | 0.9897| .2851 | .9887

0.05 0.90 || .3669| .9047| .3996| .8966| 1.00 | .8984 | 1.00 | .8873
(n*=5) | 0.95 || .1836| .9529| .2189| .9457| .9359 | .9529 | .9793 | .9472
0.99 | .0286| .9901| .0339| .9887 || .01924| .9903 | .2304 | .9886

0.01 0.90 | .2265| .9032| .2714| .8803| .7715 | .9002 | .08551| .8768

(n*=11) | 0.95 || .1030| .9490| .1337| .9382|| .4418 | .9492 | .5234 | .9355
0.99 | .0183| .9888| .0220| .9863| .0772 | .9904 | .1089 | .9875

Tabela 7.5: Modelo Pareto(3) (100000 replicas)

caso Ll = oM = 0.95 caso 2:1 = oM = 0.995

T1 | T2 Tl | T2

7 o A I AP &

0.15 0.9 || .3581| .8962| .3581| .8962| 1.00 | .8946 | 1.00 | .8943
(n*=3) | 0.95 || .0794| .9513| .0822| .9508| 1.00 | .9490 | 1.00 | .9483
0.99 | .0100| .9895| .0101| .9895| .1835| .9903 | .1827| .9906

0.10 0.90 | .2398| .8969| .2437| .8959| 1.00 | .8950 | 1.00 | .8926
(n*=4) | 0.95 | .0740| .9465| .0751| .9460| 1.00 | .9503 | 1.00 | .9498
0.99 | .0100| .9901| .0100| .9901 | .0764| 0.9883| .0703| .9883

0.05 0.90 | .1612| .9013| .1674| .8982| 1.00 | .9042 | 1.00 | .9021
(n*=5) | 0.95 || .0551|.9482| .0559| .9480| 1.00 | .9522 | 1.00 | .9522
0.99 | .0099| .9899| .0103| .9899| .0240| .9908 | .0227| .9909

0.01 0.90 | .1110| .8973| .1110| .8960| 1.00 | .9016 | 1.00 | .8986

(n*=11) | 0.95 || .0592| .9488| .0592| .9478| .3154| .9522 | .3281| .9517
0.99 | .0107| .9909| .0107| .9909| .0123| .9808 | .0123| .9893

Tabela 7.6: Modelo Pareto(1) (100000 replicas)
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caso Ll = oM = 0.95 caso 2:p = ol = 0.995
T | T, T | T,

L p Ji—a o [ [ [ o [ o | ol [ ol | o |

0.15 0.9 || .7555| .9006| .7785| .8970 1 9009 1 .8968
(n=2)| 0.95 || .3994| .9495| .4114| .9478 1 .95 1 .9465
n*=3 | 0.99 | .0698| .99 |.0799| .9889| .6155| .9901| .7203| .9888

0.10 0.90 | .7492| .8998| .7704| .8967 1 9018 1 9
(n=2)| 0.95 || .3785| .9499| .4061| .9465 1 9503 1 9472
n* = 0.99 || .0637| .9901| .0707| .9892| .6296| .9898| .72 | .9888

0.05 0.90 || .5321| .9013| .5650| .8936 1 8992 1 .8909
(n=3) | 0.95 || .2859| .9499| .3195| .9438 1 9507, 1 .9440
n*=>5 | 0.99 | .0454| .9899| .0564 | .9877 | .3410| .9893| .4145| .9872

0.01 0.90 | .2842| .8991| .3372| .8759| .7489| .8995| .8530| .8635

n=9) | 0.95 || .1495| .9497| .2153| .9255| .4911| .9508| .6603| .9219
1] 0.99 | .0284| .99 |.0544|.9813| .1276| .9904| .2198| .9820

Tabela 7.7: Modelo Pareto(5) cohk n < n* (100000 replicas)

caso Ll = oM = 0.95 caso 2:p = ol = 0.995

T1 | T2 Tl | T2

| » Jri—af & ] Q8| BT | o | o8 | ol ] ol | ol

0.15 0.9 .7442| .9019| .7672| .8989 1 .9006 1 .8982
(n=2)| 0.95 || .3275| .9502| .3341| .9492 1 .9884 1 9475
n* = 0.99 | .0328| .9897| .0356| .9891 | .6258| .9898| .7068| .9894

0.10 0.90 || .7371| .9012| .7607 | .8982 1 8993 1 .8974
(n=2)| 0.95 || .3109| .9492| .3248| .9473 1 9502 1 .9466
n*=4 | 0.99 || .0318] .9902| .034 | .9898| .6375| .9899| .6936| .9896

0.05 0.90 || .4936| .8995| .5343| .8911 1 9004 1 .8943
(n=3) | 0.95 || .2216| .9498| .2437| .9455 1 9504 1 .9458
n* = 0.99 || .025 | .9904| .0287| .9891| .2573| .9905| .3010| .9895

0.01 0.90 || .2378| .8985| .2730| .8832| .8575| .8989| .9202| .8799

n=9) | 0.95 || .1158| .9496| .1438| .9373| .5192| .9504 | .6398| .9371
1] 0.99 | .0154| .9896| .0205| .9869| .0784| .99 | .1087| .9871

Tabela 7.8: Modelo Pareto(3) cohk n < n* (100000 replicas)
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caso 1l = oV = 0.95 caso 2:0 = ol = 0.995
T | 15 T | 13
L p Ji—a] o [ of | o [ ol [ o | ol | ol | o |

0.15 0.9 | .7053| .8993| .7084| .8992 1 9012 1 .9005
(n=2)| 0.95 || .1211| .9491| .1247| .9488 1 9505 1 .9507
n*=3 | 0.99 || .0109]| .9905| .0109]| .9905|| .4357| .9903| .4228| .9903
0.10 0.90 || .6879| .9013| .7150| .9005 1 9005 1 .9005
(n=2)| 0.95 || .1151| .9502| .1159| .9500 1 9504 1 .9506

n* = 0.99 | .0108]| .9897| .0110| .9896| .3361| .9901| .4818| .99
0.05 0.90 || .2730| .8988| .2740| .8986 1 .90 1 .8990
(n=23) | 0.95 | .0723| .9508| .0741| .9501 1 9495 1 .9486
n*=>5 | 0.99 || .0115| .9902| .0117| .99 | .0776| .9898| .0782| .9906
0.01 0.90 || .1225]| .8988| .1249| .8974 1 .8987| 1 .8965
(n=9)| 0.95 || .0577| .9501| .0589| .9494 | .8738| .9501| .9351| .9493
n*=11| 0.99 | .0095| .9903| .0096| .9902 || .0109| .9899| .0110| .9898

Tabela 7.9: Modelo Pareto(l) coin< n < n* (100000 replicas)
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7.4 Conclusoes

A rarefacdo tem um efeito preponderante na qualidade d®destposto. Quando a média e
0 maximo da amostra sdo altamente correlacionados este éfeiinimizado e a utilizacao
de amostras compostas pode ser recomendada. Ao invés, gstanglo a correlacao é fraca,
a presenca de uma amostra individual infetada no grupo temeduozido efeito na quanti-
dade de substancia da amostra conjunta e consequentenustég@o da amostra infetada é
extremamente dificil.
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Capitulo 8

Comentarios finais

A escolha da metodologia de Dorfman(que foi, em si mesmaalim gualitativo importante

na gestdo da saude publica) para tema de investigacdo estae®nada com o facto de
lecionar numa escola de satddescola Superior de Tecnologias da Saude de Lisboa, onde a
tematica da saude publica é obviamente prioritaria.

Neste trabalho pretendeu-se expor apenas resultadostesere de formulagcao clara,
tendo sido omitido uma colecéo de resultados dispersos @xdentarios a simulacées que se
considera ndo terem atingido ainda o estatuto de publEavei

Uma das questdes fundamentais abordadas neste traballeos@oeonseguiu um avanco
significativo, tem a ver com os erros nas analises combin&ia®, sensibilidade e especifi-
cidade de analises a uma amostra composita usando pareelaglddes amostrais indepen-
dentes. No que toca ao caso continuo constatamos ser urempeotde dificil resolucdo que
necessita de um horizonte temporal apreciavel para serestdtados mais consistentes.

Cada vez mais, os resultados simples do tipo positivo/negadi um determinado namero
de cruzes para quantificar o estado de degradacédo de um erglort a ser substituidos por
resultados fornecidos por um nimero e um intervalo de neé&é&orrespondente a “dentro
dos padrdes normais”. Isto leva naturalmente a pensar quearnmento” de modelos com
diferentes pesos de caudas, proporcionado por Paretostigadas (em que indice negativo
corresponde a uma subfamilia beta, com caudas leves, ete oando o indice tende para
zero ao modelo exponencial, de cauda direita “neutra”) é nabl@ma arduo mas que merece
esforco, nomeadamente quando cada vez mais é necessguar pecursos, usando testes
com amostras combinadas.
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